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Aufgabe 1

(a) Bestimmen Sie lim,_,o xisxl? (@)

(b) Es sei f: R — R gegeben durch

o e_w%, x#0
f(w)-—{o’ o0

Zeigen Sie, dass f auf R unendlich oft differenzierbar ist.
Losung:

(a) Die Funktionen z — sinz und z? sind in einem offenen Intervall um x = 0 differen-
zierbar und es gilt lim,_,oz — sinz = lim,_,o 2> = 0. Damit sind die Voraussetzungen
flir die Anwendungen des Satzes von de I’Hospital gegeben. Es gilt damit

. x —sinx . l—coszx
lim ——— = lim ———,
z—0 .%'3 z—0 3x
falls der zweite Grenzwert existiert.
Analog sind 1 — cosz und 3z? in einem offenen Intervall um = = 0 differenzierbar und

lim,_,0 1 — cosz = lim,_,¢ 322 = 0. Unter denselben Bedingungen wie oben gilt:
1 —cosz sin x

lim — o~ = lim ~ .
x—0 3z z—0 Ox

Wie oben sind sinx und 6x bei 0 differenzierbar und lim,_,¢sinx = lim,_,q6x = 0. Es
gilt also

. x —sinx . 1—cosx . sinx . coszT 1
hmizhmﬁ: im = —.
x—0 :L‘3 x—0 3x z—0 Ox x—0 (8 (8

Wir haben also den Satz von de I’'Hospital dreimal angewendet.

(b) Wir betrachten zuerst die Ableitungen auf R \ {0}. Fiir = # 0 gilt
T 1 - T 1 1\, —3
fl(x)=25%e 22, und f'(x)=—6-e 2% +45e 2% = (=65 +4-5)e 2%,
1
Fiir die Polynome p1(t) = 2¢3 und po(t) := —6t* + 4¢° gilt also f'(z) = p1(2)e 2* und
1
F(2) = pa(1)e ™= fir 2 0.
Wir zeigen induktiv: Fiir jedes n € N existiert ein Polynom p,, mit
1.2
[ () = JPa(U/m)e T 20,
0, xz =0.

IA: Klar mit po(z) = 1.
IS: Sei die Behauptung fiir n bewiesen. Fiir z # 0 gilt dann
— 2 < _ 2 _ 2
FOH (@) = p(1/2) (= 1/2*)e ™ 4 pa(1/2)(2/2%)e V" = pya (1),
WO pri1(y) = pl,(y)(—y?) + pn(y)2y> wieder ein Polynom ist.
Weiter gilt fiir kK € N nach ’'Hospital

lim lim

z500 22 /k - T—00 (21;/k;)ex2/k =0,

also auch

. e~/ e . T \k
lim — = lim —— = lim (T) =0
z—=0,2>0 T z—o0 1/x z—00 \ et?/k
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und
el e . k
m—}%)r,gd) xk - mgr—noo 1/xk - xEI—noo (er/k) =0

Wir erhalten

M) () — f()
)y e 4@ = 0 “1/2? _
f (0) m—}%)I,le;aéO z—0 ac—l%)r,lxlyéo Pn (.T)@ 0-

Es folgt, dass f auf R beliebig oft differenzierbar ist.

Aufgabe 2

(a) Es sei f: [a,b] — R monoton. Zeigen Sie, dass f eine Regelfunktion ist.
(b) Es sei f:]0,1] — R gegeben durch

(o [0 Te@ U\ U
é, z e (0,1]NQ,z = % als vollstandig gekiirzter Bruch mit ¢ > 0
Ist f eine Regelfunktion?

Losung:

(a) O.E.d.A. sei f eine monoton wachsende Funktion (sonst ersetze f durch —f).
Wir zeigen zuerst, dass limg~ g0 2-£a, f(2) fiir jedes ag € [a,b) existiert:
Es sei (z,,)y eine monoton fallende Folge mit x,, € (ag,b] und lim,,_,~ =, = a. Dann ist
(f(zn))nen eine monoton fallende Folge (da f steigend ist), die durch f(ap) nach unten
beschrankt ist. Also ist (f(zy))nen konvergent mit f(ag) < lim, f(x,).
Sei nun (y, )y eine beliebige Folge, die gegen ag konvergiert und Werte in (ag, b] annimmt.
Wir miissen zeigen, dass limy, o0 f(2n) = lim, 00 f(yn) gilt.
Fiir jedes N € N gibt es N < N; € N, so dass z > y, fiir jedes n > N;. Es folgt
flxn) > f(yn) fir n > Nj und damit lim, o f(2,) = limy 00 f(yn). Der Grenzwert
limg ag, 2240 f () existiert also.
Die Existenz von lim, s, b, f (x) fir by € (a, b] zeigt man analog. Wir zeigen nun, dass
daraus folgt, dass f eine Regelfunktion ist. (Siehe auch Bemerkung 13.9 der Vorlesung.)
Um die Notation zu vereinfachen, setzen wir

flt=) = Mlggcl#f(w), und - f(t4) = Jim f().
Da f monoton wachsend ist, gilt f(t—) < f(t+) fur alle t € (a,b). Falls f(t—) # f(t+),
dann nennen wir ¢t eine Sprungstelle von f, und f(t+) — f(t—) ist die Sprunghdhe von
f bei t.
Sei ¢ > 0. Dann gibt es nur endlich viele Sprungstellen in mit Sprunghéhe > «.
(Warum?) Seien t; < t; < ... < t,—1 diese Sprungstellen. Wir setzen ¢y := a und

t, := b. Fir jedes k = 0,...,n — 1 betrachten wir nun das Interval [t,tr11], auf
dem es keine Sprungstellen mit Hohe > e gibt. Wir kénnen nun ¢, < t51 < tp2 <
o < tpyk)—1 < tky1 so wahlen, dass mit o = f und tg4) = tg41 fur jedes

r=0,...,l(k)=1gilt: f(tp,—) < ftkr+1+) < f(tg,—)+e. (Warum?) Wir wihlen nun
eine Treppenfunktion g: [a,b] — R mit g(b) := f(b), und so dass fir alle k =0,...,n—1
und r = 0,...,0(k) — 1 gilt: g(tx,) = f(tk,) und g ist auf (t;,,tg,+1) konstant mit
Wert f(%rtrily Dann gilt || f — glleo < €.
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(b) Sei € > 0. Wahle gy € N* mit 1/g < e. Die Menge

M :={(p,q):p€Z,qge{l,...,q0 — 1};p, q teilerfremd ;p/q € [0,1]}
ist endlich (warum?). Dann ist auch

N:={p/q|(p,q) € M}
endlich und

oo wepanN
g()'_{l/q, z=plge N

ist eine Treppenfunktion. Fir x € [a,b] \ Q und fir x € N gilt f(z) = g(z). Fir z =
p/q € ([0,1]NQ)\ N gilt p/q ¢ M, also g > qo und |f(z) — g(z)| = |f(z) —0] = 1/q <e.

Insgesamt erhalten wir also ||f — g||leo < €.
Aufgabe 3

Bestimmen Sie die folgenden Integrale:

(a) /0 (1 — 2)™da, (b) / (1+2)"(1 — 2)"ds.

-1

Lésung:

(a) Wir berechnen das Integral mittels partieller Integration. Dazu setzen wir v’ =

2", v =(1—2)™. Dann gilt u = “;::jll,v/ = —m(1 —x)™ L. Es folgt:
1
Inm ::/ 2"(1 —x)"dx
0
1 1 1
_ "1 — )™ N m x"“(l B m)m_ldx
n+1 0 o n+1
1 ,.n+1
x m
pu— . 1 - m_ld - I - .
/0 1 m( x) T 1 Lme
Mit I mo = fol 2" TMdy = ﬁ und der obigen Rekursionsformel folgt
[ m . m m-— 1] B - nlm)!
T R T R (n+m+ 1)
_ z+l1 1

(b) Wir verwenden Teil (a) und wenden die Substitution g(x) = ¥3= an; es gilt ¢'(z) = 3.
Dann ist

1 1
/ (14 2)"(1—a)"ds = 2/ (29(2))"(2 = 2g(2))"g' (v)dx
-1

-1

_ gumel / (9(2)"(1 — g(2))" g (x)dz

1
9(1)
= gntm+l / 2" (1 —z)"dx
9(=1)
1

= 2”+m+1/ 2"(1 —x)"dx
0
— 2n+m+II _ 2n+m+1

nm —

(n+m+1)
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Aufgabe 4

Bestimmen Sie das Integral

3
/0 a2 sin?  + b2 cos? ¢

fiir beliebige Parameter a,b € (0, 00).

1

Lésung:
Es gilt
/g_e dy _ /’2’—6 cosZ g
o aZsinp+b2cos?2p Jog  a’tan? o+ b2 z
Substituiere g(¢) = tan ¢ und erhalte ¢'(¢) = ﬁ, also
/’5‘6 s dp = /tan(g_e) dp
o dtanlp+ 27 a?@? + b2
1 /tan(g—e) d(,O
b Jo (30)" +1
) 1 4 tan(5 —e) ds
" ab /0 s2+1
4 tan(g5—e)

Al2.2 arctanx

ab 0

arctan({ tan(f — e€))

ab
Dabei wurde in (*) die Substitution s(¢) = ¢, verwendet, die s'(yp) = ¢ liefert. Es gilt

)
. a 0
lg%g tan(§ —€) =00
und daher
. arctan(§ tan(§ — ¢)) T
lim =—.
e—0 ab 2ab
Es folgt

e—0Jog  a?sin®p +b2cos?p  2ab’

bl
/0 a?sin? ¢ + b2 cos? ¢
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Aufgabe 5

Essei f: [0,a] — Ry (fiir @ > 0), eine streng monoton fallende, stetige Funktion. Zeigen
Sie, dass [y’ f(z) sin(z) dz > 0 gilt.

Lésung:

Zunéchst eine Vorbemerkung: Falls g: [c,d] — [0, 00) stetig und nicht konstant 0 ist, so
existieren 1 < x2 € [¢,d] und A > 0 mit g(z) > A falls z € [z, 22] (warum?). Daher
gilt

d T2
/ g(z)dx > / Adx = ANz —x1) > 0.

1

Sei nun k € N so, dass a € (2k, (2k + 1)xr]. Dann gilt

2km
/ f(x)sin(z )d:r—/ f(x)sin(x)dz + f( ) sin(x)dx

2k

(k+1)7
/2 x) sin(z)dz + f( ) sin(x)dx

km 2k

I
W\ ?T‘Mk\
»—l o

(2k+1)7
/ ~ flat ) sin(@)ds+ [ f(2)sin(2)da.

2k

Dabei sind die Integranden nlchtverschwmdende positive Funktionen — nach der Vorbe-
merkung sind die Integrale also echt positiv.



