ﬂ'bungen zur Analysis 1 Blatt 02
W. Winter, H. Thiel WS 2017/18

Mogliche Losungen fiir Blatt 02

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Beweisen Sie die folgenden Anmerkungen zu den Koérperaxiomen. Benutzen Sie dabei
ausschliellich die Korperaxiome und geben Sie in jedem Schritt an, welches derselben
Sie gerade benutzen.

(a) Die Elemente 0 und 1 sind durch ihre Eigenschaften eindeutig bestimmt.

(b) Es seien z € K und y € K \ {0} gegeben. Dann sind die Elemente —z und y~
eindeutig bestimmt.

(c) Fir alle x € K gilt - 0= 0.

(d) Fiir alle z,y € K gilt: Falls -y = 0, dann ist x = 0 oder y = 0.
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Mogliche Losung:

(a) Sei 0" ein weiteres Nullelement. Dann gilt 0 4+ 0’ = 0. Da 0 ein Nullelement ist, gilt
0’4+ 0 = 0. Wir verwenden im zweiten Schritt die Kommutativitit der Addition und
erhalten:

0=0+0=0+0=0"
Sei 1’ ein weiteres Einselement. Dann gilt 11’ = 1. Da 1 ein Einselement ist, gilt

1’1 = 1’. Wir verwenden im zweiten Schritt die Kommutativitat der Multipliktation
und erhalten:

1=11"=11=1"

(b) Es sei a € K ein weiteres Element mit x + a = 0. Es folgt z + (—z) = = + a. Wir
addieren —z (von links) und erhalten:

(—2) + (2 + (—2)) = (-2) + (z + a).
Mit dem Kommutativgesetz der Addition folgt aus = + (—z) = 0, dass (—z) +x = 0
gilt. Wir wenden beim ersten und letzten Schritt die Eigenschaft der Null an, wir
wenden beim zweiten und vorletzten Schritt die Kommutativitdt der Addition an, und

wir wenden beim vierten und sechsten Schritt die Assoziativitat der Addition an und
erhalten

(—2) =(-2)+0=0+(-2) = ((-z) + 2) + (—2) = (—2) + (z + (-2))
=(—x)+(x+a)=((-z)+z)+a=0+a=a+0=a.
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Die Eindeutigkeit von y~" zeigt man analog.

(c) Es gilt 0+ 0 = 0. Wir wenden beim zweiten Schritt das Distributivititsgesetz an
und erhalten

z-0=z-(0+0)=2-0+z-0.

Durch Subtraktion von —(z - 0) erhalten wir 0 = x - 0.

(d) Angenommen zy = 0. Falls = 0, so sind wir fertig. Andernfalls existiert z .
Dann folgt

y:y.lzl.y:(x_l )y:x_l(xy):x_l-()zo.
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Aufgabe 2 (4 Punkte)

Sei K ein archimedisch angeordneter Korper. Beweisen Sie die folgenden Aussagen aus
der Vorlesung:

(a) Fiir alle ¢ > 0 existiert n € N mit n > 1, so dass n™! < e.
(b) Sei b > 1. Dann gilt: Fiir alle K € N existiert n € N mit 6" > K.
(c) Sei 1 >b> 0. Dann gilt: Fiir alle € > 0 existiert n € N mit b" < ¢.

Mogliche Losung:

Wir zeigen zuerst (ii) aus Vorlesung 2.5: Fiir x € K gilt 0 < x genau dann, wenn
—z < 0. Sei also x € K mit 0 < z. Es gilt entweder 0 < (—x), oder 0 = —z, oder
—z < 0. Im ersten Fall folgt 0 < x + (—z) = 0, ein Widerspruch. Im zweiten Fall folgt
0 = z, ein Widerspruch. Also folgt —x < 0. Die Riickrichtung folgt analog.
Wir zeigen (vi) aus Vorlesung 2.5: Fiir z,y,a € K mit x < y und 0 < a gilt ax < ay. Sei
also z,y,a € K mit z < yund 0 < a. Es folgt y—z € K. Nach (O3) folgt a(y—z) € K.
Nach dem Distributivgesetz gilt a(y — =) = ay — az. Es folgt ay — ax € K und daher
ar < ay.
Wir zeigen nun (ix) aus Vorlesung 3.5: Es gilt 0 < 1. Wir zeigen die Behauptung.
Offenbar gilt nicht 0 = 1. Angenommen, 1 < 0. Dann folgt 0 < (—1) und dann
0 < (=1)(—1) =1, ein Widerspruch. Also gilt 0 < 1.
Wir zeigen nun, dass aus ¢ € K, schon z=! € K, folgt. Um die Behauptung zu
beweisen, sei z € K. Dann gilt x # 0 und 2! existiert. Es gilt 7! > 0, oder =% = 0,
oder 27! < 0. Im ersten Fall sind wir fertig. Im zweiten Fall folgt durch Multiplikation
mit z, dass 1 = 0, ein Widerspruch. Im dritten Fall folgt durch Multiplikation mit x,
dass 1 < 0, ein Widerspruch.
Wir zeigen nun (viii) aus Vorlesung 3.5: Fiir z,y € K mit 0 < x < y gilt 0 <y~ ! < 271
Seien also 2,y € K mit 0 < z < y. Es folgt 0 < 27! und 0 < y~!. Durch Multiplikation
der Ungleichung = < y mit ~! und y~! erhalten wir:

y_1 = x_lwy_l < :c_lyy_l =z L
(a) Sei e > 0. Es gilt 1 > 0. Nach dem Archimedische Axiom gibt es n € N mit ne > 1.
Es folgt n > 1. Multiplikation mit n~! ergibt ¢ > n™!, was zeigt, dass n die gewiinschten
FEigenschaften hat.

(b) Sei b > 1 und K € N. Setze z := b — 1. Dann gilt > 0. Nach dem Archimedische
Axiom gibt es n € N mit nx > K. Wir wenden beim zweiten Schritt die Bernoullischen
Ungleichung (Proposition 2.7) an, und erhalten

V'=014+z2)">1+nxr>1+K > K.

Dies zeigt, dass n die gewlinschten Eigenschaften hat.

(c) Sei 1 > b >0 und £ > 0. Nach Teil (a) gibt es K € Nmit K~ ' <e. AusO0<b< 1
folgt 0 < 17! = 1 < b=!. Nach Teil (b) gibt es n € N mit K < (b~1)". Es gilt
(b~1H™ = (b™)~! und daher " < K~!. Insgesamt erhalten wir b" > ¢, was zeigt, dass n
die gewiinschten Eigenschaften hat.
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Aufgabe 3 (4 Punkte)

Verifizieren Sie die folgenden Ungleichungen:

(a) n? < 2" fiir jede natiirliche Zahl n # 3.
(b) 2™ < n! fiir jede natiirliche Zahl n > 4.

(c¢) Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 und jede natiirliche Zahl k gilt (Z)nik < %

Mogliche Losung:

(a) Firn =0gilt n2 =0<1=2" Firn=1gilt n? =1<2=2" Fiirn =2 gilt
n?=4<4=2" Wir zeigen nun n2 < 2" duch vollstandige Induktion fiir n > 4. Der
Induktionsanfang ist n = 4. Fiir n = 4 gilt n? = 16 < 16 = 2".
Angenommen, die Aussage gilt fiir n. Fir k > 4 gilt

() = (14 )P < 1+ 1) = Laezs <2
Fiir n 4+ 1 berechnen wir, indem wir beim zweiten Schritt die Induktionsvorraussetzung
und die obige Abschéitzung benutzen:

(n+1)% = (52)n? < 22" =2,

(b) Wir beweisen die Aussage duch vollstdndige Induktion fiir n > 4. Der Induktion-
sanfang ist n = 4. Fir n = 4 gilt 2" = 16 < 24 = n!.
Angenommen, die Aussage gilt fiir n. Es folgt

2"l =2.2" <2.pl < (n+ )n! = (n+ 1)

(c) Die Aussage gilt fiir £ = 0 und falls n < k. Fir 1 <k <n gilt:
n=nn-1)-...-(n—k+2n—k+1)-(n—k)! <nf-(n—k)
Es folgt
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Aufgabe 4 (4 Punkte)

Beweisen Sie die folgenden Aussagen fiir alle natiirliche Zahlen n > 1:
n

(a) (1+1)" < kZO% <3.

(b) (§)" < 50t

Mogliche Losung:

n
(a) Wir beweisen zuerst die Ungleichung (1 + l)n < Yo L. Wir wenden im ersten

n

k=0
Schritt den Binomischen Lehrsatz an, und wir verwenden die Abschatzung aus Aufgabe

3(c) im dritten Schrit, und erhalten
() =Sk =Sk <3k

n
Wir zeigen nun die Ungleichung > % < 3. Aus Aufgabe 3(b) folgt & < 5 L fiir n > 4.
k=0

Wir wissen auBerdem, dass > ", 2% < 1 fiir alle m € N. Wir kénnen n > 4 annehmen

und erhalten B
n n n
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k=0 k=4 k=1
(b) Wir beweisen die Ungleichung duch vollstdndige Induktion fiir n > 1. Der Induk-
tionsanfang ist n = 1. Es gilt (%)n = % < % = %n!.
Angenommen wir haben die Ungleichung fiir n gezeigt. Wir wenden Aufgabe 4(a) beim
dritten Schritt an, wir wenden die Induktionsvorraussetzung beim vorletzten Schritt an,
und erhalten

+1 +1 1 +1
(%) =E)" )" = ()" (et ) (n+ )"

1)
)"+ 130" = (2)" (n+1) < inl(n+1) = Ln+ DL

W= W=
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