ﬂ'bungen zur Analysis 2 Blatt 12 - Losungen
W. Winter, H. Thiel SS 2018

Zusatzaufgabe 1 (4 Punkte)
Berechnen Sie die Integrale [ te~'dt und [ t*e~"dt.
Mogliche Losung:

Wir betrachten das parameterabhéngige Integral F(y) = [ e ™dt. Einerseits gilt
F(y) = —y_le_ty‘é =y 11 — e ) und damit:

F'ly) =y (L +ay)e™ = 1), F'(y) =y (= (2 + 2oy + 2y*)e ™ + 2).
Andererseits gilt nach Satz 9.4:

F'(y) = /0 —te"Wdt,  F'(y) = /O t2e Wt

Damit ergibt sich:

/ tetdt = —F'(1) = —(1+z)e ™ + 1.
0

x
/ tPetdt = F"(1) = —(24 2z + 2%)e " + 2.
0

Zusatzaufgabe 2 (4 Punkte)

Berechnen Sie das Volumen der dreidimensionalen Halbkugel wie folgt. Essei f: [—1,1]x
[—1,1] — R die stetige Funktion, welche gegeben ist durch:

V1—a2 -2, fallsa?+42 <1
f(:v,y)Z{

0, falls 22 + 42 > 1

Berechnen Sie das Doppelintegral f_ll f_ll f(z,y)dzdy.

Mogliche Losung:

Fiir ein festes y € [—1,1] gilt f_ll f(z,y)dz = [V 11_922 mdx — (1 - 4?). Es
-1~y

folgt:
1 1 1
T T 1 2
dxdy = “(1—ydy = —(y — =3 =,
/_1/_1f(w,y):vy /_12( y~)dy 2(y 3y) 3
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Zusatzaufgabe 3 (4 Punkte)
Berechnen Sie die folgenden Integrale auf den angegebenen Bereichen.
a) [;(zy +y*)d(z,y) mit I =1[0,1] x [0,1].
b) [;sin(z + y)d(z,y) mit I = [0,7/2] x [0,7/2].
o) J; Hde x,y,z) mit I =[0,1] x [0, 1] x [0, 1].
Mogliche Losung:
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/Isin(:v +y)d(z,y) = /07r/2 (/OW/Z sin(z + y)da:) dy
- /07r/2 (— cos(z + y)\gﬂ) dy

w/2
= /0 (cos(y) — cos(y + 7/2))dy

T/2

= (sin(y) — sin(y + 7/2))|7/* = 2.
(c)
[zt = ([ ) ([ ) (] =)
RSN
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Zusatzaufgabe 4 (4 Punkte)

Wir betrachten eine Funktion L(t,q,p), fiir t € [a,b] und ¢,p € R, die zweimal stetig
partiell differenzierbar ist. Wir suchen eine differenzierbare Funktion g: [a,b] — R, so-

dass ff L(t,g(t), ¢'(t))dt minimal wird.

(a) Angenommen, L héngt nur von ¢ und ¢ ab. Zeigen Sie, dass jede Losung g des
Problems die Gleichung %—S(t, g(t)) = 0 erfiillt.

(b) Angenommen, L héngt nur von ¢ und p ab. Zeigen Sie, dass jede Losung g des
Problems die Gleichung %%(t, g'(t)) = 0 erfiillt, und damit g—g(t, g'(t)) konstant ist.

(¢c) Angenommen, L hingt nur von ¢ und p ab. Zeigen Sie, dass jede Losung ¢ des
Problems die Gleichung % (L -4 g—g) = 0 erfiillt.

Mogliche Losung:

(a) Nach Satz 11.2 erfiillt g die Euler-Lagrangesche Differentialgleichung %—s —4IL _

dt Op
Nach Annahme gilt %—i =0, und es folgt %—s =0.

(b) Wie bei (a) gilt % - %g—i = 0. Nach Annahme ist g—g = 0, und damit %% =0.

(c) Wie bei (a) gilt g—g - %% = 0 und damit:

oL 0L L

oq T ogop Y op? T

Wir berechnen:

d oL oL oL O%L 9?L
g2 ) =22 nY= - Y= / " =0.
dt( gﬁp) gaq+g ap 7 op <g )
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Zusatzaufgabe 5 (4 Punkte)

Es sei I C R ein Intervall und f: I x R” — R" eine stetige Funktion, die in I x R™ global
einer Lipschitzbedingung mit der Konstanten L geniigt. Weiter seien ¢, : I — R" zwei
Losungen der Differentialgleichung ¢ = f(x,y). Es sei a € I und ¢ := ||¢(a) — ¥(a)||-
Zeigen Sie, dass dann |¢(z) — ¥ (z)|| < dell*=l fiir alle z € I gilt.

Mogliche Losung:

Wir definieren d: T — Ry durch d(z Hcp( ) — ¢(z)||. Dann gilt
i(w) = llp(@) — (@) = H &t - {wa) ¥ / “oa|
< Jlp(a) — w(@)l + / I¢/(6) — v/ (t)atllat
= lipta) (@)l + [ 1£0(0) = st v(0)

< lp(a) — (@) + / Ll(t) — (1) dt

< d(a) + / " Ld()dt.

Fiir 2 > a folgt d'(z) < Ld(z). Fiir < a folgt d'(z) < —Ld(x).

Falls d(z) = 0 fiir ein « € I, dann folgt wegen der Eindeutigkeit der Losung (Satz 10.10)
schon ¢ = ¢ und damit auch ||¢(z) —¢(z)|| = 0 < del*=al. Wir kénnen also annehmen,
dass d(x ) > 0 fiir alle x € I.

Es folgt (“)) < L fiir alle t > a; und

Falls x > a, dann erhalten wir

(()) < —L fur alle t < a.

In(d(x)) — In(d(a)) = In(d(t))|2 = /x Cj;((f)) dt < /x Ldt = L(z — a) = L|x — al.

Falls z < a, dann gilt

In(d(a)) — In(d(x)) = In(d(t))|" = / Cfl((f)) it < / “Ldt=—L{a—gz)=—Llz—al.

In beiden Fallen erhalten wir
In(d(z)) < In(d(a)) + L]z — al,

und damit
H(P(x) o w(:U)H _ d(l‘) _ eln(d(x)) < eln(d(a))+L|m—a| _ d(a)eL\x—a\ _ (5€L|m_a|,

was zu zeigen war.



