ﬂ'bungen zur Analysis 2 Blatt 11
W. Winter, H. Thiel SS 2018

Abgabe Freitag, 6. Juli 2018, bis 8.15 Uhr in die jeweiligen Késten.

Aufgabe 1 (4 Punkte)

(a) Welche Dose hat bei gleichem Volumen den geringsten Materialverbrauch?
Betrachten Sie zylinderférmige Dosen der Hohe h mit kreisformiger Grundfliche vom
Radius r. Bestimmen Sie das Verhaltnis von r und h, damit bei gegebenem Volumen
die Oberflache der Dose minimal ist.

(b) Bestimmen Sie die lokalen Extrema der Funktion h: R® — R,
h(z,y,z) = 2% —y* + 2,
unter der Nebenbedingung =2 + y? + 22 = 1.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Es sei F': R? — R eine stetig partiell differenzierbare Funktion, und p = <°;;0> € R? ein
0

Punkt an dem %(p) # 0. Zeigen Sie: Der Gradient von F' bei p steht orthogonal auf
der Hohenlinie durch p.

(Hinweis: Wegen %—g(p) = 0 lasst sich die Hohenlinie durch p lokal darstellen als Funk-

tion v: (zo — &, 20 +¢€) = R2, (t) = (g(tt)> fiir eine Funktion g.)

Aufgabe 3 (4 Punkte)

. . . 9 9 T e* cosy . .
Wir betrachten die Funktion f: R* — R*, f y = | e siny )’ Zeigen Sie, dass f

iiberall lokal umkehrbar ist, aber nicht global.
Aufgabe 4 (4 Punkte)

Ziel der Aufgabe ist es, den Fundamentalsatz der Algebra zu beweisen: Jedes Polynom
(vom Grad > 1) besitzt eine komplexe Nullstelle.

Sei p(z) = 2P tap_ 1214 4arz+ag ein Polynom mit Koeffizienten ag_1,...,aq € C.
Es sei a := |ag—1| + ...+ |a1| + |ao|.

(a) Zeigen Sie: Fiir z € C mit |z| > max{1,2a} gilt |p(z)| > a.
(Hinweis: Betrachten Sie z.B. die Funktion r(z) := “=% 4 ... + %, sodass p(z) =

4
ZF(1 4 r(2)). Fiir z € C mit |z| > max{l,2a} kann man zeigen, dass |r(z)| < 1/2,
woraus |p(z)| > a folgt.)

(b) Zeigen Sie: |p(z)| nimmt auf C ein Minimum an.

(c) Zeigen Sie: Falls |p(z9)| # 0, dann hat [p| bei zo kein Minimum.

(Hinweis: Betrachten Sie z.B. das Polynom ¢(z) = @p(za + z), welches von der
Form q(z) = 1 + bz! + 2!T1G(2) ist, fiir b # 0 und ein Polynom . Sei § € C, sodass
B! = —b~!. Betrachten Sie dann das Polynom 7(z) = ¢(Bz), welches von der Form

r(z) = 1 — 2l 4+ 2IF17(2) ist, fiir ein Polynom 7. Es gibt eine Konstante ¢ € (0, 1], sodass
|17 (2)| < |2|! fiir 2 € C mit 0 < |z| < e. Fiir z € (0, ¢) gilt dann |r(x)| < 1.)

Aus (b) und (c) folgt nun, dass es zy € C gibt, wo |p(zp)| = 0 und damit p(zp) = 0 gilt.
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Beispielaufgaben Klausur

Sie konnen die folgenden Aufgaben 16sen und zur Korrektur einreichen. Die Aufgaben
gehen jedoch nicht in die Klausurzulassung ein.

Beispielaufgabe 1 (Typ ” Vokabelabfrage”)

(a) Formulieren Sie den Abelschen Grenzwertsatz.

(b) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Wann heifit eine Teilmenge W C X offen? Wann
heifit eine Teilmenge abgeschlossen?

Beispielaufgabe 2 (Typ ”Multiple-Choice”)

Sei R? versehen mit einer Norm und seien M;, My die Mengen
My = {(z,y,2) € R® | 2 = 2¢° 4 2%},
My = {(z,y,2) € R? | 2% < 2% + 2?}.

Welche der folgenden Aussagen sind wahr:
U M7 und Ms sind beide abgeschlossen.
0 M, ist kompakt.

[0 M, ist abgeschlossen und My ist nicht kompakt.

Beispielaufgabe 3 (Typ ”Rechnen”)

Berechnen Sie die Taylorreihe der Funktion f: (—1,1) — R, f(z) = H% + L im Ent-
wicklungspunkt z = 0.

Beispielaufgabe 4 (Typ ”Beweisen”)

Beweisen Sie: Ist (2, )ken eine Teilfolge der Cauchyfolge (xy,)nen im metrischen Raum
(X,d) mit z,,, — « fiir ein 2 € X, so gilt auch z, — x.



