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Abgabe Freitag, 18. Mai 2018, bis 8.15 Uhr in die jeweiligen Kästen.

Aufgabe 1 (6 Punkte)

Es seien (Xk, Tk) topologische Räume für k ∈ N. Es sei X :=
∏∞
k=0Xk das kartesische

Produkt, d.h. die Menge aller Folgen a = (ak)k∈N mit ak ∈ Xk für k ∈ N. Die Produkt-
topologie auf X ist definiert als kleinste (auch genannt gröbste) Topologie auf X, so dass
alle Koordinatenprojektionen pn : X → Xn, (xk)k∈N 7→ xn, stetig sind. Das bedeutet,
eine Menge U ⊆ X ist genau dann offen, wenn für jeden Punkt a ∈ U Mengen Uk ∈ Tk
für k ∈ N existieren, so dass Uk 6= Xk für höchstens endlich viele Indizes, und so dass
a ∈

∏∞
k=0 Uk ⊆ U .

Es seien (Xk, dk) metrische Räume für k ∈ N, sodass dk(x, y) ≤ 1 für alle k ∈ N und
x, y ∈ Xk. (D.h. jeder Raum Xk hat Durchmesser höchstens 1.) Die Produktmetrik auf
X :=

∏∞
k=0Xk ist definiert als

d(a,b) :=
∞∑
k=0

1

2k
dk(ak, bk),

für a = (ak)k∈N,b = (bk)k∈N ∈ X.

(a) Zeigen Sie, dass die Produktmetrik auf
∏∞
k=0Xk die Produkttopologie induziert.

(b) Es seien X,Y topologische Räume mit X kompakt und Y Hausdorff, und es sei
f : X → Y eine stetige, bijektive Abbildung. Zeigen Sie, dass dann f sogar ein Homöo-
morphismus ist (d.h. die Abbildung f−1 : Y → X ist stetig).
(Hinweis: Benutzen Sie Proposition 4.5, Satz 4.9 und Aufgabe 4(a) von Blatt 4 um zu
zeigen, dass f offene Mengen in X auf offene Menge in Y abbildet.)

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Es sei f : [0, 1]→ R2 gegeben durch f(x) =

{
(0, 0), falls x = 0

(x, x2 cos(πx )), falls x > 0
.

(a) Skizzieren Sie den Graphen der Kurve f .

(b) Zeigen Sie, dass f differenzierbar ist.

(c) Zeigen Sie, dass f nicht rektifizierbar ist.

Aufgabe 3 auf der Rückseite.
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Aufgabe 3 (6 Punkte)

Für k = 1, 2, . . . und i = 0, 1, . . . , 3k − 1 betrachten wir folgende Teilintervalle von [0, 1]:

Bk,i := [i/3k, (i + 1)/3k].

Für k = 1, 2, . . . und j = 0, 1, 2 definieren wir

Dk,j :=
3k−1−1⋃
i=0

Bk,3i+j .

Wir setzen C0 = [0, 1] und definieren für k = 1, 2, . . .

Ck :=
k⋂
l=1

(Dl,0 ∪Dl,2).

Die Menge Ck ist eine Vereinigung von 2k disjunkten Intervallen der Länge 1/3k. Wir
nummerieren diese Intervalle als Ck,1, . . . , Ck,2k . Die Cantormenge ist dann definiert als
C :=

⋂
k≥0Ck.

Für eine Menge A ⊆ R bezeichne 1A : R→ R die charakteristische Funktion von A, d.h.

1A(x) =

{
1, falls x ∈ A

0, falls x /∈ A
.

Für k ≥ 0 definieren wir Funktionen fk, gk : [0, 1]→ R durch gk :=
(
3
2

)k · 1Ck
und

fk(x) :=

∫ x

0
gk(t)dt.

(a) Skizzieren Sie f0, f1, f2 auf dem Intervall [0, 1].

(b) Zeigen Sie, dass für alle k ∈ N gilt: fk ist stetig mit fk(0) = 0, fk(1) = 1 und fk ist
konstant auf jedem offenen Teilintervall von [0, 1] \ Ck.

(c) Zeigen Sie, dass für alle k ∈ N und x /∈ Ck gilt: fk+1(x) = fk(x).

(Hinweis: Zeigen Sie z.B., dass
∫
Ck,i

gk+1(t)dt =
∫
Ck,i

gk(t)dt für i = 1, . . . , 2k.)

(d) Zeigen Sie für alle k ∈ N, dass ‖fk+1 − fk‖∞ ≤ 2−k+1.

(Hinweis: Wegen (c) genügt es zu zeigen, dass |fk+1(x) − fk(x)| ≤ 2−k+1 für x ∈ Ck.
Zeigen Sie z.B., dass für x ∈ Ck,i gilt: |fk+1(x)− fk(x)| ≤

∫
Ck,i
|gk+1(t) − gk(t)|dt, und

schätzen Sie dieses Integral geeignet ab.)

(e) Folgern Sie, dass die Funktionenfolge (fk)k∈N auf [0, 1] gleichmäßig gegen eine stetige
Funktion f konvergiert.

(Hinweis: Benutzen Sie z.B., dass C([0, 1],R) vollständig ist bzgl. ‖ · ‖∞.)

Man kann dann zeigen, dass f monoton steigend ist mit f(0) = 0 und f(1) = 1, und
dass f konstant auf jedem offenen Teilintervall von [0, 1] \ C ist. Das bedeutet, dass f
“fast überall” differenzierbar mit Ableitung 0 ist, und dennoch nicht konstant. Deshalb
wird die Funktion f auch “Teufelstreppe” oder “Teufelsleiter” genannt.
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