ﬂ'bungen zur Analysis 2 Blatt 03
W. Winter, H. Thiel SS 2018

Abgabe Donnerstag, 3. Mai 2018, bis 10.15 Uhr in die jeweiligen Késten.

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Beweisen Sie Satz 3.6 der Vorlesung: Es seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Réume,
und f,: X = Y firn € Nund f: X — Y Abbildungen. Wir nehmen an, dass f, fiir
jedes n stetig ist, und dass f, ——=s f gleichméBig. Zeigen Sie, dass f stetig ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Das Ziel der Aufgabe ist zu zeigen, dass die Bedingungen von Satz 2.18 notwendig sind.
Der Satz besagt, dass fiir einen vollstdndigen, metrischen Raum X mit einer absteigen-
den Folge A; O Ay D --- abgeschlossener, nicht-leerer Mengen mit diam(A,,) — 0 gilt,
dass (),, An genau einen Punkt enthélt. Wir betrachten die drei Bedingungen:

(1) X ist vollsténdig.

(2) Die Mengen A,, sind abgeschloseen.

(3) Die Folge (diam(A,,)),, konvergiert gegen 0.
Geben Sie in jedem der folgenden Beispiele zu jeder der drei Bedingungen an, ob sie
jeweils erfiillt sind, und berechnen Sie jeweils (,, 4.

(a) X = (0, 1] mit der iiblichen Metrik, und A, := (0, 1/n].
(b) X = R mit der tiblichen Metrik, und A,, := [n, c0).
(¢) X = R mit der iiblichen Metrik, und 4, := (0,1/n).

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Es sei (X, d) ein metrischer Raum, und Y C X eine Teilmenge. Fiir einen Punkt z € X
ist der Abstand von x zu Y definiert als:

dist(z,Y) := inf {d(z,y) | y € Y }.
Zeigen Sie, dass die Abbildung f: X — R, f(z) := dist(z,Y), stetig ist.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

(a) Es sei C1(]0,1]) der Raum der stetig differenzierbaren Funktionen auf [0, 1]. Zeigen
Sie, dass C1([0, 1]) nicht vollstéindig ist beziiglich der Norm

£ llo == sup {|f ()| | = € [0,1]}.
(b) Es sei V :={f:[0,1] — R | f stetig}, versehen mit der Norm

1
= [ 1@,
fiir f € V. Zeigen Sie, dass die Abbildung ¢: V — R, ¢(f) := f(0), linear aber nicht
stetig ist.
Zusatzaufgabe 5 (4 Punkte)
Sei V' ein unendlich dimensionaler, normierter R-Vektorraum. Zeigen Sie, dass es eine

lineare Abbildung f : V — R gibt, die nicht stetig ist.
(Hinweis: Sie kénnen verwenden, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt.)
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