Losungsvorschlag Blatt 6 SoSe 2015
Algebraische Geometrie I WWU Miinster

Aufgabe 1

(a)

Fir P € X ist (zyz)(P) = 0 und daher x(P) = 0 oder y(P) = 0 oder
z(P) = 0. Daraus folgt X = V(z +y+z,2)(k) UV(z +y+ 2,y)(k) U
Vie+y+z2)(k)=V(y+z2z)(k)UV(r+ z,y) (k) UV (y+ z,x)(k).
Wir zeigen nun, dass dies die irreduziblen Komponenten sind, indem wir
uns oBdA nur V(y + z,x)(k) anschauen. Beachte dafiir, dass fiir

P klz,y, 2] = kly], ®(z) =0, ®(y) =y, ®(2) = —y

ker(®) = (y + z,x) gilt. Damit folgt ker(®) ist ein Primideal und auch
dim(X) = dim(k[z, y, 2]/ ker(®)) = dim kly] =

Y =V(2? —yz,2)(k) UV(2? —yz,z — 1)(k) = (yz z)(k)U

V(a? —y,z = 1)(k) = V(y,2)(k) UV (2,2) (k) UV (a? —y,z — 1) (k).

Wir zeigen nun, dass dies die irreduziblen Komponenten sind. Dabei sind
V(y,z)(k) und V(z, x)(k) klar mit dim(V (y, x)(k)) = dim(V (2, x)(k)) =
1. Ansonsten beachte, dass fiir

D klx,y, 2] = klz], ®(z) =2, ®(y) = 2%, d(2) =1

ker(®) = (22 — y, 2z — 1) gilt. Somit folgt auch dim(Y’) = 1.

Z =V(ez,yz)(k) = V(ez,y)(k)UV (22, 2)) (k) = V(2z,y) (k) UV (2)(k) =
Vi, y) (k) UV (2,y) (k) UV (2)(k) = V(z,y)(k) UV (2)(k)-

Dabei ist V(z,y)(k) C V(z)(k) und beide sind irreduzibel. Somit sind
V(z,y)(k) und V(z)(k) die irreduziblen Komponenten sind mit den Di-
mensionen dim(V (x,y)(k)) = 1 und dim(V(2)(k)) = 2, also dim(Z) = 2.
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(a) Da U = Dx(t), gilt Ox(U) = k[t]; = k[t,t™'] nach Proposition 1.5.9.

(b)

()

(d)

Sei g ¢ klx,y]*. Sei g = g* - -+ g die Primfaktorzerlegung. Dann gilt

= Uv<gl>

Nach Blatt 4, Aufgabe 1 b) sind die V' (g;) aber irreduzibel. Wire V' (g)(k)
endlich, so wire V' (g;)(k) endlich und irreduzibel und bestiinde aus genau
einem Punkt, d.h. V(¢;)(k) = V(z — a1,y — a2)(k) und somit (g;) =

(x —ay,y—az). Damit gilt aber g; | x —ay und g; | y—as = ¢; € k[z,y|*4

Also ist V(g;) unendlich und somit auch V(g).

Behauptung: k[x,y] = Ox(U)

“C” Kklar.

“D” Sei g = q € Ox(U) C k(z,y) mit f und g teilerfremd. Dies ist
moglich, da k[x,y] ein faktorieller Ring ist. Sei nun P € U beliebig.
Wegen ¢ € Ox p gibt es f', ¢ € k[z,y] mit ¢ = —,undg( ) # 0.
Daraus folgt f'g = f¢' in k[z,y|. Da k[z,y] ein faktorleller Ring ist
und f und g teilerfremd sind, folgt ¢|¢’, d.h. ¢' = gh mit h € k[x, y].
Wegen ¢'(P) # 0 folgt g(P) # 0.

Wir sehen also, dass ¢g keine Nullstelle auf U hat und V(g)(k) C
{(0,0)} eine endliche Menge ist. Nach (b) ist daher ¢ eine Einheit in
klz,y] und ¢ = g~ f € k[z,y].

Da das Polynom y* — z* € k(z)[y] in der Variablen y keine Nullstelle in

k(x) besitzt, ist es irreduzibel in k(z)[y] und damit auch in k[z,y]. Also

ist (23 —y?) ein Primideal und I(X) = Rad(z® —y?) = (z* — y?). Es folgt

D(X) = klz, y]/(2® — y?).

Es gilt nun V(2% — 4% z)(k) = {(0,0)} und somit U = X \ {(0,0)} =

X N\ V(z)(k) = Dx(z). Nach Proposition 1.5.9 gilt Ox(U) = I'(X), =

(1,z,22,...)7'T'(X). Betrachte

O klw,y] — klt,t ),z 2y e £

Da (2* — y?) C ker(®) und ®(z) = t* € k[t,t]* gilt, folgt nach dem
Homomorphiesatz und nach Blatt 5 Aufgabe 2, dass ® einen Ringhomo-
morphismus

P : Ox(U) =T(X), = (klz,y]/(2° — ), — k[t ¢""]

induziert. Dieser besitzt U : k[t,t7'] — Ox(U),t — £, t7' — % als
Umkehrabbildung, denn @ oW : ¢t — ¢, ' st und Wo d : x> ( )2 =

3

2:;:x,sowie\ll05:yr—>(%)3:y—3:z—:y.

&l@
™)
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Aufgabe 3

(a)

Sei I(X) C k[zy,...,x,] das Verschwindungsideal von X und I'(X) =
klxzy,...,z,)/1(X). Sei F € k[zy,...,x,] mit f = F mod I(X). Die
Abbildung f: X — Al(k) = k ist gegeben durch

P=(ay,...,a,) —> f(P):=Fl(ay,...,a,).

Wir zeigen, dass diese Abbildung stetig ist. Sei dazu V = V(I)(k) C
A'(k) eine abgeschlossene Menge mit I C k[y], wobei y die Koordinate
auf Al(k) sei. Wir betrachten zu diesem Zweck den Ringhomomorphismus
O kly| — klzy,..., 2], y = F, g(y) — g(F) und den induzierten Ho-

momorphismus ® : k[y] = T'(X),y — f,9(y) — g(f) = g(F) mod I(X).
Dann gilt

g(f(P)) = g(Flar,...,a)) = ®(g)(ar, ... a,) = ®(g)(P).

Wir berechnen also das Urbild

FTVU)(k) = {PeX | f(P)eV)(k)}
= {PeX|0=yg(f(P)=%(9)(P)Vgel}
= Vx(®(1))

und somit ist das Urbild einer abgeschlossenen Menge unter f wieder
abgeschlossen. Dies zeigt, dass f stetig bzgl. der Zariski-Topologie ist.

Sei X = Al(k). Dann wissen wir, dass jede Bijektion f : X — X stetig
beziiglich der Zariskitopologie ist, weil endliche Mengen auf endliche ge-
schickt werden. Betrachte nun ¢ : X — X, 1+—=0, 0= 1, ¢|x\(01} = id.
Diese ist bijektiv und somit stetig. Ware ¢ von der Form P +— f(P) fiir
ein f € kx|, so wiirde fiir a # 0,1 der Punkt P = (a) abgebildet auf
P = ¢(P) = f(a). Dies zeigt, dass f(a) = a fiir alle a # 0,1 und es folgt
f(z) = x. Wir erhalten den folgenden Widerspruch fiir P = (0):

1= 6(P) = f(0) = 0.

Also kann ¢ nicht von der Form P+ f(P) fiir ein f € k[x] sein.



