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Aufgabe 1 (4 Punkte): Betrachten Sie die folgenden Vektoren in Q3:

2 0 2 1
vii=1| 6 |,vm=\| 2], v:= 2 und vy := | 1
1 2 -3 1

(i) Zeigen Sie, dass E := {v1,v2,v3,v4} ein Erzeugendensystem von Q3 ist.

(ii) Bestimmen Sie alle maximalen linear unabhéngigen Teilmengen von E;
nach (i) sind das alle Basen von Q?, die in E enthalten sind.

(iii) Stellen Sie fiir jede maximale linear unabhéngige Teilmenge B von E die
Elemente von E' \ B als Linearkombination der Elemente von B dar.

Aufgabe 2 (4 Punkte): Betrachten Sie im R-Vektorraum R? die Untervek-
torrdume U und V' gegeben durch

1 0 2 1
U::< 11,11 > und V::< -1 ],| 2 >
2 1 1 1

Bestimmen Sie eine Basis von U NV und ergénzen Sie diese zu einer Basis von

U+V.

Aufgabe 3 (4 Punkte): Es sei K ein Korper mit endlich vielen Elementen
und q := #K seine Méchtigkeit. Zeigen Sie:

(i) Ist V ein endlich erzeugter K-Vektorraum der Dimension n, so besitzt
V genau ¢" Elemente.

(i) Der K-Vektorraum K? besitzt genau (¢*> — 1)(¢* — q) Basen.

Aufgabe 4 (4 Punkte): Es sei K ein Korper, V ein endlich erzeugter K-
Vektorraum und n > 1 eine natiirliche Zahl. Zeigen Sie per Induktion nach n:
Fiir jede Familie von Untervektorrdumen Uy, ..., U, von V gilt

Z dim(U;) = dim(z U;) + Z_: dim((z U;) N Uips).

Folgern Sie, dass V' genau dann die direkte Summe der Unterrdume Uy, ..., U,
ist, wenn V' = Uy + ...+ U, gilt und (U} + ... + U;) N U;y; = 0 fiir alle
ie{l,...,n—1}



