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Riemannian  Geometry GRT
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+  supersymmetry?
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For  an  involu=ve,  unital  algebra          ,  a  Hilbert  space            and  an  operator                                                      
                                                    we  call  the  data                                            a  spectral  triple  when

A  spectral  triple
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          is  represented  as  bounded  operators  on

          is  self-­‐adjoint  and  has  compact  resolvent

for  any                                                          is  a  bounded  operator  on  

A H

(A,H, D)D : H → H

A H

a ∈ A, [D, a]

D

H

Defini&on:
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A  spectral  triple
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Roughly:

encodes  a  space  /  space(-­‐=me)

accounts  for  the  (physical)  states

takes  care  of  the  dynamics

A

H

D
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For  an  involu=ve,  unital  algebra          ,  a  Hilbert  space            and  an  operator                                                      
                                                    we  call  the  data                                            a  spectral  triple  when

          is  represented  as  bounded  operators  on

          is  self-­‐adjoint  and  has  compact  resolvent

for  any                                                          is  a  bounded  operator  on  

A H

(A,H, D)D : H → H

A H

a ∈ A, [D, a]

D

H

Defini&on:



Prime  examples
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AF

              a  matrix  on  

              a  finite  dimensional  representa&on  of

Example:
AF =

�

i

Mni(Ki) Ki = R,C or H

HF

HF

is  called  a
DF

finite  spectral  triple

the  triple
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                                :  smooth  complex-­‐valued  func&ons
                                    :    square  integrable  sec&ons  of  the  
spinor  bundle
                                                  ,    locally,

Example:  let              be  a  compact  Riemannian  manifold  (w/o  boundary)

Prime  examples
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Example: finite  spectral  triple

M

C∞(M)

L2(M,S)

iγµ(∂µ + ωµ)
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is  a  spectral  triple  (the  canonical  spectral  triple):

                                    :  smooth  complex-­‐valued  func=ons

                                        :    square  integrable  sec=ons  of  the  

spinor  bundle

                                                  ,    locally,

Example:  let              be  a  compact  Riemannian  manifold  (w/o  boundary)

Prime  examples
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Example:

                                  acts  on                                            by

                                                          is  self-­‐adjoint

                                                                            is  bounded

C∞(M) L2(M,S)

[D, f ] = iγµ∂µ(f)

( C∞(M), L2(M,S), iγµ(∂µ + ωµ) )

iγµ(∂µ + ωµ)

finite  spectral  triple

M

C∞(M)
L2(M,S)

iγµ(∂µ + ωµ)
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then

(fψ)(x) := f(x)ψ(x)



                                                                                                                                      (sa&sfying:                                                        )
                      with
                      and                                    for  all
          i.e.                                                            (e.g.  Weyl  spinors)

Chirality  &  An&par&cles

γ : HF → HF γ∗ = γ, γ2 = 1

Dγ = −γD

a ∈ A
H = H+ ⊕H−

γa = aγ

(A,H, D; γ)                    Nota&on:                                                    (even  spectral  triple)

A  grading  operator
Chirality:

Outline Noncommuta-ve  geometry Super-­‐QCDApplica&on:  (super)Yang-­‐Mills
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                                                                                                                                      (sa&sfying:                                                        )
                      with
                      and                                    for  all
          i.e.                                                            (e.g.  Weyl  spinors)

Chirality  &  An&par&cles
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γ : HF → HF γ∗ = γ, γ2 = 1

Dγ = −γD

a ∈ A
H = H+ ⊕H−

γa = aγ

(A,H, D; γ)                    Nota&on:                                                    (even  spectral  triple)

A  grading  operator
Chirality:
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Charge  conjuga&on:
                    A  real  structure:  an  an&-­‐isometry                                              sa&sfying:  
                    
          Nota&on:                                                            (real,  even  spectral  triple)

J : H → H

(A,H, D; J, γ)
Jγ = ±γJJ2 = ±1 JD = ±DJ



A  grading  operator

Charge  conjuga&on:
                    A  real  structure:  an  an&-­‐isometry                                              sa&sfying:  
                    
          Nota&on:                                                            (real,  even  spectral  triple)

Chirality  &  An&par&cles
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Compa&bility  condi&ons:

J : H → H

(A,H, D; J, γ)

[a, Jb∗J∗] = 0 [[D, a], Jb∗J∗] = 0 ∀a, b ∈ A

γ : HF → HFChirality:

Jγ = ±γJJ2 = ±1 JD = ±DJ

(first  order  condi&on)

Outline Noncommuta-ve  geometry Super-­‐QCDApplica&on:  (super)Yang-­‐Mills



algebra            is  said  to  be  Morita  equivalent  to            iff
              such  that

Gauge  interac&ons:  inner  fluctua&ons
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Defini-on:
∃ E B � End0A(E)

B A

Ques-on: (B,H�, D�; J �) that  implements  the  Mor.  equiv.?∃
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algebra            is  said  to  be  Morita  equivalent  to            iff
              such  that

Gauge  interac&ons:  inner  fluctua&ons
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Defini-on:
∃ E B � End0A(E)

H
� = H

B A

Ques-on:

Answer:

(B,H�, D�; J �) that  implements  the  Mor.  equiv.?∃

in  general:  yes.  Special  case:
J � = J

B = A
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algebra            is  said  to  be  Morita  equivalent  to            iff
              such  that

Gauge  interac&ons:  inner  fluctua&ons
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Defini-on:
∃ E B � End0A(E)

H
� = H

D� = D +A± JAJ∗

A ∈ Ω1
D(A) =

��

i

ai[D, bi], ai, bi ∈ A
�

B A

Ques-on:

Answer:

(B,H�, D�; J �) that  implements  the  Mor.  equiv.?∃

in  general:  yes.  Special  case:
J � = J

B = A

self-­‐adjoint

⇒ Inner  fluctua&ons  of D

with

Outline Noncommuta-ve  geometry Super-­‐QCDApplica&on:  (super)Yang-­‐Mills

=: DA



are  called  unitarily  equivalent  if  there  exists  unitary                                                such  that

Gauge  group:  unitarily  equivalence
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Defini&on:  Two  spectral  triples

  

      

Outline Noncommuta-ve  geometry Super-­‐QCDApplica&on:  (super)Yang-­‐Mills

(A,H, D; J, γ) (A,H, D�; J �, γ�)

γ� = UγU∗

J � = UJU∗ D = UD�U∗

U : H → H

Uπ(a)U∗ = π(σ(a))

and

  

  



  

    

  

    

Example:  Take                                              ,  for  any  unitary  element                                        ,  then

are  called  unitarily  equivalent  if  there  exists  unitary                                                such  that

Gauge  group:  unitarily  equivalence
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Defini&on:  Two  spectral  triples
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(A,H, D; J, γ) (A,H, D�; J �, γ�)

γ� = UγU∗

J � = UJU∗ D = UD�U∗

U : H → H

γ� = γ

Uπ(a)U∗ = π(σ(a))

σ(a) = uau∗

D� = D + u[D,u∗]± Ju[D,u∗]J∗

and

  

  

U = uJuJ∗ u ∈ U(A)

J � = J



  

    

  

    

Example:  Take                                              ,  for  any  unitary  element                                        ,  then

are  called  unitarily  equivalent  if  there  exists  unitary                                                such  that

Gauge  group:  unitarily  equivalence
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Defini&on:  Two  spectral  triples
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(A,H, D; J, γ) (A,H, D�; J �, γ�)

γ� = UγU∗

J � = UJU∗ D = UD�U∗

U : H → H

γ� = γ

Uπ(a)U∗ = π(σ(a))

σ(a) = uau∗

D� = D + u[D,u∗]± Ju[D,u∗]J∗

DA → DAu Au = uAu∗ + u[D,u∗]

and

  

  

U = uJuJ∗ u ∈ U(A)

J � = J

Note:  for  a  fluctuated  Dirac  operator:

with:



Ac&on:  the  spectral  ac&on
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Λf

Spectral  ac&on

some  even  func&on a  cutoff  scale

Tr[f(DA/Λ)]
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Ac&on:  the  spectral  ac&on
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Λf

Spectral  ac&on

some  even  func&on a  cutoff  scale

Tr[f(DA/Λ)]

If  for  a  compact  Riemannian  manifold            of  dimension            and  a  vector  bundle  
        ,                  on                                                          is  such  that                                                                    for  some  
endomorphism          ,  then  we  have

mM
V D2

V = ∇∗∇− E
E

DV L2(M,S ⊗ V )

Outline Noncommuta-ve  geometry Super-­‐QCDApplica&on:  (super)Yang-­‐Mills



with                                                                                                                                .

Ac&on:  the  spectral  ac&on
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Λf

Spectral  ac&on

some  even  func&on a  cutoff  scale

Tr[f(DA/Λ)]

If  for  a  compact  Riemannian  manifold            of  dimension            and  a  vector  bundle  
        ,                  on                                                          is  such  that                                                                    for  some  
endomorphism          ,  then  we  have

mM
V D2

V = ∇∗∇− E
E

DV L2(M,S ⊗ V )
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an(D
2
V ) =

�

M
an(D

2
V , x)

√
gdmx

Tr[f(DV /Λ)] ∼ f(0)am(D2
V ) +

�

n≥0,n �=m

Λm−n 2fm−n

Γ((m− n)/2)
an(D

2
V )



where

Ac&on:  the  spectral  ac&on
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Λf

Spectral  ac&on

some  even  func&on a  cutoff  scale

Tr[f(DA/Λ)]

a2(D
2
V , x) = (4π)−m/2Tr(− 1

6R+ E)

a4(D
2
V , x) = (4π)−m/2Tr(−12R µ

;µ + 5R2 − 2RµνR
µν + 2RµνρσR

µνρσ

− 60RE + 60E µ
;µ + 180E2 + 30ΩµνΩ

µν)
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a0(D
2
V , x) = (4π)−m/2Tr(id)                                                                                                              

                                                                                                            

                                                                                                            

Tr[f(DV /Λ)] ∼ f(0)a4(D
2
V ) + 2f2Λ

2a2(D
2
A) + 2f4Λ

4a0(D
2
A) +O(Λ−2)

For   we  the  first  contribu&ons  are:m = 4

Accounts  for:  gauge  kine&c  terms,  scalar  kine&c  terms,  scalar  masses,  scalar  
self-­‐interac&ons.



                                ;
                                                                              .

Take  again                                                                                                                                                          with:

Applica&on:  the  commuta&ve  case
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( C∞(M), L2(M,S), iγµ(∂µ + ωµ) )

γ := γ5

(Jψ)(x) := C(ψ(x))

J2 = −1 Jγ = γJ J /∂ = /∂J4-­‐d:M

Outline Noncommuta-ve  geometry Super-­‐QCDApplica&on:  (super)Yang-­‐Mills



No  inner  fluctua=ons  /  gauge  interac=ons;
  Spectral  ac=on:

                                ;
                                                                              .

Take  again                                                                                                                                                          with:

Applica&on:  the  commuta&ve  case
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( C∞(M), L2(M,S), iγµ(∂µ + ωµ) )

γ := γ5

(Jψ)(x) := C(ψ(x))

Tr[f(D/Λ)] = Λ4 f4
4π2

�

M

√
g d4x+

Λ2 f2
48π2

�

M
R
√
g d4x

+O(Λ0)

Results:

J2 = −1 Jγ = γJ J /∂ = /∂J4-­‐d:M

Outline Noncommuta-ve  geometry Super-­‐QCDApplica&on:  (super)Yang-­‐Mills



(Accounts  for:  fermion  kine&c  terms,  minimal  coupling,  Yukawa-­‐coupling)

                Inner  product  on            ,

Ac&on:  the  inner  product
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Inner  product

DA ≡ D + A�., .� H

Outline Noncommuta-ve  geometry Super-­‐QCDApplica&on:  (super)Yang-­‐Mills

�ψ, DAψ� ψ ∈ H



(Accounts  for:  fermion  kine&c  terms,  minimal  coupling,  Yukawa-­‐coupling)

                Inner  product  on            ,

Ac&on:  the  inner  product

Noncommuta&ve  geometry  &  supersymmetryThijs  van  den  Broek  (RU  Nijmegen)

Inner  product

DA ≡ D + A�., .� H

Outline Noncommuta-ve  geometry Super-­‐QCDApplica&on:  (super)Yang-­‐Mills

Problem: in  the  SM  four  &mes  too  many  fermionic  DOF.

�ψ, DAψ� ψ ∈ H



(Accounts  for:  fermion  kine&c  terms,  minimal  coupling,  Yukawa-­‐coupling)

                Inner  product  on            ,

Ac&on:  the  inner  product

Noncommuta&ve  geometry  &  supersymmetryThijs  van  den  Broek  (RU  Nijmegen)

Inner  product

DA ≡ D + A�., .� H

The  new  inner  product

Outline Noncommuta-ve  geometry Super-­‐QCDApplica&on:  (super)Yang-­‐Mills

Problem:
Solu&on:

in  the  SM  four  &mes  too  many  fermionic  DOF.

Jγ = −γJWorks: since

1
2 �Jψ, DAψ� ψ ∈ H+

�ψ, DAψ� ψ ∈ H



The  Einstein-­‐Yang-­‐Mills  system  (1/2)

Noncommuta&ve  geometry  &  supersymmetryThijs  van  den  Broek  (RU  Nijmegen)

J = JM ⊗ ∗
γ = γ5 ⊗ 1N

D = /∂ ⊗ 1N

H = L2(M,S)⊗MN (C)
A = C∞(M)⊗MN (C)

Take  the  spectral  triple:

Make  it  real  and  even  with:

Outline Noncommuta&ve  geometry Super-­‐QCDApplica-on:  (super)Yang-­‐Mills



act  in  the  adjoint  representa=on:
transform  as  a                              gauge  field

Inner  fluctua=ons  (gauge  interac=ons)                                                                    

(with                                                                                                                                    self-­‐adjoint):

The  Einstein-­‐Yang-­‐Mills  system  (1/2)

Noncommuta&ve  geometry  &  supersymmetryThijs  van  den  Broek  (RU  Nijmegen)

Results:
J = JM ⊗ ∗
γ = γ5 ⊗ 1N

D = /∂ ⊗ 1N

H = L2(M,S)⊗MN (C)
A = C∞(M)⊗MN (C)

Take  the  spectral  triple:

Make  it  real  and  even  with:

iA = −iγµadAµ

iA ≡ A+ JA∗J

su(N)

A =
�

k

γµak∂µ(bk) ∈ Ω1
D(A)

Outline Noncommuta&ve  geometry Super-­‐QCDApplica-on:  (super)Yang-­‐Mills



The  Einstein-­‐Yang-­‐Mills  system  (2/2)

Noncommuta&ve  geometry  &  supersymmetryThijs  van  den  Broek  (RU  Nijmegen)

Inner  product:

�ψ, DAψ� =
�

M
ψ∗(x)γµ(∂µ + Aµ)ψ(x)dvol(M)

Spectral  ac&on:        

Tr[f(DA/Λ)] ∼ − f(0)

24π2

�

M
Tr(FµνFµν)dvol(M)

+ f(0)
N2

1440

�

M

�
5R2 − 8RµνR

µν − 7RµνρσR
µνρσ

�
dvol(M)

+ 2f4Λ
4N2vol(M)

Outline Noncommuta&ve  geometry Super-­‐QCDApplica-on:  (super)Yang-­‐Mills

Result:  SU(N)  Yang-­‐Mills  theory  (with  fermions  in  the  adjoint
representa=on),  coupled  to  gravity.



Ques=on: Does  the  Einstein-­‐Yang-­‐Mills  system  exhibit  
supersymmetry?  

Noncommuta&ve  geometry  &  supersymmetryThijs  van  den  Broek  (RU  Nijmegen)

[1]  A.H.  Chamseddine,  Connec&on  between  space-­‐&me  supersymmetry  and  non-­‐commuta&ve  
geometry,  Phys.  Leh.  B332  (1994)  349-­‐357

Outline Noncommuta&ve  geometry Super-­‐QCDApplica-on:  (super)Yang-­‐Mills

Supersymmetry  in  EYM?  (See  also  [1])



Ques=on: Does  the  Einstein-­‐Yang-­‐Mills  system  exhibit  
supersymmetry?

Supersymmetry  in  EYM?  (See  also  [1])

Noncommuta&ve  geometry  &  supersymmetryThijs  van  den  Broek  (RU  Nijmegen)

[1]  A.H.  Chamseddine,  Connec&on  between  space-­‐&me  supersymmetry  and  non-­‐commuta&ve  
geometry,  Phys.  Leh.  B332  (1994)  349-­‐357

To  what  extent  is  the  ac=on  of  the  Einstein-­‐Yang-­‐Mills  system  
invariant  under  supersymmetry?

δSΛ[ψ,A] =
d

dt
SΛ[ψ + tδψ,A+ tδA]

i.e.  define δψ, δA and  determine

Outline Noncommuta&ve  geometry Super-­‐QCDApplica-on:  (super)Yang-­‐Mills



SUSY  in  the  EYM  system  (1/2)

Noncommuta&ve  geometry  &  supersymmetryThijs  van  den  Broek  (RU  Nijmegen)

Problem: Fermionic  &  Bosonic  DOF  don’t  match.

Degrees  of  freedom: Con&nuous Finite
Bosonic: 4

Fermionic: 8
N2 − 1

2N2

Outline Noncommuta&ve  geometry Super-­‐QCDApplica-on:  (super)Yang-­‐Mills



1  Con&nuous  part

SUSY  in  the  EYM  system  (1/2)

Noncommuta&ve  geometry  &  supersymmetryThijs  van  den  Broek  (RU  Nijmegen)

Problem: Fermionic  &  Bosonic  DOF  don’t  match.

Degrees  of  freedom: Con&nuous Finite
Bosonic: 4

Fermionic: 8
N2 − 1

2N2

No  Majoranas No  reduc=on  trough

Jγ = γJJ2 = −1

ψ ∈ H
+

Outline Noncommuta&ve  geometry Super-­‐QCDApplica-on:  (super)Yang-­‐Mills

�ψ, DAψ� → 1
2 �Jψ, DAψ�



1  Con&nuous  part

SUSY  in  the  EYM  system  (1/2)

Noncommuta&ve  geometry  &  supersymmetryThijs  van  den  Broek  (RU  Nijmegen)

Problem: Fermionic  &  Bosonic  DOF  don’t  match.

Degrees  of  freedom: Con&nuous Finite
Bosonic: 4

Fermionic: 8
N2 − 1

2N2

γ5
Mψ = ψγ5

Mψ = ψ(ψ,ψ)

Solu=on  (cf.  [1]):
with

[1]  P.  van  Nieuwenhuizen  and  A.  Waldron.  On  Euclidean  spinors  and  Wick  rota&ons.  Phys.  Leh.  B,  389:29  –  36

Outline Noncommuta&ve  geometry Super-­‐QCDApplica-on:  (super)Yang-­‐Mills

Minkowski:



1  Con&nuous  part

SUSY  in  the  EYM  system  (1/2)

Noncommuta&ve  geometry  &  supersymmetryThijs  van  den  Broek  (RU  Nijmegen)

Problem: Fermionic  &  Bosonic  DOF  don’t  match.

Degrees  of  freedom: Con&nuous Finite
Bosonic: 4

Fermionic: 8
N2 − 1

2N2

(ψ,χ)

γ5
Mψ = ψγ5

Mψ = ψ(ψ,ψ)

Solu=on  (cf.  [1]):
with

[1]  P.  van  Nieuwenhuizen  and  A.  Waldron.  On  Euclidean  spinors  and  Wick  rota&ons.  Phys.  Leh.  B,  389:29  –  36

Outline Noncommuta&ve  geometry Super-­‐QCDApplica-on:  (super)Yang-­‐Mills

Minkowski:
Relax  hermi=city  of  ac=on:



1  Con&nuous  part

SUSY  in  the  EYM  system  (1/2)

Noncommuta&ve  geometry  &  supersymmetryThijs  van  den  Broek  (RU  Nijmegen)

Problem: Fermionic  &  Bosonic  DOF  don’t  match.

Degrees  of  freedom: Con&nuous Finite
Bosonic: 4

Fermionic: 8
N2 − 1

2N2

(ψE ,χE)

(ψ,χ)

γ5
Mψ = ψγ5

Mψ = ψ(ψ,ψ)

γ5
EχE = −χE

γ5
EψE = ψE

Solu=on  (cf.  [1]):
with

with

but

[1]  P.  van  Nieuwenhuizen  and  A.  Waldron.  On  Euclidean  spinors  and  Wick  rota&ons.  Phys.  Leh.  B,  389:29  –  36

Outline Noncommuta&ve  geometry Super-­‐QCDApplica-on:  (super)Yang-­‐Mills

Minkowski:
Relax  hermi=city  of  ac=on:

Wick  rotate:



1  Con&nuous  part

SUSY  in  the  EYM  system  (1/2)

Noncommuta&ve  geometry  &  supersymmetryThijs  van  den  Broek  (RU  Nijmegen)

Problem: Fermionic  &  Bosonic  DOF  don’t  match.

Degrees  of  freedom: Con&nuous Finite
Bosonic: 4

Fermionic: 8
N2 − 1

2N2

Take  as  inner  product

(ψE ,χE)

(ψ,χ)

γ5
Mψ = ψγ5

Mψ = ψ(ψ,ψ)

γ5
EχE = −χE

γ5
EψE = ψE

Solu=on  (cf.  [1]):
with

with

but

[1]  P.  van  Nieuwenhuizen  and  A.  Waldron.  On  Euclidean  spinors  and  Wick  rota&ons.  Phys.  Leh.  B,  389:29  –  36

�χ,DAψ�, ψ ∈ H
+, χ ∈ H

−

Outline Noncommuta&ve  geometry Super-­‐QCDApplica-on:  (super)Yang-­‐Mills

Minkowski:
Relax  hermi=city  of  ac=on:

Wick  rotate:



Use

and                                                                                                  :  write

SUSY  in  the  EYM  system  (1/2)

Noncommuta&ve  geometry  &  supersymmetryThijs  van  den  Broek  (RU  Nijmegen)

Problem: Fermionic  &  Bosonic  DOF  don’t  match.
Degrees  of  freedom: Con&nuous Finite
Bosonic: 4

Fermionic: 8
N2 − 1

2N2

�χ,DAψ�, ψ ∈ H
+, χ ∈ H

−

u(N) � u(1)⊕ su(N)

L2(M,S)⊗C MN (C) � L2(M,S)⊗R u(N)

ψ = Tr �ψ + ψ

2  Finite  part

Outline Noncommuta&ve  geometry Super-­‐QCDApplica-on:  (super)Yang-­‐Mills

1  Con&nuous  part



Use

and                                                                                                  :  write

SUSY  in  the  EYM  system  (1/2)

Noncommuta&ve  geometry  &  supersymmetryThijs  van  den  Broek  (RU  Nijmegen)

Problem: Fermionic  &  Bosonic  DOF  don’t  match.
Degrees  of  freedom: Con&nuous Finite
Bosonic: 4

Fermionic: 8
N2 − 1

2N2

�χ,DAψ�, ψ ∈ H
+, χ ∈ H

−

u(N) � u(1)⊕ su(N)

L2(M,S)⊗C MN (C) � L2(M,S)⊗R u(N)

S[ �ψ,A] = S1[Tr �ψ] + S2[ψ,A]

ψ = Tr �ψ + ψ

Tr �ψ

Tr �ψ

2  Finite  part

Discard

Outline Noncommuta&ve  geometry Super-­‐QCDApplica-on:  (super)Yang-­‐Mills

1  Con&nuous  part

Result:  ac=on  decouples  and                          lacks  gauge  interac=ons:



SUSY  in  the  EYM  system  (2/2)

Noncommuta&ve  geometry  &  supersymmetryThijs  van  den  Broek  (RU  Nijmegen)

Let �± = ±γ5�±

δψ = F �+ ∈ H
+

δχ = F �− ∈ H
−

δA = cγµ[ad(�−, γµψ) + ad(χ, γµ�+)] ∈ B(H)

be  two  constant  spinors

Define:

F = γµγν
�
∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ]

�

Outline Noncommuta&ve  geometry Super-­‐QCDApplica-on:  (super)Yang-­‐Mills



SUSY  in  the  EYM  system  (2/2)

Noncommuta&ve  geometry  &  supersymmetryThijs  van  den  Broek  (RU  Nijmegen)

Let �± = ±γ5�±

δψ = F �+ ∈ H
+

δχ = F �− ∈ H
−

δA = cγµ[ad(�−, γµψ) + ad(χ, γµ�+)] ∈ B(H)

be  two  constant  spinors

Define:

F = γµγν
�
∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ]

�

Then:

Lemma:
The  ac&on  of  the  Einstein-­‐Yang-­‐Mills  system  (aqer  reducing  DOF)  is  
SUSY  invariant  for  at  least  all  posi&ve  powers  of            —i.e.  for
                              ,                                and                                —  upon  taking:

Λ
a4(D

2
A)a0(D

2
A) a2(D

2
A)

c =
−3iπ

2f(0)N

Outline Noncommuta&ve  geometry Super-­‐QCDApplica-on:  (super)Yang-­‐Mills



Supersymmetry

Noncommuta&ve  geometry  &  supersymmetryThijs  van  den  Broek  (RU  Nijmegen)

Big  ques&on: Can  a  spectral  triple  be  defined  that  yields  the  
ac&on  of  the  minmal  supersymmetric  standard  
model  (MSSM)?

Superpartners  (‘sfermions’,  ‘gauginos’)  of  SM  par&cles
Undetected  yet
Ac&on  invariant  under  ‘supersymmetry’
Peculiar  Higgs  sector

Outline Noncommuta&ve  geometry Super-­‐QCDApplica&on:  (super)Yang-­‐Mills



Supersymmetry

Noncommuta&ve  geometry  &  supersymmetryThijs  van  den  Broek  (RU  Nijmegen)

Big  ques&on: Can  a  spectral  triple  be  defined  that  yields  the  
ac&on  of  the  minmal  supersymmetric  standard  
model  (MSSM)?

Superpartners  (‘sfermions’,  ‘gauginos’)  of  SM  par&cles
Undetected  yet
Ac&on  invariant  under  ‘supersymmetry’
Peculiar  Higgs  sector

Small  ques&on: Can  a  spectral  triple  be  defined  that  yields  the  
ac&on  of  super-­‐QCD?

Outline Noncommuta&ve  geometry Super-­‐QCDApplica&on:  (super)Yang-­‐Mills



Super-­‐QCD;  the  spectral  triple

Noncommuta&ve  geometry  &  supersymmetryThijs  van  den  Broek  (RU  Nijmegen)

Start  with  the  spectral  triple  of  the  EYM-­‐system.  Now:

The  algebra  stays  intact

Outline Noncommuta&ve  geometry Super-­‐QCDApplica&on:  (super)Yang-­‐Mills

A = C∞(M)⊗M3(C)



As  for  the  Hilbert  space

          with

L2(M,S)⊗
�
C3 ⊕M3(C)⊕ C3�

Super-­‐QCD;  the  spectral  triple

Noncommuta&ve  geometry  &  supersymmetryThijs  van  den  Broek  (RU  Nijmegen)

Start  with  the  spectral  triple  of  the  EYM-­‐system.  Now:

π(a)(q, g, q�) = (aq, ag, q�)

The  algebra  stays  intact

Outline Noncommuta&ve  geometry Super-­‐QCDApplica&on:  (super)Yang-­‐Mills

πo(a)(q, g, q�) ≡ Jπ∗(a)J∗(q, g, q�) = (q, ga, atq�)

A = C∞(M)⊗M3(C)

H = L2(M,S)⊗M3(C)



L2(M,S)⊗
�
C3 ⊕M3(C)⊕ C3�

Super-­‐QCD;  the  spectral  triple

Noncommuta&ve  geometry  &  supersymmetryThijs  van  den  Broek  (RU  Nijmegen)

Start  with  the  spectral  triple  of  the  EYM-­‐system.  Now:

π(a)(q, g, q�) = (aq, ag, q�)

The  algebra  stays  intact

As  for  the  Hilbert  space

          with

‘Quark’ Gluino ‘An&quark’

Outline Noncommuta&ve  geometry Super-­‐QCDApplica&on:  (super)Yang-­‐Mills

πo(a)(q, g, q�) ≡ Jπ∗(a)J∗(q, g, q�) = (q, ga, atq�)

A = C∞(M)⊗M3(C)

H = L2(M,S)⊗M3(C)



L2(M,S)⊗
�
C3 ⊕M3(C)⊕ C3�

Super-­‐QCD;  the  spectral  triple

Noncommuta&ve  geometry  &  supersymmetryThijs  van  den  Broek  (RU  Nijmegen)

Start  with  the  spectral  triple  of  the  EYM-­‐system.  Now:

J = JM ⊗ ∗ JF (q, g, q�) = (q�, g∗, q)

π(a)(q, g, q�) = (aq, ag, q�)

The  algebra  stays  intact

As  for  the  Hilbert  space

          with

Real  structure/  charge  conjuga=on

JM ⊗ JF ,

‘Quark’ Gluino ‘An&quark’

Outline Noncommuta&ve  geometry Super-­‐QCDApplica&on:  (super)Yang-­‐Mills

πo(a)(q, g, q�) ≡ Jπ∗(a)J∗(q, g, q�) = (q, ga, atq�)

A = C∞(M)⊗M3(C)

H = L2(M,S)⊗M3(C)



L2(M,S)⊗
�
C3 ⊕M3(C)⊕ C3�

Super-­‐QCD;  the  spectral  triple

Noncommuta&ve  geometry  &  supersymmetryThijs  van  den  Broek  (RU  Nijmegen)

Start  with  the  spectral  triple  of  the  EYM-­‐system.  Now:

J = JM ⊗ ∗

γ = γ5 ⊗ 1N

JF (q, g, q�) = (q�, g∗, q)

π(a)(q, g, q�) = (aq, ag, q�)

The  algebra  stays  intact

As  for  the  Hilbert  space

          with

Real  structure/  charge  conjuga=on

JM ⊗ JF ,

Grading  stays  intact

‘Quark’ Gluino ‘An&quark’

Outline Noncommuta&ve  geometry Super-­‐QCDApplica&on:  (super)Yang-­‐Mills

πo(a)(q, g, q�) ≡ Jπ∗(a)J∗(q, g, q�) = (q, ga, atq�)

A = C∞(M)⊗M3(C)

H = L2(M,S)⊗M3(C)



L2(M,S)⊗
�
C3 ⊕M3(C)⊕ C3�

Super-­‐QCD;  the  spectral  triple

Noncommuta&ve  geometry  &  supersymmetryThijs  van  den  Broek  (RU  Nijmegen)

Start  with  the  spectral  triple  of  the  EYM-­‐system.  Now:

J = JM ⊗ ∗

γ = γ5 ⊗ 1N

/∂ ⊗ 1N + γ5 ⊗DFD

JF (q, g, q�) = (q�, g∗, q)

π(a)(q, g, q�) = (aq, ag, q�)

The  algebra  stays  intact

As  for  the  Hilbert  space

          with

Real  structure/  charge  conjuga=on

JM ⊗ JF ,

Grading  stays  intact

Dirac  operator:

DF : C3 ⊕M3(C)⊕ C3

‘Quark’ Gluino ‘An&quark’

Outline Noncommuta&ve  geometry Super-­‐QCDApplica&on:  (super)Yang-­‐Mills

πo(a)(q, g, q�) ≡ Jπ∗(a)J∗(q, g, q�) = (q, ga, atq�)

A = C∞(M)⊗M3(C)

H = L2(M,S)⊗M3(C)



A  Dirac  operator  that  is  self-­‐adjoint,  fulfills
and  is  order  one  (                                                                              )  is  of  the  form:

Super-­‐QCD;  the  Dirac  operator
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DFJF = JFDF

[[D, a], bo]] ∀ a, b ∈ A



D11 D12 0
D∗

12 D22 D∗
32

0 D32 D33




[D21, a] = 0

[D23, a
o] = 0 ∀ a ∈ M3(C)

D12g = D32g
∗with
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A  Dirac  operator  that  is  self-­‐adjoint,  fulfills
and  is  order  one  (                                                                              )  is  of  the  form:

Put  
                                    parametrized  by    
Write
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dv(g) = g(v) ∈ C3

ev(g) = gt(v) ∈ C3

DFJF = JFDF

[[D, a], bo]] ∀ a, b ∈ A



D11 D12 0
D∗

12 D22 D∗
32

0 D32 D33




[D21, a] = 0

[D23, a
o] = 0 ∀ a ∈ M3(C)

D12g = D32g
∗

D11 = D22 = D33 = 0

D12, D32 v ∈ C3

DF =




0 dv 0
d∗v 0 e∗v
0 ev 0





with
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For                                                                                                                                                                            self-­‐adjoint:  
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Noncommuta&ve  geometry  &  supersymmetryThijs  van  den  Broek  (RU  Nijmegen)

ai, bi ∈ M3(C)
�
DF +A(0,1) + J(A(0,1))∗J∗�(q1, g, q2)

= (g�q, q1�q
t
+ �qqt2, gt�q) ∈ C3 ⊕M3(C)⊕ C3

A(0,1) :=
�

i ai[DF , bi]

Inner  fluctua=ons  of                  :
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DF



For                                                                                                                                                                            self-­‐adjoint:  
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ai, bi ∈ M3(C)
�
DF +A(0,1) + J(A(0,1))∗J∗�(q1, g, q2)

= (g�q, q1�q
t
+ �qqt2, gt�q) ∈ C3 ⊕M3(C)⊕ C3

A(0,1) :=
�

i ai[DF , bi]

�q =
�

i

[1 +mi(1− ni)]v =
�

i

n∗
i vwith

Inner  fluctua=ons  of                  :

Write D�q := DF +A(0,1) + J(A(0,1))∗J∗
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DF
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Recall:
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For                                                  ,                                                                        we  find:  U := uJuJ∗ u ∈ U(M3(C))
Gauge  group:  gluino

M3(C) � g → UgU∗ = ugu∗

ac=on  of  the  gauge  group  by                                  :uJuJ∗



For                                                  ,                                                                        we  find:  
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Recall:

D�q → UD�qU∗ = Du�q

U := uJuJ∗ u ∈ U(M3(C))
Gauge  group:  squark
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For                                                  ,                                                                        we  find:  U := uJuJ∗ u ∈ U(M3(C))
Gauge  group:  gluino

M3(C) � g → UgU∗ = ugu∗

ac=on  of  the  gauge  group  by                                  :uJuJ∗

And:



Super-­‐QCD;  the  ac&on  (1/2)
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Adding DF results  in:

Tr(E)

Tr(E2)Tr(RE)O(Λ0)

O(Λ2)

E → E + iγ5γµ[∂µ + Aµ, 1⊗D�q]− 1⊗D2
�q

Ωµν → Ωµν

the  lacer  appearing  as:

:

:                                        ,

E = 1
4R⊗ id− 1

2γ
µγνFµν(Was:                                                                                                                    )
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With  the  iden==es: TrD2
�q = 12|�q|2

TrD4
�q = 16|�q|4

[∂µ + Aµ, D�q] = D(∂µ+Aµ)�q
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Adding DF results  in:

Tr(E)

Tr(E2)Tr(RE)O(Λ0)

O(Λ2)

E → E + iγ5γµ[∂µ + Aµ, 1⊗D�q]− 1⊗D2
�q

Ωµν → Ωµν

the  lacer  appearing  as:

:

:                                        ,

E = 1
4R⊗ id− 1

2γ
µγνFµν(Was:                                                                                                                    )
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Theorem

we  have

Adding  the  finite  part  of  the  algebra  to  the  finite  Hilbert  space  of  
QCD  and  introducing                as  given  before,  the  spectral  ac&on  gives  
the  following  extra  terms  (on  the  orders  of            ,            ,            ):�

M

�
−

�
6f2
π2

− f(0)

4π2Λ2
R

�
Λ2|�q|2

+
f(0)

4π2

�
8|�q|4 + 6|(∂µ +Aµ)�q|2

��
dvol(M)

DF

Λ4 Λ2 Λ0
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With  the  iden==es: TrD2
�q = 12|�q|2

TrD4
�q = 16|�q|4

[∂µ + Aµ, D�q] = D(∂µ+Aµ)�q
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Theorem
Adding  the  finite  part  of  the  algebra  to  the  finite  Hilbert  space  of  
QCD  and  introducing                as  given  before,  the  spectral  ac&on  gives  
the  following  extra  terms  (on  the  orders  of            ,            ,            ):�

M

�
−

�
6f2
π2

− f(0)

4π2Λ2
R

�
Λ2|�q|2

+
f(0)

4π2

�
8|�q|4 + 6|(∂µ +Aµ)�q|2

��
dvol(M)

DF

Λ4 Λ2 Λ0
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susy  breaking  term
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Theorem
Adding  the  finite  part  of  the  algebra  to  the  finite  Hilbert  space  of  
QCD  and  introducing                as  given  before,  the  spectral  ac&on  gives  
the  following  extra  terms  (on  the  orders  of            ,            ,            ):�

M

�
−

�
6f2
π2

− f(0)

4π2Λ2
R

�
Λ2|�q|2

+
f(0)

4π2

�
8|�q|4 + 6|(∂µ +Aµ)�q|2

��
dvol(M)

DF

Λ4 Λ2 Λ0

squark  self-­‐interac=on  (a  4  squark  vertex)
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susy  breaking  term
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Theorem
Adding  the  finite  part  of  the  algebra  to  the  finite  Hilbert  space  of  
QCD  and  introducing                as  given  before,  the  spectral  ac&on  gives  
the  following  extra  terms  (on  the  orders  of            ,            ,            ):�

M

�
−

�
6f2
π2

− f(0)

4π2Λ2
R

�
Λ2|�q|2

+
f(0)

4π2

�
8|�q|4 + 6|(∂µ +Aµ)�q|2

��
dvol(M)

DF

Λ4 Λ2 Λ0

gluon-­‐squark-­‐squark  interac=on

squark  self-­‐interac=on  (a  4  squark  vertex)

susy  breaking  term
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Theorem
Adding  the  finite  part  of  the  algebra  to  the  finite  Hilbert  space  of  
QCD  and  introducing                as  given  before,  the  spectral  ac&on  gives  
the  following  extra  terms  (on  the  orders  of            ,            ,            ):�

M

�
−

�
6f2
π2

− f(0)

4π2Λ2
R

�
Λ2|�q|2

+
f(0)

4π2

�
8|�q|4 + 6|(∂µ +Aµ)�q|2

��
dvol(M)

DF

Λ4 Λ2 Λ0

gluon-­‐gluon-­‐squark-­‐squark  term

gluon-­‐squark-­‐squark  interac=on

squark  self-­‐interac=on  (a  4  squark  vertex)
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susy  breaking  term
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Theorem
Adding  the  finite  part  of  the  algebra  to  the  finite  Hilbert  space  of  QCD  
and  introducing                  as  given  before,  the  inner  product  gives  the  
following  extra  terms:

DF

�χg, (D + A)ψg� =
�

M
(χg, (/∂ + A)ψg)dvol(M)

�χ, (γ5 ⊗D�q)ψ� =
�

M
[(χi

q, γ
5ψa

g )�qk − (χa
g , γ

5ψk
q )�q

i
](Ta)ikdvol(M)

gluino-­‐gluino-­‐gluon
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Theorem
Adding  the  finite  part  of  the  algebra  to  the  finite  Hilbert  space  of  QCD  
and  introducing                  as  given  before,  the  inner  product  gives  the  
following  extra  terms:

DF

�χg, (D + A)ψg� =
�

M
(χg, (/∂ + A)ψg)dvol(M)

�χ, (γ5 ⊗D�q)ψ� =
�

M
[(χi

q, γ
5ψa

g )�qk − (χa
g , γ

5ψk
q )�q

i
](Ta)ikdvol(M)

squark-­‐quark-­‐gluinogluino-­‐gluino-­‐gluon
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Small  answer:

[1]  TvdB,  Walter  D.  van  Suijlekom,  Supersymmetric  QCD  and  noncommuta&ve  geometry,  1003.3788  

Supersymmetric  QCD  has  been  done  [1]:

Big  ques=on: Can  a  spectral  triple  be  defined  that  yields  the  ac=on  of  
the  minimal  supersymmetric  standard  model  (MSSM)?
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http://arxiv.org/find/hep-th/1/au:+Broek_T/0/1/0/all/0/1
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http://arxiv.org/abs/1003.3788
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And: Thanks  for  the  acen=on  and  now  off  to  lunch!
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