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1 Erinnerung und Notation

Im letzten Vortrag haben wir gesehen:
Das Paar (R™, g) mit

9= (gu,) = diag(1,...,1,—-1,...., —1)
—— ———
n—mal m—mal

ist eine Pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit.
Die Transformation K : R™™ — R™™ ist konform genau dann, wenn die
Gleichung

(1) Z gu,ua(g;i))“ 8([;;%))” = Q*(2) 9oy
782 p

fiir eine C*°-Funktion o : R™™ — RT erfiillt ist.
In diesem Vortrag werden wir folgende Notation benutzen: Fiir einen Vektor
X = (X,) setzen wir:

Xy = ZQM,VXV(: JpuXpi)
14

2 Killing-Vektorfelder und Killing-Faktoren

Im Folgenden wollen wir konforme Abbildungen ¢ : M; — My zwischen
offenen Teilmengen M7, My C R™"™ | m +n = d > 1, studieren. Zunéchst
werden wir diese wie folgt klassifizieren:

Sei X : M — R™ mit M C R"™" ein glattes Vektorfeld. (Vektorfelder sind
Abbildungen, die jedem Punkt einen (Richtungs-)Vektor zuordnen.) Sei nun
weiter v = v(t) eine glatte Kurve in M. Dann bilden wir die gewthnliche
Differentialgleichung

¥=X)

Wir wenden nun den Hauptsatz der gewo6hnlichen Differentialgleichungen
(siehe [3]) an, der die Existenz einer Losung impliziert.

2.1 Satz

Seien tp € R und d, X, M wie oben, dann existiert ein Intervall I = (¢o —
e,to +€), VC M offen und eine Funktion I': [ x V' — M, so dass

)
2 D(t.a) = X(D(t,a)

und I'(¢g, a) = a. (Bemerkung: Wahlen wir I und V' maximal, so ist I" sogar
eindeutig.)



2.2 Einparametrige Transformationsgruppe

Sei also ¢~ (-,a) : (t;,t5) — M die Funktion, die die obere Differential-
gleichung mit Anfangsbedingung ¢~ (0,a) = a erfiillt (auf dem maximalen
Intervall (¢, ,t])).

Setze My :={a€m:t; <t <t}}und p¥(a) := p*(ta) fiir a € M;. Dann
ist M, eine offene Teilmenge von M und (¢;X )scr "verhilt sich wie eine Grup-
pe". Genauer:

Es gilt ¢i¥ o pX(a) = ¢ (a) fiir @ € Myys N M, und ¢ (a) € M; und

o =idy (Mo = M). Insbesondere ist die Strémungsgleichung

d
£(<Pf()t:0 =X

erfiillt. (¢;¥)ser heift die einparametrige Transformationsgruppe.
(Fir Beweise siehe [3])

2.3 Definition

Ein Vektorfeld X auf M C R™*" heikt konformes Killing-Feld, wenn ;< in
einer Umgebung von 0 fiir alle ¢ konform ist.

2.4 Satz

Sei M C R™" offen, g = (guv) € Mm4n(R) wie oben und X ein konformes
Killing-Feld mit Koordinaten

X =(X1,....,Xq)
Dann existiert eine glatte Funktion x : M — R mit
8V)A(:M + 8,}2,, = XYuv

Beweis:
Seien X und (¢;% )ser wie im Satz und € : M; — R der konforme Faktor
fiir ¢X. Dann gilt nach 1.1:

Zgi,jé’u(wf( (@)i0 (1" (a)); = (@) g



Differenzieren nach t an der Stelle t=0 liefert:

d

(O (@) im0 = j;gj;gi,jau(wf (@) @)))eco

= 3 a5 (Ol et @)D @) + (e (@) G )

4 X=X pX=id
di P =X,po =idnm ng (0, Xi(a)dy,j + 6,,i0,X,(a))
i.J

= Z gl}l’aﬂXi(a) + Z gu,jaqu(a)

? J

= 9,X,(a) + 8, X;(a)

Setzen wir nun x(a) := %07 (a);—o, so folgt die Behauptung.

2.5 Definition

Eine glatte Funktion x : M — R, M C R™", heifst konformer Killing-Faktor,
falls ein konformes Killing-Feld X existiert mit

(2) au)zu + ap)zu = X9pu,v

2.6 Satz

Eine glatte Funktion x : M — R, M C R"", ist ein konformer Killing-
Faktor genau dann, wenn die folgende Gleichung erfiillt ist:

(d - 2)({9”8”)( + gu71/AgX — 0 5

wobei Ay = Zk,l 9k10k0L = . 9002 der Laplace-Beltrami Operator fiir g
ist.

Beweis:

Sei x : M — R, M C R™" ein konformer Killing-Faktor, dann gilt per
Definition Gleichung (2).

Weiterhin folgt aus 8,@6”)? w= 8,,6;@8;)2 u die Gleichung

0= (0, X, + 0,X,) — 00k (0, X1, + O X))

+ 0,0, (O X1, + O X)) — BOk(O X, + 0, X))

(2)
= OO X G — 00k X Gk + 0400 X g1k — OvOk X Guy



Wir multiplizieren die Gleichung nun mit g;; und summieren iiber [ und k.
Dann erhalten wir (beachte: 3 guagxy = 0y, und > o G =39, =d):

0= ng,l G OOy X — Z Gkl Gk OO0k X

k.l kil

+ Zgi,z 00y X — ng’,l 9l OOk X
k,l k1

= Guv ng,z OO x — Z 010 010k X
kol ]
—A, =0,0,
+d 0,0y X — > Ok OOk X
%

—_——
=0,0,

= gu,uAgX + (d — 2)3;@/)(

Die Riickrichtung des Beweises folgt aus den Rechnungen im néchsten Ab-
schnitt und im néchsten Vortrag.

0

2.7 Bemerkung

Aus Satz 2.6 folgt im Fall d = 2:

X ist konformer Killing-Faktor <= Agzx =0

Im Fall d > 2 ist x ein konformer Killing-Faktor genau dann, wenn die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Ist p # v, so folgt 0,0,x =0 (weil dann g, , = 0)

(i) 90X = guu(d —2) 7 Agx

3 Infinitesimale, konforme Transformation

3.1 Definition

Eine infinitesimale Transformation i : M; — My mit My, My C R™™ (zu
niedrigster Ordnung) ist definiert durch die Zuordnung

To > i(T)y = To + 024 = Ty + ew,(7) + O(62)

3.2 Lemma

Eine infinitesimale Transformation ¢ : M; — Mo mit My, My C R™™ ist
genau dann konform (mit konformen Faktor Q(x)), wenn die folgende Be-



dingung erfiillt ist:

Owp(x) 0wy (x)

(3) axa + axp = X(‘r)gU,P

Dabei ist die Funktion x durch den Ansatz Q%(x) = 1 + ex(z) + O(€?)
definiert.

Bemerkung: Wir sehen, dass die Gleichungen (2) und (3) tibereinstimmen.
Dennoch wollen wir die Gleichung hier neu nummerieren, um deutlich auf
die verschiedenen Herleitung der Gleichung hinzuweisen.

Beweis:

Die Bedinung (1) liefert mithilfe des Ansatzes Q%(z) = 1+ ex(x) + O(€?) die
Gleichung

Qiy(x) Oy () 2
Z 9p,v Dz, Oz, = gop T X(T)gop + O(€)

Wegen ag;(::) = 0po + eaw“(ﬁ) + O(€?) folgt

0 wy
> G (% + ew - o<e2)) (5”3 e @), 0(62)> = Gop + X(@)gop + O(e)
782 g

Lp

Multiplizieren wir die linke Seite der Gleichung aus, folgt

Ow,( Owy (x
gavp+e29u,p ; )i 2 gou ”+0< %) = gop + ex(@)9ap + O()

Lp

Vernachlissigen wir die O(e?) — Terme, erhalten wir fiquivalent

Owy () ow,(x)
zﬂ:gu,p Ers +zy:ga,1/ 6mp _X(‘r)go,p

3.3 Satz

Folgende Transformationen erfiillen die Bedingung (2) und kénnen somit als
infinitesimale Transformationen aufgefasst werden:

(i) Translation (mit x(z) = 0)

)
(ii) Rotation (mit x(x) = 0)
(iii) Dilatation (mit x(z) = 2k, kK = const.)
)

(iv) spezielle konforme Transformation (mit y(z) = —4(b - x))



Beweis:

(i)

(i)

Wir kénnen Translationen 7' : R™™ — R™™ fiir infinitesimale Ande-
rungen wie folgt entwickeln:

T(zy) = Ty + a5 = Ty + €y + O(€?)
Dann folgt wy(x) = ¢, und somit 8‘”%(36)
die Gleichung (2) fiir x(z) = 0 erfiillt ist.

= 0. Wir sehen sofort, dass

Eine Rotation R : R™™ — R™™ (mit Rotationsmatrix (Ry,))) entwi-
ckeln wir durch

o) = Z Ry ptp =25+ € Z My ptp + O(€?)
P

p
Dabei haben wir naheliegenderweise den Ansatz R, ), = 05, + €mgp +
O(€?) gewihlt.
Damit folgt w,(z) = >_, mopzp und deshalb %(f) = Mg,p. Nun kon-
nen wir nachrechnen:

Z Gp,p 805# Z 8wy Z Gu,pMpy,o + Z o My,p
v

Wir wollen zeigen, dass die rechte Seite der Gleichung gleich Null ist.
(Dann erhalten wir die Gleichung (2) mit x(x) = 0.) Dazu betrachten
wir die Rotationsmatrix R, die nach Annahme die folgende Gleichung
erfiillt:

Z RyoGuvBup = gop

Vernachlissigen wir die O(e?)-Terme folgt
Z(‘s/w + €My )9 (Ovp + €Mup) = gop
wv
Ausmultiplizieren liefert
Jop + € Z GupMp,o + € Z JopMup + O(e*) = 9o.p
o v

Schlieflich erhalten wir

Z Gu.pMpo + Z o Myp = 0
K v

Beachte: Hier erhalten wir aufierdem noch ein wichtiges Kriterium fiir

die Matrix (my,,,), ndmlich:

Mp,g + Mop =0



(iii) Fir Dilatation D : R™"™ — R™™ haben wir
D(x) = Mg = T + €25 + O(€2),

wobei wir den Ansatz A = 1 + ek + O(e?) verwendet haben. Dann folgt
wy(x) = Kz und wir erhalten

9
> Guw ‘g" +Z Jow
n

Offensichtlich ist mit x(x) = 2x Gleichung (2) erfiillt.

= Kfop T KJop = 2KGop

(iv) Fir spezielle konforme Transformation S : R™™ — R™™ haben wir mit
dem Ansatz a, = €b, + O(€?):

Ty + apX>

1+ 2a-x+ a?x?
ausmultiplizieren ( +€2b - X) (1’0 + 6b0X2 — €2<b : X).Z‘U)
B 1+ €e2b-x+ O(e?)

Ty + € (box® — 2(b - x)75) + O(€?)

S(xy) =

+ 0(€?)

O(€?) vernachlissigen

Deshalb ist w, (z) = byx? — 2(b - X)x, und
Owe ()

oz,

= 2boGuuTy — 2bu9uu%e — 2(b - X)0q,

Damit erhalten wir
Ow,(x Ow, ()
Z Ikp ™ chﬂl’T%

= Z Gup (2b495.0%6 — 2b590.0Ty — 2(b - X)d,.5)
n

+ Z o (2bugp pp — 20pgppTy — 2(b - X))

v

=0pp2bpJo.0To = Gpp2bogo,oTp — 2(b - X)gpo
+ 90,0205 9p,pTp — 9o.020pGp pTo — 2(b - X)gp o
= - 4(b : X)gp,o

Dabher ist Gleichung (2) mit x(x) = —4(b - x) erfiillt.



3.4 Bemerkung + Definition

Im vorangegangen Satz haben wir vier Beispiele fiir infinitesimale Transfor-
mationen kennengelernt. Diese kbnnen wir zu einer weiteren infinitesimalen
Transformation kombinieren: Wir definieren (T'+ R+ D + S) : My — M, ,
My, My C R™™ durch (T+R+D+S)(z,) = T(xs)+R(xs)+D(2s)+S(xs).
Dann gilt

we(x) =co + Z Mo pTp + KTo + box? —2(b - X)z,
P

Damit folgt (vgl. mit den Rechnungen im Beweis von Satz 3.3)

0wy () N 0w, ()
0%y Oz,

=2kgop —4(b - X)gps = (26 —4(b - X)) Gop
Das heifit, dass mit x(z) = 2x — 4(b - x) Gleichung (3) erfiillt wird.

3.5 Satz

Seid=m+n > 2, dann ist (T'+ R+ D + S) bereits die allgemeinste Form
einer infinitesimalen, konformen Transformation.

Beweis:

Fiir eine beliebig gegebene infinitesimale Transformation ist nach Lemma 3.2
die Gleichung (3) erfiillt:

OoWp + OpWo = X Gop
(Wir missen zeigen, dass w, wie in Bemerkung 3.4 ist.)

Multiplizieren wir die Gleichung (3) mit g5, und addieren beide Seiten iiber
alle o und p, erhalten wir

Z Yo,p aaap + Z Go,p apaa - Z Qg,p X
p,o p,o p,o

Da}_, , 9o, =2, 92, = d folgt:
(4) 2(0-w) =dx
Einsetzen in Gleichung (3) liefert
003y + il = (0 B)go
Als néchstes leiten wir Gleichung (3) partiell in Richtung 7 ab und erhalten

0: Dy + 0-0py = OrX Gop



Wir vertauschen 7 und p:
O0pOpwr + 0p07Ws = OpX Yo r
Addieren der beiden Gleichungen liefert

(5) 2 0p0;We = 07X Gop + OpX Yo,r — O (Orwp + Oplr)

3)
= 0:X Yop + OpX Go,r — OoX Grp

Multiplizieren wir diese Gleichung mit g, » und addieren iiber alle p und 7
liefert

2 Z 8;D.gp,‘ran:)U = Z 87')( Jop9p,r + Z 8;0)( Yo, r9p,7 — aaX Z 972—,;;
p7

P, P, P,
Damit erhalten wir (beachte: 3, g%p = d wie oben)
(6) 20°0s = Y 0rX Soir + > OpX Gop — d Do X
T p7
=(2—-d)0,x

Partielles Ableiten von (6) in Richtung ¢ und summieren {iber alle o liefert
20%0-@) = (2—d)0*x
Mit Gleichung (3) folgt

Py =02-d)dy = d-1)P =0 £ 52y =0

Als néchstes leiten wir Gleichung (6) partiell in Richtung p ab:
(2 — )0y Opx = 2 O* Oy
Vertauschen von o und p liefert
(2 — )0y Opx = 2 0?0y

Durch Addieren der beiden Gleichungen (und multiplizien mit %) erhalten
wir

(2 — d)0ypx = 02(DriBp + D) 2 Gop 02X = Gop -0 = 0

22 9,0,x =0

10



Deshalb ist x von der Form x(z) = C + ) Byx, mit C und B, fiir alle
o konstant, 0.B.d.A. kénnen wir (durch geeignete Wahl von x = const. und
b € R™") annehmen:

x(x) =2k —4(b- x)
Einsetzen in (5) liefert
2 apa‘raa = _457'90,;0 - 4gpgo,7 - 46097’,;0

Da die rechte Seite der Gleichung konstant ist, muss auch 9,0,w, konstant
sein. Somit ist der allgemeinte Ansatz fiir w, der Folgende:

(7) Wy = Ay + Z Bopxp + Z CorpTpTs
3

P
Dieses kénnen wir in die obere Gleichung einsetzen und erhalten
Corp + Copr = 0p0rwo = —2b:95p — 2bpgo,r — 2b597p
Wegen z,z, = z,2;, kénnen wir 0.B.d.A. Cy,, = Cyp; annehmen, also:
Corp = =brgop — bpgo,r — bogrp

Nun setzen wir Gleichung (7) in Gleichung (3) ein (beachte: dpw, = Byp +
27 Compr + 32 Copritr = Bop + 23, Corpiy)

Bap + Bpa + 2(2 Caﬂ'pzf + Z CpUT:BT) = X Yop
T T

Setzen wir fiir Cyrp und Cpyr die oben berechneten Werte ein, heben sich
einige Summanden gegenseitig auf und wir erhalten:

Bap + Bpa - 4ga,p(b : IE) =X Yo,p
Wegen x = (26 —4(b- x)) g, folgt

Yo,p=9p,o

Bop + Bpo = 2KGop "= Kfop T Kfpo
Damit erhalten wir schlieklich
Bop = Egop + Map ,

wobei mg, anti-symmetrisch sein muss, d.h. my, = —mp, (vgl. mit dem
Beweis von Satz 3.3(ii)!)

Wir setzen nun die berechneten Werte von Byp, und Cyrpp in Gleichung (7)
ein (und wir setzen A, = ¢5):

Wo = Co + Z(“ga,p + Mop)Tp + Z(—nga,p — bpgo,r — bogrp)Tps
p ™,p

© Co + KTy + Z Mo ptp + —box? — 2(b - X) 2,

p

11



In (*) haben wir benutzt, dass wir hier 0.B.d.A. C = g, ,C annehmen kon-
nen, da wir den Konstanten Wert C' frei gewéhlt haben und somit entspre-
chend anpassen konnen.

Wir haben also gesehen, dass jede infinitesimale, konforme Transformation
sich durch eine Funktion w wie in Bemerkung 3.4 beschreiben ldsst. Also ist
(T4+R+D+S) schon die allgemeinste Form!

O

3.6 Folgerung

Die Dimension der konformen Gruppe in R™"™ | d =m +n > 2, ist:
s(d+1)(d+2)

Beweis:

Offensichtlich gilt: Die Dimension der Gruppe der Translationen und der
speziellen konformen Transformationen ist d, die Dimension der Dilatationen
ist 1. Da Rotationsmatrizen antisymmetrisch sind, sind offensichtlich von den
d? Eintriigen der Matrix 1+2+...4+(d—1) fod. 3d(d—1) Eintréige frei wihlbar,
die restlichen Eintrage sind durch die Gleichung ms, = —m,, eindeutig
bestimmt. Die Dimension der Rotationen ist somit 1d(d — 1). Mit Satz 3.5
folgt, dass die Dimension der konformen Gruppe d + %d(d —1)+1+d=
3(d+1)(d + 2) betrigt.

O
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