Das zweidimensionale Ising-Modell
und seine Beziehung zur konformen Feldtheorie

Phaseniibergidnge 2. Ordnung realisieren Skaleninvarianz. FEin wichtiges Beispiel ist der
Ferromagnet an seiner kritischen Temperatur T,.. Unterhalb T, zeigen alle Spins in die
gleiche Richtung; oberhalb T, sind die Spins ungeordnet, und exakt bei T" = T, gibt es
geordnete Bereiche jeder Grofle und Richtung. Das Ising-Modell ist ein vereinfachtes Mo-
dell des Ferromagneten, in dem die Spins nur in eine Richtung zeigen und dabei die Werte
+1 annehmen. Das (d > 2)-dimensionale Ising-Modell hat einen kritischen Punkt, und
fiir d = 2 kann es bei verschwindendem Magnetfeld exakt gelost werden. Diese Losung
kann interpretiert werden als Abbildung des d = 2-Ising-Modells in ein System nichtwech-
selwirkender Fermionen. Andererseits konnen diese Fermionen als konforme Feldtheorie

des minimalen Modells zu ¢ = 1 aufgefat werden. Wichtige physikalische GroBen des

2
2d-Ising-Modells wie die Spin-Spin-Korrelation finden ihre Entsprechung in diesem mini-

malen Modell.

1. Das d = 1-Ising-Modell

Die Energie einer Spin-Konfiguration (o1, ...,o0y) des eindimensionalen Ising-Modells im
Magnetfeld h ist

N

E(Jlu---70N>:Z<_Janan+l_han) ) ON+1 =01 -

n=1

Die Zustandssumme ist dann definiert als

Alle physikalischen Groéflen lassen sich aus Z gewinnen, siche Anhang A. Die entschei-
dende Idee besthet darin, die Summe iiber o; = +1 als Spur eines Produkts von N
(2 x 2)-Matrizen aufzufassen, wobei (0,,,0,11) € (%, £) bijektiv auf die Matrixelemente

(+4) (+-) o
( (=) (=) ) abgebildet wird:

N
o+ o K+B _-K
7 = Z Z Hexp (K0n0n+1+37+1) =tr(VY), V = (e K eK—B>,

2 e e
o1==%1 on=*1n=1

mit K := kiT , B = kiT Man nennt V' die Transfermatrix. Sind Ay > A_ die beiden

Eigenwerte von V, so folgt F = —kTIn(AY + AY) 23— _NkTIn(),).



2. Das d = 2-Ising-Modell

Wir folgen [1].

Wir betrachten ein rechteckiges (N + 1) x M-Gitter mit Spin o, = +1 am Punkt
(mn). Sei S, = (Opm)m=1,..m die Konfiguration der n-ten Spin-Reihe, periodisch mit
Op,M+1 = On1, so ist der Beitrag einer Konfiguration (Sp,...,Sy) zur Zustandssumme
gegeben durch die Dichte-Matrix pn (S, ..., Sn) = exp(—BE(So, ..., SN)),

N
pn(So, ..., Sn) = exp <Z(H2 + H, + Hi)) - Eo(S0)

n=1
M M M
0 __ E 1 _ 2 : 2 _ E
Hn =B Onm Hn - Kl On—l,manm ) Hn - K2 anman,m+1 .
m=1 m=1 m=1

Dabei wird die O-te Spin-Reihe durch Randbedingungen bestimmt, anschlieBend wechsel-
wirken die n-te Reihe mit der (n — 1)-ten iiber H} und die N-te Reihe hat nur Wech-
selwirkung mit der (N — 1)-ten. Die Zustandssumme kann dann reihenweise berechnet
werden durch die Rekursionsformel

Z = Z Zn(SN) , Zn(Sn) = exp(H, + H}) Z (eXP(Hylz)Zn—1<Sn—1)) )

(Sn)E(E)M Sp_1€(x1)M

und Zy(Sp) = Eo(Sp). Wegen o,,,, = £1 1a8t sich Zy_1(Sny_1) entwickeln als

M
ZN71<SN71> =ap+ E AmON—-1,m + E AmyimaON—-1,m1 ON—1,mo + ...
m=1 1<mi#mao<M
%
+ @12 MON—-11"""ON—1,M - (*)

Wegen exp(H},) = H%zl exp(K10NmON_1,m) treten in der Summe iiber on_1,, = £1 aus
> sy, nhur zwei Moglichkeiten auf:

Z exp(K10NmOoN—1,m)1 = 2 cosh(K 0ny,) = 2 cosh(K7) ,

ON—1,m==%1

Z exp(K10NmON—1,m)ON—-1,m = 2sinh(K 0ny,) = 2sinh(K;)on, -

UN—I,m::l:1

Somit gilt, falls Zy_1(Sy_1) als Entwicklung (*) dargestellt wird, in der jeder Spin on_1 1,
aus Sy_1 hochstens einmal vorkommt,

ZN(CTNl, e ,O'NM) = exp(HR,JrHJQV)@ Cosh(Kl))MZN_l(tanh(Kl)aNl, e tanh(Kl)aNM) .

Diese Darstellung wird erzwungen, wenn wir gemischt-kommutierende Operatoren o, o7
einfiihren:

oh okl =0firmAm',  {ohon} =1, (0})" = (0,,)> =0

ms ¥ m/
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die wie folgt auf das Vakuum |Q2) wirken:
ol 1Q) = onm|Q) o1 =0.

Der Entwicklung (*) von Zy_;(Sy) entspricht ein eindeutig bestimmter Vektor Zy_1|Q)
im Fockraum JF, der durch Wirkung von (o) auf |Q) erzeugt wird. Dann gilt fiir den
entsprechenden Vektor zu Zy(Sy):

. . . M ot
Zn(07)|Q) = (2cosh K1) exp(HY + HY) ( tanh(Kl))Zmzl " I (0E)|Q)
dabei ist S oo der Zihloperator. Mit der Umdefinition tanh(K;) = exp 257 folgt:

m=1 mm

Zn(3)192) = V(o) Vi(o7) Zn-1(07,)[9)

M M
Vo =exp (Y- Blof+ 7)) exp (D Ka(oy 4+ o) (01 + 071))
m=1 m=1

M
Vi = (2cosh K1) exp(—2K? ZO:;LO;L) :
m=1

Dabei wurde benutzt, daf8 (o)} + o,,) angewandt auf eine Vektor im Fock-Raum genau
der Multiplikation der Entwicklung (*) mit oy, entspricht: Ist in (*) ein oy, vorhanden,
so wird es durch Multiplikation mit oy, vernichtet. Die obige Rekursion 148t sich damit
ausfithren zu A A A R
Zn(om)|) = (Va(om)Vilo7)) “ Z0|9) -
Nun iiberlegt man sich leicht, daf die urspriingliche Summe Z = Z( sy)eEnM < ~N(SN)

nichts anderes ist als die Spur des Operators Zx im Fock-Raum. Da Zustéinde mit ver-
schiedener Teilchenzahl orthogonal sind, liefert in der entsprechenden Entwicklung (*) von
Zy nur der Term ag einen Beitrag, und dieser ist fiir jeden der oM Vektoren aus der Or-
thonormalbasis von F gleich. Man kann nun Zy(07;) frei wihlen, z.B. Zy(0%5) = 537 oder

. . A 1.1
besser Zy(0%) = i Va(07), so daf VoV durch einen symmetrischen Operator V2V, V2

ersetzt werden kann:
Z = 20| Zn(o)[Q) = (Q[V5 (V2 ViVy?) V2 1Q) .

A1
Die resultierende Verschiebung des Vakuums um V,?* kann im Limes N — oo vernachléssigt
werden.

Somit ist die Berechnung von Z wieder zuriickgefiihrt auf die Berechnung des gréfiten

. NSRRI

Spektralwerts von V = V;?ViV,*. Problematisch dabei ist der gemischt-kommutative
Charakter der 0. Dieser kann durch eine nichtlineare (und nichtlokale) Jordan-Wigner-
Transformation in rein fermionische (antikommutierende) Operatoren iiberfiihrt werden:

m—1 m—1
Cp = (exp (ﬂ'iz O';FJ;))U;L , Cl o= (exp (Wiz aja;))a;; .
j=1 j=1
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Man zeigt {C),, C’jn/} = Oty {Cm, Co} = {C1, C’;,} = 0 sowie
oto- =ClC,,
und firm < M —1

+ - _ o+ f - - _ f - - _
Om+1 = Crtzcm-f-l » o OmOmt1 = Crtmcm-‘rl 7 OmOmy1 = _Cmcm—i—l o OmOmt1 = —CmCm+1 )

Um m+ m

d.h. die bilineare Terme aus V; bleiben bis auf Vorzeichen erhalten. Dagegen wird der
lineare Term in Vi kompliziert, so dal die Losung des 2d-Ising-Modells nur fiir B = 0
moglich ist. Es zeigt sich, daf3 die Periodizitat onarr1 = oar1 zwei mogliche Randbedin-
gungen Cyyy1 = +C7 und C;“l = +(—C1) erzwingt. In jedem Fall gilt

M M
Vi = (sinh(2K0) ¥ exp (<257 3 (ChOw—3)) . Vo =exp (D0 Kol Ch-Co) (Ch4Cni))
m=1

Die Berechnung des grofiten Spektralwerts erfolgt {iber geeignete Linearkombinationen
¢, der C,,,Cl . Das sind Fourier-Transformation C,, = (iM )_% Zq eIy, und analog
fir CT sowie Bogoliubov-Tranformation &, = n,cos ¢, + 77T_q sin ¢, und f;f = 1n,sin ¢, +
niq cos ¢, fiir einen geeigneten Winkel ¢, (beide Vorzeichen von sin ¢, sind gleich!). Die
s §; sind, da sie (analog zu Cooper-Paaren in der Supraleitung) ¢ und (—q) verbinden,

nichtlokale Operatoren. Man erhélt schliefSlich

- . M 1

VE = (2sinn(25,)) ¥ exp | - Dol - )]
mit cosh ¢, = cosh(2K>) cosh(2K7) — sinh(2K,) sinh(2K7) cos ¢ und ¢+ € 2 rn] — 7, 7]
q € %ﬂ N ] — m,«]. Das ist der Energie-Operator fiir 2 — 2 unabhéngigen Fermionen
der Energie ¢,. Die freie Energiedichte ist dann [Onsager, 1944]

KT KT (7
f= -5 In(2sinh(2K;)) — E/ €qdq .

—Tr

An der kritischen Temperatur 7. divergiert die spezifische Warme ¢ = —T?)QTZ (wie
sich zeigt: logarithmisch). Man findet die Bedingung sinh(2K5)sinh(2K,) = 1 [Kra-

mers+Wannier, 1941].

3. Kritische Exponenten

Siehe [2, @].

Die Skalenhypothese besagt, dal das Verhalten eines Systems in der Néhe eines Pha-
seniibergangs 2. Ordnung durch einfache Potenzgesetze beschrieben wird. Die zugehorigen
Exponenten heiflen kritische Exponenten. Renormierungsgruppenmethoden liefern einen
Beweis der Skalenhypothese. Sei T, die kritische Temperatur des Phaseniibergangs und
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t = ‘T;—TC‘ Man nimmt an, dafl es Exponenten a,b gibt, so dafl die freie Energiedichte

f(t, h) dem Potenzgesetz
FO,Xh) = Af(t,h),  A>0

geniigt. Setzt man A = t~a, so folgt f(t,h) = téf(l,y) mit y = t~ah. Am kritischen
Punkt ist h = 0, und mit (A = ¢t~ «) folgt f(¢,0) ~ ta f(1,0).

Das Verhalten der Korrelationslange ¢ des System, der Dichte der spezifischen Warme
¢, der Dichte der spontanen Magnetisierung m fiir T < T, sowie der Suszeptibiltédtsdichte
definiert weitere kritische Exponenten v, o, 3,7, 6:

—v — B — 1
E~t™ Clug >t m}hzowt , X’hzowt“/, m}tzowhé.
92 f(t,0) 1o _ 1 af(t,h) _ =t af(y)
Wegen ¢ ~ =55~ ~ ta"° folgt @ = 2 — 2. Wegen m ~ T‘h:o = te =5 y=0

folgt B = 120, Wegen y ~ &5EM| = ¢ EI00| | folgt 4 = =1 Schlielich ist

f(1,y) ~ y”é. Existenz von m‘HO erfordert t~ast1~bq = const, also 0 = %_b
Die spezifische Warme ist die Varianz der Energie F. Ist €(7) die lokale Energie des
i-ten Spins, abhingig von der Spin-Konfigutraion, und N die Gesamtzahl der Spins, dann

1st

o= sz (2 0=@) (T oW 3 el))) = g 2 ({el)eli )~ ()

i,if i i! Qi

Wegen der Translationsinvarianz ist (£(i)) = (¢(0)) ortsunabhéngig und (e(i)e(i')) =
(e(i —1i")e(0)) héngt nur von der Differenz der Orte ab. Somit folgt

1 N
= 172 2 (=) - 0)?)

d.h. die Dichte der spezifischen Warme ist die Summe der Zweipunkt-Korrelationsfunktion
Gg)(n) := (g(n)e(0)) —(¢(0))? der Energie. Wir machen den Ansatz (¢(n)e(0)) —(£(0))? ~

_lInl
e _*  so daB folgt

[nfP >

[n]

o0 —E
cn~ / dn G (n) ~ / In|4~td|n| £~ 1P VAP e = p= a2
Rd 0 v

[n|?

Analog ist die Magentisierungsdichte das Integral der Spin-Spin-Korrelationsfunktion

_lInl
G ) i= {omo(0)) = {0(0))” ~ T

Deren Abfall am kritischen Punkt definiert einen weiteren wichtigen kritischen Exponen-
ten 7, die anomale Dimenions. Analog ergibt sich

Y~ g2t o) g = vy=v(2-n).



Die Renormierungsgruppe gestattet die Herleitung einer wichtigen Beziehung zwi-
schen o und v. Dazu fassen wir in jeder Raum-Richtung r Spins zu einem Block-Spin

RY; = > icq, e 0i zusammen. Dabei entsteht eine neue Energiefunktion E(X) =
=2 dEEp — By Y mit renormiertem Magnetfeld 2’ = Rh und renormierter
Kopplungskonstante J’. Die neue charakteristische Lénge ist ¢’ = £/r, die renormierte

1 1

Temperatur damit ¢’ = (£')"v =rvt.
Die gesamte freie Energie bleibt unverdndert, so dafl die mittlere freie Energie pro
1
Blockspin vergroBert ist zu f(¢', ') = r¢f(t, h). Somit folgt mit r = \a:

M (t,h) = f(\avt, Rh)

aus der wir a = dL
v

Funktion von v, n:

oder « = 2 — vd gewinnen. Somit ergeben sich alle Exponenten als

_d+2-—n

1%
a v, B=3( +n), y=v2-n), 0 s

Die Werte sind aus der konkreten Darstellung der freien Energiedichte f zu bestimmen,
und man findet fiir das 2d-Ising-Modell

n=- v=1 = a=0 f=

Dabei ist o« = 0 tatsichlich eine logarithmische Divergenz. Der Wert v = 1 heifit ¢! ~
|T —T.| oder, da £~1 als Masse m identifiziert wird, m ~ |T — T.|.

Es zeigt sich ferner, dafl die kritischen Exponenten in Universalitéitsklassen fallen, d.h.
die Exponenten sind nur abhingig von der Dimension und der Reichweite der Wechsel-
wirkung, nicht aber von Details des Modells. Eine andere einfache Klasse ist die d = 4
mean field theory mit a« =0, g = %, v =1und 0 = 3, entsprechend v = %, n=20.

4. Konforme Feldtheorie

Da das System am kritischen Punkt skaleninvariant ist, ist es plausibel (wenn auch kein
Beweis zu finden Walﬂ), da das zum kritischen Punkt des Ising-Modells gehorige fermio-
nische Modell durch das skaleninvariante freie masselose Fermion gegeben ist, also durch
die Wirkung

/ P00 + D)

Die Feldgleichungen sind 9 = 0 und 9+ = 0, d.h. 1 ist ein rein chirales Feld und 1) ein
rein antichirales.

Wir hatten gesehen, daB jedes der freien Fermionen 1,1 zentrale Ladung ¢ = % hat.
Es gehort in die Klasse der minimalen Modelle, also der Hochstgewichtsdarstellungen der

'Es ist nicht so klar, da8 sich ¢, = ¢ im Limes N — oo ergibt: Fiir symmetrische Gitter mit K; = Ko

ergibt sich am kritischen Punkt sinh 5§ = sin £.



Virasoro-Algebra zu ¢ < 1, welche ein positives Skalarprodukt erlauben. Nach Kac sowie
Friedan-Qiu-Shenker gibt es nur die folgenden abzéhlbar vielen Lésungen (m, q,p € N):

6
=1 —— meN, m>2
m(m+ 1)

1)p —mgq)? — 1
h=hpq(c)=((mzm>fmff))  1<p<m-1.1<q<m.

Wegen hu—pmi1—q(¢) = hpq(c) verbleiben fiir ¢ = 1, also m = 3, folgende Méglichkeiten
des hochstens Gewichts:

hn(%) =0, h21(%) = % ) h12(%) = % .
Wir werden argumentieren, dafl alle drei Fille im Ising-Modell realisiert sind.

Wir suchen gemeinsame Hochstgewichtsdarstellungen der Virasoro-Algebren erzeugt
von Ly, Ly. Entsprechend ist |h, h) ein priméres Feld mit Lo|h, h) = h|h, h) und Lo|h, h) =
hlh,h). Fiir h,h sind nur die Werte aus der Kac-Formel moglich. Im Prinzip kénnte
h # h sein, das wird jedoch durch Betrachtungen zur modularen Invarianz auf dem Torus
ausgeschlossen. B

Das primére Feld ® = |h, h) transformiert sich unter konformen Transformationen
(2,2) = (w(2), w(2)) gemil
dw\ " 0w\ P
v = (5;) (5;) ¢wm).

(2:2) 0z 0z (w, @)
Die 2-Punkt Korrelationsfunktion G®) (2, 29, 21, %) = (®(21, £21)® (20, 22)) — (P (21, 21) ) (P(22, %))
ist dann vollstdndig durch die konforme Symmetrie festgelegt zu

C
(2 Z 7)) =
G (Zl, 22, Zl,ZQ) - |21 _ 22|2h1|21 _ 22|2h2 '

Somit ist die Korrelationsfunktion zum priméren Feld @ ; = |0, 0) konstant, d.h. @, ; ist
der Identitétsoperator. Fiir das Feld 5 = &, &) gilt

— 1 1
<<I>1,2(z, z)q>1,2(070)> ~ ‘z|2(h1+h2) - 10

so da wir ¥4 9 = o mit dem Spin-Operator im Ising-Modell identifizieren, dessen Korrela-
tion mit IZL" abfallt. Der kritische Exponent n = i ergibt sich somit aus der Gewichtsformel
des minimalen Modells.

Ebenso findet man fiir das Feld ®5; = |1, 1)

_ 1 1
<q)271(Z, Z)q)271<070)> ~ W = W .

Damit identifizieren wir ®,; = ¢ mit der Energiedichte, deren Korrelation mit IIQ(% =
z v

# abfallt wegen v = 1.



Die Interpretation als konforme Feldtheorie liefert weitere Informationen [2]. Aus-
gangspunkt ist die Moglichkeit, dafl es a € R geben kann mit L_o(h) + aL?|h) = 0.
Anwenden von L; und Beriicksichtigung von Lq|h) = 0 liefert (34 2a(2h+1))L_41|h) = 0.
Anwenden von Ly liefert (4h + § + 6ah)|h) = 0. Damit gibt es ein solches a genau dann,
wenn ¢ = QhQ(Zjh). Man bestétigt, dafl das fiir ¢ = % und h = % oder h = %6 der Fall
ist. Folglich gilt fiir eine beliebige Korrelationsfunktion des priméiren Feldes ®;, = |h) mit
Feldern W, ..., ¥, die Identitéit

<(L,2<I>h . ﬁﬁﬁ)h(w))@(wl) o W(wy)) =0

Zunéachst ist (L_1V)(w) = 0¥ (w) die Translation. Unter Verwendung der Operatorpro-
duktentwicklung des Energie-Impuls-Tensors

T(2)A(w) =) (2 —w) " *(LnA)(w)
nel
folgt fiir primére Felder A +— ®;, mit L, P, = 0 fiir n > 0:
(0Pp)(w)  h

z—w (z —w)

(L_o®p)(w) =T(2)Pp(w) — 5 +o(z —w) .

Andererseits gilt fiir Korrelationsfunktionen des Energie-Impuls-Tensors als Folge der kon-
formen Ward-Identitét

1 0

z — w; Ow;

k

(T(2)(wr) .. U(wp)) =Y <<z _h;i)2 .

1

><\If(w1) L W(w)) + oz — wy)

)

wenn h; die Gewichte der W(w;) sind. Beide Identitdten zusammen liefern die folgende
Differentialgleichung 2. Ordnung fiir die Korrelationsfunktionen:

R
2(2h + 1) Ow?
k

-y ((w —hiwi)2 . ! - ai;) (@ ()W (r) . W) )

i=1

(Pp,(w)W(wy) ... U(wy))

Im Gegensatz zur 2-Punktfunktion (und 3-Punktfunktion) &8t die Kovarianz unter
konformen Transformationen eine gewisse Freiheit fiir die 4-Punktfunktion. Mit z;; =
i T Zj, Zz‘j =2z — Zj gllt

i _ 213224 2h 213224 2h N
G(4)(21721>---7Z4,Z4): ( - - - = F(x,2)
2127223734741 212723234241

fiir eine zunéchst beliebige Funktion F(z,z) der Variablen z = 2% und T = % Die
obige DGL liefert dann fiir h = 1—16:

o g 1 _
(:c(l —x)@ + (3 —:L’)% + I—G)F(:L’,x) =0.
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213294 1 212234

Wenn x,Z zueinander konjugiert-komplex sind, ist die einzige Losung F(x,z) = b(|1 +
V1 — x|+ |1 — /1 —z|). Betrachtung des Limes z,z — 0 liefert b = £ und damit fiir die
4-Spin-Korrelationsfunktion
1
G((74)<21721,...,Z4,Z4) 25 ) .
Eine solche Beziehung liefle sich, wenn {iberhaupt, nur sehr schwer direkt im Ising-Modell
beweisen!

1
1 212734
(‘1 41—
213224

1=

212223734241 213%24

A. Thermodynamische Groéflen

k - Boltzmann-Konstante, T - Temperatur
1

e Zustandssumme Z = Z exp ( — ﬁE( ))

s—Zustéande

o Wahrscheinlichkeit des Zustands s ist p(s) = - exp(—z5E(s)), folglich Mittelwert
einer Grofle G(s) gegeben durch

<G> - Zs—Zustéinde p<S)G(S) - % ZS—Zustéinde G<S) eXp<_%E<S))
e mittlere Energie U= <E> = %Zszustande E(S> eXp<_%E(S>> = kTQaéLTZ
e Entropie S = =k}, ;e P(8)Inp(s) =% +klnZ = Z(kTInZ)

e Freie Energie F =U —TS = —kT'InZ, dann S = —B—T

spezifische Wirme C' = %% = —TgQTQ = TaT2 (kTln2) = 5 ((E*) — (E)?)

Ist AV die Teilchenzahl, so sind f = £ und £ = % dle freie und mittlere Energiedichte
c= C die Dichte der spezifische Warme Fiir diese eX1tlert der Kontinuumslimes N — co.

Im Ising-Modell treten weiterhin auf: (h - Magnetfeld)

» Magnetisicrung M = (0) = 3 3, _., ovexp(~gr Bl01)) = KT %57 = ~5

o Suszeptibilitit x = 2L = L ((0?) — (0)?)
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