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Aufgabe 1. Sei T ein kompakter Operator auf einem unendlich-dimensionalen
separablen Hilbert-Raum H und A\ € o(T") regulérer Wert (insbesondere A\ # 0).
Dann werde durch (7' — Xid)™' = S — 1id ein Operator S € B(#) definiert.

Zeigen Sie:

i) S ist kompakt.
ii) ker S =kerT und im S C im 7.

iii) Ist T zusétzlich selbstadjungiert, dann ist jeder Eigenvektor von 7' auch
Eigenvektor von S. Geben Sie den zugehorigen Eigenwert an.

iv) Sei T wieder kompakt und selbstadjungiert. Geben Sie St fiir beliebiges
1 € H an, ausgedriickt durch Gréflen aus dem Spektraltheorem fiir 7.

Aufgabe 2. Wir betrachten die Abbildung
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wobei Ms(C)4, den Vektorraum der hermiteschen komplexen (2 x 2)-Matrizen
bezeichnet. Auflerdem sei 7 = (2°, —2t, —22, —23).

i) Uberzeugen Sie sich, daB8 h bijektiv ist und -7 = det h(x) erfiillt. Wie 1Bt
sich x - y durch Determinanten ausdriicken?

ii) Zeigen Sie: Es gibt ein C' € GL(2,C) mit h(z) = C~'h(z)C.
iii) Jedes T € My(C) induziert durch z — Fr(z) := h™Y(T*h(z)T) einen

Endomorphismus von R*. Fiir welche solche T gilt Fr(z)- Fr(z) = x - g fiir
alle 7,y € R*? Welche Gruppe G wird durch diese T erzeugt?

iv) Zeigen Sie, dafl Fryr die Zeitorientierung erhélt.



Aufgabe 3. Die Standard-Darstellung v : R* — C, 3, die nicht von der Form
M, (H) ist, ist
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mit A(z) wie in Aufgabe 2.

i) Geben Sie die allgemeine Form von Elementen aus Spin(1, 3) in dieser Dar-
stellung an.
Hinweis: Verwenden Sie die Matrix C' aus Aufgabe 2.ii)

ii) Bestimmen Sie durch Vergleich der Gruppenwirkung a™!'v(z)a =: v(R,(x)),
fiir @ € Spin(1, 3), mit der in Aufgabe 2.iii) bestimmten Gruppenwirkung
Fr(x) = h=Y(T*h(x)T), fir T € G, den gemeinsamen Durchschnitt von G
mit Spin(1, 3).

Hinweis: Beweisen Sie C(A")~'C~! = 2 fiir beliebiges A € GL(2,C),
wenn C' wieder die Matrix aus Aufgabe 2.ii) ist.

Aufgabe 4. Seien a},a; mit j = 1,..., N Erzeugungs- und Vernichtungsopera-
toren auf dem Fock-Raum von CV, d.h.

laj,ar] =0, [a},a;] =0, [aj,a;] = 0 .

i) Zeigen Sie: Es gibt A, y; € C (nicht alle 1 gleich 0) derart, dafi auch
o = Zj.vzl()\ljaj + pja;) und ¢ = Zj.vzl()\lja; + 7ij;a;) die Relationen

[ijck‘] =0, [C;,C;Z] =0, [ijclt] = Ojk

erfiillen.

ii) Geben Sie eine Konstruktion an fiir ein neues Vakuum 2. mit ¢,Q2. = 0 fiir
alle l € {1,...,N}.

Bemerkung: Schon die Félle N = 1 und N = 2 sind lehrreich.



