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In den folgenden Aufgaben sei (H, (, )) stets ein komplexer Hilbertraum.

Aufgabe 1. Sei (vy,)nen eine Orthonormalbasis von H.
(a) Sei @ = (e, )nen eine Folge komplexer Zahlen. Zeige, dass es genau dann ein
T, € L(H) mit Tyv, = a,v, fir alle n € N gibt, wenn « € (< (N).

(b) Seien «a, 3 € ¢>°(N). Bestimme nach Mdoglichkeit Folgen ~,d € ¢*°(N) mit
T.Ts = T, und (T,)* = Tj.

(c) Unter welchen Bedingungen an o € ¢*°(N) ist T}, normal/selbstadjungiert?
(d) Unter welchen Bedingungen an o € ¢*°(N) ist T, beschriankt invertierbar?
Bestimme gegebenenfalls eine Folge 8 € (*°(N) mit (7,)~' = Tj.
Aufgabe 2. Sei F € L(H) idempotent, also E* = E. Zeige:
(a) (Idy — E) ist ebenfalls idempotent und E(H) = ker(Idy — E).
(b) E(H) ist abgeschlossen, E(H)Nker E =0 und E(H) + ker E = H.

(¢) E braucht nicht normal zu sein.
(Hinweis: Finde ein moglichst einfaches Gegenbeispiel im Fall H = C2.)

Aufgabe 3. Sei P € L(H) wieder idempotent, also P? = P.

(a) Sei ||P|| < 1 und u € (ker P)*. Zeige schrittweise, dass (u,u — Pu) = 0,
[ull = [|Pu]| und |lu — Pul* = 0.

(b) Zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
i) |IP| <1, i) P(H) L ker P, iii) P = P*.
Sind diese Aussagen erfiillt, so nennt man P eine orthogonale Projektion.
(Hinweis: Zeige 1) = ii) = iil) = ii) und ii)-+iii) = i).)
Aufgabe 4. Fir je zwei Vektoren u,v € H ist der zugehorige Ket-bra-Operator
Tuw € L(H) definiert durch T, ,w = (v, w)u fiir alle w € H.
(a) Bestimme ||T;,,|| und (73,)* in Abhéngigkeit von u,v € H.
(b) Bestimme RT,,, und 7T,,S fur R,S € L(H) und u,v € H.

(c) Sei S € L(H) ein Operator mit endlich-dimensionalem Bild und u, ..., u,
eine Orthonormalbasis von S(H). Zeige, dass S = Ty, s+uy + -+ + Lo, $%un -



