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Notizen zur 10. Vorlesungswoche
Knotentheorie SS 2012/13 (Weiss)

Das Montagsthema war: Die Knauelrelation fiir das Jonespolynom einer ori-
entierten Verschlingung. Sie ist an vielen Stellen gut aufgeschrieben und
erklart, also nur weniges dazu.

Wir denken uns ein orientiertes Verschlingungsdiagramm L, und einen Dop-
pelpunkt des Diagramms, an dem die Richtungsvektoren der beiden Zweige,
in der Reihenfolge Uberkreuzender-Unterkreuzender, eine positive geordnete
Basis von R? bilden. Wenn wir in diesem Diagramm die Rollen von iiberkreu-
zendem und unterkreuzendem Zweig vertauschen, erhalten wir ein anderes
orientiertes Diagramm L_ . Wenn wir den Doppelpunkt entfernen/auflésen,
erhalten wir ein drittes orientiertes Diagramm Ly. (Es gibt nur eine Art, ihn
so aufzulésen, dass die Orientierung iiberlebt.) Dann gilt fiir die Jonespoly-
nome die Knauelrelation

t7W(Ly) — V(L) + (V2 =tV V(L) =0 .

Der Beweis folgt leicht aus einer &hnlichen Beziehung fiir das Klammerpoly-
nom (siehe Notizen zur 9. Vorlesungswoche); gut nachzulesen bei Sanderson
oder Lickorish. Im Ubungsblatt 10 wird angedeutet, wie man die Knéuelrela-
tion fiir die (rekursive) Berechnung von Jonespolynomen benutzen kann. Es
wird auch behauptet, dass das Jonespolynom durch die Knauelrelation und
ein paar zusatzliche naheliegende Axiome charakterisiert werden kann.

Donnerstagsthema: Ziel war, die Anzahl der Doppelpunkte in einem orien-
tierten Verschlingungsdiagramm D zu vergleichen mit (abzuschétzen durch)
die Breite B(V(D)) des Jonespolynoms von D. (Ich schreibe jetzt Jones-
polynom wvon D, obwohl ich vielleicht schreiben sollte Jonespolynom der
zugehdrigen Verschlingung L oder &hnlich.) Dabei ist Breite ein Begriff,
der so etwas wie Grad bedeutet, sich aber bei Laurentpolynomen besonders
empfiehlt. Die Breite B(f) von f € Z[t,t™'] ist

(maximaler Exponent von ¢ in f) — (minimaler Exponent von ¢ in f).

Das ist auch sinnvoll fiir f € Z[t'/2,+7'/?], nur kann man dann nicht mehr
sicher sein, dass B(f) € Z.
Wir bemerken erstmal, dass

B(V(D)) = B((D))/4
wegen der engen Beziehung zwischen Jonespolynom and Klammerpolynom.

Ausserdem héngt (D) nicht mehr von einer Orientierung von D ab. (Aber

wir missen uns auch wieder daran gewohnen, dass die Unbestimmte im
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Klammerpolynom A heisst.)

Wir nennen D alternierend, wenn jeder Bogen von D genau eine Uberkreu-
zung macht. (In den Knotentafeln sind zB die Knotendiagramme 839, 829
und 89; nicht alternierend; alle anderen mit < 8 Doppelpunkten werden
normalerweise durch ein alternierendes Diagramm dargestellt.) Wir nen-
nen D zusammenhdngend, wenn der von D bestimmte Schatten zusam-
menhangend ist als Teilmenge von R?. (Zum Beispiel ist jedes Diagramm,
das die Hopf-Verschlingung beschreibt, zusammenhéngend.) Wir nennen D
reduziert, wenn jeder Doppelpunkt von D vier Zusammenhangskomponenten
von R?~ D beriihrt. Beispiel von einem nicht-reduzierten Diagramm:

66\\,\%

Wie das Bild zeigt, kann man einen Doppelpunkt von D, an dem weniger
als vier Zusammenhangskomponenten von R? \. D zusammentreffen, leicht
beseitigen durch Umklappen eines Diagrammteils (wobei sich das Diagramm
natiirlich dndert, die entsprechende Verschlingung aber bis auf Isotopie nicht).
Mehr Einzelheiten dazu bei Sanderson, Proposition 2.12.

Bezeichnungen. Sei M (D) der maximale Exponent von A in (D) und
m(D) der minimale Exponent. Fiir jeden Zustand s von D sei My(D) der
maximale Exponent von A und mg(D) der minimale Exponent von A im
Ausdruck

AEys(y)(_A72 . A2>|5D|71'
Weil (D) =Y A%vsW) (= A2 — A2)lsPI=1folgt sofort

min m,(D) < m(D) < M(D) < max M,(D).

Ausserdem ist M,(D) = 2|sD|—24+%,s(y) und my(D) = —2|sD|+2+X,s(y).



Lemma 1. Fur alle Zustande s von D gilt
M(D) < M..(D),  m.(D)=m, (D)

wobei s, und s_ die konstanten Zustinde sind (s (y) =1, s_(y) = —1 fir
alle Doppelpunkte y von D). Diese Ungleichungen sind strikt (kleiner als
bzw grosser als) wenn s # si bzw s # s_ und D alternierend und reduziert
18t.

Sei jetzt n die Zahl der Doppelpunkte von D.

Lemma 2. |s;D|+|s_D| < n+2 wenn D zusammenhdngend ist. Gleichheit
qilt, wenn D ausserdem alternierend ist.

Wir schieben die Beweise etwas auf und leiten stattdessen die wichtigsten
Korollare her. Sei D zusammenhangend. Dann ist
M(D)—m(D) < maxs My(D)— ming my(D)
= M, (D)—m,_ (D) = 2n+2(syD|+|s-D])—4 < 4n
also kurz gesagt:
Korollar. B((D)) < 4n wenn D zusammenhdingend ist.
Im Falle von D zusammenhéangend, alternierend und reduziert haben wir

M(D) — m(D) = M, (D) — m,_(D) = 2n +2(|s4D| + |s_(D)|) — 4 = 4n

54
also kurz gesagt:

Korollar. B({D)) = 4n wenn D zusammenhdngend, alternierend und re-
duziert ist.

Fiir eine orientierte Verschlingung L mit Jonespolynom V(L) bedeuten die
Korollare folgendes. Jedes zusammenhdngende Diagramm, das L beschreibt,
hat mindestens B(V (L)) Doppelpunkte. Wenn das Diagramm auch noch
alternierend und reduziert ist, dann hat es genau B(V (L)) Doppelpunkte.

Beweis von Lemma 1. Wir numerieren die Doppelpunkte, an denen s den

Wert —1 hat: zq,...,x,. Wir bauen eine endliche Folge von Zustianden
S0,S81y--+45Sp
von D derart, dass si(y) = —1 genau dann, wenn y € {z1,...,z,}. Das

bedeutet, dass s, und si_; sich nur an der Stelle x; unterscheiden. Daraus
folgt leicht
|SkD| S |8k_1D| +1

und ausserdem haben wir X, s,(y) = (X,s,-1(y)) — 2. Daher M, < M,
wegen unserer Formel. Daher M, < M, , denn s =s, und sy = 5.
Jetzt machen wir weiter mit der zusatzlichen Annahme, dass D alternierend
und reduziert ist. Wir spielen immer noch dasselbe Spiel wie vorher, bauen
also die Zustande sg,si,...,s, mit s = s, und s, = s. Es geniigt jetzt,

k—1
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zu zeigen, dass |s1D| = |soD| — 1, wobei natiirlich immer noch sy = s,.
Lickorish sagt dazu folgendes: Wir farben die Zusammenhangskomponenten
des Komplements R? \. D mit Schachbrettmuster. Die geschlossenen Kurven
von Diagramm s;D sind jetzt im wesentlichen die Randkurven von den
weissen Regionen von R? \. D mit abgerundeten Ecken. (Wenn das nicht
der Fall ist, bitte Schwarz und Weiss vertauschen; dann ist es der Fall.) Um
von sy D = soD zu s;D iiberzugehen, miissen wir am Doppelpunkt x; von
D eine Anderung machen ... dadurch verschmelzen die Randkurven von den
zwei weissen Regionen, die an x; grenzen, zu einer einzigen. Weiter passiert
nichts, also die Anzahl der geschlossenen Kurven nimmt um eins ab. (Es
ist jetzt ausserst wichtig, dass tatsachlich zwei verschiedene weisse Regionen
an r; grenzen; deswegen haben wir vorausgesetzt, dass das Diagramm D
reduziert ist.)

Die Argumente fiir my(D) und m, (D) sind dhnlich. O

Beweis von Lemma 2. Der erste Teil soll durch Induktion nach n (Anzahl der
Doppelpunkte von D) gemacht werden. Wenn n = 0, dann ist D = () und
die Aussage ist richtig: |syD| = |s_D| = 1. Fir n > 0 wéhlen wir einen
Doppelpunkt y von D. Wie iiblich gibt es zwei Arten, den Doppelpunkt
aufzulosen.

X<
\
e

Mindestens eine dieser Auflosungen fiihrt uns wieder zu einem zusammen-
hiangenden Diagramm D’. (Dazu betrachte man diejenige glatte geschlossene
Kurve des Diagramms D, die den tiberkreuzenden Zweig bei y enthalt. Sie
kann durch eine glatte regulire Abbildung f: S' — R? parametrisiert wer-
den. Das Urbild f~!(y) hat hochstens zwei Elemente, mindestens eins. Wenn
es nur ein Element hat, dann heisst das, dass wir in Diagramm D auf dem
iiberkreuzenden Zweig bei y in einer gewahlten Richtung loswandern konnen
und dann nach einer gewissen Zeit ein erstes Wiedersehen mit y feiern diirfen,
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wobei Ankunft auf dem tiberkreuzenden Zweig, Ankunftsseite # Abfahrts-
seite. Damit ist klar, dass jede der beiden moglichen Auflésungen uns wieder
zu einem zusammenhingenden Diagramm fithrt. Wenn aber f~1(y) zwei
Elemente hat, dann heisst das, dass wir auf dem tiberkreuzenden Zweig bei
y in einer gewahlten Richtung loswandern konnen und nach einer gewissen
Zeit ein erstes Wiedersehen mit y feiern diirfen, wobei Ankunft auf dem un-
terkreuzenden Zweig. Wenn wir jetzt den Doppelpunkt bei y so beseitigen,
dass die Abfahrts-Halfte vom tiberkreuzenden Zweig und die Ankunfts-Hélfte
vom unterkreuzenden Zweig nicht getrennt werden, dann bleibt das neue Dia-
gramm D’ zusammenhéngend.) Wegen Induktionsvoraussetzung wissen wir

|s D'l +|s_D'| <n+1.

Wenn unsere gewahlte Auflosung bei Doppelpunkt y von D vom Typ +
war, dann ist |s, D'| = |s. D|. Ausserdem ist ohnehin

|s.D| <|s_D'|+1.

Dann folgt

|s+D|+ [s-D| < n+2.
Ahnlich kann man argumentieren, wenn die gewéhlte Auflosung bei Dop-
pelpunkt y von D vom Typ + war. Damit ist der erste Teil der Behauptung
bewiesen.
Jetzt soll zusatzlich angenommen werden, dass D alternierend ist. Wie im
Beweis von Lemma, 1 firben wir die Zusammenhangskomponenten von R?~\.D
mit Schachbrettmuster ein. Wie im Beweis von Lemma 1 sollen wir einsehen,
dass |s; D| die Anzahl der weissen Regionen ist und |s_D| die Anzahl der
schwarzen Regionen (notfalls Farben vertauschen); auf jeden Fall

|s4 D| + |s_D| = Anzahl der Zus.hangskomponenten von R* \. D .

Jetzt ist es besser, R? durch S? = R2Uoco zu ersetzen; wir denken uns also das
Diagramm in S?, und |s; D|+]|s_D| ist die Anzahl der Zusammenhangskom-
ponenten von S? \ D. (Ausserdem konnen wir uns von jetzt an D einfach
als Schatten denken, also als Teilmenge von S?; die Uberkreuzungsinfo wird
nicht mehr gebraucht.) FEuler’s Formel soll angewandt werden. Das Dia-
gramm D bestimmt eine Zerlegung von S? mit n Ecken, 2n Kanten® und,
wie wir gesehen haben, |s, D|+ |s_D| Fliachenstiicken. Also muss

n—2n+ (|syD|+ |s_DJ|) =2
gelten, und daraus folgt |s; D]+ [s_D| =n + 2.

Dieser Gebrauch von Euler’s Formel sollte allerdings gerechtfertigt werden,
und so eine Rechtfertigung ist nicht einfach. Wichtig ist vor allem, dass die

!Die Ecken sind die Doppelpunkte. Warum 2n Kanten? Jede Ecke bestimmt vier
Ausgénge und jede Kante verbindet zwei Ausgédnge von solchen Ecken.
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Fliachenstiicke homomorph zu D? oder R? sind (je nachdem, ob die angren-
zenden Kanten und Ecken mitgenommen werden oder nicht). Das ist der Fall,
weil /wenn wir voraussetzen, dass D ein zusammenhéngendes Diagramm ist
(aber ich muss darauf verzichten, es zu beweisen). Wenn D nicht zusam-
menhéngend ist, ist es nicht der Fall. (Wenn zum Beispiel D als Schatten
zwei Zusammenhangskomponenten hat, dann gibt es genau eine Zusammen-
hangskomponente von S? \. D, die beide Zusammenhangskomponenten von
D beriihrt, und diese ist nicht homoomorph zu R?, weil sie stattdessen zu
R x S homoomorph ist. In so einem Fall gilt Euler’s Formel nicht.) U



