VORWORT

Die Kommutative Algebra ist die Theorie der kommutativen Ringe und der
Moduln iiber diesen.

Sie ist eine der wesentlichen Grundlagen der modernen Algebraischen Geome-
trie und spielt auch in der Komplexen Analysis eine wichtige Rolle. Ferner
ist der "Durchschnitt" mit der algebraischen Zahlentheorie nicht leer.

Ziel des Buches ist es, interessierten Studenten eine grindliche, leicht
zugangliche Einfihrung in dieses Gebiet zu geben.

Es werden nur relativ geringe algebraische Kenntnisse vorausgesetzt, nam-
Tich so viel, wie man in etwa anderthalb Semestern einer normalen Algebra-
Vorlesung liber (kommutative) Ringe und Korper lernt. So wird z.B. der Mo-
dulbegriff, der den des Vektorraumes verallgemeinert, in unserem Buch ein-
geflihrt. Wir kommen bis zur Theorie der reguldren und Cohen-Macaulay-Ringe
und den Cohenschen Struktursatzen liber komplette lokale Ringe. Der Zusam-
menhang mit der Algebraischen Geometrie wird in einem Paragraphen erldutert,
ansonsten aber nicht besonders betont.

Wir haben nicht versucht, durch kunstvolle ad-hoc-Beweise Begriffe - wie
etwa das H11bert—Samue1—Pd1ynom oder Ext und Tor - zu vermeiden. Unser
Bestreben war es aber, den begrifflichen Rahmen in dosierter Weise im
Laufe des Vorgehens zu erweitern. (Z.B. wird das Tensorprodukt erst etwa
in der Mitte des Buches eingefiihrt.)

Unser Wunsch ist, der Leser mdge Gefallen an der kommutativen Algebra,
insbesondere an diesem Blichlein finden.

Wir widmen dieses Buch unserem Lehrer und Freund
Herrn Professor Dr. Hans-Joachim Nastold.

Miinster, 13. Juli 1989

Rainer Briiske, Friedrich Ischebeck, Ferdinand Vogel



Zu den Voraussetzungen und zum Gebrauch des Buches

Vorausgesetzt werden grundlegende Kenntnisse Uber Gruppen, Ringe, Kdrper,
Vektorraume, insbesondere:

Homomorphiesatz, Idealstruktur von Restklassenringen, Hauptidealringe,
faktorielle Ringe (= ZPE-Ringe), Polynomringe in mehreren Unbestimmten
(Satz von GauB), eine gute Kenntnis iiber Korpererweiterungen.

In dem ansonsten vollstandigen Aufbau des Buches haben wir uns eine Liicke
erlaubt: Die Funktoren Exti und Tori werden "axiomatisch" eingefiihrt.
Der Leser erhdlt Hinweise, wo er ihre Konstruktion nachlesen bzw. wie er
sie anhand der Losung von Ubungsaufgaben selbst nachvollziehen kann.

In diesem Buch sollen folgende Festlegungen gelten:

Ein Ring L8 (wenn nicht ausdrlcklich andens vemmenkt) kommutativ und hat
ein Einselement.

Das Einselement des Ringes A wirnd in der Regel mit 1, wenn ernfoder-
Lich, mit 1p bezeichnet. (Man unterscheide den Buchstaben 1 = £ von 1.)

Jeden Ringhomomorphismus f: A —s B enflillt (1) = 15 Jeden Unten-
ning eines Ringes A enthitt 1, .

Ein Hauptidealiing Ls4 immern nullteilerfred.

Ein minimales Primideal L84 minimal in den Menge allern (nicht notwendig
von (0) venschiedenen) Primideale eines Ringes. (Nicht immern 484 (0)
eln Primideal!)

Jedem Paragraphen folgen "Aufgaben und Hinweise". Diese geben Beispiele,
Ergdnzungen und Ausblicke. Sie sind nicht als "Intelligenztests" gedacht
(z.B. variiert ihre Schwierigkeit sehr stark). Sie sollen auf keinen Fall
ein Hindernis beim Lesen des "Haupttextes" sein. Dieser ist von den "Auf-
gaben und Hinweisen" unabhdngig. (Manche Begriffe werden deshalb in dem
Buch zweimal definiert.)

An mehreren Stellen weisen wir ausdrlcklich auf die Moglichkeit hin,
Teile des Textes (beim ersten Lesen) zu Uberschlagen. Eine erste Lektlire
wird auch dadurch vereinfacht, daR® man von allen betrachteten Ringen
annimmt, sie seien noethersch, und von den Moduln, sie seien endlich

erzeugt.



Zur Notation:

a := Restklasse von a

Q(A) := QuotientenkGrper von A

N := {0,1,2,3,...}, ]N1:= {1,2,3,...}

(al,...,an) bezeichnet je nach Zusammenhang ein n-Tupel oder das von
CEERRRRL: erzeugte Ideal alA-f...-+anA eines Ringes A, insbesondere

ist (a) := aA .

Nullring und Nullmodul werden mit O bezeichnet, der Nulluntermodul
eines Moduls mit {0}, das Nullideal eines Ringes mit (0).

Das Inklusionszeichen "<" schlieRt die Gleichheit nicht aus.
Andernfalls schreiben wir "¢" oder "§" .

Wir danken Frau Bernadette Bourscheid flir die sorgfdltige Erstellung
des Typoskripts.
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§1  RINGELEMENTE UND PRIMIDEALE

1. Klassifikation der Elemente eines Ringes

In einem Ring A betrachten wir folgende Teilmengen:
A*:= {a € A | 3 b € A: ab = 1} =: Menge der Einheiten in A . A* ist
eine Gruppe bzgl. der Multiplikation.

NNT(A) := {a €EA|VbeEA gilt: (ab=0=b = 0)}

frenlvoen - gitt ab¢0}

: Menge der Nichtnullteiler in A.

NNT(A) 1ist offensichtlich eine Halbgruppe bzgl. der Multiplikation mit
NNT(A) o A* .

Ist a € A ein Nichtnullteiler in A wund gilt ab = ab', so wegen
a(b-b') = 0 auch b-b' =0, also b = b"' ("Kirzungsregel"),

NT(A) := { a €A | 3beA-{0}:ab-= O} =: Menge der Nullteiler in A.

Insbesondere ist 0 Nullteiler, wenn 1 0 gilt. Ein Element a eines
Ringes A heiBt nilpotent, wenn es ein n € IN gibt mit a" = 0. Die
nilpotenten Elemente eines Ringes A bilden ein Ideal in A . Ist namlich
a" = 0=b", so auch nach dem Binomialsatz (a+bprn=0, und die Implikati-

on "a nilpotent, b € A = ab nilpotent" ist trivial.

Nil(A):= {a €EA] 3neN: al = O} . Nilpotente Elemente eines Ringes
A 40 sind insbesondere Nullteiler: Ist n, minimal gewdhlt, so daB
n n -1 n -1

a =0 , SO gilt a-a °© -0 mit a® +0. Das einzige nilpotente

Element von Ared:= A/NiT(A) st die Null.

Fir A & 0 gelten folgende Inklusionen von Mengen:
{0} @ Ni1(A) =« NT(A) <« A-A* c A

{1} « A* < NNT(A) <« A - Nil1(A) < A

Beispiele 1.1
a) Z: Z* = {-1,+1} , NNT(Z) =Z - {0} , NT(Z) = {0} , Nil(Z) = {0} .

b) Z/6Z: (Z/6Z)* = {1,-T} = NNT(Z/6Z)
NT(z/6Z) = {0,2,3,4} (23 = 3+4 = 0)
Ni1(Z/6Z) = {0} (6]a" = 2]a" A 3]a" = 2|a A 3]a = 6]a)
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c) wAZ: (4T)* = {1,-T} , NiNZ/4Z) = {0,2} = NT(Z/4Z)

d) z/12z: (m/12Z) = {1,5,7,1I} = NNT(Z/ 12Z)
NT(z/12Z) = {0,2,3,%,6,8,9
Ni1(Z/12Z)
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N.B.: Beispiel b) zeigt, daB NT(A) 1im allgemeinen kein Ideal ist.

2. Operationen auf der Menge der Ideale

Sind a,h Ideale in A, so ist ihre Summe at+h definiert als die Menge

aller x+y mit x € a, y € h. Es ist das kleinste Ideal in A, welches

a und b enthdlt. Allgemeiner: Sind a; (i € I, I Indexmenge) Ideale

in A, so definiert man X a, := { r X; | x; €a, fluralle i und
i€l ier 'V

X; = 0 fir fast alle i €1 }. Es ist das kleinste Ideal in A , welches

;
alle a. (i €1I) enthdlt.

Mit zwe} Idealen a,br in A st ihr Durchschnitt wieder ein Ideal in A.
Dasselbe gilt fiir eine (endliche oder unendliche) Familie von Idealen.
Das Produkt a-h ist das Ideal in A, welches von allen Produkten xy
mit x € a, y € b erzeugt wird. Analog definieren wir das Produkt fiir
eine endliche Familie von Idealen. Insbesondere ist a" = aeae....a er-
klart (ao := (1) = A). a" (n >0) ist das Ideal, welches von allen Pro-
dukten der Form Xp*Xoee o oX, mit X, € a (1 <1 <n) erzeugt wird.

Die Operationen "Summe", "Durchschnitt" und "Produkt" sind kommutativ und
assoziativ, und es gilt das Distributivgesetz a(htc) = ab + ac .

Ist a ein Ideal in A, so ist va:={a €A | 3 ne N mit a" € a)
)m+n € a ). Es heiBt Wurzel
oder Radikal von a . Im allgemeinen hat man fiir Ideale a,h lediglich

ahcanht.

wieder ein Ideal (an €ca, b"e€a = (a+b

Definition 1.2 Sind a,h<c A Ideale in A mit ath = A, so heiBen

a und h coprim.

Lemma 1.3 Sind a,hcA copuim, 50 git abh=anh.

Zum Beweis ist nur zu bemerken, daB (a+h)(a n k) = alant) + hi(anh)
< ah , also im Falle (ath) = A, daB antk ab gilt. —

Lemma 1.4 Sind a,h und a,c fewellds copiim, 50 auch a,hc .
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Beweis: a,h coprim = es gibt a € a, b € h mit a+b =1 ;
a,c coprim = es gibt a' € a, ¢c € mit a'+c = 1. Betrachte

bc = (1-a)(l-a') = 1-a'-a+aa'. Fiur a" := a'+a-aa' € a gilt also

bc+ta" = 1 . Der Rest folgt aus der trivialen

Bemerkung 1.5 a,h coprim < 3 a€a und 3Ibeh mit atbh=1. —

Definition 1.6  Sind Al""’An Ringe, so definiert man das direkte
n
Produkt A = Ai als die Menge aller n-Tupel (al,...,an) mit
i=1
a; € Ai (1 <17 <n) und komponentenweiser Addition und Multiplikation.

(Es diirfte dem Leser nicht schwerfallen, zwischen einem Produkt von Idea-
len und einem direkten Produkt von Ringen trotz gleicher Notation zu un-
terscheiden.)

Bemerkung 1.7  In den Bezeichnungen von 1.6 ist A kommutativer Ring

mit Einselement (1,1,...,1).

Bemerkung 1.8 In den Bezeichnungen von 1.6 sind die Projektionen Py >

PR A—— Aj ((al,...,an) — aj)

Ringhomomorphismen (dagegen die Einbettungen 1j: Aj —— A
j—te Komponente
¥
(a2 —— (0,...,a2,0,...)) nicht, da 1j(1) = (0,...,0,1,0,...) nicht
die Eins in A ist! Es gilt allerdings (1j(1))2 = 45(1) , doh.
ij(l) ist idempotent.)

Flir einen Ring A und Ideale d15---,3, voOn A definiere man einen

n
Homomorphismus ¢: A —— _gl(A/ai) durch a b—— (a+a1,...,a+an).
j=
Satz 1.9 (Chinesischer Restsatz)
a) Sind die ays...-8,  paauveise coprim, 50 gilt igl a; = 151 a; .
b ¢ surjektiv > die ap,...,a, sdnd paaweise coprim.
c)  Ker ¢ = _2 a; . ALso: ¢ Anjehtiv e '2 a; = (0).
i=1 i=1
Beweis: Zu a): Induktion iiber n. Der Fall n =2 st in Lemma

1.3 abgehandelt. Sei n > 2 und die Behauptung richtig fiir
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n-1 n-1
Aps.--58, ¢ und o= .F a; = N a, . Nach Lemma 1.4 sind a,
i=1 i=1 n n
und ¢ wieder coprim. Deshalb ist A =ca =cNa = N a .
i=1 ! f A S
Zu b): """ Wir zeigen 0.E. nur: a;.a, sind coprim.

Ja €A mit ¢(a) = (1,0,...,0), also 1 = (l-a)+a € a ta, .

"< Es ist keine Einschrdnkung, nur zu zeigen: 3 a € A mit

¢(a) = (1,0,...,0): Wegen der Symmetrie gilt die Aussage dann fiir alle
Elemente der Gestalt (0,...,0,1,0,...) und, da ¢ ein Homomorphismus
ist, sogar fiir alle Elemente aus % (A/ai) !

i=1
Wegen ag +a; =A (i>1) hat man Gleichungen a1+b1 =1 mit
n n
a; €ay, b, €a; (2<i<n). Fir as= b, gilt a = T (1-a;)=1+a"

i=2 i=2
mit geeignetem a' € a; und a €a; (i 22). Also: ¢(a)=(1,0,...,0).

Zu c) ist nichts zu sagen. —

Bemerkung 1.10  Der Teil b) "<" obigen Satzes 1dRt sich auch wie folgt
formulieren: Wenn CIERRRRT M paarweise coprim und bl""’bn beliebige

Elemente von A sind, so besitzt das Kongruenzsystem
X = bl(al),...,x = bn(an) eine LOsung.

3. Primideale

Definition 1.11 Ein Ring A heiBt Integritdtsring (oder auch integer
oder auch nullteilerfrei), wenn er nicht zum Nullring isomorph ist und

auBer der Null keine Nullteiler enthalt.

Im Sinne der obigen Definition ist ein Ring A genau dann Integritdts-
ring, wenn NT(A) = {0} gilt.

Definition 1.12 Eine Teilmenge S eines Ringes A heift multiplikativ,
wenn 1 €S und mit x,y € S auch xy € S gilt.

Definition 1.13 Ein Ideal eines Ringes A heift maximal, wenn es

(bzgl. "<") maximal in der Menge aller von A verschiedenen Ideale ist.

Satz und Definition 1.14 In edinem Ring A sdind §lirn ein Ideal § fol-

gende Aussagen dquivalent:
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(£) A/p A8t Anteger.

(i) a) p+A, b) (a,b€A, abepnp = a€pvbeyp).

(iid) a) p+A, b) (3,b Tdeale in A mit ahcp = acpv hcp ).
(v)  A-m st multiplikativ.

Ein Ideal g5, welches eine (und damit alle) der vorstehenden Eigenschaf-

ten hat, heift Primideal. Die Menge der Primideale von A heiBt das Spek-
trum von A und wird mit Spec A bezejchnet.

Beweis: (i) = (ii): A/p dinteger = A/p+#0 = g5+ A.

Seien a,b €A mit ab€yp = a*b=0 in A/pg = a =0 oder D=0
(A/p integer!) = a €p oder b €p.

(i1) = (iii): Gdlte ad¢p, bdp, sogdbe es x € 3-p, y € b-p mit
Xy € ahcp, also nach (ii) x € g vy € g, im Widerspruch zur Wahl von
X und y.

(iii) = (ii): Seien a,b € A mit abep. Mit a=(a), bt =(b) und
ah = (ab) cp folgt (a) c g oder (b) cp.

,b €EA/g mit ab = 0, d.h. ab€gp = a€n
=0 oder D=0. Wegen g #A dst A/p nicht

(ii) = (i): Seien a
oder b €p, also a
der Nullring.

(i) e (iv): p*A <= 1y < 1€Ap.

(a,beA, abep = a€pvbep) & (a,beEA, adépabénp

= abé€p) < (a,b€eA-g = ab€Ap). —

Beispiele fir Primideale sind etwa in Z die von einer Primzahl erzeugten
Ideale und das Nullideal.

Satz 1.15 (Existenz von Primidealen)

Es selen A ein Ring, S <A multiplikativ, ac A ein Ideal mit
ans=0. Damn gilt:

a) Ddie Menge M der Ideale b von A mit achcA-S besitzt
maximale ELemente.

b) Jedes sclche (st ein Primideal.,

Beweis: a) M * P, denn ae€m. m ist beziiglich der Inklusion "<
teilweise geordnet. Sei K< M eine "Kette", das ist eine total
geordnete Teilmenge (d.h. b,y €K = by chy oder b, = hl).
Bilde h, = uy . Es ist hK ein Ideal: Seien namiich x,y € hK s

=
a€EA, xE hl €EK, ye€ h2 €EK. Da K eine Kette ist, gilt h1 c h2

oder hz o hl , etwa hl o h2 » also x+y € h2 € K, somit x+y € hK‘
Ferner ax € hl € K, also ax € hK . Weiter hat man
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hKnS=(uh)nS=u(hnS)=Q),d.h. by € m.
hex hex
Fir alle he X gilt hc hK . Jede Kette in m besitzt also eine obere

Schranke in M. Nach dem Lemma von Zorn besitzt M ein maximales Ele-
ment gq .

b) p st prim: Seien ap,2y € A, aja, € 3 . Gilt a; ¢ n flir
i=1,2, so bilde man a; = p+a1A > Ay = p+a2A . Wegen as ¢p (i =1,2)
folgt a; Py (i
a; NS +P(i=1,2). Seien u, = Pita;y; € a; NS (p; €1, y; €A)

(i =1,2). Man hat uju, €5, da S multiplikativ ist, andererseits
Ugly = P1Py + Pyanyo + Pragyy + ajasyqY, € B wegen aqd, € p, im Wider-
spruch zu Sngp=0@. Es folgt: a; €x oder a, €5, d.h.

1,2) und, wegen der Maximalitdt von g,

g ist prim. —

Aus Satz 1.15 folgen Beziehungen zwischen den Primidealen von A und den
Elementeklassen, die in Abschnitt 1 betrachtet wurden.

Folgerung 1.16  Jedes Ideal a = A 48t in einem maximalen Ideal von A
enthalten. Ein solches L8% prim.

Beweis:  Man wende 1.15 auf die Menge S = {1} an. —

Folgerung 1.17 A* = A - U  m.

m maximal

Beweis: "<":  u €A*, d.h. es gibt u' mit u'u=1. Gibe es ein
maximales Ideal m in A mit u € m, so wdre auch 1 =u'u e m (wegen
der Idealeigenschaft), im Widerspruch zu m % A .

"ot Ist u€eA- U m, sogilt Audm fir alle maximalen

M maximal

Ideale m in A, nach Folgerung 1.16 also Au = A . Folglich gibt es

u' € A mit v'u=1.—

Folgerung 1.18

a) Nil(A) = N x
¥ prim
b) Flir ein Ideal a von A gt Va = N no.
B DOJ prim
Beweis: a) "<": Sei a € Nil(A) mit a’ =0 und g > {0} Primideal.

Wegen a" = 0€yp folgt a € p (Induktion nach n).

Hw_n

o":  Das Element a liege in jedem Primideal. Betrachte
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S = {1,a,a%,a%,...} . S dist multiplikativ. Wire a" = 0 fir alle
ne N, so gdlte (0) NS =P . Es gadbe also nach 1.15 ein Primideal g

mit g nS=p, insbesondere a ¢ p. Widerspruch!

b) Mit ¢: A — A/a gilt va = qf%Ni](A/a)); wende nun a) an. —

Folgerung 1.19  1In einem Ring A st die Menge der Nullteiler eine
Vereinigung gewdisser Primideale.

Beweis: Sei o.E. A 40 und S die Menge der Nichtnullteiler.
S ist multiplikativ und (0) NS =P . Nach 1.15 gibt es Primideale g
mit pNnS=0. Sei M die Menge aller dieser Primideale (oder auch

nur der maximalen unter ihnen). Behauptung: NT(A) = U g .
reEM
"SM: Da (U p)NS=p, folgt U g <A-S=A-NNT(A) = NT(A) .
peM pEM

"<": Sei a €NT(A),ab=0, b+*0 = ax € NT(A) VX EA =

aA = NT(A) = aANnsS =29 = Es gibt ein Primideal

poaA mit pNS =0, also pE€M: aAc U g . —

peEM

Satz 1.20 Ddie Menge der Primideale eines Ringes A & 0 besitzt mini-
mele ELemente. Jedes Primideal umgaBt ein solches.

(Zur Terminologie: Das O0-Ideal, falls es prim ist, gilt in diesem Buch
als minimales Primideal.)

Beweis: Nach 1.16 besitzt A Primideale. Sei 5 ein solches und M
die Menge der in g enthaltenen Primideale. Ist K eine Kette in M,

so ist N g ein Ideal und A - N g = u (A-g) multiplikativ als
0€K nex q€K
Vereinigung einer Kette multiplikativer Mengen (vgl. den SchluB im Beweis

von 1.15 Teil a)). Also ist n g ein Primideal und somit untere Schran-
ek
ke von XK in M. Zorns Lemma - "umgekehrt" angewandt - liefert die

Behauptung. —

Satz 1.21  Sedlen SRR endlich viele Ideale eines Ringes A und
Fis- oW o puim. Die Tellmenge na von A sedl bzgf. "+" und """
abgeschlossen, und es gelte a _U1 py . Dann gibt es ein

iz

je{l,...,n} mit ac By

Beweis: Vollstdndige Induktion nach n .
Der Induktionsanfang ist trivial.
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n-1 —s n:

n n
ac U g a= U (angp). Konnten wir zeigen:
i=1 i=1 N
"es gibt ein j € {1,...,n} mit an B < Yow ", so wiirde folgen
1]
n n i=1
a= U (an pi) < Yomo, und Anwenden der Induktionsvoraussetzung
i=1 1EN]
i=1
wiirde den Satz liefern. Es genligt also, die Annahme
n
"an R ¢ U g fir alle j" zum Widerspruch zu bringen.
IEN]
i=1 n
Ware diese Annahme richtig, so gdbe es 3 € (an pj) - Yop (1 <3J<n).
ES]
n i=1
Betrachte y = ap+ M a , ye€a. Dieses y Tliegt in keinem der
k=2
i (1 <1i<n): ImFalle § =1 gilt wegen PPN N ¢ gy » also
n
kzz a ¢ Ay (mp ist fur n > 2 prim!), ﬁnd a; € p;, daB y ¢ ny -
Im Falle 1 >1 gilt a; ¢ n. , aber m a €p;, deshalb y ¢ n. .
" i k=2 i i
Insgesamt ist y ¢ Yo, aber y € a . Widerspruch zur Voraussetzung! —

i=1

Definition 1.22 Das Jacobson-Radikal Jac(A) eines Ringes A st der

Durchschnitt seiner maximalen Ideale.

Feststellung 1.23 x € Jac(A) <« 1-xy € A* {iin alle y € A .

Beweis: "=»": Wdre 1-xy keine Einheit, so wdre 1-xy 1in einem maxi-
malen Ideal m enthalten (1.17), und wegen x € Jac(A) cm gdlte
1= (1-xy) + xy € m. Widerspruch!

"<":  Gilte x € m flr ein maximales Ideal m von A, so hdtte man
m+xA = A, also gibees ye€eA, mem mit mixy = 1. Es folgte
1-xy € m im Widerspruch zu 1l-xy € A* . —

Feststellung 1.24 Ist @: A — B ein Ringhomomonphismus und p edin
Primideal in B, s0 ist o L(p) ein Primidea in A .

Beweis: m'l(p) ist trivialerweise ein Ideal und ¢ induziert eine
Einbettung von A/@—l(p) in den Integritdtsring B/p . —
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Aufgaben und Hinweise

1)

Zeige:

a) x € NT(A), a € A = xa € NT(A) .

b) u€A*, x € NiT(A) = u + x € A* .

c) a € NNT(A), x € Ni1(A) = a + x € NNT(A) . (1.18, 1.19)

Zeige flr den Polynomring:
a) NiT(A[T]) = (NiT(A)TI.
b) A[TI* = A* + (Ni1(A)TI .

Sei C der Ring der stetigen reellwertigen Funktionen auf [0,1].
a) Ordne jedem Punkt von [0,1] auf kanonische Weise ein maximales
Ideal von C zu.

b) Seien fl,...,fn € C ohne gemeinsame Nullstelle. Zeige:
T foec*.

c) Zeige: Die Funktionen eines Ideals a # € von C besitzen
(mindestens) eine gemeinsame Nullstelle. (Benutze b) und die

Kompaktheit.)

d) Folgere: Jedes maximale Ideal von C gehdrt zu einem Punkt von
[0,1] gemdB a).

N.B.: a) bis d) bleiben richtig, wenn [0,1]1 durch einen beliebigen
kompakten topologischen Raum ersetzt wird.

e) Zeige: In C gibt es Primideale p $g . (1.15)

Ein Ringhomomorphismus ¢: A — B induziert durch g +— $'1(p)
eine Abbildung ¢*: Spec B —— Spec A (1.24). Fiir ein Ideal a
von A sei V(a) := {p € Spec A | g o a}.

Zeige:

a) V(a nh)=V(ah) =V(a) uV(h), V(A) =0 .
b) V( = ai) = N V(ai) , V((0)) = Spec A .
i€l i€l

Spec A wird also zu einem topologischen Raum, wenn man die V(a)

als die abgeschlossenen Mengen von Spec A definiert (Zariski-Topo-

logie). Zeige:

c) o*, wie oben fiir einen Ringhomomorphismus ¢ definiert, ist
stetig.

d) Die Teilmengen D(f) := Spec A - V(Af), f € A, bilden eine Basis
dey Zariski-Topologie auf Spec A .
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5) Zeige: Die Ideale eines endlichen direkten Produktes von Ringen

n n
T Ai sind von der Form 1T a; , wo  a, Jjeweils ein Ideal von Ai
i=1 i=1

ist. Die Primideale sind von der Form 11
i=1
J€e{l,...,n} gibt mit a, = A. flir i+ j und aj prim in Aj .

a; derart daPR es ein

i

6) a) Sei e ein idempotentes (e2 = e) Element eines Ringes A .
Zeige: Es gibt Ringe Al,A2 und einen Isomorphismus
f: A — A1XA2 mit f(e) = (1,0). Bis auf Isomorphie sind Aq
und A2 eindeutig bestimmt. Was geschieht in den Fdllen e =1
bzw. e =07

b) Lose das Zahlenrdtsel
CHINA « CHINA = =xx%x%x CHINA .

Wende dabei a) und den chinesischen Restsatz an!

§2  BRUCHRINGE

Dieser Paragraph behandelt eine wichtige Verallgemeinerung der Bildung
des Quotientenkorpers.

1. Definition und universelle Eigenschaft

Sei A ein Ring, S eine multiplikative Teilmenge von A . Auf dem
cartesischen Produkt AxS betrachten wir die Relation "~'":

(al,sl) ~ (a2’52) te> 3t €S mit ta,sy = tays, .

Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation: Die Reflexivitdt
((a,s) ~ (a,s)) und die Symmetrie ((al,sl) ~'(a2,52) =

(aZ’SZ) ~ (al,sl)) sind trivialerweise erfiillt. Zur Transitivitdt:
Gelte (al,sl) ~ (aZ’SZ) » d.h. 3 T, mit tja,sy = tyays, und
(a2,52) ~ (a3,52) » d.h. 3 t, mit toags, = tya,s; . Dann ist
(tltzsz)a3s1 = tystra,85 = tosatiags, = (tltzsz)als3 » also
(al,sl) ~ (a3,s3).
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2.1 Definition und universelle Eigenschaft

Bemerkung 2.1  Enthd1t S keine Nullteiler, so gilt (a,s) ~ (a',s')

« as' = a's, wie man es bei der Quotientenkdrperbildung gewohnt ist.
Im allgemeinen definiert aber diese Regel keine Aquivalenzrelation!
Immer gilt (a,s) ~ (at,st) fir teS.

Definition und Satz 2.2 S™VA := (AxS)/~ ist auf naheliegende Weise ein
Ring. En helft Bruch- oder Quotientewring von A nach der Nemnerwmenge S.

Mt -% wind die Aquivalenzklasse von (a,s) bezeichnet.

Beweis:  Auf S-lA definiert man die Addition wie folgt:
a; E§_= a1S,%a58,
52 5152

(A1’51)=(a2=52) ~'(A2,52) » SO gibt es tyst, € S mit tys9Ay = tS4aq,

Sie ist wohldefiniert, denn sind (al,sl) ~

tysoA, = t55585 5 also Slsztltz(a152+a251)

= 5152t1t2(A152+A2 1), d.h. wegen tyt, €5
31, % M R
e Sl o

1 %2 "1 02

Die Kommutativitdt der Addition ist offensichtlich, die Assoziativitdt
leicht zu verifizieren. Ferner sieht man sofort, daB %»= g- (fiir jedes
s € S) das neutrale Element und daB :g- das zu %— inverse Element
bzgl. der Addition ist. Die Multiplikation wird durch

%1, % _ %%

einzusehen als die der Addition. Kommutativitdt und Assoziativitdt sind

klar. Das Element %-:-%
Die Distributivitdt ist so leicht zu verifizieren wie alles andere. —

definiert. Ihre Wohldefiniertheit ist noch leichter

(fir jedes s € S) 1ist neutral.

1

Die Abbildung 1A X A —> S “A, definiert durch a F—e-%—, ist offen-
sichtlich ein Ringhomomorphismus. Sie ist im allgemeinen weder injektiv
noch surjektiv. Letzteres kennt man von der QuotientenkOrperbildung.

Beziiglich der Injektivitdt gilt genauer:

Bemerkung 2.3  Der Homomorphismus 1A S ist genau dann injektiv, wenn
S aus lauter Nichtnullteilern besteht.
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Beweis: Sei s € S ein Nullteiler und a € A - {0} mit sa =0.
Dann ist 1A S(a) =+ =-—==—==0. Wenn umgekehrt S < NNT(A) gilt

s
und i, s(a) =0, d.h. %—= T ist, gibtes te€sS mit telea = t-0-1=0;
t

also folgt a =0, da ein Nichtnullteiler ist. —

Offensichtlich gilt 1, ((S)  (STTA)* .

S_lA hat folgende universelle Eigenschaft:
Satz 2.4  Fin jeden Ringhomomorphismus ©: A — B mit o(S) < B*
gibt es genaw einen Ringhomomorphismus 1 : s7la — B mit © =7V OiA,S'

D.h. das Diagramm

(H)y

T 4 =

8% auf genau eine Weise kommutativ ergdnzbar.

Zum Beweis definiere man w(%) = @(a)@(s)_l . Die Wohldefiniertheit sieht

man so: <= = 5, 3L €S tsyap = tsja, = o(t)e(s,)e(ag)

=o(t)o(s)e(ay) = o(sy)e(ag) =wlsyela,) (o(t) € B* = NNT(B)!)
(

Wir zeigen, daB 1 ein Homomorphismus

- a; a a,a
ist: 9(7) =e(Me(1), also wd)=1. Fermer y( <) =yt

g 51 %2 152

-1 -1 a; a; @ 215,395
= w(;;)w(;é& . Und w(gz‘+ gi) = ——§I§E-*)
= 0(ay5,42,51)0(515,) 7" = (o(ag)e(sy) + wlay)e(s;)e(s;)

] -1 -1 _ A4 a2 v
= m(al)m(sl) + m(az)m(sz) = y(—=) + p(==) . SchlieBlich gilt

poiy s(a) = w(]) = o(@)e(1) ! = o(a) .

Ist @ irgendein Ringhomomorphismus mit @oiA g =@, SO gilt notwendig

2(3) = o(}+3) = o) = oliy ()N = oliy (@) @i, ()
1

= ¢(a)o(s)™" . —
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Korollar 2.5 Seilen S,T multiplikative Teilmengen eines Ringes A mit
1 -1
A— T A,

S<T, s0 gibt es einen kanonischen Homomonphismus ig 1 S~

A
1_% \T
i
s™1a S,T 7718

Bemerkung 2.6 In der Situation von 2.5 kann gv mit a €A, s €S ver-
‘ 1
A

den das Drneleck

kommutativ macht, —

schiedene Bedeutungen haben, je nachdem ob man es als Element von S
oder von T_lA auffapBt: iS T ist nicht immer injektiv. Wenn aber T
aus Nichtnullteilern besteht: kann man S'lA (natiirlich auch A) als
Unterring von T_lA betrachten. Insbesondere ist fiir einen Integritdts-
ring A Jjeder Bruchring S-IA mit 0 ¢ S auf kanonische Weise ein Un-
terring des Quotientenkdrpers Q(A) .

Genaueres zum Wechsel der Nennermenge findet man in [Bourbakil, chap. II,
§2, no. 3.

Beispiele 2.7

(a) Wenn S < A*, so ist i, ¢ ein Isomorphismus:

-1
a _ as . . . . . . .. .
=T = 1A,S ist surjektiv. 1A,S ist injektiv, da S nur

aus Nichtnullteilern besteht.

(b) Wenn 0€S, folgt SIA=~0: Fir jedes (a,s) gilt

O+(a*1-0+s) = 0 mit 0 € S . (Die Umkehrung gilt auch.)

(c) Ist A integer, S =A - (0), so ist s71a = Q(A) der Quotienten-

krper von A und A<——— STIA injektiv.
(Beispiel: Z e g). 13
(d) Sei y ein Primideal in A, S = A-p. Wir definieren

Ap = s71p Ap heiBt Lokalisierung von A 1in g.

Das letzte Beispiel soll genauer untersucht werden in
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2. Idealstruktur in Bruchringen

Zundchst eine einfache

Bemerkung 2.8 In einem Ring A ist A-A* dann und nur dann ein Ideal,

wenn A genau ein maximales Ideal besitzt.
Beweis: Sei n ein maximales Ideal. Da n < A-A* und A-A* ein
Ideal ist, folgt n = A-A™ . Die Umkehrung hatten wir schon in Folgerung

1.17 gezeigt. —

Definition 2.9 Ein Ring mit genau einem maximalen Ideal heift lokaler

Ring (oder auch Stellenring); einer mit nur endlich vielen maximalen
Idealen heiBt semilokal.

Beispiele filir lokale Ringe Tiefert

Satz 2.10 Sel{ A ein Ring und p c A ein Puimideal. Dann gilt:

A, A5t Lokal mit dem maximaken Ideal A :=1{E | pep, s enyp).

m Y

Beweis: Nach 2.8 genligt es, zu zeigen: pA_ ist ein Ideal und besteht
a

aus allen Nichteinheiten von Ap . Sei 3 eine Einheit 1in Ap , d.h.
I ]
es gebe -%T € Ap mit 2-27—= %—. Dann gibt es ein t € A-p mit

taa' = tss' € A-p, also a € A-p, da p ein Ideal ist und sonst

taa' € g gdlte. Wir haben gezeigt: (Ap)* c Ap-;:xA}J . Die umgekehrte

. x . a
Inklusion Ap—pAp < (Ap) ist kiar, da aus s € Ap pAp folgt, daB

. 1 a .
a,s € g, somit %3§~€ (Ap)* und also < € (Ap) ist.
DaR pAp ein Ideal 1in Ap ist, verifiziert man, wie folgt:
Sei 2 €A E;-p-z—EpA pann ist & . oL ZPLooL ap; € g
t R’ s1” sp R t S1 tsq 1 i
P1 . Pp  P1Sp*P2Sy .
ts1 € S und EI-+ S, - ——~§I§E——- mit $159 € S und P1SptPpSy € 4. —

Bemerkung 2.11 pAp ist das von iA p(p) in Ap erzeugte Ideal

(1A,p 1= 1A,A—p) .

Beispiel: A =Z , p=4Zp , p Primzahl.

= = (0
Zp = Z(p) {FE€R [ mneZap+tn}.

Wir werden spater sehen: Z(p) ist ein Hauptidealring mit im wesent-

1ichen nur einem Primelement.
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2.2 Idealstruktur in Bruchringen

1

Welche Beziehungen bestehen nun zwischen den Idealen von A und S “A ?

Definition 2.12 Sei a < A ein Ideal. S—la 1= {%—! a€a, s €S},
Satz 2.13
a) s a st ein 1deat von STIA . Wwewn ans sp, fokgr s la=sla.

1 1

b) Sei h einIdeal von STA und a = i3l(h) . Damn ist =S la.
Insbesondere hat fedes Primideal von S™1A die Foum S-lp , Wo n
ein Puimideal von A ist .

1

¢) Wenn g ein Primideal von A istmit p NS =0, s0 8t S ¢ ein
solehes von STIA .
d) Unter den Voraussetzung von c) gilt iAls(S_lp) =y,
Beweis: a) DaB Swla ein Ideal ist, zeigt man wie im Beweis von 2.10
fur pAp. Falls ansS @ ist, enthalt S_la eine Einheit des Ringes
sia.
[RTIN . a a_l_a
b) "O": Sei a€a, s€S. a€a <« T € h - =g °*T7€h.
H__u, b b_S._tl b -1
C—S“€h=>T—"1- s€h=>b€a=>§€s F
Ist b ein Primideal in ST!A, so i3l (h) =: p ein Primideal in A
(1.24) und S 'y = u.
a a a.a
R R | 122 p o .
c) Sei . €S ", also = = flirein p€p, s, €S.
S| S $1Sp  S3 3

Dann gibt es ein t € S mit ts3a1a2 tsysop € 1, also (da t,s4 ¢ 5)

. 41 -1 % -1
ist a;, €nmva, €p. Folglich — €S 'sv—€5S5 "p.
1 2 $1 S,

d) "=" ist klar. "&": Sei x € A, 1A S(x) € S_lp , also

0o X
n|o

=3

-t

o+

gewissen p € p, s € S. Es gibt dann ein t € S mit tsx
Es folgt x € gy, da st € S und deshalb st € p. —

P -

Satz 2.13 hat folgende Konsequenzen:
Folgerung 2.14 Die Primideale von s_lA entsprechen bifektiv und ord-
nungserhaltend denjenigen Primideaken von A, die mit S JLeeren Durch-

schnitt haben. Insbesondene sehen wirn nochmals, daf Ap ein Lokalen

Réng Ast. —

Folgerung 2.15 Ein minimales Primideal besteht aus Lauter Nullteilern.
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Beweis: Sei g ein minimales Primideal in A, und 0 #+a € y.
In Ap ist pAp das einzige maximale Ideal und ein minimales Primideal,
also das einzige Primideal. Wegen 1.18 sind alle Elemente von pA, nil-

Y
potent. Insbesondere gilt (%)n = 0 flr ein minimal gewdhltes n. Es
gibt ein t € A-g mit ta" = 0. Dann ist (tan-l)a =0 und ta"! 40,
an-1
da sonst T = 0 widre. —

Definition 2.16 Ein Ring A heiRt reduziert, wenn er keine nilpotenten
Elemente #0 hat.

Folgerung 2.17  Fin einen reduzienten Ring A gilt

NT(A) = U by
¥ min.
Primideal
Beweis: "2' ist wegen 2.15 offensichtlich. "<": Sei a ¢ U g
J min.
Primideal
und ab=0. Da 0 1in jedem minimalen Primideal und a in keinem

solchen liegt, liegt b in jedem minimaien Primideal, d.h.
b € Ni1T(A) = (0) nach 1.18. —

Satz 2.18 A sel ein Hauptidealrning. Dann gilt:
al  Wemn S cA - {0} multiplikativ ist, ist sTIA ein Hauptidealrning.

b) Wenn p ein Primelement in A 8t und p = Ap, s0 8% A;(J ein

Hauptidealring mit im wesentlichen genauw einem PrimelLement.

1A wieder integer. Sei a ein Ideal von
1
br.

hat genau ein Primideal,

Beweis:  Natlirlich ist S~
s1a.  Nach 2.13 gibt es ein Ideal h von A mit a ="
Sei h=bA. Danngilt a=12.sIA. Ay
das nicht das Nullideal ist, namlich fA,. -
Satz 2.19 a) Wemn ¢: A — B ein Ringhomomorphismus und S < A mul-
Liplikativ 8%, 48X @(S) = B mulliplikativ.

b) Seien achA ein Ideal, S cA multiplikativ und p: A —s A/a

die kanonische Projektion. Dann gilt (S—lA)/(S'la) ~p(s)~L(a/a) .
Genauer: Der nach Satz 2.4 existierende kanonische Homomorphismus

sTIA —— p(s) Y (A7a) st sunjektiv und hat den Kewn S la.

Beweis:  Nur b) ist nicht trivial. Wir haben Homomorphismen
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i
AP, pja ——A/2:0(5) p(S)—l(A/a). Wende Satz 2.4 an mit

_ 2 1 .
© = 1p/a,p(s) © P- Jedes Element von p(S) “(A/a) hat die Form
a
S

p(a) - - : p(a
bl mit a€A, s €S, ist also Biid von b(s
3tesS mit p(t)p(a) =0 <« p(ta) =0 < ta€a « -% = %% € S—las—

Ferner =0 =

Folgerung 2.20 Ap/pAp =~ Q(A/p) . —

Aufgabe und Hinweis

1) Sei A ein reduzierter Ring, der nur endlich viele minimale Prim-
ideale, namlich A IPRRPE S besitzt, und S die Menge seiner Nicht-

n - n
nullteiler, also S = A - 'Ul AT Zeige: S 1A o 'nl Q(A/pi).
i= i=

1 ~1.

2) Wenn S =Z - (2) dst, ist STH(2) = s7i(6) in Slz .

Vgl. mit 2.12 und 2.13.

§3  MODULN

1. Definitionen, grundlegende Eigenschaften

Definition 3.1 Sei A ein Ring. Ein A-Modul M idst eine (additiv ge-
schriebene) abelsche Gruppe, auf der A 1linear operiert. Genauer:

Ein A-Modul M 1ist ein Paar (M,p), wobei M eine abelsche Gruppe
ist und ¢@: AxM— M eine Abbildung, so daB, wenn wir abkiirzend
@(a,m) =: am schreiben, folgendes gilt:

(1) a(m1+m2) = amtam, flir a €A, mysm, € M,

(i) (a1+a2)m ajmam fir aj.a, € A, meM,
(iii) (alaz)m = al(azm) flr a;,3, € A, meM,

(iv) 1 -m

1

m fir meM.
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Aquivalent zu Definition 3.1 ist ein A-Modul M eine abelsche Gruppe M
zusammen mit einem Ringhomomorphismus von A in den (nicht notwendig kom-
mutativen) Endomorphismenring der abelschen Gruppe M. Wenn A ein Kor-
per ist, nennt man einen A-Modul bekanntlich auch einen A-Vektorraum.

Bemerkungen 3.2 a) Wenn f: A—— B ein Ringhomomorphismus und M

ein B-Modul ist, so ist M vermdge (a,m) — f(a)m auch ein A-Modul.
Insbesondere ist auf diese Weise B selbst ein A-Modul.

0 st

c (mod a)

b) Ist M ein A-Modul und a ein Ideal von A, so daR ax

fur alle a € a und x €M, so gilt bx = cx, wenn immer b
ist. In diesem Falle ist M also auf kanonische Weise ein A/a~-Modul.

Definition 3.3 Seien Ml’MZ A-Moduin. Eine Abbildung : M1 ———>M2

heiBt A-Modulhomomorphismus oder auch A-linear, wenn gilt:

(1) o(mim')
(1) o(am)

o(m)+p(m') fir m,m' € M1 ,
ag(m) fir me€ M1 , a€aA.

Die Definition von "Isomorphismus", "isomorph", "~" ist dann klar!

Mit HomA(Ml,Mz) bezeichnen wir die Menge aller A-Tinearen Abbildungen
von M, in M, . Mit (awl)(m) := apq(m), (m1+m2)(m) = @p(m) + @Z(m)
wird Homy (M;.M,) u.a. wegen (wlﬁpz)(m1+m2) = @1(m1+m2) + mz(m1+m2) =
(Dl(ml) + (01(m2) + CDZ(ml) + @2("‘2) = ((01'*'&02)("11) + ((01"'(92)("12) wieder zu
einem A-Modul. (Die Kommutativitdt von A wird hierbei benttigt!)

Die Verkettung (= Hintereinanderschaltung) von A-Tlinearen Abbildungen
ist wieder A-Tinear.

Ein Untermodul N von M 1ist eine Untergruppe von M, die abgeschlos-
sen unter der Multiplikation mit Elementen aus A ist. Die abelsche
Faktorgruppe M/N trdgt vermoge a(m+N) := amtN eine A-Modulstruktur.
Mit dieser heiBt sie Faktormodul.

Die natiirliche Projektion M —% . M/N ist A-linear (und surjektiv).

Bemerkung 3.4 Ist N ein Untermodul von M, so gibt es eine ordnungs-

erhaltende Bijektion zwischen den Untermoduln E von M, die N ent-
halten, und den Untermoduln F von M/N, gegeben durch E > E/N bzw.
F— o }(F) .
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Bemerkung 3.5 Ist @: M— N eine A-Tineare Abbildung, so ist der

Kern Ker(y) :={m €M | @om) = 0} ein Untermodul von M, ferner
Im(@) := ©M), das Bild von ¢, ein Untermodul von N. Der Cokern
Coker(y) := N/Im(¢) 1ist ein Faktormodul von N.

Bemerkung 3.6 Ist ¢: M—— N eine A-lineare Abbildung, M' ein

Untermodul von M mit M' < Ker ¢, dann liefert ¢ eine A-lineare
Abbildung ¢: M/M' — N, die folgendermaPen definiert wird:

Ist m € M/M'" das Bild von m unter der natiirlichen Projektion
M—E— M/M', so sei (M) := o(m). Es ist Ker (@) = Ker(g@)/M' .

Man nennt ¢ den von ¢ induzierten Homomorphismus. (Homomorphiesatz)

Speziell fir M' = Ker(yp) gilt:

Bemerkung 3.7 M/Ker(o@) =~ Im(qp) .

Beispiele 3.8

a) Ein Ideal a eines Ringes A idist ein A-Modul.

b) Ist M abelsche Gruppe, so kann man M als Z-Modul auffassen
vermoge nem = mHm+...+4m (n € N), (-n)m := -(nm).

c) Ist I eine Indexmenge, so ist die Menge A(I) aller Abbildungen
f: T—— A mit f(i) = 0 fir fast alle i € I vermige
(af)(i) := a(f(i)), (f+g)(i) := f(i)+g(i) ein A-Modul.
Moduln dieser Gestalt heiBen frei. Wenn I = {1,2,...,n}, ist
A(I) = A", der Menge aller n-Tupel von Elementen aus A.

Ist M ein A-Modul und st (Mi)iEI eine Familie von Untermoduln
von M, so ist ¥ M, = { T om, | m. €M, mit m, =0 fiir fast

ier ' Yer 7T 7 !
alle i} der kleinste Untermodul von M, der alle Mi , 1 €1, enthdlt.
Der Durchschnitt n Mi ist Untermodul von M.

i€l
Satz 3.9 a] Sind Mo M; oM, A-Moduln, s0 {8t auf kanonische Weise
(M/Mz)/(Ml/MZ) = M/My .

b} S.ind Ml’MZ Unterumoduln von M, s0 481 auf kanonische Weise

(M #My) /My = M,/ (MNM,) (Noetherscher Tsomonphiesatz).
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Beweis: a) Definiere o: M/My — M/M1 durch m(m+M2) = m+M; . Wegen
M2 < M1 ist ¢ wohldefiniert. Es ist Ker ¢ = Ml/M2 und Im g = M/Ml.
Wende 3.7 an!

b) Die Abbildung p: My — (M1+M2)/M1 » definiert durch p(m) = m+My
hat den Kern M; 0 M,. Wende 3.7 an! —

Ist m ein Element aus M, so ist die Menge aller Vielfachen am (a € A)
ein Untermodul von M, bezeichnet mit Am. Moduln der Gestalt Am hei-
Ben monogen.

Bemerkung 3.10 M st ein monogener A-Modul genau dann, wenn es ein
Ideal a von A gibt mit M~ A/a.

Denn gilt M = Am fir ein m € M, so betrachte man ¢: A—s M,
a +— am. Wende 3.6 an! Umgekehrt ist A/a = A<1, wo 1 = l+g ist. —

Definition 3.11 Sei M ein A-Modul.
a) Eine Familie (Xi’ iel) mit X; € M heiBt ein Erzeugendensystem

von M, wenn M= X Axi gilt (I Indexmenge).
i€l
b) (Xi’ i € 1) heift eine Basis von M, wenn (Xi’ i€l) ein Erzeu-
gendensystem von M st und folgendes gilt:

S A A
c) Besitzt M ein Erzeugendensystem (mi, iel) mit |I] =n <o,

so heift M ein endlicher (auch endlich erzeugter) A-Modul.

Bemerkung 3.12 M 1ist genau dann frei (3.8c)), wenn er eine Basis
besitzt.
Denn fir einen Modul M mit der Basis (m1.)1.EI ist die Abbildung

M— A(I) » definiert durch m = x a;m; F— (i — ai) wohldefiniert
i€l
und bijektiv. Andererseits ist flir einen Modul M o~ A(I) die Menge der

foo 1€, mit fi(j) =0 fir j#+1i, fi(i) =1 eine Basis von M. —

Bemerkung 3.13 a) Die A-Modulhomomorphismen A —%5 M entsprechen

bijektiv den Elementen m € M vermége ¢ — (1) .
b) Allgemeiner: Sei F frei, B < F eine Basis. Dann gehort zu jeder

Abbildung ¢: B—— M genau ein Homomorphismus &: F— M mit o g =

Zu a) bemerke man, daB wegen @(a) = a@(l) eine A-lineare Abbildung

¢@: A—— M eindeutig durch den Wert (1) charakterisiert ist.
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Zu b): Die Abbildung (fi= X ap+"—sm= = ao(b)) fir feF ist,
beB - beB
da B Basis von F, wohldefiniert, A-linear und durch b#+—s @(b)

charakterisiert. —

Satz 3.14
a) Jeder Modul .ist Faktormodul eines grelen Moduls.

b) M ist ein endlicher A-Modul <« M ~A"/U, fir ein n € N und
einen Untermodul U wvon A",

c)  Jedern Faktormodul eines endfichen Moduls st endfich.

d) Wenn U edin Untermodul des A-Moduls M 4ist und M/U  sowie U
endlich s4ind, s0 A8t auch M endlich.

Beweis: a) Es sei E ein Erzeugendensystem von M. Man betrachte

o AlE —— M, definiert durch @(fe) = e (fe wie im Beweis zu Bemer-
kung 3.12 definiert: fe(e') =0 flir e xe', fe(e) =1). (Dbie o
e € E, bilden eine A-Basis von A(E).) Bemerkung 3.13 liefert die Exi-

stenz von @®. Flir meM, m= % a e gilt
eck
o £ af,)= % ¢(af )= = ao(f))= = ae=m.
ecE € ek €% eer € ¢ e ©

®© 1ist surjektiv. Bemerkung 3.7 liefert die Behauptung.

b) unmittelbar: Fir [E| =n <e gilt A(E) A",

c) Restklassen eines Erzeugendensystems bilden ein Erzeugendensystem
des Faktormoduls.

d) Ist 'ﬁl,...,E% ein Erzeugendensystem des A-Moduls M/U, Upseoesly

ein solches des A-Moduls U, m €M beliebig, so gilt m=x aﬂﬁi, d.h.

n
m= T am; +u, mit geeigneten u €Uy, a; € A, also
i=1 K
n . -
m = 151 a;m; + j§1 bjuj mit geeigneten ai’bj €A, —

Definition 3.15 Sind Mi », 1 €I (I Indexmenge), A-Moduln, so ist
121 M, = {(mi)ieI | m, € My, fiir fast alle i€ I:m; = O} vermgge

as(midier = @)ier» (Midyer * (Ng)yep = (my#ng) e wieder ein A-

Modul. Man nennt @& Mi die direkte Summe der Mi'
i€l
Gilt Mi = A furalle €I, soist & Mi = A(I) . Endliche direkte
i€l
Summen werden auch mit M @ N, M1 6 ... 0 Mn etc. bezeijchnet.
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Bemerkung 3.16 Fiir jedes j € I kann man Mj auf naheliegende Weise

als Untermodul von @ M auffassen, indem man x € Mj mit der Familie
i€l

(m1.)1.EI identifiziert, die durch mj = X und m; = 0 flir 3 £ j defi-

niert ist.
Bei dieser Identifikation gilt

b2 Mi = @ Mi und

i€l i€l

M.n x = {0} fur jedes je1I.
I jer- {J}

Umgekehrt, wenn ein Modul E eine Familie (Mi)ieI von Untermoduln be-
sitzt, fir die §:Mi =E und M. n X M- = 0 fir jedes i €1 gqgilt,

b jer- -{Jj}
so ist die naheliegende Abbildung ® M — L, (m )1€I P— I m,
iel i€l

ein Isomorphismus.
Die A-Linearitdt und Surjektivitdat ist klar. Zur Injektivitdt: Wenn

X m: =0, sogilt fir jedes j €1, daBR m, € M. und
i€l | NI

mj = -3 m € X Mi , mithin m., = 0 1ist.
i€l-{5) ' iel-{4} )
Wenn E zusammen mit einer Familie (Mi)iel von Untermoduln obige Be-
dingungen erfiillt, schreibt man - etwas ungenau - E= o Mi
i€l

Lemma 3.17 Seien f: M — Nund g: N — M Modulhomomorphismen mit
fog = 1dN, s0 8t f sunfektiv, g dnfektiv und
M= g(N) ® Ker(f) ~ N & Ker(f).

Beweis: f st surjektiv und g 1ist injektiv, da fog surjektiv und
injektiv ist. Fir x € N ist fog(x) = x, also x =0, wenn

g(x) € Ker(f). Es folgt g(N) n Ker(f) = {0}. Fir yeM gilt

y = (y-9of(y)) + g(f(y)) € Ker(f) + g(N), da f(y-gof(y)) =
f(y)-idyef(y) = 0. Also g(N) + Ker(f) =M. Beachte 3.16. —

Satz 3.18 a) (Verallgemeinerung von 3.13)

Seien (Mi)iel (I Indexmenge) und N A-Moduln. Zu Homomorphismen

foo Mo— N (1 € I) gibZ es genau eine A-Lineare Abbildung

f: gI Mj— N omit fly, = f;.

b) Zu A Modubn M., 1 E I (I Indexmenge), N und Homomorphismen
gj: N— M. mit (V n€N gt g.(n) =0 4in fast alle i) gibt
es genau edn g: N—s 121 My mit Piog = gs, wobed pst J?I MJ-——» M.
durch (mj)jEIl——» m; deginiert Ls£.
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Beweis: a) Wenn es ein solches f geben soll, muB notwendig
f((mi)iel) = X f(mi) = ¥ fi(mi) gelten (f ist A-linear). Diese
i€l i€l

Definition liefert andererseits einen A-Modulhomomorphismus

o M. ToN mit fly, = 5 -

i€l i

b) g: N — @ Mis nb— (g1-(n))1.EI ist wegen der Endlichkeitsvoraus-
i€l

setzung sinnvoll, A-Tinear mit piog(n) = pi((gj<n))j€I) = gi(n).-—

Satz 3.19  (Lemma von Nakayama): Fir ein Ideal a < A sind dquivalent:
(£) a < Jac(A) ;

(id)  Fin jeden endfichen A-Modul M mit aM =M gilt M = 0 . Dabei
bezeichnet aM den von allen am, a€a, meM erzeugten Untermodul von M.

Beweis: (i) = (ii): Sei Myse .., ein Erzeugendensystem von M mit

n
minimalem n. Wenn M # 0 ist, ist n>0. Aus M= aM folgt:
Es gibt CEERRREL: M €a mit mp = agqmp + ... tamo, also
my = (1—a1)'1(a2m2+...+anmn) , da 1-a; €A* nach 1.23 gilt. Dann ist

aber bereits Mos. ..y ein Erzeugendensystem.

(i1) = (i): G&dlte a & Jac(A), so gdbe es ein maximales Ideal m $ a.
Flir M := A/m+ 0 gilt aber aM =M . —

Folgerung 3.20 N <M selen A-Moduln, M/N endlich erzeugt. G
gin ein Ideal a < Jac(A), daB N+aM =M s, s0 folgt M = N.

Beweis:  a(M/N) = (N+aM)/N = M/N = M/N =0 . —

Folgerung 3.21 Sei @: M — N A-Linear mit endlichem Cokern. GALE
gin ein Ideal a < Jac(A), daB die "induziente" Abbildung M/aM ——— N/aN
(die durch Anwendung von 3.6 auf die Vernkettung der AbbilLdungen

ML N X3y N/aN  entsteht) sunjektiv ist, s0 ist auch @ swifektiv.

@©M) + aN = N = (M) nach 3.20. —

Beweis: N

2. Noethersche Moduln und Ringe

Eine wichtige Klasse von A-Moduln sind die endlichen Moduln. Im allge-
meinen ist diese Klasse nicht stabil bei Bildung von Untermoduln: Der
Polynomring ]R[Xi]ielN in unendlich vielen Unbestimmten X1,X2,... ist
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als Modul iiber sich selbst sogar monogen, aber das Ideal (= E{[Xi]ieﬂl_
Untermodul) (Xl’XZ’XS"") ist zum Beispiel nicht endlich erzeugbar:
Sonst mifte die Kette (Xl) c (Xl’XZ) c (Xl’XZ’XB) < ... stationdr
werden, was, wie man leicht nachpriift, nicht der Fall ist:

X1.+1 ¢ (Xl""’xi) !

Wir suchen nach Bedingungen fiir den A-Modul M, die dieses Phanomen

ausschlieBen.

Feststellung 3.22 Ist M edine durch eine Relation "<" teilweise geond-
nete Menge, s0 sdind folgende Bedingungen fin M dquivalent:

(4] Jede augsteigende Folge M; < M, < ... von Elementen aus M wind
stationdin (L.e. I n €N mit Mn = Mn+1 = .. ).

(4L)  Jede nicht-Leere Teilmenge von M hat ein maximales ELement.

Beweis: (i) = (ii): Ist (ii) falsch, so gibt es eine nicht-leere Teil-
menge T von M ohne maximales Element, und man konstruiert induktiv,
von einem beliebigen M1 € T ausgehend, eine nichtendende, strikt wach-
sende Folge My SM,= ... in T.

(ii) = (i): Die Folge M1 <M, <... hat ein maximales Element, etwa

Mn'

Definition 3.23 Ein A-Modul M, dessen Untermodulmenge bzgl. "<"
(1) oder (ii) von 3.22 erfiillt, heit noetherscher A-Modul. Ein Ring

heiBt noethersch, wenn er als Modul Uber sich selbst noethersch ist.

Beispiel: Wie sich sofort aus folgendem Satz ergibt, ist jeder Haupt-
idealring noethersch.

Satz 3.24 M (st ein noetherscher A-Modul << Jeder Unterwmodul von M
(insbesonderne M selbst) st endlich.

Beweis: "=": Sei N ein Untermodul von M und W die Menge aller

endlich erzeugten Untermoduln von N. Da {0} e€m, ist m=+ 0.
Sei N, maximal in M (3.22 (ii)). Wdre N, #+ N, so wdre fir
X € N-NO der Untermodul NO+Ax von N endlich und echt groRer als NO;
Widerspruch.
"<": Sei M1 = M2 <... eine aufsteigende Kette von Untermoduln von M.
N= u Mn ist Untermodul von M, also endlich erzeugt, etwa durch
n=1 [=5}
USRI Da m; € ngl Mn , gibt es n. mit m. € M”i'
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Sei £ 2 max{nl,...,nk}. Dann gilt m, € M, fir 1 <1 <k; also ist
N = Mz. fir alle 2 2= max{nl,...,nk} .=

Satz 3.25 Sel U ein Untermodul eines Moduls M. Dann gili:
M st noethersch <= M/U und U sind noethersch.

Beweis: "=": Jeder Untermodul von U 1ist ein solcher von M, also
endlich. Jeder Untermodul von M/U idist von der Form N/U, wo N ein
Untermodul von M mit U< NacM 1dst. Da N nach Voraussetzung endlich
ist, gilt dies auch fir N/U nach 3.14 c).

< Sei N ein Untermodul von M. Dann ist N n U nach Yoraussetzung

endlich; dies gilt auch fiur N/(NNU) =~ (N+U)/U. Mithin ist N endlich
nach 3.14 d). —

Folgerung 3.26  Sind M; (1 <1 <n) noethersche A-Moduln, s0 i8¢
auch ,% M;  noethersch. Insbesondere (st Al noethensch, wenn A edn

;
noethesrschen Ring Asx.

n
Beweis:  Induktion nach n. Esist ( & M.)/M =~ @ M. , und man

n .
kann Satz 3.25 auf Mn c @ Mi anwenden. —
i=1

Satz 3.27 Ist A ein noetherschen Ring, s0 4ist feden endliche A-Modul
M noethersch.

Beweis: M =~ A"/U (3.14 b)). A" ist noethersch nach 3.26, also M
nach 3.25. —

Folgerung 3.28 Ist A ein noetherschen Ring, a ein Ideal von A,
s0 {8t A/a  ein noetherscher Ring.

Beweis: Nach 3.27 ist A/a noetherscher A-Modul, deswegen auch noe-
therscher A/a-Modul. —

Tiefer liegt der folgende

Satz 3.29 (Hilbertscher Basissatz): Wenmn A ein noetherschen Ring A%,
50 L8 auch dern Polynomning A[X] noethernsch.

Zum Beweis zeigen wir: Ist AIX] nicht noethersch, so auch A nicht.
Sei namlich a ein Ideal in A[X], welches nicht endlich erzeugt ist,
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und fl € a - (0) ein Element niedrigsten Grades. Da a nicht endlich
erzeugt ist, folgt a-flA[X] # 0. Sei fz € a - f1A[X] wieder vom nie-
drigsten Grad, usw.:

Sind fl,...,fn € A[X] auf diese Weise gewdhlt, ist

a- (flA[X] + ...+ an[X]) + @, da a nicht endlich erzeugt ist.

WahTe fn+1 aus a - (flA[X] + o0+ an[X]) von niedrigstem Grad. Wir
erhalten eine Folge fl’fZ""’fn+1"" in a. Sei n; := grad fi
und a der hochste Koeffizient von fi' Nach Konstruktion der Folge

gilt ngsn, < ...
Behauptung:  Aay ¢ Aa; + Aa, § Aa; + Aa, + Rag § ... ist eine nicht

stationdr werdende Kette von Idealen in A. Wire namlich
n

> b.a., b. €A.
1 1

Rag + ... + Aar =Aay + ...+ Aa,. + Aapy1, so a 384

r n_ ,-n.
- r+1 i
r+1 T Ep BifX (Npyp 2
r
Es wire g € a, aber g € 151 fiAIXY . da f 1 € FIADXD+...+f ALX].

r
und wegen dy] ~ )

r+1 *

i=
Betrachte nun g = f n; (I1<1i=<r)).

Ferner wdre grad g = n biai = 0 sogar

r+l

grad g < Nyl im Widerspruch zur Wahl von f (minimaler Grad!) . —

r+l
Folgerung 3.30 Is& A noethersch, a ein Ideal .in A[Xl""’xn] A0
it B = A[Xl,...,Xn]/a noethersch., D.h. wenn @: A — B ein Ringhomo-
morphismus Ls€, derant daB B von ©(A) und einer endlichen Menge erzeugt
L%, dann 48t mit A auch B noethersch.

Beweis: Induktion iber die Zahl der Unbestimmten, dann 3.28. —

3.31 (Weitere) Beispiele fiir .nicht-noethersche Ringe:

a) Ring der ganzen Funktionen ¢— C. Die Ideale

a = {f ganz | f(z) =0 Vz € N, z>n} bilden eine strikt aufstei-
gende Folge von Idealen (WeierstraBscher Produktsatz). Dieser Ring ist
ein Beispiel fiir einen nicht noetherschen Unterring eines noetherschen
Ringes, namlich seines Quotientenkdrpers.

b) Ring der auf [0,1] stetigen reellwertigen Funktionen; betrachte
a, = {f | f stetigauf [0,1], f(x) =0 V x € [0,2]} .

3. Briiche in Moduln

Es seien A ein Ring, S < A multiplikativ, und M ein A-Modul.
In SxM = {(s,m) | s €S, m€ M} betrachte man die Relation

"M (sym) ~ (s',m')r e L ES mit ts'm = tsm'. Man zeigt, wie
in §2, daB "~" eine Aquivalenzrelation ist.
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Definition und Satz 3.32 S_lM := SxM/~ heift Bruch- oden Quotienten-

modul von M nach der Menge S. Mit .g bezeichnet man die Aquivalenz-
" a . m __am m,m __ms'+tm's , -1

kLasse von (s,m) . Veumdge ST TeRr 5 Ter it A8t SN

ein S LA-Modue.

DaB die Definitionen sinnvoll sind (also unabhdangig von der Wahl der Re-
prdsentanten), zeigt man wie in 2.2. —

Analog wie in §2 definiert man iM g " M — S—lM und fir Primideale g
von A den Ap-Modul Mp.
Bemerkungen 3.33  a) 571

A, 1

A ——22 5"

M ist natiirlich vermoge

A auch ein A-Modul.

b) S_1< ® M.> ~ @ S—lMi . (Hauptnenner!)

iel ! i€l

Satz 3.34 Sel w: M — N A-Linear, S < A multiplikativ. Dann gibt

es genau eine S TA-Lineare Abbildung S 1o : STIM — STIN, 40 das das
Ddiagramm
M Q N
1M,Sj ™,s
i (!
=
©

. . -1 . . .
kommutativ wind, d.h. S @oiy g =1y go@ allt.

Zum Beweis setze man S_lm(g) := wgn) . Wegen der Forderung der s~1a-
Linearitdt und der Kommutativitdt des Diagramms muf man das tun:

-1 m -1 ,1m 1.-1 .m 1,.-1 . 1,.
S Te(3) =S Telgry) =S () = (S Tecdy o)m) = S(iy go0)(m) =

%—9¥§Q—= E%?l . Ferner ist S_lm wohldefiniert: 1Ist (s,m) ~ (s',m'),
so gibt es t €S mit ts'm= tsm', also ts'y(m) = tsp(m'). Es folgt

sl = @lm) o) - s7loMy | schlieslich ist STl eine STIA-

. ; La L, eclomy o a  em) _ap(m) _ o(am) _ -1 ,am
lineare Abbildung: 5T S wﬁg) =T S E e T g = S (EET)'
S_l (Tl +.T§) i S'l (52m1+slm2) ) m(32m1+slm2) i szm(m1)+slw(m2) i

@ S1 So’ © 515 - $159 S

o(my)  @(m,) _.m 4om

= V22 g 1@0—1) +S 1m(—g). Das Diagramm kommutiert:
S S, 59 So



38 §3  Moduln

(s70) 0 iy g(m) = (s ) = AL = 4y (om) = (iy gow(m). -
Bemerkung 3.35  a) S_l(idM) =id ; .

S ™M
b) s"Heow) = s7He) 057 (y).

Die Aussagen a) und b) besagen, daB die Abbildung, die jedem A-Modul M
den ST'A-Modul S™IM und jeder A-linearen Abbildung o die S A-1i-
neare Abbildung S_lw zuordnet, ein sogenannter Funktor ist.

Weitere Beispiele von Funktoren folgen in spateren Paragraphen.

Pn+1

()
Definition 3.36  Sei e M _n, Mg —— M, — ... eine

(endliche oder unendliche) Folge von A-Modulhomomorphismen. Sie heiBt

exakt, wenn Im ®, = Ker ®©,47 fur alle (vorkommenden) n ist.

Bemerkungen 3.37  (Mit 0 sei der Nullmodul bezeichnet.) Es gilt:

a) 0—M o N ist exakt e f dist injektiv.

b) M £, N— 0 ist exakt < f st surjektiv.

c) 0—M R N— 0 ist exakt < f dist ein Isomorphismus.
f

d) 0 — M ML, pe 0 st exakt < f st injektiv, g sur-
Jektiv und g induziert einen Isomorphismus von M/f(M') mit M".
D.h. M' kann mit einem Untermodul von M und M" mit dem Faktor-
modul nach diesem identifiziert werden. Umgekehrt: Ist U ein Un-
termodul von M, so bilden die kanonischen Homomorphismen

0 —U-—M— MU -— 0 eine exakte Folge.

Satz 3.38 Seil S eine mubliiplikative Teilmenge des Ringes A und

M, M, B, M3 eine exakte Folge von A-Modulhomomonphismen, s0 is%
- -1 - - -
auch S 1M1 ST, 1M2 > B,g 1M3 exakt.
Beweis: (1) ST os™la = sTl(goa) = s71(0) = 0, also ImS lackers ig.

1
(2) sei Te Ker(S_1 ), d.h. es gibt ein t € S mit tB(m) = 0,

s

also B(tm) = 0. Nach Voraussetzung existiert ein n € M; mit
_ . -1 ny _a{n) _tm_m m -1

a(n) = tm. Dann ist S ~ « (EE) St SSE - S d.h. 5 € Im(S "a). —

Folgerung 3.39 Wenn U ein A-Untermodul von M ist, 40 kann man
auf kanonische Weise s aes s A-Untermodut von ST auffassen.
Man hat dann einen kanonischen I1somorphismus S_l(M/U) ~ S_lM/S-lu. —
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Beachte: Wenn a ein Ideal von A ist, stimmt die hier gegebene Defi-
nition von S”la wmit der Definition 2.12 Uiberein.

Satz 3.40 Wenn M ein endlicher (bzw. noetherschern) A-Modul is%, 50
ist ST ein endbichen (bzw. noethernschen) S LA-Modul. Insbesondere
st STIA ein noetherschen Ring, wenn A ein solchern is%.

Beweis: Wenn M von X1oeeeaXpy Uber A erzeugt wird, so ist
X - -
;ﬁ,...,w§ offenbar ein Erzeugendensystem von S 1M uber S 1A.

Zum Beweis, daB mit M auch S_lM noethersch ist, geniigt es daher,
folgendes zu zeigen:

1 1

Lemma 3.41 Jeder S ~A-Untermodul N von S_lM A8t von den Form S U
mit einem A-Untermodul U von M

Beweis hierfir: Wihle U =iy c(N). Wenn x €U, ist e N, also

€ N. Mithin ist S"lUc N. Wenn é—E N, ist

1 1

o nl—
nx x

X »nlx

€N, also x € U und -é €S *U. Somit ist NeS "U. —

Definition 3.42 Ein Element a € A heiBt ein Nichtnullteiler fiir den
A-Modul M, wenn am # 0 fir alle m € M - {0} idst. Andernfalls
heiBt a ein Nullteiler fir M.

Bemerkung 3.43 Wenn S aus lauter Nichtnullteilern fiir den A-Modul M
besteht, ist

iy ot M— S injektiv (und umgekehrt).

Beweis: iM S(m) = %-= 0 « 3t€e€S mit tm=0. Da t Nicht-
nullteiler fir M idist, folgt m=0. —

Satz 3.44  Firn einen A-Modul M adnd dquivalent:

({) M=0,
(£L) M, = 0 fin fjedes maximale Ideal m von A.

Beweis: "=" ist trivial. "<": Annahme: M + 0. Dann ist zu zeigen:
Fir mindestens ein maximales Ideal m von A gilt Mm # 0. Sei also
meM- {0}. N:=AncM. Es geniigt, zu zeigen: Nm # 0 flr minde-
stens ein maximales Ideal m von A (Folgerung 3.39). N ist monogen,
also N =~ A/a (Bemerkung 3,10). Sei m ein maximales Ideal von A mit
acm (Folgerung 1.16). Man hat einen surjektiven Homomorphismus
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A/a —s A/m =: P. Es genlgt, zu zeigen: Pm # 0, da nach 3.38

Nm — Pm surjektiv ist. Alle Elemente aus S = A-m sind Nichtnull-
teiler fir A/m =P, da A/m ein Kdrper ist. Deshalb ist

1P,S: P — Pm injektiv (3.43), und P £ 0 dimpliziert Pm # 0.

Folgerung 3.45 Eine A-Lineare Abbildung ¢©: M —s N von  A-Moduln
31 genau dann infektiv (bzw. surfektiv, bzw. bifektiv, bzw. Null), wenn

\t

n ¢ A8t iin jedes maximale Tdeat m én A. (g :=STlp fir S = A-m.)

Beweis: "=" 3.38. Beachte: @w =0 < M L, N _199 N exakt.

"<" Injektivitdat: Setze K := Ker(yp). Man erhdlt die exakte Folge
P

0 — K — M -5 N. Nach 3.38 -ist dann 0 — Ky — M — N

exakt. Da @y fir jedes maximale Ideal m von A injektiv ist, ist
Km = 0 fir jedes solche m. Aus dem Satz folgt K=0, d.h. ¢ 1in-
jektiv. Surjektivitdt: Setze K := Coker ¢ und schlieRe mit der exak-

ten Folge M LN — K —0 wie oben. Um @ =0 2zu zeigen, setze

wieder K = Ker ¢. Die Exaktheit von 0 ﬁva Mm n_, Nm besagt,

daB Km auf kanonische Weise mit Ker O identifiziert werden kann.
Da q)m = O 1St, ist Km = Mm, d.h. (M/K)m ﬂMm/Km B 0 - und das fur
alle maximalen Ideale m . Es folgt M/K =0, d.h. M= Ker o,

also =0 . —

Folgerung 3.46 Sel U edn Untermodul von M und X € M. Dann gilt:

X €U < 1M m(x) € Um fin alle maximelen Ideale m von A.

Beweis: Definiere ¢: A — M/U durch (1) := x+U. Dann gilt:
=0 «= x €U. Wende 3.45 an. —

Das sogenannte "Lokal-Global-Prinzip" der kommutativen Algebra ist im
wesentlichen der Inhalt des Satzes 3.44 und der beiden obigen Folgerungen.

Folgerung 3.47 Sel A ein Integnititsring, K sein Quotientenkirper.
Wenn man A und die Lokalisierungen Am gemdfy 2.6 als Unteriinge
von K auggaBt, 48 A= n Am .

n max.
Ideal

Beweis: Sei x € K. Wenn man Am als Unterring von K auffaft,
bedeutet 1A m(x) € Am nichts anderes als x € A+ Die Behauptung
folgt also aus 3.46. —
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Aufgaben und Hinweise

Im folgenden sei A ein Ring.

1)

a) Seien a,h Ideale von A und A/a =~ A/k als A-Moduln.
Zeige: a = k. (N.B.: Dies gilt i.a. nicht fiir Linksideale
3, eines nichtkommutativen Ringes, z.B. eines Matrizenringes.)

b) Sei k ein unendlicher Korper. Zeige: Uber dem Ring
KIX,Y1/ (X2, XY,Y2)
isomorphe monogene Moduln.

gibt es unendlich viele paarweise nicht-

A0 und A" =~AS (als A-Moduln) = r =s.

(Hinweis: Fur ein maximales Ideal m schlieBe

(A/m)" =~ A"/mA" =~ AS/mAS ~ (A/m)S . )

(N.B.: Auch dies gilt i.a. nicht filir nichtkommutative Ringe, z.B.
nicht fiir den Endomorphismenring eines unendlich-dimensionalen
Vektorraumes.)

Sei F ein freier A-Modul und f: M — F ein surjektiver A-Modul-
homomorphismus. Zeige: Es gibt eine A-lineare Abbildung g: F — M
mit fog = 1dF ; d.h. M~F @ Ker(f) .

A sei ein Hauptidealring und n € N. Zeige: Jeder Untermodul von
A" ist frei. (Hinweis: Induktion nach n. Sei p: A" — A die
Projektion auf den letzten Summanden. Fiir einen Untermodul U von
A" st p(U) 2 A oder 0. Nach Induktionsannahme ist Ker p
frei. Wende Aufgabe 3) an.)

(Fir freie A-Moduln mit unendlicher Basis ist obige Behauptung

auch richtig. Siehe 10.26.) |

Seien U, El’ E2 Untermoduln eines Moduls M. Es gelte:

a) E, €k, b) E;nU = E,nU, ¢) B, +U=E +U.
Zeige: E1 =k,

Ein Modul heift artinsch, wenn jede absteigende Folge von Untermo-
duln stationar wird.

a) Sei U ein Untermodul eines Moduls M. Zeige (mit Aufgabe 5):
M artinsch <« M/U und U artinsch.
(N.B.: Satz 3.25 1@Bt sich natlirlich ebenfalls mit Hilfe der
Aufgabe 5) beweisen.)
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10)

11)

§3 Moduln

., N
e2mn1/p

by Sei p eine Primzahl. Die Menge | m,n € ml} ist

eine (multiplikativ geschriebene) artinsche Gruppe (Z-Modul).

Flir eine Familie (Mi)ieI von A-Moduln definiert man das direkte
Produkt 121 M. als {(mi):c; | my €M}, Fir eine endliche In-
dexmenge I stimmt das direkte Produkt mit der direkten Summe Uber-
ein. Im allgemeinen gilt @& Mi c 0 Mi'
i€l iel
a) Zeige (analog zu 3.18): Zu Homomorphismen N — M. gehort
auf naheliegende Weise ein Homomorphismus N — 1T Mi .
i€l
b) Sei P die Menge der Primzahlen. Betrachte den Z-Modul

M:= 1 (Z/(p))/ ©® (Z/(p)). Zeige: Jedes n €Z - {0}

peP peP
operiert (x > nx) bijektiv auf M. Mit anderen Worten:

M dist ein @-Vektorraum (librigens von Uberabzahlbarer Dimension).

c) Gib (mit Hilfe von a)) einen kanonischen Homomorphismus
S—l(ﬂ Mi) — ﬂ(S_lMi) an. Dieser ist im allgemeinen weder
injektiv (b)), noch surjektiv.

Im allgemeinen sind Moduln schwer, wenn nicht unmoglich zu klassi-
fizieren. Eine zufriedenstellende Theorie gibt es fiir endlich er-
zeugte Moduln Uliber Hauptidealringen. Siehe [Langl, Chap XV, §2.

Wenn A ein noetherscher Ring ist, ist auch der Ring A[X] der for-

malen Potenzreihen lber A noethersch. (18.32) u. [Bourbaki], Chap. III,

§2, no. 10. (Eine formale Potenzreihe ist eine - i.a. nicht

endliche - formale Summe 1? aixi. Das Produkt zweier solcher
ist das Cauchy-Produkt.) Gleiches gilt fir gewisse Ringe holomor-
pher Funktionen (siehe: [Langmannl, [Grauert-Remmert] §2, Satz 1).

Ein Ring, in dem samtliche Primideale endlich erzeugt sind, ist
noethersch. Siehe [Cohen] oder [Kaplansky, 1-1, Thm. 8] .
Fiir eine Verfeinerung siehe [Lafon. 2, Thm II. 2].

Jeder Ring A 1ist eine filtrierte Vereinigung noetherscher Unter-
ringe. D.h. es gibt eine Menge M von noetherschen Unterringen
von A mit den Eigenschaften:
a) U B=A ;

Bem
b) Bl,B2 €Em = 3IBy;EM mit B, U B, = Bj .
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(Sei B, der Primring in A, d.h. das Bild des einzig moglichen
Ringhomomorphismus Z — A .

Wahle m = {B [E] | E endliche Teilmenge von A} .)

Seien Ul’UZ Untermoduln eines A-Moduls M. Zeige: Wenn M/U1
und M/U2 (bzw. Uy und U2) noethersch sind, so ist dies auch
M/(U1 n U2) (bzw. U1+U2). Insbesondere gilt also: Wenn zwei Fak-
torringe A/a1 und A/a2 noethersch sind, gilt dies auch fir

A/(a; na,).

Auch Uber nichtkommutativen Ringen kann man Moduin definieren.
Wenn man Definition 3.1 formal libertragt, spricht man von Links-
moduln. Wenn man in der Definition 3.1 die Regel (iii) durch

(iii') (alaz)m = az(alm)
ersetzt, spricht man von Rechtsmoduin. In diesem Falle schreibt man

in der Regel "ma" statt "am", damit (iii') wieder die Form eines
Assoziativgesetzes bekommt:

m(alaz) = (mal)a2 .
Man kann einen Ring A sowohl als Links- wie als Rechtsmodul iiber
sich betrachten. Schreibweise AA bzw. AA' Die Untermoduln von
AA (bzw. AA) heien Links- (bzw. Rechts-) Ideale.
Die Kerne von Ringhomomorphismen sind sowohl Links- wie Rechts-Ideale
(sogenannte zweiseitige Ideale). Die Sdtze der ersten beiden Ab-
schnitte lassen sich auf nichtkommutative Ringe ilibertragen. Satz 3.27
z.B. bekommt die Form: Ist A ein linksnoetherscher Ring (d.h. AA
ein noetherscher Modul), so ist jeder endliche Links-A-Modul M
noethersch. Zu 3.19 beachte: Der Durchschnitt aller maximalen
Linksideale ist gleich dem aller maximalen Rechtsideale und gleich
dem aller maximalen zweiseitigen Ideale. Vgl. [Bourbaki: Al,
chap. VIII, §6.3.
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Sh  ASSOZIIERTE PRIMIDEALE, TRAGER, PRIMARZERLEGUNG,
MODULN VON ENDLICHER LANGE

1. Assp(M) und Supp, (M)

Definition 4.1 Es sei M ein A-Modul.

Ann,(M) :={a € A | am=0 vmeM} heiBt der Annullator von M.

Flir ein m €M heiBt Anny(m) ={a € A | am = 0} der Annullator von m.
(Man schreibt auch Ann(M) bzw. Ann(m).)

Im Sinne dieser Definition bestehen die Nichtnullteiler eines A-Moduls M

aus A - U Ann(m).
meM
m+0

Satz 4.2 a) AnnA(M) und AnnA(m) sind Ideale.
b) Maximale Efemente der Menge {Ann(m) | meM - {O}} sdnd Primideale.

Beweis: Nur bei b) ist etwas zu zeigen. Sei also g = Ann(m) maximal,

a,b €A mit abe€yp, b¢gpg. Da bégp, gilt bm+ 0. Man betrachte
hun & := Ann(bm) . Fir p € p gilt p(bm) = b(pm)
g <ca. Wegen der Maximalitdt von p hat man p=a. Da abm=20,

0; somit ist

folgt a€a=1p. —

Definition 4.3 AssA(M) :=-{p | = A prim, ImeEM mit p= Ann(m)} .
Die Elemente von Assp(M) heiBen die zu M assoziierten Primideale.

(Man schreibt auch Ass(M).)

Bemerkungen 4.4 a) Am =~ A/Ann(m) (als A-Moduln!).
Deshalb Tliegt ein Primideal p genau dann in AssA(M) , Wenn es eine
injektive A-lineare Abbildung A/p «—— M gibt.

b) AssA(A/p) = {pn}. Es gilt sogar AssAU = {p} , wenn U ein von 0
verschiedener Untermodul von A/p ist. (Fiur x € A/p-{0} ist AnnA(x) =pn.)

Folgerung 4.5 Sei A ncethersch, M ein A-Modul. Dann sind dqui-
valent:

(£) M=0.

(1) Ass,(M)=0 .

Beweis: Nur die Richtung (ii) = (i) ist nicht unmittelbar klar. Ist M
nicht der Nullmodul, so ist die Menge ® :={Ann(m) | m €M - {0} } von
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Idealen in A nicht leer. Da A noethersch ist, besitzt M maximale
Elemente, die nach Satz 4.2 prim und deshalb Elemente von AssA(M) sind. —

Folgerung 4.6 Seil A noethersch, M ein A-Modul. Dann is% die Menge
den Nullteilen i M die Vereinigung seinern assoziierten Primideale.

Beweis: Fiir ein a € g € AssA(M) mit g = AnnA(m) gilt am =0, also
ist a Nullteiler. Andererseits, fiir einen Nullteiler a fir M gibt
esein m€e€M, m#+ 0 mit am= 0. Nach 4.2 b) gibt es ein g € AssA(M)
mit AnnA(m) cp. —

Folgerung 4.7 Seil A noethersch, M ein endlicher A-Modul. Dann gibt
es edne "Kompositionsneihe

0= My =M < M2 c...cM 1< Mn =M mit Mi/Mi-l o A/p1 s

n—

wobed B, gewdisse Primideale von A sdind.

Zum Beweis darf man M # 0 annehmen. Nach 4.5 b) gibt es ejn Primideal
mE AssA(M) , alsoein me€M mit Anng(m) = pp.  Setze My 1=Am = A/ -
Wenn M % M1 ist, findet man auf dieselbe Weise einen Untermodul MZ/Ml
von M/M1 , . der isomorph zu A/p2 mit einem Primideal o ist, usw.

Da M noethersch ist, bricht dieses Verfahren nach endlich vielen Schrit-
ten mit Mn =M ab. -

Beispiel 4.8 Fiir den Z-Modul Z st 0c6Z c3Z cZ ist eine Kompo-
sitionsreihe der obigen Art, aber auch 0cZ .

I.a. liegt also keine Eindeutigkeit vor!

Satz 4.9 Seien Nc M A-Moduln. Dann gilt:

AssA(N) C:AssA(M) c:AssA(N) U AssA(M/N) .

Beweis: AssA(N) c AssA(M) ist nach Definition unmittelbar klar.

Sei np € AssA(M) und E ein Untermodul von M, disomorph zu A/p.
ImFalle En N+ {0} ist {u}*Ass(E n N) < Ass N. Wenn aber
EnN={0} ist, ist E disomorph zum Untermodul (E+N)/N von M/N,

also p € Ass(M/N) . —

Folgerung 4.10 Seien M ein A-Modul und
0=M M =...c Mi-1 €M, = 0 edlne Kompositionsreihe, §in die
M]./M1.__1 o A/pi mit Primidealen P 8%, Dann gilt AssA(M) < {pl,...,pn}.
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Beweis: Nach 4.4 b) und 4.9 hat man die Inklusionskette
AssA(M) c ASSA(Mn—l) U ASSA(Mn/Mn-l) =

Assp(M 1) U {pn} < Assp(M_p) U Assp(M, /M o) U g} =

Assp(Mo o) Udp, (YU lpde.oedp,p} o =

Ist M ein endlicher Modul liber dem noetherschen Ring A, so ist also
AssA(M) nach Folgerung 4.10 endlich.

Satz 4.11 Ist A noethersch, S oA multiplikativ und M ein A-Modul,
50 gLt

Ass (S—lM) = {S_lp | p € Ass,M , g NS = Q} .
-1 A
S A
Beweis: D" Sei p € AssA(M) s R = AnnA(m) s FNS=0. Setze
a := Ann _ (m). Dann gilt a = S'lp » denn man hat die Aquivalenzen:
s7ial
a.m_0 < JteS:tam=0 « It€S: ta€yp < ac€p, letzte-
s 11

res, da § prim ist.

A
Primideal # von A mit p NS =0. Da A noethersch ist, gibt es

Pps--+sP, € 8 mit g=Ap; + ... + Ap., und es gilt EB « = =0
(1 <1i<vr). Es gibt also t. €5 (1<1<r) mit tipsm =0, also mit

r

"c": Sei g = Ann 1 (g) (s €S). Nach 2.13 gilt g = S_lp flir ein
S

n wns

t

ti €S folgt tpim = 0. Man hat g c AnnA(tm). Ist anderer-
1

i=1
a tm

. _ ey _ a - . . _
seits atm = 0, mithin T%s - 0, also TE€ S g, so gibt es eine Dar

| v

stellung T = 21 mit pe€gx, s' €S. Deshalb gibt es ein s" € S mit
s's"a = s"p € p, und es folgt wegen S nNnp =0, daB a in § Tliegt
und damit AnnA(tm) < p gilt. Insgesamt haben wir §x = AnnA(tm) mit

S_lp =g gezeigt. —

Definition 4.12 SuppA(M) :={p | p Primideal in A, Mﬂ £ 0} .

Supp, (M) heiBt der Trdger von M. (Man schreibt auch Supp(M).)

Bemerkung 4.13 SuppA(A) =Spec A ={p | g A Primideal} . Denn fiir

Jedes Primideal g besitzt A;(Y das maximale Ideal pAp * Ap . Also ist

A .
. + 0
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Satz 4.14  Fin edinen endlichen A-Modul M gilt

Supp,M ={g | pgpuim, go AnngM}  (Loa. pur "e"!)

Beweis: '"<": Angenommen, es giabe g € SuppA(M) mit g Db Annp(M) .
Sei dann t € Anny(M)-g ,~g € Mp m_Z<tm_ 0

beliebig. Es gdlte s st sg- 0o
also Mp = 0 1im Widerspruch zu g € SuppA(M) .

"ot Ist M= Amy + ...+ Am., so gilt Annp (M) =
AnnA(ml) n...n AnnA(mr) ) AnnA(ml)'...'AnnA(mr) .

Ist g > Ann, (M), so folgt nach 1.14 (iii), daB s> Ann,(m; ) flr ein
i€{l,...,r} dst. Mit § = g / Ann(m, ) folgt

<A/AnnA(m1-)>p= (A/AnnA(mi )>§5 # 0 wegen 4.13; also ist (.1\/AnnA(m1.)>]G o

(Ami)]3 nach 3.39 ein nichttrivialer Untermodul von M}3 , deshalb auch Mp=#0 I —

Satz 4.15 Sel A noethersch, M ein A-Modul. M besitze eine Kompo-
sitionsneine 0 = M0 c M1 c M2 c...c Mn—l c iVIn =M mit M'i/Mi—l o A/}Ji
flin Primideale Ry An AL Dann gilt: Assp(M) < {pl,...,pn} < Suppp (M) .

Diese drel Mengen besitzen dieselben minimalen Elemente.

Beweis:  Ass,(M) = {p;,....n } gilt nach 4.10.

Wegen A/g, o~ M1./M1._1 hat man 0 % (A/pi)ni o (Mi/Mi-l)pi , also wegen

(3.39) (Mi)pi # 0 und damit Mpi # 0. Wir haben {py5.--5p 1 < SuppA(M)
gezeigt. Es bleibt zu zeigen: Die minimalen Elemente von Supp, (M) Tiegen
in AssA(M). Sei p ein solches. Dann ist SuppAﬁMn={pAp} ((Mp)qp o Mq).
Da AssA M. 0, folgt AssAéMp)= {pAp} ,also mit 4.11 , daB n € AssA(M)

by
gilt. — ’

Bemerkung 4.16  Die minimalen Elemente von AssA(A/a) sind also genau
die minimalen Primoberideale von a. (A noethersch)

Folgerung 4.17  Ein noethernscher Ring A  besitzt nun endlich viele
minimale Primideale.

Beweis: Ist namlich g  ein minimales Primideal in A, so heiBt das:
g dist minimal in SuppAA. Also ist g minimal 1in AssAA , und AssAA
ist nach der Bemerkung im Anschluf3 an den Beweis von 4.10 endlich. —
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2.  Primarzerlegung

Dieser Abschnitt wird - von Aufgaben abgesehen - im weiteren Verlauf des
Buches nicht benttigt. (Ausnahme: 4.25 wird in §17 verwendet.)

Lemma 4.18 E4 seien A edin noetherscher Ring, M ein endlicher A-Mo-
dul und a € A. Danmn sind dquivalent:

(£)  Die Homothetie hy: M—M (m b am) st nilpotent.

(£i) a € N no.
pEAssA(M)

Beweis: Da die minimalen Elemente von AssM und SuppM gemdB 4.15
ubereinstimmen und diese gleichzeitig die minimalen Primoberideale von

AnnM  sind (4. 14), gilt N p = N p =VAmM. D.h.
pEASSM peESUppM

a € N g ist dquivalent zu a" € AnnM  fiir ein ne N. —
pEASSM

Satz 4.19 Es seden A ein noetherscher Ring, M ein endlicher A-Modul.
Dann sind dguivalent:

(£)  Firn alle a € A st die Homothetie hy: M— M (m > am)
entweder injektiv cder nilpotent.

(L4) AssAM besteht aus genau einem ElLement.

Beweis: (i) ist genau dann erfiillt, wenn
A = N pu <A - U p) gilt (4.18 wund 4.6); das ist genau
p€Ass , (M) REAss (M) :
A A
der Fall, wenn N m = Y 7 gilt, und das stimmt genau dann,

pEAssA(M) pEAssA(M)

wenn AssA(M) aus genau einem Element besteht. —

Zusatz 4.20 Sind (L) und (44) engillt, ist
Ass, (M) = {{a € A | h, nilpotent}} .

Beweis: (4.18). —

Definition 4.21 Sind A ein noetherscher Ring, E ein endlicher A-Mo-

dul, U< E ein Untermodul, so heift U primar in E, wenn M = E/U
die Bedingungen (i), (i1) von 4.19 erfullt. Ist Ass,(E/U) = {g}, so
heiBt U (genauer) g-primdr in E.
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Satz 4.22 Sel A ein noetherscher Ring.

a) Fir jedes Primidead n von A gilt: p st p-puimdn in A .
bl Ist g p-puimin in A, 50 gibt es ein n mit g oqg > pn.

Beweis: a) Ass,(A/m) = {g} (4.4b).

b) n g-primir = AssA(A/q) = {p}. Nach 4.16 1ist g ein minimales
Primoberideal von g, und zwar gas einzige. Also Ni1(A/g) = p/q.
Sei p = Ap1 + ...+ Apr mit pi1 € g fir geeignete ns . Mit

N :=max{ny,....n } gilt er cqg. —

Bemerkung 4.23 Die Umkehrung von 4.22b) ist im allgemeinen falsch, aber

Feststellung 4.24 18t mc A maximal und A noethersch, s0 gilt:
n

g ist m-puimdn < Inimogomn

Beweis: "“<": Ist g ein Primideal mit g >og o> ", so gilt

pom, also p=m (1.14). Somit ist m das einzige Primideal mit
m > g. Dann folgt Ass(A/q) = {m} mit 4.16 . —

Satz 4.25 Seilen A ein noetherscher Ring, M ein A-Modul,
® < Ass, (M)  eine Teikmenge. Dann gibit es einen Untermodul N von M
mit Ass,(M/N) = @ und AssA(N) = AssA(M) - 0.

Beweis: Sei M ='{P | P <M Untermodul, AssA(P) c AssA(M) - @} und

K eine Kette in m, also P0 = UP ein Untermodul von M. Wenn
PeK
g€ AssAPO » SO R = AnnA(m) fir ein m € P0 , also fir ein me P mit

Pe€ K, daher pe€ AssA(M) - & und P,em. Da {0y em, ist m+p.

Nach dem Zornschen Lemma gibt es ein maximales Element in ®m . Dies
heiBe N.

4.9
Behauptung: AssA(M/N) < ®. (Dann hat man wegen Ass M c

Ass,N U AssA(M/N) , AssA(N) c AssA(M) - @ und Assp(M/N) @, daB der

Satz gilt.)

Sei also g € AssA(M/N). Es gibt eine Injektion A/p<¥%s M/N nach
4.4a). Sei N' <M ein Untermodul, so daB o(A/n) = N'/N gilt. Wegen
Assp(N'/N) = {g} folgt Assp(N') c Assp(N) U {g} gemdB 4.9.
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Galte AssA(N') < AssA(M) - @, wire N nicht maximal in m. Es folgt
S AssA(N') < AsspM. Deshalb muf p € @ sein. —

Definition 4.26 Seien A ein noetherscher Ring, M ein A-Modul,

N ein Untermodul von M.
Eine endliche Familie (Q1~)1.€I von Untermoduln von M, die in M primdr
sind, so daB N = n Qi gilt, heiBt Primdrzerlegung von N in M.
i€l
Beispiel 4.27 Sei A einaHauptidea]ring, M=A und N =xA mit
a

x €A - {0}, ferner x = u-py -...-prr Primfaktorzerlegung von x in A

(wobei u € A* und die Pps»--+5P,. paarweise nicht assoziiert sind), so

o o
ist xA = (pllA) n...n (prrA) eine Primdrzerlegung von N in A.

Q.
Beweis: Die Ideale (p11) sind paarweise coprim zueinander, denn
Ols o
ggT (p11,pj3) =1 fir i #%j. Deswegen folgt mit 1.9a), daB

o o o o
Ax = Ap 1-...~Ap r- Ap 1 n...nAp " ist. Betrachte nun fir a € A
1 r 1 r

und ein Primelement p die Homothetie ha: A/Apa~——» A/Apa , Yy —ay.

Im Fall pfa st a eine Einheit modulo p und ha bijektiv, insbeson-

dere injektiv. Gilt hingegen pla, so ist (h )a =h =0, also h

a o a
r . a o
nilpotent. Wir haben gezeigt: N =xA = n p?‘A » und die p11A sind
primir in M= A. — i=1
Satz 4.28  (Existenz ven Primdrnzerlegungen) Seien A ein noethernschen

Ring, M ein endlicher A-Modul und N ein Untermodul von M. Dann gibt
es endlich viele Untermoduln Ql""’Qr von M, s0 daB {olgendes gilt:

a) Die Q; sdnd py-primin in M mit paawedise verschiedenen Primidea-
Len 4in ws .

b) N=0Qyn...nQ.

¢} Assp(M/N) = {gqs...om) .

Zum Beweis genligt es, den Fall N = 0 zu betrachten, denn N =N Q; ist
genau dann eine Primarzerlegung von N in M, wenn {0} =nN (Qi/N) eine
solche von {0} 1in M/N ist.

Sei Assp(M) = {pl,...,pr}. Nach 4.25 gibt es Q; =M mit

Assp(M/Q;) = {3} (1=<i<r) und AssyQ; = (E-IPRRR PP PR PRI N 3
Nach 4.21 {ist jedes Qi primdr in M. Sei U= Q1 n...n Qr.
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Es ist U = 0, (wegen 4.5) also Ass,U = @ zu zeigen. Nach 4.9 gilt
AssAU c AssAQ1 c AssA M . Aus n; € AssAU folgte By € AssQi .
Widerspruch. —

Bemerkung 4.29  Ist Qi = N eine Primdrzerlegung von N in M mit

i=1
Q; ®y-primdr, so gilt  Assy(M/N) < {m,....5.} .

o=

r
Beweis: Es gibt eine Injektion M/N «— & M/Qi , also
r i=1
Ass,(M/N) = U Ass,(M/Q;) = {p;,...,8.}, denn 4.9 Tiefert fiir eine di-
A i=1 nA i 1 " n-1
rekte Summe M = @ M., daB Ass ( ® M.> < Ass ( ® M-) U
=1 1 A -i=1 1 A _|=1 1
1

n-1 n
U AssA<1e=91 M./ 121 M1> = ASSA(ifl Mi) U AssA(Mn) c...c : Ass(M.) ! —

Wie steht es mit der Eindeutigkeit einer Primdrzerlegung?

Ist a-= g N ... N, eine Primarzerlegung eines Ideals a 1im Ring A,
und ist m>a ein maximales Ideal in A, so folgt, daB

a=gy N...Ng Nm auch eine Primdrzerlegung ist, und oft gibt es
unendlich viele maximale Ideale m > a. Ferner auch

Feststellung 4.30 S.ind Qps.-+5Q, An M g-pruimin  (fin dasselbe g ),
40 484 Q; n ... NnQ, ebenfalls p-primir in M , falls A noethersch.

. n
Beweis: Man hat eine Injektion M/(Q;n ... n Qn)c——+ ) (M/Qi) , also
i=1

gilt Ass(M/(an e n(%jﬁ c:.S Ass(M/Qi) = {g} (vgl. Beweis von

4.29). 1=1

Wenn man also in Richtung Eindeutigkeit etwas erreichen will, muB man zu-
mindest fordern, daB die Zerlequng im Sinne der folgenden Definition un-
verkiirzbar ist:

Definition 4.31 Seien A ein noetherscher Ring, N <M A-Moduln.

Die Primarzerlegung N = n Qi von N in M heiBt unverkiirzbar, wenn
gilt: 1€l
(a) Es gibt kein i €I mit n Q, <Q. .

jei 3

(b) Wenn AssA(M/Qi) = {pi} » sind die Moo i€ I, paarweise ver-
schieden.

Feststellung 4.32 Ist N = iQI Qi edine unverkinzbare Primdrzerlegung
von N .in M mit einer endlichen Indexmenge 1, s0 gilt:
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a) Assn (Q;/N) v ASSA(M/Qj) 5

J#i

U Ass,(M/Q,)
jep "oeatay)

b) AssA(M/N)

Beweis: a) "<":  Wegen N = n (Qj n Qi) gilt

J#i
Assp(Q;/N) < j:i ASSA<Qi / (QjﬂQi)> , da man eine Injektion
Q;/Ne— o (Qi / (anQi)> hat. Ferner ist

J*i
Q'i / (QJﬂQ-I) o (Q'I+QJ) / QJ c M/QJ , also ASSA(Q-i/N) < _U' ASSA(M/QJ') .
J#*1

"o st mit b) klar, da dann mit 4.9 namlich

'UI{pj} < Assy (Qs/N) U Ass, (M/Q) = Assp(Q;/N) U {p;}  gqilt.
Je

b) Ass(M/N) =« U {pi} nach 4.29. Andererseits setze P, = N Q. .
€l j#i Y
Dann gilt PN Qi = N und Pi + N (da die Primdrzerlegung unverkiirzbar

sein sollte). Man hat O * Pi/N c (P1+Qi) / Qi c M/Qi . Mit 4.9 qilt
AssA(Pi/N)= {pi} , und wegen Pi/N < M/N folgt € Ass(M/N) . —

Folgerung 4.33  Seien A ein noetherschen Ring, M ein endlichen
A-Modul und N <M edin Untemodul. Es gi&t Primidnzeslegungen von N An

M, also auch unverkinzbare, Wemn N = N Qi elne unverkizbare Primds-
i=1

gung von N in M st miZ Qi  py-puimin, s0 sind die g,  edindeutig

bestimmt - und zwar sind sie die p € Ass(M/N), jsedes genau einmal. —

Sind die Q1 eindeutig bestimmt? Im allgemeinen nicht, aber

Satz 4.34 Selen AM,N wie oben und N = QN ...n Qr elne unver-
kiinzbare Priminzerlegung. Sel p minimal in Assp(M/N) und Qj sed
p-primin. Dann L84 Qj = iMlp(Np)‘ ALso sind die zu den minimalen

p € Ass(M/N) gehirenden Qj eindewtig bestimmt.
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Beweis:  Schreibe Q = Qj . 0.E. sei N= 0 . Zu zeigen:
Q = iM}n(O)' Mit S := A-g hat man
4,11 -1
Ass, (Q.) = S g | g€Ass,Q, gopr =0, da p € Ass,M
A}J be§ A A

minimal und "g € AssAQ = g =5, fir ein 1 % j" nach 4.32a).

Es folgt Qp = 0, also Qc 1M}p(0).

Wenn andererseits ein U 2 Q existierte mit 1M p(U) =0, so gdlte
S—l(U/Q) =0, aber 0 % AssA(U/Q) < Assp(M/Q) = {g}, und wegen 4.6
bestinde S aus Tlauter Nichtnullteilern flir U/Q. Mit 3.43 folgte

S_l(U/Q) + 0. MWiderspruch! —

Satz 4.35 Sel A ein noetherscher Ring, a <= A ein Ideal derant, daB
Assp(A/a) nuwr aus maximalen Idealen von A besteht. Ist dann
a=qy0...04q elne unverkinzbare Primdrnzerlegung, sind die q; ein-
deutig bestimmt, und der kanonische Homomornphismus A/a — ﬁ (A/qi)

i=1
s ein Tsomonphismus. Jedes A/n. besitzt genau ein Primideal.

Beweis:  Seien {mi} = Ass(A/g;) , also Ass(A/a) =-{m1,...,mr}
(4.32b)). Da alle m, nach Voraussetzung in A maximal sind, sind sie
auch alle minimal in Ass,(A/a), deshalb sind nach 4.34 die g, eindeu-
tig bestimmt. Da m, das einzige minimale unter den 9, enthaltenden
Primidealen ist und gleichzeitig maximal ist, ist m das einzige Prim-

ideal von A, welches q; umfaBt. Insbesondere gilt me > gy 2 m:i
r. Y.

gemaf3 4.24. Nach Lemma 1.4 sind m11,ij fur 1 % J coprim und deshalb
r

erst recht 45 qj coprim. Die Abbildung A/rﬁqi —>> T (A/qi) ist
i=1

nach dem Chinesischen Restsatz 1.9 ein Isomorphismus. —
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3. Moduln von endlicher Lidnge

Zundchst einige Vorbereitungen:

Lemma 4.36 Selen F,E,U Untemoduln eines Moduls M, und es gelte
FcecE. Dann 48t (ENU) + F =En (U+F) . (Modulares Gesetz)

Beweis: "<": ENUcE, FcE,also (EnU)+FckE;
EnUcU, FeF, also (EnU) + F < U+F .

"S': Sei e € E N (U+F). Dann besitzt e eine Darstellung
e =u+f mit e€E, uelU, fe€FcE, und es folgt
u=-e-f €eE sowie ue€U. Daher liegt e = u+tf in (ENnU) + F.

Bemerkung 4.37 Mit den Voraussetzungen von 4.36 gilt
Fec(EnNU)+F=En(UtF) «E. Man nennt (E nU) + F die Einschiebung
von U zwischen E und F.

Lemma 4.38 ( Schmetterlingslemme von Zassenhaus): Selen F,E,F',E' Un-
Zermodudn von M, F < E, F' <cE'. Danmn st

((E n E')+F)/ ((E n F')+F> ~ <(E' n E)+F'> / ((E' n F)+F‘) :
D.h. die Einschiebungen von E' und F' zwischen E und F haben bis

aug Isomonphie denselben "Quotienten" wie die von E und F zwischen
E' und F'.

Beweis: Betrachte
E E
(ENE" )+F (E'NE)+F'
(ENF')+F (E'nF)+F'
(ENF')+(E'NF)
F F!

Aus Symmetriegrinden genligt es, die Isomorphie
((E n E')+F) / ((E n F')+F> ~ (E N E')/((E NF+(E N F)) 2u zeigen
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(linker "Schmetterlingsfliigel"). Um hierfiir den Noetherschen Isomorphie-
satz (3.9) anwenden zu kdnnen, ist zweierlei nachzuweisen:

(1) (EnE'") +({(En F')+F> = (E nE")+F und

(2) (ENnE') N F+(EnF')>=(E' NF)+ (ENF'). Da aber

F'' @< E' und deshalb EnF'<ENnE' ist, folgt (1) sofort und (2) mit
Hilfe von 4.36 und E' N F=EnE'NnF (FcE). ~

Definition 4.39 Zwei Kompositionsreihen

0} =M eM ... c Mi_peM =M {0} =N =N <e...c N.qeN. =M
eines A-Moduls M heiBen dquivalent, wenn n = r und eine Permutation

der Indizes i F—i' existiert mit Mi/Ms g = Noo/Nyw g fir 1 <4 <r.
Die Faktormoduln Mi/Mi—l heiBen (Kompositions-) Faktoren der Kompositions-

reihe.

Die Kompositionsreihe {0} =P cP;c... < Pe.y =Pg =M heiBt Verfei-
nerung der Kompositionsreihe {0} = MO c M1 c...c Mn—l < Mn =M, wenn

alle Mj (0 <Jj<n) unter den P; (0 < 1i<s) vorkommen.

Satz 4.40 (Schredien): Sei M edin A-Modul. Dann haben zwei Kompositi-
onsreihen von M zueinander dquivalente Verfeinerungen.

Beweis: Seien {0}=M <M =... < M._y =M. =M und

{0} = NyeNe... e No_p =N, =M zwei Kompositionsreihen fir M.

Fir i =1,...,r, fir j=20,...,s definiere man Pij = M1._1 + (Nj n Mi)'
Dann gilt Pio = Mi—l R Pis = Mi , und wir haben eine Verfeinerung der

ersten Kompositionsreihe {0} = My = Pio ©Pjp - ©Py = M =

P20 ..M g = Pro c Prl S...cP =M =M. (Diese Verfeinerung
entsteht also durch Einschiebung der Nj zwischen Mi—l und M. fur
jedes 1.)

Analog definiere man jS = Nj—l + (Mi n Nj) fir j=1,...,s und fir

i =0,...,r. Dies Tiefert eine Verfeinerung der zweiten Kompositionsreihe.

Nach dem Schmetterlingslemma 4.38 gilt

/P

ji 7 %,44

(ersetze dort F durch Mi_1» E durch M.,
F' durch Nj_1 » E' durch Nj}

(lL<i<r,1<j<s). Beide Verfeinerungen haben dieselbe Anzahl von
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Elementen, namlich rs+l: Die Pij (l<i<sr,1=<j<s) und {0} im
ersten Fall, die Qij (1<i<r,1l<j<s) und {0} im zweiten Fall.
Der obige Isomorphismus fiir jedes Paar von Indizes (i,j) zeigt, daB

diese beiden Verfeinerungen dquivalent sind. —

Definition 4.41 Ein Modul M heiBt einfach, wenn M + {0} 1dst und
{0} und M seine einzigen Untermoduln sind.

N.B.: Ein Faktormodul M/U ist demgemdB genau dann einfach, wenn M % U
ist und fir jeden Untermodul N mit Uc=NeM gilt: N=U oder N=M.

Definitionen 4.42 a) Eine Kompositionsreihe

{0} = MO C...cM < Mr =M heiBt Jordan-Holder-Reihe, wenn ihre Kom-
positionsfaktoren samtlich einfach sind (d.h. die Reihe nicht echt verfei-
nerbar ist).

b) Ein A-Modul heift von endlicher Lange, wenn er eine Jordan-Holder-
Reihe besitzt: {0} = M0 c Ml - M2 c ... cC Mr‘—
die Ldnge der Jordan-Holder-Reihe.

1S Mr =M. Man nennt r

Folgerung 4.43 Es sel M ein Modul von endlichern Linge. Damn LdRt sich
jede Kompositionsheihe zu einern Jordan-Hilder-Reihe vernfeinern. Je zwedl
Jordan-Holder-Reihen sind dquivalent, also insbesondere von gleicher Linge.

Beweis: Sei (%) {0} = M0 c M1 c...cM =M eine beliebige Kompo-
sitionsreihe fir M und (%x) {0} = Noe N < N2 c...c NS =M eine
nach Voraussetzung existierende Jordan-Holder-Reihe fiir M .

Nach Satz 4.40 haben wir zueinander dquivalente Verfeinerungen der beiden
Reihen. Eine Jordan-Holder-Reihe kann man aber nur verfeinern, indem man
gewisse Terme wiederholt. Dabei entsteht eine Kompositionsreihe, deren
Faktoren =~0 oder einfach sind. Dies gilt dann auch fiir die dquivalente
Verfeinerung der ersten Reihe. Indem man aus beiden Verfeinerungen die
uberfliissigen Terme streicht (d.h. jeweils jeden vorkommenden Term genau
einmal zdhit), erhdlt man einerseits eine Jordan-Holder-Reihe (*'), welche
die erste Kompositionsreihe verfeinert, und andererseits die Kompositions-
reihe (#x) (welche schon eine Jordan-Holder-Reihe war) zuriick. Da man aus
dquivalenten Kompositionsreihen nur die zu 0 isomorphen Faktoren wegge-
lassen hat, sind (%') und (%%) dquivalent. Wenn (%) bereits eine Jordan-
Holder-Reihe ist, ist (%) = (%'), also (=x) zu (%) dquivalent. —
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Definition 4.44 Besitzt der A-Modul M eine Jordan-Hglder-Reihe
{0} = MycMe... e M.y ©M.=M, so heiBt r die Linge von M.

Man schreibt 1,(M) := r. Besitzt M keine Jordan-Holder-Reihe, so
) :=

setzt man 1,(M . (Man schreibt auch 1(M) statt 1A(M).)

Feststellung 4.45 Es seien Uac M A-Moduln. Dann gilt:

a) 1A(U) + 15(M/U) = 1,(M) (auch im Falle Tp(M) = 1) .
b) 1A(M) <o, UxM = 1A(U) < 1a(M)

]A(M) <ew, U=z {0} = 1,(M/U) < Ta(M) .

c) 1A(U) < o, 1A(M/U) <o &= 1,(M) <o,

Zum Beweis betrachte man die Kompositionsreihe

{0} = M,yeM =UcM, =M. Ist M von endlicher Ldnge, so 148t sich
diese Kompositionsreihe zu einer Jordan-Holder-Reihe

{0} = MyeMe...eM =U= MieM ... aM{ =M verfeinern (4.43).
Dabei ist {0} = MycM ... eM =U trivialerweise eine Jordan-Holder-
Reihe von U, und mit My = M$ /U

(0<1i=<t) ist {0} = Mb c... c’M{ = M/U, da M&/ﬂ%_l o M$/M$_1 ein-
fach ist, eine solche von M/U. Mit 4.43 folgt a) im Falle 15(M) < e,
ferner c) "<" wund b), da im Falle U + M gilt: 1A(M/U) # 0, und im
Falle U+ 0, daB 1A(U) # 0 ist. Ist IA(U) = r < o, 1A(M/U)=: S <
und {0} = U0 clje...c U. = U eine Jordan-Holder-Reihe von U ,

{0} = Vo c'Vl c ... c'VS = M/U eine Jordan-Holder-Reihe von M/U, so
betrachte man mit der natiirlichen Projektion ¢@: M —>> M/U die A-Moduln
V.= M(V,) (0<iss). Dann gilt ViV = (V/0) [ (Vs_y/U) = T/
fir 1 <1 <s. Die Faktoren sind also einfach, und

{0} = Uyc Uy = U.=lUcV,e...c Vo = M ist eine Jordan-Holder-Reihe
von M, insbesondere ist M von endlicher Ldnge. Wir haben c) "s" ge-

zeigt und damit auch a) im Falle 1A(M) =, —

Bemerkung 4.46  Man kann 4.45a) auch folgendermaBen ausdriicken:

Sei O M M M 0 eine exakte Folge von A-Moduln, so gilt
1A(M) = 1A(M') + ]A(M").

Feststellung 4.47 Ein A-Modut M .8t gemau dann von endlicher Lénge,

wenn jede augsteigende und fede absteigende Folge von Untermoduln statio-
ndn wind.
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Beweis: "«<": Wdhle in M einen maximalen echten Untermodul M1 , in M1
einen maximalen echten Untermodul M2 , usw. Dies ist nach 3.22 moglich,
da aufsteigende Folgen stationdr werden. Da absteigende Folgen stationdr
werden, bricht die Folge Mo M1 > M2 > ... ab, und zwar mit {0} . Sie
ist nach Konstruktion nicht mehr verfeinerbar.

R

= Jede echt aufsteigende (bzw. absteigende) Folge hat hochstens
1A(M)+1 Glieder. —

Definition 4.48 Ein A-Modul M, in dem jede absteigende Kette von Un-

termoduln abbricht, heiBRt artinsch. Ist der A-Modul AA artinsch, so
heiBt A artinscher Ring.

Satz 4.49  1In einem artinschen Ring A st fedes Primideal maximal.

Beweis: Sei g S A prim. Dann ist B = A/g artinsch und integer.
Sei x €B, 0 +#x. Wegen (xn) > (xn+1) >... gilt x" = yxr+1 fiir
ein r € N (B artinsch!). Da 0 # x und B integer ist, gilt xy =1.

Also ist B ein Korper und g maximal in A. —

Feststellung 4.50 Ein A-Moduf E st genau dann einfach, wenn es ein
maximales Ideal m < A gibt mit E ~A/m.

Beweis: Natirlich ist A/m ein einfacher A-Modul. Wenn umgekehrt E
einfach ist, wahle x € E - {0}. Der Untermodul Ax von M ist dann
# {0}, also Ax =M und deshalb M =~A/a mit a = Annx. Wenn a
nicht maximal ist, ist A/a nicht einfach. —

Satz 4.51  Fin edinen Ring A sind dguivalent:

(L) A (st noethensch, und fedes Prnimideal von A Ast ein maximales
Ideak;

(L) A st noethersch und artinsch, d.h. als A-Modul von endficher
Ldnge;

(LiL)  feder endliche A-Modul 8% noethersch und artinsch, d.h. von
endfichern Linge;

(4v])  es gibt einen A-Modul M von endlicher Linge mit AnnM = (0).

Beweis: (i) = (iii) folgt aus 4.7.
(111) = (i1) ist trivial.
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(i1) = (i
(11)
(

iv)

= (i) folgt aus 4.49.
= (iv) ist trivial.
o (i3

—_
—

(ii): M dist noethersch, also endlich erzeugt: M = Axl-r...-rAxn.
Die A-lineare Abbildung A— M", a — (axl,...,axn) ist injektiv,
da AnnM = (0) gilt. A 1dst somit als Untermodul eines Moduls endlicher

Lange selbst ein solcher (4.45). —

Bemerkungen 4.52 a) Die Bedingungen (i) bis (iv) sind sogar dquivalent
zu "(v) A ist artinsch". D.h. ein artinscher Ring ist auch noethersch.
(Zum Beweis siehe 4.A5.)

Beachte aber, daf ein artinscher Modul nicht noethersch zu sein braucht
(3.A6).

b) Nach 4.35 ist ein Ring A, der den dquivalenten Bedingungen von 4.5}

genligt, isomorph zu einem direkten Produkt endlich vieler Ringe von end-
licher Ldange, die jeweils nur ein einziges Primideal besitzen. Dies
1aBt sich verhdltnismdRig einfach auch ohne die Theorie der Primirzerle-

gung zeigen. (Ubungsaufgabe)

Folgerung 4.53  E4 sind 4irn einen Integrnititsning A dquivalent:
() A {8t noethernsch, und jedes Primideal g + (0) st maximal.
(L) Fin fedes Ideal a #(0) hat A/a endliche Lidnge.

Fast unmittelbare Folgerung aus 4.51 ! —
Der folgende Satz wird im weiteren Verlauf des Buches nicht bendtigt.

Satz 4.54 (Kwkl-Akizuki): Sel A  ein noetherschern Integhititsiing,

in dem jedes Primideal p *+ (0) maximal £s%. L o> Q(A) sel eilne endliche
Kirpererweiterung, B ein beliebigen Iwischewring: L o B o A. Dann

gilt: B st noethersch, und in B st jedes Pruimideal p' % (0) maximal.

Zum Beweis bendtigen wir folgende Lemmata:

Lemma 4.55 Sel A wie in 4.54 und M ein endlicher A-Modul mit
AnnA(M) # (0) . Dann 5% 1A(M) < oo,

Lemma 4.56 Sei A wie in 4.54, V ein Q(A)-Vektorraum dern Dimension
S <ew, McV ein A-Unteunodul, a € A - {0} . Damn gikt

1A(M/aM) < S1A(A/aA).
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Beweis des Satzes: Es sei bk % (0) ein Ideal in B, b€k - (0) be-
liebig. Da b € L algebraisch Uiber Q(A) ist, gibt es eine Gleichung
a, + alb + ... 4 arbr = 0 mit gewissen a; € A und a, * 0. Es folgt

3, €AbcBbch und mit 4.56, daB 15(B/k) < 1,(B/k) < 1,(B/a B) <

4.53
s]A(A/aOA) < o 1ist. Wende nun 4.53 (ii) = (i) an. —

Beweis von 4.55 Der Ring C = A/AnnM 1ist noethersch, und seine Primidea-
le sind maximal. Wende 4.53 (i) = (ii) und 4.51 (i) = (iii) an. —

Beweis von 4.56 0.E. sei der von M erzeugte Q(A)-Vektorraum ganz V.

a) Zundchst sei M ein endlicher A-Modul: M = Am1 + ...+ Amt. Dann

gilt o.E. fir ein s<t, daB Moo e sy eine Q(A)-Basis von V 1ist. Sei

Fo:= Am1 + ...+ AmS < M. Betrachte : AS-——e F

(al,...,as)l——» agm + ... +agmg . Trivialerweise ist ¢ surjektiv.

s
¢ 1ist auch injektiv: Ist w(al,...,as) =0, also % azm; =0, so
i

=1
folgt a; =0 (1 =<1<s5), dadie Mys. . sMg uber Q(A) Tlinear unab-
hangig sind. Also F = AS (%) .

Es gibt Koeffizienten Aij €QA) (1 <i=<t,1=<]j<s) mit

Ist ¢ ein Hauptnenner aller Aij ., SO0 gilt: cm; € F

1
<t), mithin cMc F und somit 1A(M/F) < wegen 4.55.
Sei nun a € A - {0} beliebig. Fir n =1 gilt

1A(M/anM) < 1A(M/anF) 445 1,(M/F) + 1A(F/a”F) (%) .

Wegen M <V~ Q(A)° gilt M —2— aM, also

o

M/aM o aM/aZM o gy / a™, analog

F/aF =~ aF/a’F =~ ... ~a" 'F / a"F . MWegen 4.45 hat man deshalb

1,(M/a"M) = n1,(M/aM) , 1,(F/a"F) = n1,(F/aF). Durch Grenziibergang
n—s o folgt aus (%%) schlieBlich

(%) S
1,(Wak) < 1,(F/aF) ‘= 1A<(A/aA) ) = s1,(A/ah) .
b) Sei nun M ein nicht notwendig endlicher A-Modul und {MT}TET
- T Indexmenge - die Menge aller endlichen A-Untermoduln von M.

Es gilt ]A(MT/aMT) < sl,(A/ah) fir alle T € T und deshalb

1 MT+aM/aM) = 1A(MT/MTnaM) < s1p(A/ah) wegen aMT caM n MT. Sei T €T

A( 0

so, daB ]AQM +aM) / aM) maximal ist. Ware M_ + aM &M, so wdre fir
T, T
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4A Aufgaben und Hinweise

ZEM- (MT +aM) auch M. :=M_ +Az ein endlicher A-Untermodul von M,
0 0
M. +aM = MT + Az + aM 2 MT

t +aM, also (MT +aM> / aM P <MT +aM> / aM,

0 0 1 0
und deswegen 1A<MT +aM,/aM> > 1A(MT +aM,/aM> im Widerspruch zur Maximali-
1 0
tit von 1A<MTO+aM/aM> | Also: 1,(M/aM) = ]A(MTO+aM/aM) < s1(A/aA). —

Aufgaben und Hinweise

1) Fiir nicht noethersche Ringe bleiben 4.5 und 4.6 nicht richtig. Hier
ist der Begriff "schwach assoziiertes Primideal” addquater. Siehe dazu
[Bourbaki] chap. IV §1 Exerc. 17.

2) Sei k ein Korper, A = k[X,Y] und a = (XZ,XY). Bestimme
Ass(A/a) wund gib mehrere unverkiirzbare Primdrzerlegungen von a
in A an.

3) a) Die Theorie der Kompositions- und Jordan-Holder-Reihen gilt auch
flir Moduln uiber nichtkommutativen Ringen - mit identischen Beweisen -,
ferner flr nicht notwendig abelsche Gruppen - mit fast identischen
Beweisen (vgl. [Lang] IV, §4) - usw.

b) Beachte, daR aus 4.43 die Invarianz der Dimension endlich-dimensio-

naler Vektorrdume und die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in
N folgt.

4) Sei (}.71-)1.61N eine Folge von Primidealen mit g & R flir i <3J.
Setze a, = np. Zeige: Die a, bilden eine echt absteigende
Folge. 1=n

5) Sei A ein artinscher Ring. Zeige: a) A besitzt nur endlich viele
maximale Ideale (A4). Mit J = JacA ist also A/J ein endliches di-
rektes Produkt von Korpern.

b) Fir jedes r st J"/a ein (A/J)-Modul endlicher Lange.
(Wenn LRI die maximalen Ideale von A sind,ngilt fiir jeden
A/J-Modul E, daB die kanonische Abbildung E — 1@ E/miE bijektiv

ist. Die E/miE haben als artinsche A/mi-Vektorréume endliche Dimen-

r+l

sion.)

c) Es gibt ein n mit J"=o0. (Fir ein n st M=y cee
Sei a ein minimales Ideal mit J"a # (0) . (Existenz?) Da Jn(Ja) =
Jn+1a =" % (0) und Jaca, ist Ja = a aus Grinden der Minimali-
tat. a st aber auch ein Hauptideal, insbesondere endlich erzeugt.
Wende Nakayama an.)

n+l1 _
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d) A st von endlicher Lange.

N.B.: Mit i.w. denselben Schliissen zeigt man, daB auch ein nichtkommutati-
ver artinscher Ring als Linksmodul von endlicher Lange ist. [Bourbaki: A]
chap. VIII, § 6.5.

6) Es gibt zu "Ass" und "Primdrzerlegung" die dualen Begriffe "Att"
("attached") und "secondary representation”, die fiir artinsche Moduln
die gleiche Rolle spielen wie "Ass" und "Primdrzerlegung" fiir die
noetherschen. Siehe [Matsumura: R] Appendix to §6.

§5  DAS HILBERT-SAMUEL-POLYNOM

Hier wird ein wichtiges Hilfsmittel flr die Dimensionstheorie im ndchsten
Paragraphen bereitgestellt. Es ist allerdings auch moglich, einen groBen
Teil der Dimensionstheorie viel schneller als in diesem Buch herzuleiten.
Wer mag, kann [Kunz] V.3.1-3.4, 4.1-4.8 lesen, hat damit unsere Sdtze
6.20 und 6.19, woraus 6.10 ff auch folgt.

Das Hilbert-Samuel-Polynom ist allerdings auch auBerhalb der Dimensions-
theorie wichtig, und Theorem 6.9 geht wesentlich weiter als Satz 6.19.

1. Graduierte und filtrierte Ringe und Moduln

Definition 5.1 Ein graduierter Ring ist ein Ring A, zusammen mit einer

direkten Zerlegung seiner unterliegenden additiven Gruppe: A = @& An’
nz0

so daB AnAm c An+m fir n,me€ N gilt. (AO ist ein Unterring von A

und jedes An ein AO-Modul.) Ein graduierter A-Modul ist ein A-Modul
M Uber einem graduierten Ring A, zusammen mit einer direkten Zerlegung

als Gruppe: M = nfo M. mit Aan c Mn+m fir alle n,m € N . Elemente

von A, bzw. M heiBen homogen vom Grad n. Ein Untermodul N des

graduierten Moduls M heiBt graduierter Untermodul von M, wenn
N= & (Nn Mn) gilt.
n=0
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5.1 Graduierte und filtrierte Ringe und Moduln

Lemma 5.2 Es sed M ein graduientern A-Modul, N ein Untermodul.
Es sdnd dquivalent:
(L) N st ein gradulerter Untermodul von M.,
(44) N wind von homogenen ELementen erzeugt.
(L) In N gilt:
n=mptm;+...+m €N, m; €M, flr i<s = m; €N fir 1'35).

Beweis: (i) = (ii) wegen N= & (N n Mn) trivial.

n>0
(1) e (ii1) trivial.
(i1) = (i) Nach (ii) gibt es 2y € A und homogene nj € N, so daB
n=xan, gilt. Jedes a; wiederum 1dRt sich schreiben als
J
= i . . D ..n: € N und homogen ist, ist n
aj kEO a5y mit Sk € Ak a aJk j g

Summe homogener Elemente aus N. Es folgt (i). —

Ist N ein graduierter Untermodul von M, so ist M/N vermdge
M/N = @ (Mn / NnMn) ein graduierter A-Modul. Ein Ideal a heiB3t gradu-
iert, wenn es als A-Modul ein graduierter Untermodul von A ist, d.h.

a= 3 (an An) gilt, wenn A= & An die Graduierung von A ist.
n=0 n=0

A/a= & A/ & (an An) ~ @ (An,/a n An> ist dann sogar ein
n=0 n=0 n=0

graduierter Ring!

Eine Filtrierung eines Ringes A ist eine absteigende Folge von Idealen
A = 3,23 23,2 ..., die aa <a .o fir n,m € N erfiullt. Ist eine
solche Filtrierung gegeben, so definieren wir einen graduierten Ring

gr(an)(A) wie folgt: Die unterliegende additive Gruppe sei nio an/an+1,

und wenn « € gr?an)(A) = an,/an+1 und B € ngan (A) := am,’am+1 ,

)
so wihle Reprdsentanten a € a , b€a, mit 3 =a, b

B und setze

of =ab in a / a Diese Multiplikation ist wohldefiniert und

n+m’ “n+m+l
macht gr(a )(A) zu einem graduierten Ring.
n
Speziell: Ist ac A ein Ideal und setzt man a_ := a" , so liefert die

n
. . . 2 . ..
"a-adische" Filtrierung A = a® o al >a D ... den zu ihr "assoziierten"

graduierten Ring gra(A).



64 §5 Das Hilbert-Samuel-Polynom

Feststellung 5.3 Ist A noethernsch und ac A ein Ideal, s0 ist
gra(A) noethersch.

Beweis: Sei a = (al,...,an). Aus der kanonischen Abbildung A — A/a
erhdlt man durch die Vorschrift Xi F—»‘Ei € a/a2 einen surjektiven Ring-
homomorphismus A[Xl,...,Xn]-—~+ gra(A). Wende nun 3.30 (Hilbertscher
Basissatz) an. —

Eine Filtrierung eines A-Moduls M ist eine absteigende Folge von Unter-
moduln M = MO > M1 o M2 >... . Ist acA ein Ideal, so heifft die Fil-

trierung a-zuldssig, wenn aMn =M fir alle n € N gilt, a-adisch,

n+l
falls Mn = a™ fir alle n € N gilt, im wesentlichen a-adisch, wenn

sie a-zuldssig ist und aM_=M

n n+l fir fast alle n gilt.

Feststellung 5.4 Selen A ein Ring, ac A ein Ideal und M ein
A-Modul. M = MO SM oM, oL sed eine a-zuldssige Filtrierung von
M, bestehend aus endlichen A-Moduln M, (n € N). Betrachte den Ring
A' =@ a" und den A'-Modul M'=€BMn . Dann sdind dquivalent:

({)  Die Filtrnierung L8 L.w. a-adisch.
(L) M' st ein endlicher A'-Modul.

Beweis: Man rechnet sofort nach: M' st ein graduierter Modul iiber dem
graduierten Ring A'.
(ii) = (i): Aus einem endlichen Erzeugendensystem X1seeesXg VON M!

erhdalt man sofort ein soTchei; das aus endlich vielen homogezen Elementen
besteht. Wenn namlich x. = £ m., mit homogenen m.,  ist, so erzeugen
o2 Jk Jk

die endlich vielen M den Modul M'. Sei also M' = A'm1 + ...+ A'mr
mit gewissen m; € Mai. Fir n > max{nl,...,nr} gilt dann

. - r . . : _ n-n; |

n+l ={_1§1 agm; | aj € An+1—n1-} =at, . da An+1—n1- - a-a ist.
(i) = (ii): Hat man umgekehrt My = aM, fir n=n , so ist M' lber
A'  durch MO ® M1 ® ... ® Mno erzeugt, welches ein endlicher A'-Modul
ist. —

Satz 5.5 [(Antin-Rees) Selen A ein noetherscher Ring, a <A ein
Tdeal, M ein endlicher A-Modul, N cM ein Untermodul. Dann List die
Filtrnieung (a™ n N) 1=0.1 von N 4m wesentlichen a-adisch,

in Formefn: 3ng € N mit a™ nN=a" "0 (a"0 MaN) gir atle nzn .
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5.2 Existenz und einfache FEigenschaften

Beweis:  Wegen a(anM nN) e an+1M n N 1ist die Filtrierung a-zuldssig,

und N' = @ (2™ n N) ist ein graduierter Untermodul des A'-Moduls
n=0
M' = @& a"M. Letzterer ist ein endlicher A'-Modul; denn aus
n=0 :

M= Am1 + ...t Amr folgt M' = A'm1 + ...+ A'mr. Wenn a = (al,...,as)
ist, erhdlt man einen surjektiven Ringhomomorphismus A[Xl,uwxs]-—aA' durch
die Vorschrift Xi F—a, € Ai = a. Also ist A' nach dem Hilbertschen
Basissatz (3.30) noethersch, und N' ist mit M' ein endlicher A'-Modul.

Nun wende 5.4 an! —

Folgerung 5.6 [(Kuullscher Durchschnittssatz): Selen A edin noetherscher

Ring, a <A ein Ideal, M ein endlicher A-Modul und N := N am.
n=0

Dann L84 aN = N

5.5

Beweis: Flir geniigend groBes n gilt N = amanN = a(an_1

M N N)=aN.—

Folgerung 5.7 Seien A,a,M wie oben und zusdtzlich a < Jac(A), s0 (8%

n aMm=o0.
i=0

Beweis: Lemma von Nakayama (3.19) zusammen mit 5.6. —

Folgerung 5.8 Seien A noethersch, a < Jac(A) ein Ideal. Dann L8%

n a'=(0) .-
n=0

2. Existenz und einfache Eigenschaften des Hilbert-Samuel-Polynoms

Lemma 5.9 Sei f(X) € @IX1, f(n) 20 4ln fast alle n € N. Dann 8%
dern hichste Koeggizient > 0.

o : _ r r-1 .
Beweis: Mit f(X) = arX + ar_lx ...ty gilt
f(X) _ 1 1 . f(n) _ _
—;F— =a,ta. gt ta Xr, also 0 < Tim —>==a .
n->o N

Folgerung 5.10 Seien f(X), g(X) € @IX1 mit positiven hichsten Koeghi-
zienten, f(n) = g(n) 4ir gast alle n € N . Dann gilt grad f = grad g.
15t auBerndem grad f = grad g, 40 {5t dern hichste Koeffizient von f

> dem héchsten Koegfizienten von g .

Beweis: Wdre grad g > grad f, f = arXr + ... +a g = bSXS-+...-+b

O 2
(ar’bs > 0), so 0= 1im -jg (g(n)-f(n)) = b - Widerspruch!
N-ow N

(o
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Ist grad g = grad f, so 0 < 1lim -jg (f(n)-g(n)) = a_-b_ . —
n

Bemerkung 5.11  Ist f € §[X], n €Z, g(X) := f(X+nO) , SO haben f
und g gleichen Grad und gleichen hochsten Koeffizienten.

Lemma 5.12 Fin r = -1  und eine Abbildung f: N — N sind die fol-
genden Aussagen dquivalent:

(£)  Es gibt ein Polynom P(X) € @IX] mit grad P < r+l1 und
f(n) = P(n) {ln fast alle n.

(iL) Es gibt ein Polynom Q(X) € @[X] mit grad Q < r und
f(ntl)-f(n) = Q(n) {ir fast alle n.

Beweis: (i) = (ii) folgt wegen 5.11 sofort.

(ii) = (i): Definiere Polynome <§> vom Grad i in @Q[X] wie folgt:

<’(§> -1, (’f) = 2 X(X-1) » ...+ (X-i+1) fir 1> 0. Diese bilden of-

r

fenbar eine Basis von @I[X] dber @. Sei Q(X) = Z ak(i> und
k=0

f(n+l)-f(n) = Q(n) fir n > n, - Man erhdlt: f(n+l) = Q(n)+f(n) =

Q(n)+Q(n-1)+f(n-1) = ...

n-n r n-n

-z Q(n-p)+f(ny) = = a, = (k ) + f(n_)
p=0 k=0 p=0
r n -1 r n+1

= ¥ a ( x <0) - X (O>> +f(n )= X a < ) +cC.
k=0 K \g=g \K/ gz \K of =g K \k+l

Dabei wurde die bekannte (durch Induktion Teicht zu beweisende) Identitdt

) 5 6)- () vosst e < E () en)
xz = ¥ > = ( ) benutzt und ¢ =- I a ( ) + f(n ge-
o=0 K/ oo \K k+1 koo K\k+l 0

r X+1
setzt. Das gesuchte Polynom ist P = X ak( 1) +Cc . —
k=0 k+

Im folgenden sei A = @& An ein graduierter Ring mit folgenden Eigen-
schaften: nz0
(1) A0 ist von endlicher Ldnge (als A -Modul).

(2) A wird als Ring von AO U {Xl""’xr} erzeugt, wobei alle

Xi € A1 sind.

Bemerkung 5.13  Unter diesen Bedingungen hat man einen surjektiven Ring-

homomorphismus
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definiert durch Xi — X . Daraus erhalt man:
a) A ist noethersch, da AO (nach 4.47) noethersch ist;
r+i-1 r+i-1 . I~
b) ]AO(Ai) < 1A0(A0) < -1 ) , da ( o1 ) die Anzahl der unitdren
Monome vom Grade i in r Unbestimmten ist. (Dies ist bekannt und durch

Induktion nach i Tleicht zu beweisen.) Infolgedessen ist

n-1
r+n-1
1<eB A.>s1 (A)( )
Ao\izg 1 Ao 0 r

Sei M= @& Mn ein graduierter endlicher A-Modul. Dann gibt es ein
n<0
endliches Erzeugendensystem, bestehend aus homogenen Elementen. (Siehe

Beweis von 5.4). Sei also Mysenesm, mit m, € Mj_ ein Erzeugendensystem
r
von M. Dann gilt M = £ A . m., wobei A_ :=0 fir s <0 gesetzt
nooLop =gy S
wird. Da die An—j- endliche AO—Moduln sind, ist auch Mn ein endlicher
i
A -Modul, daher mit A, von endlicher Ldnge (4.51).

Beispiel 5.14 Sei A ein noetherscher Ring, a ein Ideal, derart daB

A/a von endlicher Lange ist. Betrachte grg(A) = an/an+1 . Wenn

CYERRRRT: ein Erzeugendensystem von a ist, wird a" von den Produkten

Jj J r

der Form al1 LI arr mit X jk = n erzeugt. Also wird der gradu-
k=1

ierte Ring gr,(A) von A  und den Restklassen 51,...;5} € a/a2 = Ay

r

erzeugt.

Satz 5.15 (Hilbert) Sei A = ® A, ein graduierter Ring, der (wie

n=
oben) folgende Eigenschagten hat:

(1) A, 4s% ein A -Modul endlichern Linge,
(2) A wirnd als Ring von A, und endlich vielen Elementen
X see00X,, € A1 enzeugt.
Fernern sel M ein gradulertern endlichen A-Modul. Dann L84
n-1
f(n) := ]A ( ® M1> 4l gnoBe n  edin Polynom aus RIX]1 . MLt anderen
o\s

i=0
Worten: E5 gibt ein Polynom P € Q[X] mit f(n) = P(n) {lin fast alle

n € N. Es 48t grad P < r und der hichste Koeffizient von P positiv.
P heiBt Hilbert-Samuel-Polynom von M.

Beweis: Induktion tiber r: Fir r =0 1ist A = A von endlicher

0
Ldnge, also ]A (M) <~ (4.51) und deshalb 1, (M,) = 0 fir fast alle
0

0
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Sei jetzt r > 0. Der Ring B = A/Axr ist ein graduierter Ring, da

Ax.. nach 5.2 ein graduiertes Ideal ist. B erfiil1t(1),(2) mit r-1 an-
stelle von r: Es ist BO = AO , und B wird als Ring von

B, U {Yi,...,?}_l} »erzeugt (X; = Restklasse von x; in Aj/Ax . N Ag ).
Nach Induktionsvoraussetzung ist die Behauptung des Satzes fir B richtig.

Betrachte nun o: Mn-——e Mn+1 (m — xrm). Setze N := Ker(y¢) und
Rn+1 1= Mn+1/ ern’ R0 =M, . Man hat eine exakte Folge

o
]A (Rn+1)—1AO(Nn) (sofortige Verallgemeinerung von 4.46). N = f Ns s

o

.i
R= o Ri sind graduierte endliche A-Moduln. Da er =0, xrR =0,
i=0
sind N und R graduierte B-Moduln. Nach Induktionsvoraussetzung und
5.12 gibt es also Polynome f, g vom Grade =r-2 mit ]A (Nn) = f(n) und
0
]A (Rn) = g(n) fur groBe n. (Beachte A, = B, .) Also gibt es auch ein
0
Polynom Q; vom Grade <r-2 mit 1A0(Mn+1)—1AO(Mn) = 1A0(Rn+1)—1AO(Nn)=
Ql(n) fir fast alle n € N. Also gibt es nach 5.12 ein Polynom Q, vom

Grade <r-1 mit ]A (Mn) = Qz(n) fir groBe n und schlieBlich wieder
. 0 n-1
mit 5.12 ein Polynom P vom Grade <r mit 1A < ® Mi) = P(n) fir groBe n.
0'i=0

DaB sein hochster Koeffizient positiv ist, folgt aus 5.9. —

Definition 5.16 Sei A ein semilokaler noetherscher Ring. Ein Ideal

a A heiBt Definitionsideal fiir A, wenn es ein n € N gibt mit

Jac(A)" < a = Jac(A) .

Feststellung 5.17 Sei A ein semilokalern noetherscher Ring. Fin ein
Ideal a < A sdind dquivalent:

(£) a st ein Definitionsideal fin A .
(44) a < Jac(A) und A/a st antinsch, d.h. von endlichern Linge.
(4id)  Suppy(A/a) = {m | m = A maximales Tdeal} .

Dies folgt sofort aus 4.51. -

Bemerkung 5.18 Ist A Tlokal, noethersch mit dem maximalen Ideal m,

so ist (i) - (iii) aus 5.17 dquivalent zu

(iv) a ist m-primdr. (4.24)
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Lemma 5.19 Selen A edin noetherscher Ring, ac< A ein Ideal, M ein end-
Lichern A-Modul, versehen mit einer L.w. a-adischen Filtrierung
Fi M=M >M;>... . Dann L8t der gradulente Modul gre(M) :=n§O(Mn/M

n+1)
iber dem graduierten Ring gry(A) = go(an/an+1) endfich.
n=

Beweis: Sei M =aM_ fir n2=n_. Dann wird ng(M) uber A offen-

ntl ~ 7 n 0
bar von N := MO/M1 ® ... ® Mno/Mn 41 erzeugt. Da A noethersch ist, be-
sitzt der A-Modul N ein endliches Erzeugendensystem. Dies ist auch ein

Erzeugendensystem des gra(A)—Modu]s ng(M) . -

Satz 5.20 Selen A ein semilokalern noethernscher Ring, a < A ein Defini-
Tlonsideal, M ein endlicher A-Modul und M = M0 > M1 S ... .edne Low,
a-adische Filtrnierung F .  Dann sdnd 1A(M/Mn) und 1A(M/anM) endlich
und §ir groBe n  Polynome PF(M,n) bzw. Pa(M,n) inon.

Bewejs: M. /M1+1 und a M/a1+1 sind endliche Moduln iiber dem Ring

endlicher Lange A/a (5.17, siehe auch 3.2b)). Wegen 5.14 und 5.19 sind
die Voraussetzungen des Satzes 5.15 fiir den Ring gr, (A) und die beiden

Moduln gre(M) und gry(M) := © (a M/a1+1 M) erfu]]t Deshalb sind
1 n=0

n- n-1 ;
Ta(M/M ) = U\/a( & (M, /MH_1)> und 1, (M/a"M) = U\/a( ® (a'Ma Ty ))

flr groBe n Po1ynome PF(M,n) bzw. P, (M,n) in n.

Satz 5.21 PF(M,n) und Pa(M,n) haben senselben Grad und denselben
hichsten Koefgizienten.

. n . . .
Beweis: M =a™_ caMcM_  fir einn_und alle n>0. Fir groBe n
—_—— nn, Ny n 0

ist folglich Pe(Msneng) 2 Pa(M,n) > PF(M,n) , also graanF(M,n+no) >

graana(M,n) > grad P (M,n) nach 5.10. Da graanF(M,n+nO) =

F
graanF(M,n) nach 5.11, folgt graanF(M,n) = graana(M,n), und wegen
5.10 und 5.11 auf analoge Weise: PF und Pa haben denselben hdchsten
Koeffizienten. —

Satz 5.22 Sei O M! M M'" — 0 eine exakte Folge von endfi-
chen A-Moduwln. Dann gilt:

a) Pa(M',n) und Pa(M,n)-Pa(M",n) haben denselben Grad und denselben
hiochsten Koedfizienten.

b) grad Pa(M',n) < grad Pa(M,n).
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Beweis: Betrachte auf M' <M die Filtrierung F" Mﬁ =M naM.

Sie ist nach 5.5 (Artin-Rees) 1i.w. a-adisch. Mittels 4.45 und 3.9 er-

halt man  T(M/a™) = T(M/a"M#M') + 1(a™M+M' 7 a™) = T(M7a™") +1 (e 7a"Mom)
= T(M"/a™Mm) + T(M'/M') . Also st P_(M,n) = P_(M",n) + P(M',n) . Mit
5.21 folgt a) und, da die hochsten Koeffizienten der Polynome positiv sind,
auch b). —

Folgerung 5.23 Sel a € A edin Nichtnullteilern §irn den endlichen
A-Modul M und M" = M/aM. Dann ist grad(Pa(M",n)) < grad Pa(M,n).

Beweis: 0 ML, M m" 0 mit o(m) := am ist exakt.
Pa(M,n) hat den gleichen Grad und hochsten Koeffizienten wie
Pa(M,n) - Pa(M",n). —

Aufgaben und Hinweis

1) Sei P € @[X]. Zeige: Es sind dquivalent: (i) P(Z) cz)% 5
(i1) P(n) € Z fur fast alle n € N; (iii) P= % a1(1> mit
a; €L (a1- = 0 fur fast alle i). 120

2) Zeige: Der Ring der Polynome P, die obige Bedingungen erfiillen, ist
nicht noethersch.

3) In diesem Buch spielt nur der Grad des Hilbert-Samuel-Polynoms eine

Rolle. In anderen Zusammenhangen sind auch die Koeffizienten wichtig,
insbesondere der hochste. Vgl. [Hartshorne] I. 7 und [Northcottl].

§6 DIMENSIONSTHEORIE

Definition 6.1 a) Es sei A ein Ring. Eine endliche Kette von n+l

verschiedenen Primidealen B, 2y 2 ... 2R, heiBt Primidealkette
der Lange n in A.
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b) Ist g ein Primideal in A, so heift das Supremum der Ldngen von
Primidealketten mit g, = R die Hohe von g, bezeichnet mit ht(p).

c) Ist acA ein Ideal in A, so heift die Hohe von a das Infimum
der Hohen der Primideale x 1in A, die a umfassen:
ht(a) = inf{ht(p) | g = a}.

d) Die (Krull-) Dimension eines Ringes A, bezeichnet mit dim(A), ist
das Supremum der Hohen aller Primideale in A, also dim(A) :=
sup{ht(n) | § Primideal in A}

e) Ist M ein endlicher A-Modul, so definiert man die Dimension von M
durch dimA(M) 1= dim(A/AnnA(M)).

Bemerkungen 6.2 a) ht g = dim Ap'

b) Die Dimension eines Korpers ist 0, die eines Hauptidealringes 1 ,

wenn er kein Korper ist.

¢) Nullring und Nullmodul haben die Dimension -—e .

Feststellung 6.3 Ist A noethernsch, M # 0 ein endlicher A-Modul,
50 sind dquivalent:

(L) M st ein A-Modul endlicher Lénge;
(<L)  A/Ann(M) st antinsch, d.h. (nach 4.47) von end@icher Linge;
(<ii)  dimy(M) = 0.

Beweis: Da dim{A/Ann(M)) = 0 bedeutet, daB jedes Primideal von
A/Ann(M) maximal ist, ist dies eine unmittelbare Folgerung aus 4.51. —

Definition 6.4 Seien A noethersch, semilokal, M # 0 ein endlicher

A-Modul. Definiere

sA(M) = 1nf{n eN | 3 CEERRRL M €Jac(A) mit 1A(M/alM+...+anM) < «}

Bemerkung 6.5 sA(M) <o, Wenn ndmlich Jac(A) = (al,...,ar) ist, so
ist s(M) <r. (1(A/Jac(A)) <o (5.17) = 1(M/Jac(A)*M) <o (6.3).)

Definition 6.6 Seien A noethersch, semilokal, M % 0 ein endlicher
A-Modul und a ein Definitionsideal. Nach 5.20 gibt es ein Polynom
P,(M.X) € RIX] mit 1(M/a"M) = P_(M,n) flr groBe n.

Definiere: dA(M) := grad Pa(M,X).
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Bemerkung 6.7 a) dA(M) ist von der Wahl des Definitionsideals a

unabhdngig. Ist ndmlich & ein anderes Definitionsideal, so gilt:
3r,s: Jac(A)r c a < Jac(A) , Jac(A)S < h < Jac(A) , also < a,
a® ch, somit Ra(M,n) < Ph(M,nr) < Ea(M,nSr) » folglich

grad P, = grad P, , da grad Pa(M,X) = grad Pa(M,srX).
b) Wenn es ein Definitionsideal a mit s Erzeugenden gibt, ist a/a2
als A/a-Modul von s Elementen erzeugt, also dA(M) < s nach 5.15.

Lemma 6.8 Sel A semilokal, noethersch, M40 ein endlichen A-Moduf.
Dann gilt:
a) Fir a € Jac(A) 48t s,(M/aM) = s, (M)-1.
b) Wemn a € Jac(A) 4n keinem der Pruimideale pn von SuppA(M) mit
dim A/g = dim M Liegt, dann st dimA(M/aM) < dimA(M)—l.

Beweis: a) Seien aj,...,a, mit s = sA(M) gewdhlt,
M := M/aM = 1A(M7(a1,...,as)ﬂ) = 1p(M/(asay5...525)M)
= SA(M/aM) +1 = sA(M).

b) Der Fall dim M = o (der ibrigens nicht vorkommt, s.u.) ist trivial.
Sei also dimM=n <. Wire dimA(M/aM) >n, so gdbe es eine Primide-
alkette P, 2 .- B R, mit @ > Ann(M/aM) > Ann(M)+ (a) = Ann(M) . Es
ware dim A/pn >n, also dim A/pn = n und deshalb nach Voraussetzung

a ¢ g . Widerspruch. —

(N.B.: Sei g5 € Supp M. Wenn dim A/p = dim M <~ ist, dann ist g
minimal in Supp M, aber nicht immer umgekehrt! Vgl. A6.)

Theorem 6.9 M{t. den obdigen Voraussetzungen und Bezelchnungen gilt:
dimy (M) = dp(M) = sp(M) .

Beweis: Ohne Einschrankung ist AnnA(M) =0.

a) dimA(M) < dy(M): Induktion nach dA(M). Wenn dA(M) =0, st
1A(M/Jac(A)nM) konstant fiir groBe n. D.h. es gibt ein n mit
Jac(M)M1IM = Jac(A)™. Nach 3.19 (Nakayama) ist Jac(A)"™M = 0, also
dimA(M) < dim(A/Jac(A)n) = 0. Sei jetzt dA(M) 21 und g ein mini-
males Primideal in A mit dim(A/pO) = dimA(M) = dim A. Auch wenn

dim A = » sein sollte, gibt es ein solches, da die Anzahl der minimalen
Primideale endlich ist (4.17). Nach 4.15 ist p € Ass M. Also besitzt
M einen Untermodul N = A/po . Nach 5.22 b) ist dA(N) < dA(M). Da
dimA(N) = dim(A/pO) = dimA(M) ist, geniigt es also, dimA(N) < dA(N) zu
zeigen. Wemn also § §¥; & ... § 8, eine Primidealkette ist, missen
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wir
ae€ pl

dA(N) nachweisen. Flir n = 0 ist das klar. Sonst wahle
I
(N/aN) <
)
) =

Da a ein Nichtnullteiler fir N =~ A/pO ist, gilt
d ( ) - nach 5.23. Nach Induktionsvoraussetzung ist

d1m (N/aN < d (N/aN) Andererseits ist dimA(N/aN) >n-1, da

Ann (N/aN fo * (a) SR F - F R, gilt. Insgesamt erhdit man

n- 1 < dim (N/aN) < (N/aN) < dA(N)—l , somit n < dA(N).

Beachte: a) 1mp]iziert dimA(M) < o,

b) dA(M) < sA(M): Fir s = sA(M) gibt es d15...585 € Jac(A) mit
Tp(M/(ays...,8)M) <. Nach 6.3 und 5.17 ist (ag>....a;) ein Defini-
tionsideal. Wegen 6.7 b) folgt hieraus dA(M) < sA(M) .

c) SA(M) < dimA(M): Induktion nach dimA(M). (Nach a) 1ist dimA(M)< )
Im Falle dim,(M) = 0 ist 1,(M) <e, also sA(M) = 0 nach Definition
von sA(M). Sei nun dimA(M) > 0. Wir betrachten die Primideale

Hps-- ol mit dim A/pi = dimA(M) = dim A. Sie sind minimal, also von
endlicher Anzahl. Keines ist maximal, da dimA(M) >0. Weil A semilo-
kal, d.h. Jac(A) = mpN ... Nm mit maximalen Idealen m; ist, wiirde
aus g, > Jac(A) folgen Ry =M fiir ein j. Wir erhalten R D Jac(A)
und deshalb g, U ... U g, =+ Jac(A) nach 1.21. Wdhle

a € Jac(A) - (pl u...u pr). Nach 6.8 gilt sA(M/aM) 2 sy
dimA(M/aM) < dimA(M)—l, also mit der Induktionsvoraussetzung
sA(M)—l < sA(M/aM) < dimA(M/aM) < dimA(M)—l und deshalb
sp(M) < dimA(M) .-

(M)-1 und

Folgerung 6.10 1s& A ein semilokalen noetherscher Ring, s0 4s£ dim A
gleich dern kRleinsimiglichen Erzeugendenzahl eines Definitionsideals, ins-
besondere L5t dim A <o . —

Bemerkung 6.11 Es gibt noethersche Ringe unendlicher Dimension. Siehe

[Nagata] Appendix 1, Example 1.

Folgerung 6.12  In edinem noetherschen Ring hat jedes Primideal endfiche
Hohe. Absteigende Ketten von Primidealen werden stetiondr.

Zum Beweis beachte: ht p = dim Ap .-
Folgerung 6.13 Seien A semilokal, noethernsch, M ein end€icher A-Mo-
dul, fernen SRS die Primideale Ln SuppM mit dim A/pi = dimAM

Dann gkt §in a € Jac(A)
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dimA(M/aM) > dim,(M)-1 .

Al

r
Das GLelchheitszeichen gilt genau dann, wenn a ¢ U P
i=1

Beweis: 6.8 und dimA(M) = sA(M) Lo

Definition 6.14 Ist A ein semilokaler noetherscher Ring, M ein end-

licher A-Modul mit dimA(M) =n, so heiBt (al,...,an) Parametersystem
fuir M, wenn M/(al,...,an)M von endlicher Ldnge ist und
CPERRRFL: € Jac(A) gilt.

Definition 6.15 Ist A ein Ring, M ein endlicher A-Modul, so

up (M) = Min {s | 3 m; €M, l<si<s mit M=Am + ...+ Ams}

Ist k ein Korper, V ein k-Vektorraum, so ist Lm(V)die k-Vektorraum-
dimension von V iber k, die wir hier nicht mit "dim" bezeichnen wollen.
In diesem Fall ist auch die Bezeichnung rgy(V) ("Rang") Ublich.
Feststellung 6.16 1sf A Lokal mit maximelem Ideal m und Restklassen-
kirper k und M ein endlicher A-Modul, s0 48t

UA(M) = Uk(M/mM) .

Beweis: "2" st trivial.

"< Sei ‘ﬁl,...,ﬁk eine Basis von M/mM liiber k = A/m und
N = Am1 + ...+ Amr » S0 ist N+mM =M, also M =N nach 3.20
(Nakayama). —

Folgerung 6.17  dim(A) < y, (n/n°) .

Beweis mittels 6.10 und uA(m) = uk(m/mz) nach 6.16. —

Bemerkung 6.18 Lokale, noethersche Ringe A, fiir die dim A = uk(m/mz)

gilt, heiBen reguldr und werden spater (§§ 14, 16) genauer untersucht.

Satz 6.19 Seien A ein noetherscher Ring, p < A ein Puimideal und
n € N. Dann sind dguivalent:

(L) htp<n.
(44) 3 ays--.08, € A, s0 daB p minimal {8t untern den Primidealen,
die (al,...,an) umgassen.
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Beweis: Setze a:= (al,...,an).
(ii) = (i): In dem lokalen Ring A_ ist das maximale Ideal pAp mini-
mal unter allen Primidealen, die aAN umfassen. (Beachte: Fiir ein Prim-

-1

ideal gcgp von A mit qh, > ahy gilt g =1,
nach 2.13, also g =p. ) Somit ist
aAp = (:%""’:F)Ap ein Definitionsideal von Ap . Wende nun 6.10 an.
. .. . a1 4 ! %
(i) = (ii): Nach 6.10 gibt es gza...,gg-e pAﬁ, so daB <§I,...,§;> Ap
ein Definitionsideal flir Qp ist. pAp ist also migima] unter allen
1 .

« . . n . 1 . . .
Primidealen, die (EI,...,§;> Ap umfassen. Da die T Einheiten in Aﬂ

A ) > 2

sind, ist pAp > (al,...,an)Ap ein minimales Primoberideal, also
o (al,...,an) minimales Primoberideal in A (2.13). —

Folgerung 6.20 Seien a € A-A* und g minimal untern den Primidealen,
die a enthalten. Dann L5£ ht(p) < 1. (Kwlls Hauptidealsatz) -—

Folgerung 6.21 Seden P, §H § 8 Primideale in A . Dann gibt es
unendlich viele Primideale §y mit Fo ey, .

Beweis: O0.E. sei g, = (0) und A Tlokal mit maximalem Ideal g, .

(Bilde sonst A_/p A_.) Sei a €p,. Nach 6.20 gibt es ein Primideal
o 70 ¥ ‘

q der Hohe <1 mit a € g. Also ist Jo = “~__J g . Gdbe es nur

g Primideal
ht(g)<1

endlich viele solche g, so wdre g = o flir ein solches g nach 1.21
im Widerspruch zu ht(pz) >2.—

Satz 6.22 Sei A ein noetherscher Ring, AlXy,...,X 1 der Polynomring
iber A in n Unbestimmten. Dann gilt: dim AlX{s.. X 1 = dim A +n.

Zum Beweis benotigen wir mehrere Lemmata.

Lemma 6.23 Isf § §H; F--- FF, edine Primidealkette in A, 50 8%
RAX] § mAIXT § ... ¢ 1 AIX] § 0 ADX] + XALX]  eine sokche 4in A[X].

Beweis: Es ist ALX] / (m AIXI+XA[XI) = (A[X1/g AIXI)/ (XALXI+p,ALX1/0ALX])
o (A/pr)[X]/ (X) a:A/pr integer. Der Rest ist klar. —

Folgerung 6.24  dim A[X] >dimA + 1.
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Lemma 6.25 Sedien n' § " Primideale in A[X] mit g' nA=g"nA.
Dann git xn' = (g' n A)A[X].

Beweis: Schreibe x :=pn' n A. Die Inklusion p' > pA[X] ist klar.
Gdlte p' 2 pA[X], so wdre pA[X] § p' §pr" eine Primidealkette.

Man kann g = (0) annehmen, da man flir A/p < (A/gp)[X] = A[X1/s[X] die-
selben Verhdltnisse hat. Setze nun S := A - {0} . Aus der Voraussetzung
' nA=g"nA=(0) folgt p' NS =5"NnS=p0. Man gewdnne also aus
obiger Primidealkette der Lange 2 1in A[X] eine solche in

sTL(arx1) = (s"IA)IXT. Da aber STIA ein Korper und deshalb S IALX]
ein Hauptidealring ist, geht dies nicht. —

Lemma 6.26 Seien a <A ein Ideal, pcA ein Primideal, minimal Gber a .
Dann L8t pAIX] minimal (dber aA[X].

Beweis:  Angenommen, es gdbe ein Primideal g' in A[X] mit
pA[X] 2 ¢' o aAlX]. Da p minimal, gdlte wegen g = gA[XINA>p'NA>a.
daB ' nA =g, also wegen 6.25 ' = gA[X] wdre. Widerspruch! —

Lemma 6.27 A sel noethensch, § ein Primideal in A. Dann is€
htp () = hty g (RAIXT) .

Beweis: Setze n = htA(p). Es gibt A15-.053, 5 SO da g minimal
Uber a :=Aa; + ... + Aa, st (6.19). Nach 6.26 ist pA[X] minimal
unter den Primidealen, die aA[X] = alA[X] + ... + anA[X] umfassen, also

htpryg (PADXT) < n wiederum nach 6.19.

Ist umgekehrt P, § 9 T TR, R eine Primidealkette in A, so ist
poA[X] s plA{X] ... pnA[X] = pA[X] eine solche in AIX], also
htA[X](pA[X]) 2n . —

Beweis von 6.22: Wegen 6.24 geniigt es, dim A[X] < dim A + 1 zu bewei-

sen.

Sei pé $ pi ... ¢ p; eine Primidealkette in A[X]. Zu zeigen ist:
dim A 2 r-1. Setze g, = p% NA. Wenn g, GRS F - FFo> ist
sogar dim A > r . Sonst sei j maximal mit By = Ry Dann gilt nach

Lemma 6.25 ij[X] = pj , also htA(pj) = htA[X](pj) > j gemdB 6.27.
Wegen der Maximalitdat von j gilt pj = pj+1 S ﬂj+2 F .- FH.- Es
folgt dim A = htA(pr) 2 r—(j+1)+htA(pj) > r-j-1+j = r-1. Damit ist
6.22 bewiesen. —
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64 Aufgaben und Hinweise

Folgerung 6.28 1st k ein Kérper, dann st dim k[Xy,....X 1 =n. —

Aufgaben und Hinweise

1)

5)

Sei A integer. Zeige: Das Ideal (Xl,...,X im Polynomring

)
r
A[Xl""’xn] ist ein Primideal der Hohe r.

Sei A ein Ring, n € N, so daB jedes Ideal von A von <n Elemen-
ten erzeugt wird. (Dann ist A natlirlich noethersch.) Zeige:
dimA<1.

(Reduziere die Behauptung auf den Fall: A lokal, mit maximalem Ideal
m. Jedes m' st dann von <n Elementen erzeugt, d.h.

1A(mr/mr+1) < n. Wende dim A = dy(A) an.)

Zeige: In einem faktoriellen Ring sind die Primideale der Hohe 1
genau die von den Primelementen erzeugten Hauptideale.
Sei A faktoriell, a € A - {0} und a = upy™ ¢ ...t Py eine
Primfaktorzerlegung mit u € A* und paarweise nicht assoziierten

o o
Primelementen p; . Zeige: (a) = (pll) n...n (prr) » und dies ist
eine Primdrzerlegung.

Sei A ein Hauptidealring mit genau einem maximalen Ideal (p) # (0).
Zeige: In A[X] gibt es maximale Ideale sowohl der Hohe 1 als auch
der Hohe 2.

Sei k ein Korper, m = (X,Y,Z) 1in kI[X,Y,Z]. Ferner sei A der
lokale Ring k[X’Y’Z](X,Y,Z)‘ In dem Tokalen Ring

B = A{(AX+AY) n AZ) gibt es minimale Primideale g und g mit
dim(B/gp) = 1 und dim(B/g) = 2.

Es gibt Ringe, in denen folgendes Phdnomen auftritt: Zwischen zwei
Primidealen 3 < g gibt es verschieden lange, nicht verfeinerbare
Primidealketten. Siehe [Nagata] Al Example 2. Dieses Beispiel bent-
tigt Begriffe des folgenden Paragraphen. Vergleiche deshalb 7.A5.

Flir nichtnoethersche Ringe gilt Lemma 6.27 nicht mehr. Die Lemmata 6.23
und 6.25 geben flir die Dimension des Polynomringes die Grenzen

dim A+l < dim A[X] < 2 dim A+1. Tatsichlich kann jeder danach mogliche
Wert angenommen werden. Vgl. [Jaffard] .
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§7 GANZE RINGERWEITERUNGEN
1. Grundlagen
Definition 7.1 A< B sei eine Ringerweiterung.

a) B heift endlich liber A, wenn B als A-Modul endlich ist.

b) B heiBt von endlichem Typ iiber A, wenn B als A-Algebra (9.27) end-
lich erzeugt ist (d.h. BczA[Xl,"an]/a mit einem Ideal a < A[Xl,",XnD.

c) i) b € B heiBt ganz iiber A, wenn (der von A U {b} erzeugte
Ring) A[bl endlich uUber A ist,

ii) B heift ganz liber A, wenn alle b € B ganz iiber A sind.

(Man sagt auch, die Erweiterung A < B st endlich, von endlichem Typ,
bzw. ganz, wenn a), b), bzw. c¢) ii) erfillt sind.)

Satz 7.2 Sel A< B eine Ringerwelterung, b € B.
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(L) b (st ganz iber A.

(LL) Es gibt ein n € N und a15...58, € A mit
(%) bN + alb"'1 t.oo.o+a =0
(die GLeichung (%) heifZt auch Ganzheitsgleichung §in b ).

(L) Es gibt einen Iwischeming A< By < B, so0dap b€ By und By
endlich idber A isk.

(4v)  Es gibt einmen A[b]-Modul M mit AnnA[b]M =(0), der als
A-Modul endlich is%.

(N.B.: In (ii) ist wesentlich, daB der Koeffizient von b" gleich 1 1dst.)

Beweis: (i) = (iii): Der Ring A[b] hat die gewlinschten Eigenschaften.

(iii) = (iv): M := B1 leistet das Verlangte: Wenn aB; =0, folgt

a=0, da 1€ B1 , also AnnA[b]B1 =(0).

(iv) = (ii):  Sei Myseenoil ein Erzeugendensystem von M liber A, da
. - n —_

fir 1 <1 <n.

Sei ¢ die Matrix (

HM=
[y

mit Komponenten in A[b], 0# die Ad-

jungierte zu o. Dann gilt

m m
0 = oo ;1) = det(o) <£1) . Da det(o) also aus AnnA[b]M , folgt
n

1,J

m mn
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det(o) = 0. Entwickeln von det(o) 1liefert eine Gleichung von der Form
(#): b"+a Lt a =0 mit a, €A.

(i1) = (i): : 1,b,...,bn'1 ist ein Erzeugendensystem von A[b] liber A:

Ist ¢ € A[b] beliebig, ¢ = jgo Esbj (33 € A fast alle Null), so be-

trachte das Polynom h(X) = '?' Esxj . Es ist h(X) = g(X)f(X) + r(X)

mit grad r < grad f, wobeiJ_g(X) = .20 aix”‘i, a, = 1 gesetzt wurde.
j=

Es folgt ¢ = h(b) = r(b) € A+l+Asb + ... + AL, da f(b)=(0) nach () gilt.—

7.3 MWenn A cB eine Kdrpererweiterung ist, bedeutet "ganz" dasselbe
wie "algebraisch".

Folgerung 7.4 a) AcB sel eine endliche Ringerweiterung. Dann As%
B ganz {ber A.
b) Ac=B<C, c€C ganz ilber A = ¢ ganz dber B.

Beweis: a) 7.2 (iii) = (i) wahle B, =B.
b) 7.2 (i)es(ii). —

Beispiel 7.5 Z <Z +iZ st ganz.

Feststellung 7.6 Seien A< B und B < C endliche Ringerweiterungen.
Dann is£ C  endlich (ber A .

Beweis:  Seien bl""’br ein Erzeugendensystem des A-Moduls B wund
Cpo-v+sCg ein Erzeugendensystem des B-Modu]g C, schlieBlich c e C
beliebig. Es gibt El,...,BS € B mit c¢ = jél Bjcj . Dann gibt es
N . . T <i<s. s s
“13 ESA T1t BJ izl an1 flir 1< S Mithin ist
= ..b.c. . i .Cs <i<gr, < j <
o j§1 1_§1<>(1Jb1cJ Die (b1cJ) (1<i=sr 1<Jj<s) erzeugen
C als A-Modul. (Vgl. den Beweis des Gradsatzes flir Kdrpererweiterun-

gen.) —

Folgerung 7.7 Sel A< B eine Ringeweiterung. Die Efemente von B,
die ganz sind dben A, bilden einen Untewiing K von B mit Ao A.

Beweis: Zu zeigen ist: Wenn x,y € B ganz liber A sind, so sind dies
auch x+y und xy. Nach 7.4 und 7.6 ist A[lx,yl = (A[x])[yl endlich
iiber A. Da xzy, xy € Alx,y], sind xty und x.y ganz liber A nach
7.2 (iii) = (i). —
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Definition 7.8 a) A =B sei eine Ringerweiterung.
A :=1{b €B | b ganz iiber A} heiBt der ganze AbschluB von A in B.

b) Ist A integer, B = Q(A), so heiBt der ganze Abschluf von A in
Q(A) einfach der ganze Abschluf von A.

c) Ist A integer, so heift A ganz abgeschlossen, wenn A mit seinem
ganzen AbschluB3 Ubereinstimmt.

Satz 7.9 Jeder faktorielle Ring A A8t ganz abgeschlossen.

Beweis: Sei x € Q(A) ganz liber A. Es gilt also eine Gleichung

Mrap™h e L va =0 mit a; €A Sei x =2 mit b, €A,

b und ¢ teilerfremd. Es folgt b" = -alcb"'1 - azczb”'2 - - ancn.
Sei p ein Primteiler von ¢ = p|b" = p|b. Widerspruch!

Also ist ¢ € A*, d.h. x €A. —

Satz 7.10 Seien A < B < C Ringeweiterungen. Dann sind dquivalent:

(L) AcB und B < C sind ganze Ringewelterungen.
(4L) C Ast ganz {ber A.

Beweis:  (ii) = (i): Siehe 7.4 b).

(i) = (ii) Fiir jedes x € C gibt es eine Gleichung der Art

X"+ blxn'1 S bn =0 mit bi € B. Indem man 7.6 mehrfach anwen-
det, erkennt man, daB A[bl,...,bn,x] endlich tiber A ist. Also ist x
ganz liber A nach 7.2 (i) < (iii). —

Folgerung 7.11 Sel A < B eine Ringerweiterung und C dern ganze Ab-
schlup von A in B. Dann (8£ C ganz abgeschlossen in B . —

Beispiele 7.12

a) Z,Z[i],Z[Xl,...,Xn] R k[Xl,...,Xn] sind faktoriell, also ganz ab-
geschlossen. (Natlirlich so11l k einen Kdrper bezeichnen.)

b) Z[i]l 1ist der ganze AbschluB von Z in @(i). Denn Z[i] 1ist ganz
uber Z (7.4a), 7.5); andererseits ist Z[i] ganz abgeschlossen in

QUZILiT1) = (i) .
c) Z[il ist auch der ganze AbschluB von Z + 2iZ in @(i) = Q(Z+2iZ) .

Satz 7.13 Sel A c B elne Ringerweiterung.
a) Wenn B ganz dber A Ast, s0 gilt:
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T. Ist h ein Tdeal von B und a=ANnh, s0.i8t B/h ganz

lben A/a .
2. Ist S <A multiplikativ, so ist STIB ganz dber STIA.
b) I1st A ganz abgeschlossen in B, s0 auch s7la in sl
Beweis: a)l.: Man hat einen injektiven Homomorphismus A/a— B/,

da hnA-=Ker[A— B/b]. Eine Ganzheitsgleichung von b € B liber A
wird zu einer Ganzheitsgleichung der Restklasse b liber A/a.

a)2.: Sei b €B,s€S. Wr haben fiir b eine Ganzheitsgleichung
b + albn_1 + ... +a, =0 iber A. Hieraus bekommen wir (durch Multi-

- a
plikation mit s n) die Ganzheitsgleichung (2) +7§(S)n 1 .+—%&=O von
s
> uper s7!A.  (Beachte S7'AcS7'B nach 3.39.)
b) Seien b€B, s €S und g- ganz Uber S_lA. Zu zeigen ist:
% € sTIA.  Aus einer Ganzheitsgleichung (%)n + al(g)n—1-+...-+an =0
mit o, € S_lA erhdlt man b" + alsbn 1 . ansn = 0. Dabei ist
.oa!
0(1.51 = f% mit gewissen a1 €A, t. € S (fir 1 <1 <n). Setze
! -1 tbn+aib”'1+".+aﬁ
t := t1 TR Man bekommt in S "B eine Gleichung i =0
mit a: € A. Hieraus folgt: Es gibt 5, €3 mit
s,(tb" + afb"t + ... +a') =0 in B. Durch Multiplikation mit (s t)""}
erhdlt man (sotb) + s,35(s, tb)n'1 + ...t sgtn_lag =0. Also ist s tb
. .. b _ bsgt -1
ganz iiber A, d.h. sotb € A und somit s = §§3f €S A.—

Folgerung 7.14 A sel integen, ganz abgeschlossen, S <A - {0} mul-
tiplikativ, Dann Lst s71a ganz abgeschlossen. —

Folgerung 7.15 Ein Integnititsiing A st ganz abgeschlossen genau

dann, wenn A, ganz abgeschlossen (s fin fedes maximale Ideal m.

Beweis: "=" 7.14,
"<": Nach 3.47 ist A = A Ay- Wenmn x € Q(A) ganz liber A ist,
ist x auch ganz Uber Ay, also nach Voraussetzung x € Ay, - und dies

fir alle m. Es folgt x € A. —

Satz 7.16 Seien A ein ganz abgeschlossenern Integrititsrning, K = Q(A),
Kel edine Kirpereweiterung und o € L. Dann sind dguivalent:
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(£) o 48t ganz (ber A.
(i4) o Ast algebraisch dber K und Mipo(o,K) € A[X].
Minimalpolynom. Dieses ist nach Definition normiert.)

(Mipo.

Beweis:  (ii) = (i): trivial (mit 7.2).

(i) = (ii): Natlrlich ist a algebraisch iiber K. Seien Opseees0y
die Konjugierten von a, d.h. alle Nullstellen von Mipo(a,K) in einem
algebraischen AbschluB K von K. Man hat K-Isomorphismen

Kla] — K[aij mit o — oy Also hat man Isomorphismen Alal — A[ai],
die auf A die Identitdt sind. Es folgt, daB mit o auch samtliche oy
ganz Uber A sind. Die Koeffizienten von Mipo(a,K) sind als elementar-
symmetrische Funktionen in den o nach 7.7 ebenfalls ganz iliber A, an-

dererseits in K, also in A, da A ganz abgeschlossen. —

7.17 Zusatz: Wenn zusdtzlich L endlich dbern K ist, sind (L), (A44)
dquivalent zu

(Lid) XL/K(G) € A[X].

(XL/K(a) = charakteristisches Polynom der K-linearen Abbildung
L—L, 1T F—>al.)

Zum Beweis beachte man nur, daB die Nullstellen von XL/K(G) auch Null-
stellen von Mipo(o,K) sind. —

2. Ganzheit und Dimension

Lemma 7.18 Ist A < B elne ganze Ringerwelterung und B integen, 40
glt: A (st genau dann ein Kérper, wenn B elnern Lst.

Beweis: "=": Sei b € B - {0}. Dann ist b € Q(B) algebraisch liber
dem Korper A und deshalb A[b] ein Korper. Es folgt b_1 € A[b] =« B.
Somit ist jedes Element b € B - {0} in B invertierbar.

"": Sei a €A -{0}. Da B ein Kdrper ist, gilt a—l € B. Wir haben
nach Voraussetzung eine Ganzheitsgleichung (a-l)n + al(a-l)n-1+...+an =0
mit a; €A, also a = = I TP C R anan_1 €eA.—

Definition 7.19 Sei A < B eine Ringerweiterung. Man sagt, ein Primideal

g < B Tliege iiber dem Primideal g' <« A, wenn p' =pnA gilt.
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7.2 Ganzheit und Dimension

Satz 7.20 Es sel A < B eine ganze Ringeweiterung. Dann gLllt:

a) "Lying over": Zu jedem Primideal x' < A gibZt es ein Primideal
pcB  welches dben p' Liegt.

b) Sind p < g Primideale in B, die (ber demselben Primideal p' Ain
A Liegen, s0 gilt § = g.

c) Das Primideal p von B Liege (ber dem Pruimideal p' wvon A.
Dann gilt: § 8L ein maximales Ideal genau dann, wenn p' edn
s0lches 4isf.

Beweis: Zu c): Die Erweiterung A/p'¢— B/g ist nach 7.13 a)l., wegen
' = g NnA, ganz. c) folgt aus 7.18.

Zub): Sei S=A-p B - g. Betrachte die Injektion s7laes71p,
Die Primideale S'lp und S—lq Tiegen iiber dem maximalen Ideal S_lp'
Ly - Agi - (Denn S_lq > S—lp > S_lp' , aber 1 ¢ S_lq. )

1n = S_lq . Wende nun Satz 2.13 an.

von S~
Nach c) ist ’S_lp maximal, also S

Zu a): Man hat folgendes kommutative Diagramm:

-i
B B,S B,
b
J ] (s := Ap')
p'cA . A,
A,S R

mit ganzen Erweiterungen A < B, Ap. c Bp' (vgl. 7.13). Sei m ein maxi-
males Ideal von Bp.. Dann ist m' =m n Ap. ein maximales Ideal in Ap.
nach c), also das einzige maximale Ideal des lokalen Ringes A_, . Das

p
Lo(m) ist prim (1.24), und g A =izl(m') =g -

Ideal g := 1B,S

In den Folgerungen sei A < B eine ganze Ringerweiterung.

Folgerung 7.21  Sel p, §# §8 F.-- §R. elne Primideatkette in B .

pi =g, DAL Dann 8t p) S 0] F ... R, edne Primidealhette in A.

Beweis: 7.20 b). —

Folgerung 7.22  ("godng up") 1st pé F pi ... & p; eine Primideal-
kette in A, und das Primideal g, von B Liege liben pé . Dann gibt es
in B eine Primidealkette B EF F - §H, mit ps N A= p% fiin
alle 1.
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Beweis:  Induktion nach r, wobei der Fall r = 0 trivial ist. Sei
r >0 und Fo S -0 SR bereits konstruiert. Die Ringerweiterung
A/p;_l-—» B/}Jr_1 ist nach 7.13 ganz. Uber dem Primideal p;/p;_l von
A/p;_l Tiegt nach 7.20a) also ein Primideal pr/pr—l von B/pr_l.
Dabei ist B ein Primideal von B mit R R Um g, N A= p;
zu erkennen, betrachte das kommutative Diagramm mit offensichtlichen
Homomorphismen:

) b

A/}J;._l c—"\l——’ B/pl’"l

-1

Es ist p NA=11(n) =i (o5 Lt

R0 1)) = ey (3 T (r/R ) =
oy (mi/ml 1) = L . -

Folgerung 7.23 a) Es {8t dim A = dimB.

bl Sel gp' ein Primideal in A. Es gilt:
1. Fin jedes Primideal g von B lber gp' 48t dim A/g' = dim B/gp
und ht p <ht g'.
2. Wenn htgp' <o 48X, gibt es ein Primideal gu von B dber g
mit ht g =ht g'.

Beweis: a) Aus 7.21 folgt dim A >dim B. Aus 7.22 folgt dimA<dimB.

b) Da p=Ang" ist, folgt dim A/p' = dim B/g mit 7.13 aus a). Die
Ungleichung ht g <ht ' folgt aus 7.21.

Zu 2. Sei htg' =r und pé < pi ... F p; mit p; =5
idealkette in A . Nach 7.22 existieren p; Uber p% , So daB

7, S ME-- F0 also ht Bz gilt. Da nach 1. aber auch

eine Prim-

ht ST gilt, ist gy = . das gesuchte Primideal. -

Bemerkung 7.24 Die Gleichheit ht p = ht g' g¢ilt i.a. nicht flir jedes

Primideal g tUber gp'. Siehe A5, aber auch A6.
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3. Zur Endlichkeit des ganzen Abschlusses

Wir betrachten die folgende Situation: Sei A ein Integritdtsring,
K=@(A) und Kc L eine endliche Korpererweiterung. Der ganze AbschluB
B von A in L braucht i.a. nicht endlich iiber A zu sein. Wir werden
hier, in §9 und auch in §18 wichtige Spezialfdlle angeben, in denen B
endlich Uber A dst.

Feststellung 7.25 In obigern Situation ist L =-{g-[ beB, ac A-—{O}}.

Es gibt eine Basis von L dber K, bestehend aus ElLementen von B.

Beweis: Sei x € L. Da x algebraisch iiber K ist, gilt eine Glei-

chung x" + clxn_l + ... +c =0 mit gewissen c. € K. Dabei ist
a.
¢y = 7}- mit geeigneten a, as € A, a+ 0. Somit ist
(ax)" + al(ax)n—1 + aaz(ax)n_2 + o an_lao =0, d.h. ax ist ganz
tiber A. Nach Voraussetzung ist also ax € B, d.h. x = g- mit einem

b €B. Der Rest ist dann klar. —

Mit SL/K:
Aus der Theorie der endlichen Korpererweiterungen zitieren wir den Satz:

L—— K bezeichnen wir die Spur. Diese ist K-linear.

Wenn L dber K separnabel (8t, L8% SL/K 0.
Siehe [Lorenz] §13.3 F6, S. 158, oder [Lang] VIII §5 Theorem G, S. 211. —
N.B.: Im Falle char K=0 1ist dieses trivial, da SL/K(l) = [L:K] ist.

Satz 7.26 In obigern Situation seil A noethersch und ganz abgeschlossen
und L separabel idber K. Dann st B endlich iber A, .nsbesondere
auch noethersch.

Beweis: Wir schreiben § := SL/K' Es gilt S(B) =« A, denn fir b € B
ist S(b) offenbar ganz iiber A und in K gelegen. Ferner ist S # 0
nach dem zitjerten Satz.

Wenn M ein A-Untermodul von L ist, sei M := {x €L | S(xM) < A}

Dann ist M auch ein A-Untermodul von L; denn S st A-Tinear.
Ferner folgt aus My < M,, daB M, oM, gilt. Da S(B)<A und BB c B,
ist Bc< B.
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Sei nun bl""’bn eine Basis von L {Uber K mit b; € B und

M:= Ab1 + ... +Ab . Dann ist Mc B, also B< M. Betrachte die
Abbildung @: M — A", x — (S(xbl), ..... ,S(xbn)) . (Nach Definition
von M st S(xbi) € A fir x € M.) Die Abbildung ¢ ist A-linear.
Sie ist aber auch injektiv. Denn ¢(x) = 0 bedeutet S(xbi) = 0 fir
jedes i, und deshalb S(xy) = 0 flr jedes y €L, da S Tinear
tiber K und bl,...,bn eine K-Basis von L dist. Da S %0 ist,
folgt x = 0.

Insgesamt haben wir B < BcM und M isomorph zu einem Untermodul des
endlichen A-Moduls A". Da A noethersch ist, ist B ein endlicher

A-Modul. —

Aufgaben und Hinweise

1) Satz 7.2 1dRt sich im Falle, daB A noethersch ist, einfacher bewei-
sen. (i) e (ii) ist einfach, (i) = (iii) = (iv) ist trivial.
Es gelte (iv) und M sei Uber A[bl von r Elementen erzeugt.
Man erhdlt eine Injektion A[b]J—— M". Da M' ein endlicher
A-Modul und A noethersch ist, ist A[b] ein endlicher A-Modul,
also gilt (i).

Wenn man die nicht so wichtige Aussage (iv) ausl&aft, wird es noch ein-
facher, da der SchluB von (iii) auf (i) bei noetherschem A unmittel-
bar klar ist. Beachte, daB man fir den Beweis von 7.4 und 7.7 auf die
Aquivalenz (i) > (ii1) nicht ohne weiteres verzichten kann.

2) Sei de€Z - {1} quadratfrei, d.h. d sei nicht durch das Quadrat
einer Primzahl teilbar. Dann ist Vd €Z, also nach 7.9 auchVd ¢ 4.
Zeige: Der ganze AbschluB von Z in @(Vd) ist:

Z +7ZVvd, falls d=2 oder d=3mod 4 ,

Z+7Z « 3(1+Vd), falls d=1mod 4 ist.

3) (Verallgemeinerung von 2)): Sei A ein faktorieller Ring,
char Q(A) + 2, ferner d € A quadratfrei und auch nicht das Quadrat
einer Einheit. B sei der ganze AbschluB von A in Q(A)( Vd). Zeige:

2 2

a) B ={%(a+bVd) | a,b € A, a~ = b°d mod 4A} .
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6)
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b) B=A+AvVd, falls 2|d (insbesondere, wenn 2 € A*) .

c) Wenn es ein § € A mit d = 8% mod 4A gibt, ist 3(& +Vd) € B,

also B3 A+ AvVd - vorausgesetzt, 2 ¢ A*.

d) Zusdtzlich zu der Voraussetzung von c) sei 2 quadratfrei in A.
Dann ist B =A + A - (& +Vd).

e) Wenn A/2A ein Korper und d in A kein Quadrat modulo 4A ist,
gilt B=A+ AVd.

Keineswegs trivial ist folgender Satz: Sei w € C eine Einheitswur-
zel, dann ist Z[w] der ganze Abschiuf von Z 1in @(w). Siehe in

den Biichern iliber Algebraische Zahlentheorie, etwa [Marcus], Cor.2 of Thm.12.

In letzterem Buch finden sich weitere Bestimmungen ganzer Abschliisse
von Z in Korpern, die liber @ endlich sind.

Ein Beispiel zu 7.24 findet sich in [Nagatal] Al., Example 2, das schon
in 6.A7 genannt wurde. Hinweise: "local" = "lokal und noethersch",
"derived normal ring" = "ganzer AbschluR", "<" ="¢"; das "theorem
of Cohen" 1ist die Aussage in 3.Al0.

K[[x]] 1ist der formale Potenzreihenring (vgl. 3.A9). Wenn K etwa
abzdahlbar ist, ist der algebraische Abschluf von K in Q(K[[x1])
ebenfalls abzdhlbar. Andererseits ist K[[x]] Uberabzdhlbar, also
der Transzendenzgrad von Q(K[[x]]) lUlber K unendlich. Man findet
deshalb in K[[x]] wunendlich viele iliber K algebraisch unabhdngige
Elemente.

"Going down" oder Krullsches Abstiegslemma. Sei A < B eine ganze
Erweiterung von Integritdatsringen und A ganz abgeschlossen.

Zu einer Primidealkette pé c pi c...c pﬁ in A und zu einem
Primideal g, von B lber pﬁ gibt es eine Primidealkette

B, SRS ... e Ry in B mit BN A= p%. Siehe [Serre] III.3
oder [Lorenz] Anh. 19.6. Insbesondere ist in dieser Situation
ht(p) = ht(p') fir jedes § iber gp'.

Wenn ein Integritdtsring A ganz abgeschlossen ist, so gilt dies
auch fiir den Polynomring A[X] und umgekehrt. Siehe [Bourbakil]
chap. V, § 1.3.
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8) Sei A c B eine Erweiterung von Integritdtsringen derart, daB Q(B)
algebraisch uber Q(A) ist.
a) Zeige: Zu b€ B gibtes b'e€eB- {0} mit bb' €A.
(Zeige Bb N A+ (0) wie im Beweis von 4.54.)

b) Folgere: Q(B) =-{§-| beB,aeA-{0}}.
Man sieht, daB von 7.25 nach dieser Aufgabe nur die Aussage L = Q(B)
"Ubrigbleibt”. Und diese braucht man streng genommen nicht, um 7.26

zu zeigen, da ja Q(B) auch endlich und separabel iiber K wire.

9) Zu einem Beispiel, wo B bei einer inseparablen Erweiterung K< L
nicht endlich iiber A ist, siehe [Schmidt] oder 8. A5.

§8 DISKRETE BEWERTUNGSRINGE. DEDEKINDRINGE

Definition 8.1 Es sei K ein Korper.

Eine diskrete Bewertung von K ist eine Abbildung v: K—Z U {»} , die
folgenden Bedingungen geniigt:

(a) V(X)) = <= x=0.

(b) v(xy) = v(x)+v(y) (d.h. v|K¥: K¥ —7Z st ein Gruppenhomomorphismus).
(c) v(x+y) = min{v(x),v(y)} .

(Konvention: n + o=, n <o flir alle n €Z U {o} .)

Die Bewertung heiBt trivial, wenn v(K) = {0,»}, sie hei3t normiert, wenn
v(K) =Z U {«} ist, d.h. ein x € K mit v(x) =1 existiert.

Bemerkungen 8.2

a) Es gibt einen allgemeineren Bewertungsbegriff, wo Z durch eine belie-
bige geordnete kommutative Gruppe (z.B. (R,+) ) ersetzt werden darf.
Vgl. [Bourbakil] chap. VI.

b) Ist k ein Unterkdrper von K, so ist v K eine diskrete Bewertung
von k. Sie kann natlrlich trivial (bzw. nicht normiert) sein, auch

wenn v selbst nichttrivial (bzw. normiert) ist.
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c) v(K*) st eine Untergruppe von Z, also v(K*¥)=mZ mit einem

me€Z . Die Bewertung v 1ist genau dann trivial, wenn m=20 gilt.
Wenn v nicht trivial ist, kann man durch v'(x) := ~v(x) (x € K*),
v'(0) := » eine normierte diskrete Bewertung auf K definieren.

D.h. es bedeutet hdufig keine Einschrankung, wenn man von einer dis-
kreten Bewertung voraussetzt, sie sei normiert.

Beispiel 8.3 Es sei p Primelement in einem faktoriellen Ring A.

a
Dann definiert man flir a€Q(A)-{0} von der Form a = p" 5%— mit pfalaz,
n €Z, eine normierte diskrete Bewertung durch vp(a)=n.

Satz 8.4 Sel K ein Kénpern, v eine diskrete Bewertung auf K.

Dann géﬂi-

al 0, :={x €K | v(x) 20} .8t ein Ring.

b) j = {x €K | v(x) =0} .

e) m, = {x € K| v(x) >0} .st das einzige maximale Ideal von 0,

ALsC : ®V oy Kokaﬂ mlt maximalem Ideak m, .

d) 0, <8t ein Hauptidealrning (also insbesondere ganz abgeschlossen),

und zwar genaw dann kein Kérpen, wenn v nicht trivial LisZ.
e) Wenn v nomdient ist, sind die (zueilnander assozilierten) Primelemente
von 0 genau die p mit v(p) = 1. (Jedes s0lche p enzeugt dann

m, . )

Zum Beweis:
a) x € 0,, yeo, = v(x) 20, v(y) >0 = v(xy) = v(x)+v(y) = 0.
v{x+y) = min{v(x), ( )) = (
leo,. 0= v(l) = v(
v

v(=x) = v(x)+v(-1) = v(
b) x € K in 0, invertierbar < v(x) =2 0 A v(x_l) >0:
Gilt v(x) 20, sowegen 0 = v(1) = v(x)+v(x_1): vix )
Also: x € K 1in 0, invertierbar < v(x) = 0.

X
0. v 1
(- )) v(- 1)+V(-1) = v(-1) =0 =

(-
x)=20.

c) m, ist ein Ideal: x € m,> Yy€O, = v(xy) = v(x)+v(y) > 0!
X € mv, y€m, = v(x) >0, v(y) >0 = v(xty) 2 min{v(x),v(y)} > 0.

- * ) . - .o .
®V m,, @V = ®v hat genau ein maximales Ideal, namlich m, nach 2.8.

<

d) Sei ac ®V ein Ideal #(0). Sei a € a so gewdhlt, daR v(a)
minimal unter allen v(x) mit x € a 1ist. (Dies ist sinnvoll, da

v(x) € N.) Dann gilt a = (a): Sei namlich b € a beliebig. Dann ist
b = a--g- mit a € a und v(g) = y(b)-v(a) 2 0, also —E—EQ)V , somit b€ (a).
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e) Nach der Theorie der Hauptidealringe ist p € 0, ein Primelement
genau dann, wenn p das einzige maximale Ideal m, von ®V erzeugt.
Nach dem Beweis von d) tut dies sicher jedes p € K mit v(p) = 1.
Wenn v(g) =n>1 und v(p) =1 idist (v ist normiert!), gilt

v(igp™") =n-n =0, also gp " € @, und deshalb p"|q. Dann kann q

nicht prim sein.

Definition 8.5 Ein Tokaler Hauptidealring A, der kein Korper ist,

heiBt diskreter Bewertungsring (DBR) .

Satz 8.6 Sel A ein diskreter Bewertungsiing, p ein Primelement von A.

a) Jedes ELement x € Q(A)* hat die Gestalt x = upn mit einem u € A*,
n €Z. Dabel it n unabhidngig von der Wahf von p .

b) Die Abbildung v = vp: Q(A) —Z U {0}  mit v(0) =0, v(X) =n,
wemn X = upn gemdf a) gewdhlt, ist eine noumierte diskrete Bewesrtung

von Q(A) mit A = 0, -
Beweis: Nach der Theorie der Hauptidealringe weif3 man a) zumindest dann,
wenn x € A - {0} ist. Fiir allgemeine x € Q(A)* folgt die Aussage so-
fort.

Zu b): DaB v eine normierte diskrete Bewertung ist, ist ein Spezialfall
von 8.3. Da wir dort den Beweis dem Leser liberlassen haben, sei hier wenig-
stens die Eigenschaft 8.1 (c) nachgeprift: Fir n2m 1in Z und

n-m

u,u' € A* qgilt pnu + pMy' = pm(p utu') = pma mit einem a € A. D.h.

v(pnu+pmu') = m+v(a) =2m = min(n,m) . Noch zu zeigen ist A = 0, - Nun
ist upn (mit u € A* und n €Z) genau dann ein Element von A, wenn

n >0 idst. —

Folgerung 8.7 Sel K ein Kérper. Die Zuordnung v 0, deginient
eine Bijektion

{ nommiente diskrete Bewertungen von K}
—  {A Unterrning von K | A ist ein DBR, Q(A) = K} .

Die inverse Abbildung wind durch A+ v, gegeben.

Beweis: a) Es gilt: v(® =v. Sei namlich u€ ®$ und p prim
v
in 0, so ist v(upn) = nev(p) = n nach 8.4 e).

b) ©, =A steht in 8.6 b).
‘A
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Satz 8.8 (Charakterisierung diskreter Bewertungsiinge nach Emmy Noether)

Sei A integen, noethersch, Lokal mit dem maximelen Ideal m

Es sdnd dquivalent:

(L) A ist ein diskreter Bewertungsring.

(i) dimA =1 und A .18t ganz abgeschlossen.

(Lil) A ist ganz abgeschlossen, und es gibt ein a € A - {0}, 40 daB
m € AssA(A/aA).

(iv) m 48t ein Hauptideal =*(0) ;
(v) A A8t faktorniell und besitzt im wesentlichen genau ein Primelement.

Beweis: (i) = (ii): A ist ein Hauptidealring. Also ist dim A =1 und
A ganz abgeschlossen nach 7.9. 4.14

(ii) = (iii): Sei a €m - {0} beliebig. Wegen {m} == SuppA(A/aA)
(also m minimal 1in SuppA(A/aA)) ist m€ AssA(A/aA) nach 4.15.

(ii1) = (iv): Es gibt ein b € A/aA, so daB m = AnnA(B) , b = b+aA.
Da AnnA(B) +A, gilt D+0, d.h. b € aA. Andererseits ist mb < aA,
d.h. mba ' cA (mit a’! €Q(A)). Darum ist mba © ein Ideal in A.

Behauptung: Es gilt sogar mba—1 = A | Beweis: Sonst wdre mba_l cm,
m(ba'l)2
e -1yn -1yn -
Insbesondere gdlte a(ba ) € A, d.h. (ba ") €a
Somit ist A[ba_lj ca YA und deshalb ba’! ganz iiber A. Denn A ist
noethersch und Aa_1 ~ A als A-Modul, somit A[ba_l] ein endlicher A-
Modul. Daraus folgt ba™t € A, d.h. b € aA. Widerspruch!
Mit mba™l = A ist m = Aab’!

< m(ba_l) cm,... also m(ba_l)n cm firalle n€ N .

1o fur alle n.

ein Hauptideal.

(iv) = (v): Sei m=Ap und a € A - {0} beliebig.
Behauptung: Es gibt ein n € N, so daB pn+1 1t a.

Beweis: Sonst gdbe es fiir jedes n € IN ein a, mit a = pnan

(a, :=a), also: pa .4 =a,. Man hatte Aa < Aa  ; flir jedes n.

Da0 A noethersch ist, gdlte Aa, = Aan+1 flir ein n. Somit wdre

a1 = ban = bpan+1 fiir ein geeignetes b € A, also bp =1, deshalb

p eine Einheit. Widerspruch!

Fir a € A - {0} gibt es also ein n€ N mit p"la, aber pn+1 1 a.

Es gibt also ein u € A mit a = p'u, ptu. Wegen ptu gilt uém,
deshalb u € A*. Wenn nun auch a = pjb , S0 gilt wegen pn+1 ¥ a, daB

k

J<n. Ist j«n, k=n-j,so hat man a=p3+ku=pjb , also p®u = b, deswe-

gen p| b und b ¢ A*. Es folgt also die Eindeutigkeit der Primfaktor-
zerlegung.
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(v) = (i): Sei a % (0) ein Ideal. Wdhle a € a - {0} so, daB bei der
Darstellung a = upn » u € A*, n minimal ist. Dann gilt a = Aa; denn
fir bea 1ist b= pmv mit einem v € A* und einem m >n, also

b = pm_nvu_l(pnu) = pm_nvu_la € Aa . Nach Definition ist A ein DBR. —

Definition 8.9 Ein Dedekindring ist ein ganz-abgeschlossener noetherscher

Integritdtsring der Dimension <1.

N.B.: Jeder Hauptidealring ist also ein Dedekindring. (7.9.)

Folgerung 8.10:  Ein noethenschen Integrnititsring ist genau dann ein De-
dekindning, wenn 4din jedes Primideal g # (0) 4in A der Ring Ap ein
diskreten Bewertungsiing Ls%.

Beweis: 8.8 (i) « (i1) und 7.15. —

Satz 8.11 E5 sel A ein Dedekindiing. Dann gilt:
a) Jedes Ideal a # (0) von A LRipt sdich bis auf die Relhenfolge ein-
deutig darnstellen als Produkt von endlich vielen maximelen Idealen.

b) Zu jedem Ideal a gibZt es ein Ideal h, s0 daB ab ein Hauptideal
A%,

Beweis: a) Nach 8.10 sind die Am flir maximale m < A diskrete Be-
wertungsringe. Bezeichne die zugehorige normierte Bewertung von

Q(Am) = Q(A) mit Vig - Fiir ein Ideal a definiere

v (a) i= min{v (a) | a €a} .

Behauptung 1): ach <« vm(a) > v _(h) fir alle maximalen Ideale m.

(
m
Beweis: "=" st klar. "&": Sei a € a. Flur jedes m gibt es ein

bm € mit vm(a) > vm(bm), also a € bmAm c hm. Nach 3.46 folgt a € h.

Behauptung 2): vm(ah) = vm(a) + vm(h).

Beweis: Seien a €a, b € so gewdhlt, daB vm(a) = vm(a),

v, (b) = vm(h). Dann ist vh(ah)rs v,(ab) = vm(a)+vm(b) = vm(a) + v, _(h),
da ab € ah. Andererseits %m<1§1 a1b1> > min{vm(aibi) | 1<i<r}2
a) + vm(h) , falls a; €a, b: € b, d.h. T a;b; € ab beliebig.

m

Vm(

Behauptung 3): Wenn ein Ideal a # (0) 1ist, gilt vm(a) > 0 nur fir
endlich viele maximale Ideale m.

Beweis: vm(a) >0 <« m>a. Da dann m/a ein minimales Primideal in
A/a ist, liefert 4.17 die Behauptung.
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v, (2)
Behauptung 4): a=TI'm

m
Beweis: Auf der rechten Seite steht ein endliches Produkt nach Behaup-

tung 3). Sei nun n ein beliebiges maximales Ideal in A . Aufgrund der
v (2)

m

Behauptung 1) ist nur noch vn(a) = vn<11m > zu zeigen. Es gilt aber
m

vn(n) =1, da v_ normiert ist, und v _(m) =0 fir m=+ n, da

(
n n
vn(m) = min{vn(a) | a €m} und wegen mdEn ein a € mn (A-n) existiert.

Deshalb ist
(%) vn<ﬂm

m

) ")

=TV (a)vn(m) = vn(ﬁ) .

-
mn mm

Damit ist die Existenz der Zerlegung bewiesen; die Eindeutigkeit folgt
ebenfalls aus (%).

b) O0.E. ist a # (0). Sei x € a- {0}, also (x) «a. Sei ferner
n. Y.

a =TTm1.1 und  (x) =le11. Dann ist ri-n, = 0 nach (%) und Behauptung 1).

r.-n-.

Definiere h :=ﬁm1.1 Es ist ah = (x). —

Bemerkung 8.12  Ein Integritdtsring, der a) oder b) aus 8.11 erfiillt,
ist ein Dedekindring. Siehe 12.28.

Bemerkung 8.13 Ist A ein noetherscher Integritdtsring der Dimension 1

und B der ganze Abschluf von A in einem endlichen Erweiterungskorper
von Q(A), dann ist B ein Dedekindring nach Satz 4.54 (Krull-Akizuki).
Aber B dist nicht immer endlich Uber A . (Siehe A5.)

Satz 8.14 (Sewresches Kniterium) Sel A ein noetherschern Integnitdts-
rning. Mit P sel die Menge seiner Primideale der Héhe 1 bezelchnet.
Dann sind dquivalent:

(L) A st ganz abgeschfossen.
() (a) Flrn jedes p € P 8% Ap ein diskretern Bewertungsiing,
(b) 4ir jedes a € A - {0} st Ass(A/ah) < P.

(Lid) (a) Firn jedes w € P st Ap ein diskreter Bewertungsring,

(b) A= n A .
peP s
Beweis: (i) = (ii): Da A ganz abgeschlossen ist, gilt dies auch fir

Ap nach 7.14. Ist ht(p) =1, so ist Ap nach 8.8 (i) « (ii) ein dis-
kreter Bewertungsring. Das ist (a).
Nun zu (b): Sei a € A - {0}, g € Ass(A/aA) . Nach 4.11 ist dann



94 §8  Diskrete Bewertungsringe, Dedekindringe

Y

Bewertungsring und deshalb ht(g) = dim Aﬂ =1.

(ii) = (iii): Wegen (ii) (b) genligt es, folgendes Lemma zu zeigen:

pA_ € AssA (A_/aA_ ), vermoge 8.8 (iii) « (i) also A_ ein diskreter
o BN R

Lemma 8.15 Sei A edn noetherschern Integrnitétsning und

Q= v Ass(A/aA) . Dann ist A= n A .

a€A-10) peq F
Beweis hierfir: Sei x =-§ € Q(A) mit b,a € A und x € Ap fir alle
g € Q. Wir missen zeigen, daB b € aA, d.h. (bA+aA)/aA =0, d.h.
AssA((bA+aA)/aA) =0 ist (4.5). Sei deshalb g € AssA((bA+aA)/aA),
also insbesondere g € AssA(A/aA) gemd 4.9 und somit g € Q.
Mit x € A_ ist b€ aAq und darum ((bA+aA)/aA)q =0, d.h.
n € Supp((bA+aA)/aA) . Dies widerspricht aber der Beziehung "Ass < Supp"

(4.15). —

Zuriick zu 8.14 (iii) = (i): A st Durchschnitt von diskreten Bewertungs-
ringen. Diese sind nach 8.8 (i) < (ii) ganz abgeschlossen. Also gilt dies
auch fir A . —

Aufgaben und Hinweise

1) Der reduzierte Ring A besitze nur endlich viele minimale Primideale
S ERRRPE Ferner sei S = A - 'Ul R die Menge seiner Nichtnull-
1=

n
teiler (2.17). Dann ist auf kanonische Weise s71a ~ ;T Q(A/ny)
(2. Al). Sei B der ganze AbschluR von A in s~ia. Zeige:

Dann ist B = H Bs s wobe’i B, isomorph zum ganzen AbschluB von
i=1
A/pi in Q(A/pi) ist - wund alles ist kanonisch. (Hinweis: Fiir

ein idempotentes Element e hat man die Ganzheitsgleichung e2—e =0
iiber jedem Unterring.)

2) Sei A cB eine Ringerweiterung und ¢ :={c € A | cB = A} =
AnnA(B/A) der sogenannte Fihrer dieser Erweiterung. Zeige:
a) ¢ ist ein gemeinsames Ideal von A und B, d.h. ein in A ent-
haltenes Ideal von B, und zwar das groBte unter all diesen.
b) Sei p€Spec A. Aus pdrc folgt Ap =B, . (Bp := (A-p) "B.)
Wenn B endlich iiber A ist, so folgt aus Ap Bp, daB pPdrc gilt

(4.14 und 3.39).

-1

[[r=
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5)
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c) Sei zusdtzlich A dinteger, B der ganze AbschluB von A und
A < B endlich. Dann ist © # (0). (Betrachte die "Nenner" eines
Erzeugendensystems des A-Moduls B.) Fir 5 € Spec A gilt die Aqui-
valenz: Ap ist ganz abgeschlossen <= gu 3 ¢. (Beachte 7.13, 7.14.)
Also ist {p € Spec A | Ap ganz abgeschlossen} offen und dicht in
Spec A im Sinne der Zariski-Topologie (1. A4).

Ganz abgeschlossene noethersche Integritdtsringe haben nach 8.14 eine
recht angenehme Struktur. Der Ubergang von einem noetherschen Integri-
tatsring A (bzw. noetherschen reduzierten Ring A ) zu seinem ganzen
AbschluB A in Q(A) (bzw. 1in s7Ia, s := {Nichtnullteiler} , vgl.
Al) bedeutet also eine gewisse Glattung, zumindest, wenn A wieder
noethersch ist. Dies ist jedenfalls dann der Fall, wenn A endlich
tiber A ist. Wenn letzteres gilt, kann man ferner A2 c) anwenden.
Die Eigenschaft, einen endlichen ganzen Abschlufl zu haben, ist also
sehr wichtig.

Sei k ein Korper. Zeige:

a) KIXJ, der formale Potenzreihenring in einer Unbestimmten, ist
ein diskreter Bewertungsring. - .

b) Die "formalen Laurentreihen mit endlichem Hauptteil®: X a1X1,
n €Z, bilden einen Korper k((X)) ; dieser ist "der" Quoti;nzenkﬁrper
von kIXH. Wie sieht die zum Bewertungsring KkIX]] gehorige Bewertung

aus?

a) Sei KclL eine radizielle (d.i. rein-inseparable) Korpererweite-
rung vom Grade p = char K (> 0). Zeige: Fir o € L - K ist dann
Mipo(a,K) = XP - oP. Wenmn A ein ganz abgeschlossener Ring mit

Q(A) = K ist, ist also B ={a €L | o €A} der ganze AbschluB

von A in L.

b) Konstruiere ein Beispiel, so daB - mit obigen Voraussetzungen und
Bezeichnungen - B nicht endlich liber A 1ist, wie folgt (E. Artin
und - unabhdngig - 0. Zariski, [Artin]): Sei k ein Kdrper der Cha-
rakteristik p=z0. Alles spielt sich ab im Korper k((X)). Sei

n= % c1.X1 € kIX] (mit c; € k) transzendent iiber k(X), und

i=0
v=nP= 5 PXPT. setze K :i= k(X,Y), L := k(X,n) = KWY) und
i=0
A = k[XI n K. Dann ist A ein diskreter Bewertungsring mit Prim-
*
element X . Fiir jedes n € N kannman Y '= fﬁ + XpnYn schreiben,

wobei fn ein Polynom in X und Yn € k[X] ist. Dann ist aber auch
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Y, € k(X,Y), also Y € A. Aus (x) folgt X" - x’”fn = 37;'6 B
(siehe oben). Wdre B endlich liber A, so gdbe es ein d € A, so
daB db € A+ An + AnZ + ... + APl fiir alle be B gdlte.
Dieses d miBte durch X" teilbar sein, und zwar fir alle n.

Sei A ein diskreter Bewertungsring, K = Q(A). Zeige:

a) Fir alle x € K¥ gilt: x € A oder x1en.

b) Sei B ein Ring zwischen A und K. Dann gilt B = A oder
B =K.

Bemerkung: Durch die Eigenschaft a) definiert man allgemeinere Bewer-

tungsringe. Man kann dies auch durch eine Verscharfung von b) tun:
b') Sei B ein lokaler Ring zwischen A und K, dessen maximales
Ideal das von A umfaBt. Dann gilt A =B.

Die Aquivalenz von a) und b') ist nicht trivial. ([Bourbaki] chap.VI.)

Bestimme die (normierten) diskreten Bewertungen von .
(Wenn A ein DBR mit Q(A) = @ ist, ist A>Z .
Bestimme m NZ, wenn m . das maximale Ideal von A ist.)

Sei k ein Korper. Bestimme die (normierten) diskreten Bewertungen
von k(X), die auf k trivial sind. (Wenn A ein DBR mit Q(A)=k(X)
ist, gilt Aok, ferner X € A oder X1 eA. Beachte: Es gibt
nur ein solches A mit A > k[X“ 11, aber A k[X] .)

Welcher Zusammenhang besteht zwischen Primdrzerlequng eines Ideals
und seiner Darstellung als Produkt maximaler Ideale in einem Dedekind-
ring?
Seien A ein Dedekindring, Myse oM, endlich viele maximale Ideale
von A, Nysevnsn, €L, as.-+58,. € Q(A) . Zeige:
a) Es gibt ein x € Q(A) mit vm_(x—ai) Zn. und vn(x) >0 fur
i
alle von den Myse- .M, verschiedenen maximalen Ideale n von A.

b) Es gibt ein x € Q(A) mit vm.(x) =n;, vn(x) >0 fir alle
i

maximalen Ideale n von A, die verschieden von den Mysenesm,

sind.
(Fur ay € A folgt a) aus dem chinesischen Restsatz 1.9, 1.10.
b) folgt aus a). )

Zeige: In einem Dedekindring wird jedes Ideal a % (0) von 2 Elemen-

ten erzeugt, von denen eines beliebig in a - {0} gewdhlt werden kann.
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Eine Verallgemeinerung von Lemma 8.15 ist Satz 1.6 in [Ischebeck].
(N.B.: In der zitierten Arbeit ist Lemma 3.9 falsch und deshalb Satz
3.7 nicht bewiesen. Diesen Hinweis verdanken wir Herrn H. Kramer
(Hamburg).)

Krull-Ringe. Ein (nicht notwendig noetherscher) Ring A heiBt
Krull-Ring (oder krullsch), wenn er ein Integritdtsring ist, der die
Aussage (iii) aus Satz 8.14 und zusdtzlich folgende Bedingung erfiullt:
Jedes a € A - {0} Tliegt in nur endlich vielen p € P. Die Klasse
der Krullringe umfa®t also die der noetherschen ganz abgeschlossenen
Integritdtsringe, besitzt aber - meist im Gegensatz zu letzterer -
folgende Eigenschaften:

a) Jeder (nicht notwendig noethersche) faktorielle Ring ist krullsch.
b) Wenn A krullsch und Q(A) =L eine endliche Korpererweiterung
ist, so ist der ganze AbschluB von A in L wieder krullsch.

c) Der Durchschnitt zweier krullscher Unterringe eines Ringes ist
krullsch. (Insbesondere gilt dies fir k N A, wenn A krullsch

und k ein Unterkdrper von Q(A) ist.)

d) Jeder Polynomring - auch in unendlich vielen Unbestimmten - iber
einem Krull-Ring ist krullsch.

e) Mit A dist jeder Bruchring s7IA krullsch.

f) Der ganze AbschluB eines noetherschen Integritdtsringes ist
krullsch.

Zu a) bis e) siehe [Bourbakil, chap. VII, zu d) insbesondere Exerc.
1.8. Zu f) siehe [Fossum] Chap. I, Theorem 4.3, [Nagata 2] oder
[Nagatal, 33.10.

Sei A ein noetherscher Integritdtsring der Dimension <2 . Dann
ist der ganze AbschluB von A ebenfalls noethersch. Der Fall

dim A = 1 dist wegen 4.54 (Krull-Akizuki) klar. Zum Fall dim A = 2
siehe [Nagata 2] oder [Nagatal , 33.12. Fir dim A =3 findet sich
ein Gegenbeispiel in [Nagata] Al Ex. 5. Schon im Fall dim A =1
braucht der ganze AbschluB nicht endlich Uber A zu sein. S.loc.cit.
Ex. 3.

Beachte, daB im Falle dim A < 2 aus obigem Ergebnis sich auch sofort
ergibt, daR der ganze AbschluB B von A in einem endlichen Erwei-
terungskdrper L von Q(A) noethersch ist. Es 1dRt sich ndamlich
leicht ein Unterring B' von B finden, der endlich iiber A st
und Q(B') = Q(B) erfillt.
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Vgl. zu dieser Thematik Satz 9.40 und Hinweise zu §18.

15) In der Literatur wird hdaufig folgende Terminologie benutzt: Seien
A,B wie in Al. Dann heiBft B die Normalisierung von A. Ferner
heiBt A normal, wenn es die Voraussetzungen von Al erfiillt und
A =B ist.

16) Zu einer "schwachen" Art von Normalisierung eines reduzierten Ringes
A, der sogenannten Seminormalisierung A siehe [Swan]. Unter der
Voraussetzung von Al gilt A c AcB.

§9  ANFANGSGRONDE -DER ALGEBRAISCHEN GEOMETRIE

1. Algebren von endlichem Typ Uber einem Korper

Definition 9.1 Sei B ein Ring.
a) Eine B-Algebra ist ein Ring A zusammen mit einem Ringhomomorphismus

B — A. Letzterer wird auch als Strukturhomomorphismus bezeichnet.

ol
b) Al’AZ seien B-Algebren mit Strukturhomomorphismen B ', A1
Ein B-Algebrenhomomorphismus f: Al-——e A2 ist ein Ringhomomorphismus,

.F
Af——h
O"\/Z‘
B

kommutativ ist, d.h. xy = foul gilt.

fir den das Dreieck

c) Es ist klar, was man eine Unteralgebra nennen soll, und deshalb auch,

was ein Erzeugendensystem einer Algebra bedeutet.

d) Eine B-Algebra A heiBt von endlichem Typ, wenn sie als B-Algebra
endlich erzeugt ist, d.h. wenn es einen surjektiven B-Algebrenhomomorphis-

mus B[Xl,...,Xn]-——e A gibt.

e) Eine B-Algebra A heift endlich, wenn sie als B-Modul endlich ist.
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(Im Unterschied zu 7.1 werden in obigen Definitionen nicht nur injektive
Ringhomomorphismen betrachtet.)

Satz 9.2 (Noethersches Nommalisierungslemmea) :

Seien k ein Konper, A eine integre k-Algebra von endlichem Typ und

n = trgd Q(A) . Dann gibt es n iber k algebraisch unabhingige Elemente
XqaeeeaXy € A, s0 daf A endlich iben k[xl,...,xn] Aist. Insbesondene
8% dann dim A = n.

(Fir eine Korpererweiterung k < K bezeichnet trgdkK ihren Transzen-
denzgrad.)
Zundchst ein Lemma, welches fir d = 10 jedermann und fir d = 2 jedem

Computer vertraut ist:

Seien d, n, PR B aé,...,aa nativliche Zahlen mit
n . n .
0O<a,<d, 0<al<d und s a,d' = z ald' . So folgt
! i=0 ' i=0 '

;
a; = a% g i =0,...,n. —

Beweis von Satz 9.2: Sei A = k{Yl,...,Ym]/n mit Unbestimmten Yi und

einem Primideal p. Mit Ys bezeichne die Restklasse von Yi modulo g .

Induktion nach m mit Induktionsanfang m < n: Da die Menge {yl,"q ym}
eine Transzendenzbasis von Q(A) lUlber k enthdlt, muB sie im Falle

"m <n" schon selber eine Transzendenzbasis sein. (D.h. es ist m = n

und g = (0).) Wdhle X; =Yy

Sei jetzt m >n, dinsbesondere g5 % (0). Es genligt, einen Ring B zwi-
schen k und A =zu finden, der von m~1 Elementen erzeugt wird, und
uber welchem A endlich ist. Denn dann ist trgde(B) = trgde(A) . Also

existieren nach Induktionsvoraussetzung XiswnesX € B, algebraisch un-

n
abhdangig, derart daB@ B, mithin nach 7.6 auch A, endlich liber

k[xl,...,xn] ist.

Zur Konstruktion von B sei
J

(%) f= x aJY €p- (0),
_ JEINT
J .1 In . . . .
wo Y o= Y1 < .. Ym flir J = (Jl,...,Jm) geschrieben wurde. Sei

d > grad f eine natiirliche Zahl. (Es geniigt, d > Max gradY.f zu wah-
i i

len.) Wir definjeren J*:= j1-+j2d+...-+jmdm_1
' i~1
Setze nun 7. :=Y, - Y? fir 2 <1 <m. Aus (%) erhalten wir dann

fir J = (jl,...,jm).
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i J* .
_ Jémm<adyl+gJ(Yl’ZZ’”"Zm)) mit

gradY gj < J*. Da aber nach dem Lemma und der Wahl von d diejenigen
1

-1
B d dm
f = f(Yl,Zz+Y1,...,Zm+Y1 )

J*, fir die
J*

- 0 .

f = aJoYl + h(Yl’ZZ""’Zm) mit aJo € k* und gradylh < Jg .

Da f € g ist, bedeutet dies, daB Y1 ganz liber B := k[ZZ""’Zm] ist,

ay ¥ 0 ist, paarweise verschieden sind, ist

wenn mit z; die Restklasse von Zi modulo p bezeichnet wird. —

Lemma 9.3 a) Sel A ein noetherscher Integrnitdtsning.
1. Wenn P eine unendfiche Menge von Primidealen der Hihe 1 ist, gilt

ng=(0).

peEP

2. Wenn dim A > 1 4%, besitzt A unendlich viele Primideale dern
Héhe 1.

bl k sel ein Kdaper. Dann hat kI[X] unendlich viele maximale Ideale.

Beweis: Zu a): 1. Ldge a € A - (0) in unendlich vielen Primidealen
der Hohe 1, so hdtte der noethersche Ring A/Aa unendlich viele mini-
male Primideale im Widerspruch zu 4.17.

2. 6.21.

Zu b): Euklid: G&be es nur endlich viele irreduzible normierte Polynome
r
f "fr » so bilde F =
1=

r
f.+1. Offenbar ist m f.+1 ¢ k, also
" 1] i=1
mof.+l ¢ (k[XI)*, aber f. ¥ F. Somit gibt es unendlich viele Prim-
i=1
polynome, also unendlich viele maximale Ideale, da k[X] ein Hauptideal-

10

ring ist. —

Satz 9.4 (Hilbertscher Nullstellensatz, algebraische Form): Sel k ein
Kgnper, A eine k-Algebra von endbichem Typ. Dann gilt:

a} Fin fedes maximale Ideal m st k < A/m eine endliche Kirpererwel-
terung.

b) Jedes Ideal a <A mit Va = a 48t Durchschnitt von maximalen Idea-
Len von A,

Beweis: a) A/m ist wie A von endlichem Typ iiber k. Nach 9.2 gilt
also trgdk(A/m) = dim(A/m) = 0; d.h. A/m 1ist algebraisch lber k,
somit - da von endlichem Typ - auch endlich liber k.



9.2 Affine algebraische Varietdten 101

b) Nach 1.18 ist a =va= n p. Deshalb geniigt es, den Fall, daB a
noa
prim

prim ist, zu betrachten. Sei g maximal in der Menge aller Primideale,
die nicht Durchschnitt maximaler Ideale sind. Insbesondere ist g selbst
nicht maximal, also dim(A/g) > 0.

Gilt dim(A/p) = 1, so gibt es nach 9.2 ein x € A/g, transzendent liber
k, derart daB A/p Uber k[x] ganz ist. Mit k[x] hat A/m unendlich
viele maximale Ideale (9.3b) und 7.20). Deren Durchschnitt ist (0) in
A/p nach 9.3a)l. Also ist g in A Durchschnitt maximaler Ideale.
Widerspruch!

Gilt dim A/g > 1, so hat A/ unendlich viele Primideale der Hohe 1
nach 9.3a)2. Mit 9.3a)l. folgt, daB g Durchschnitt von Primidealen ist,
die g echt umfassen, die also (nach Wahl von g ) selber Durchschnitt

maximaler Ideale sind. Widerspruch! —

Folgerung 9.5 Sei f: Aj— A, ein Homomorphismus von k-Algebren end-
Dann ist £

Lichen Typs und m ein maximales Ideal von A m) eln

maximales Ideal von Al'

2 .

Beweis: Man hat injektive Ringhomomorphismen k ¢— Al/F—l(m) — Az/m.
Da A2/m nach 9.4a) endlich iliber k 1ist, ist es erst recht endlich Uber
dem Integritdatsring Al/f_l(m) . Dieser ist also nach 7.18 ein Korper. —

N.B.: Fiir beliebige Ringhomomorphismen ist die Folgerung nicht richtig.
Beispiel: Z — § .

Der Inhalt der ndchsten beiden Abschnitte wird im folgenden kaum gebraucht.
Man darf ihn deshalb beim ersten Lesen liberschlagen. Dazu ist allerdings
zu bemerken, daB die Wichtigkeit der kommutativen Algebra groRenteils auf
ihren Anwendungen in der Algebraischen Geometrie beruht.

2. Affine algebraische Varietdten

In diesem Abschnitt bezeichne k einen algebraisch abgeschlossenen Kirper
und A = K[X1s.0nsX ] den Polynomiing in n  Unbestimmten.

Unter (ay,....a,) mit a; €Kk vernstehen win hien ein n-Tupel

(in k") - nicht ein Tdeal. Das von frseensf in A enzeugte Ideal
wird hier mit (fl""’fr)A bezeichnet.

r
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Definition 9.6 Fir F <A sei definiert

V(F) := {(ajs....a,) € k" | f(aj,....a,) = 0 fir alle f e F}. V(F) heift
die affine Varietdt von F und ist die Losungsmenge von f(x) =0,

f € F. Die V(F) heiBen auch algebraische Mengen (in k") .

Feststellung 9.7 a) Ist acA das von F enzeugte Ideal in A, 40
gt V(a) = V(F).
b) V(a) = V(Va).

Beweis: a) Fca = V(F)>V(a). Sind f.eF, hi € A beliebig,

so ist (X hjfi)(a) =X h.(a)f;(a) =0 flr alle a € V(F). Es folgt

a € Va) .

b) Wegen Vaoa gilt V(Va) cV(a). Wenn a € V(a) und f €va ist,
gilt f" € a fiir ein m, also (f(a))" =0 1in k wund somit f(a) = 0.
Es folgt a € V(va) . —

Die algebraischen Teilmengen eines k" sind die ersten Objekte der alge-
braischen Geometrie. Jede solche ist nach 9.7 von der Form V(a) , wobei

a ein Ideal mit a =Vva idst. Andererseits ist jede algebraische Menge
auch von der Form V(F), wobei F eine endliche Menge von Polynomen ist.
Denn A ist noethersch und V(a) = V(fl""’fr) , falls a wvon
f1s...,f. erzeugt. (Wie UbTich wurde hier V(fl""’fr) statt
V({fl""’fr}) geschrieben.)

Definition 9.8 a) Ein Ideal a heiBt reduziert oder Radikalideal, wenn
a=ya gilt.
b} SpmaxB = Menge der maximalen Ideale des Ringes B.

Definition 9.9 Sei M < k" eine beliebige Teilmenge.
I(M) := {f €A | f(a) = 0 fiir alle a € M} heiBt das Verschwindungsideal
von M.

Bemerkung 9.10 I(M) ist ein reduziertes Ideal. Dies sieht man wie 9.7.

Satz 9.11 a) Die maximalen Ideale von A sind diefenigen von der Form
(X;-aqs-..5X -a )A mit a, € k. Die Abbildung o: k" — Spmax A, de-
finlent durch a = (al,...,an) — oy is (Xl—al,...,Xn-an)A , AAL bifektiv.
Die Umkehrnabbildung ¢ ordnet jedem maximalen Ideal m wvon A das

einzige ELement von V(m) zu.
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b) Fin f €A und a; € k gilt:
f € (Xl—al,...,Xn—an)A PR f(al,...,a

Beweis: a) Die Zuordnung Xi &e)g-ai definiert einen k-Algebrenautomor-
phismus von A . Das maximale Ideal (Xl,...,Xn)A wird dabei auf
(Xl—al,...,Xn—an)A abgebildet. Also ist letzteres ein maximales Ideal.

Sei umgekehrt m ein solches. Die Erweiterung k < A/m dist nach 9.4a)
endlich, also trivial, da k algebraisch abgeschlossen ist. Es gibt also
a. € k mit Xi = a, mod m, d.h. X.—ai € m. Demnach muB m mit dem

i i

maximalen Ideal (Xl—al,...,Xn—an)A tibereinstimmen.
Wir haben gezeigt, daB ¢ surjektiv ist. Da aber offenbar

V(ma) = V(Xq-aq,....X-a,) = {a} dist, ist Y wohldefiniert und

Yo = 1dkn , somit ¢ auch injektiv und ¢ dnvers zu o.

a

b) Offenbar ist f(Xl,... X ) = f(al,... n

n -]
Deshalb gilt: f(Xl,..., n) € (Xl—al, . ,X
n) € (Xl aps- ’Xn )

) mod (Xl—al,...,Xn-an)A.
i~ )A
= f(al,...,a = (0) .(b) folgt auch aus a).)—

Folgerung 9.12 Sei F <A und a € k". Dann gilt:
aEV(F) &= Femn < I(V(F))cma

(Dabei ist m wie in Satz 9.11 definiert.)

Beweis: Aus 9.11b) erhdlt man "a € V(F) <« F c ma" durch Anwendung
auf die f € F und "a € V(I(V(F))) <= I(V(F)) < ma" durch Anwendung
auf die f € I(V(F)). Es ist aber V(I(V(F))) = V(F). -

Bei der in 9.1la) angegebenen Korrespondenz entsprechen die Punkte von
V(F) also umkehrbar den maximalen Idealen von A, die F bzw. I(V(F))
umfassen, d.h. den maximalen Idealen von A/(F)A bzw. A/I(V(F)). (Da-
bei ist (F)A das von F in A erzeugte Ideal.) Da ein Ring genau dann
maximale Ideale besitzt, wenn er nicht isomorph zu 0 ist, erhalten wir:

Folgerung 9.13  V(F) #+ @ < (F)A+A. —

Scharfer gilt:

Satz 9.14 (Hikbertscher Nullstellensatz, geometrische Fomm):
Sei FeA, a=(F)A. Damn £ I(V(F)) =va.

Beweis: f € I(V(F)) < f(a) =0 flr alle a € V(F) <= fE¢€ m,
fiir alle a € V(F) < f€m flir alle m mit m>F. Wegen 9.4b) ist
letzteres dquivalent zu f € Va. —
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N.B.: Der Satz ist in der Tat eine wesentliche Verscharfung von 9.13.

Denn er besagt nicht nur, daB ein echtes Ideal a von A Nullstellen

hat, sondern sogar, daB seine Nullstellenmenge so groB ist, daB nur die
modulo a nilpotenten Polynome auf ihr verschwinden.

Folgerung 9.15 Die Abbildung V bildet die Menge der reduzierten Ideale
An k[Xl""’Xn] bijektiv und orndnungsumkehrend auf die Menge der alge-

braischen Mengen in K" ab. 1, eingeschrdnkt auf die algebraischen Men-
gen, ist die (ebengalls ondnungsumkenrende) Umkehrabbildung. —

Folgerung 9.16 Fir f,g € A gift: V(f) o2 V(g) < Jeder Primfaktor
von g 8L einer von f .

i
q .
1 1

=T

pii die Primfaktorzerlegung von f, g =

i=1 i
die von g. Nach 9.14 gilt: I(V(f)) = V(f) = (py*...*p.) und
I(V{g))=vTq) =(q1-...-qs) . Also: V(f) =2 V(g) < I(V(f)) = I(V(g))

= (pl-...-pr) c (ql-...-qs) e f = hgy-...°q mit einem h € A. —

Tt

Beweis: Sei f =

Feststellung 9.17 a) Fin Ideale a,,1 €1, in A gLt

nV(a;) = V( Za;). Esést V(0) = k.

i€l i€l
bl Firn Ideake L ERRREL . in A gkt V(a1°."'ar) = V(allﬁ...rWar) =
'u1V(a1). Es st V(AY = 0.
']:
Beweis: a) V(a,) V(=X ai) fir j€I = nV(@@:.)>V(Z ai) .
— i€l jer Y i€l
x € nV(a,) = f(x) =0 fir alle fE€ aj und alle je€Il = f(x) =20
jel
fir alte f€ va, = f(x)=0 firalle fe (va,)A= X a;, =
jer d jer J i€l
x € V(= ai).
i€l

by anhca, anbhch = V(anh) oV(a) uV(h) =

V(ah) o V(a n k) oV(a) u V(). Ist x ¢ V(a) UV(h), so gibt es
fea, g€h mit f(x) #0 % g(x), also feg(x) + 0, und deshalb
x € V(ah) . —

Definition 9.18 Eine algebraische Menge M c k" heiBt irreduzibel, wenn

M+ @ ist und flir je zwei algebraische Mengen Nl’NZ < k" aus NjuN, =M
folgt: M= N; oder M= N, .
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Satz 9.19  Fir edine algebraische Menge M gilt:
M st tveduzibel <= I(M) A8t prdim.

H_ 1,

Beweis: "=": Seien fise-ooF die paarweise verschiedenen minimalen

r
Primoberideale von I(M). (Wegen 4.17 ist r <. ) Da I(M) reduziert
ist, ist I(M) = BN Nopl Ware I(M) nicht prim, so r > 1.

Setze N; = V(pl) s No = V(g n ..o g.) > NpUN, =M, da

p.) = V(pl) UV, N ... N pr) . Wére N; =M, dann

.i
pp =R N .o Nogy (nach 9.15). Ware N, =M, dann
fFo N Dp =y n...ng.. Beides steht (fir r > 1) 1im Wider-
spruch zu

Lemma 9.20  Sedlen Hy,....H, und gpse- ol Primideale {eines beliebd-
gen Ringes) mit Bo? R und g, $ 13 g i+ 3. Aus gy No...Dog =
gy N ... 0o folgit dann {pl,...,pr} = {ql,...,qs}.

Beweis hierfir: Flir 1 <1i<r gilt B2 W n...ng.=g;0...N049..

Also gibt es ein j mit g, 2 qj (1.14). Zu diesem j gibt es ein 1
mit qj R Es folgt R und deshalb i =1 und gy =45
Symmetrie 1iefert den Rest. —

Zuriick zu 9.19. "&': I(M) = g. Sei M=V(a) uV(h) = V(an k), also
p=vVanh. Es folgt poanh, also goa oder poh nach 1.14.
D.h. es ist M cV(a) oder M < V(h), also M= V(a) oder V =V(n) .-

Satz 9.21 Eine algebraische Menge M st Vereinigung endlich vielern
{uneduziblen algebraischer Mengen, die paawuveise einander nicht umgassen:
M=M Uu... U Mr Die Menge {My,....M} A8t eindeutig bestimmt. Wenn
I(M) = Fp N oeee N R mit den (paauwweise verschiedenen) minimalen Prim-
oberddealen g, von I(M) 4st, gt r =s uwnd (nach Umnumerierung)
M. = V(pi).

Beweis:  Aus der o.a. Darstellung I(M) = g1 0N .. N R ergibt sich
M=V(IM)) = V(pl) Uu...u V(ps) mit V(pi) ¢ V(pj) fir 1% Jj, da
die M reduziert sind und R >y R gilt. Ist M= M1 Uy ... U Mr ir-
gendeine solche Darstellung, so ist Mj = V(qj) mit Primidealen o nach
9.19 und q; lem qj , da Mi P Mj , fir i+ Jj. Wir erhalten

M = V(q1 n...n qr) , also gy N ...Nng = IM) =gy N ...naq, -

Wende Lemma 9.20 an. —
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Definition 9.22 Die Mi in Satz 9.21 heiRen die irreduziblen Komponenten
der algebraischen Menge M.

Beispiele 9.23 a) Fur f €A gilt: V(f) st irreduzibel e f = pN

mit einem irreduziblen p € A.

r r
b) Sei f = pl1 c .. psS > Pj irreduzibel und paarweise verschieden.
Dann ist V(f) = V(pl) Uu...u V(ps) , und die M, := V(pi) (l<i<s)

sind die irreduziblen Komponenten von M.

Bemerkung 9.24  Ketten von irreduziblen algebraischen Teilmengen in V(a)

entsprechen Ketten von Primidealen von A/a und umgekehrt (vermdge I
bzw. V).

Definition 9.25 Ist M = V(
(M

a) eine algebraische Menge des kK", so
setze man dim M := dim A/I(M)

= dim A/Va = dim A/a.

Bemerkungen 9.26 a) Die irreduziblen nulldimensionalen algebraischen

Teilmengen des k" sind von der Form V(m), wo m ein maximales Ideal
von A 1ist, also einpunktig.

b) Die nulldimensionalen algebraischen Teilmengen von k" sind genau
die endlichen Teilmengen.

c) Eine irreduzible algebraische Teilmenge M von K" hat genau dann
die Dimension 1, wenn gilt:

1. M 1qst unendlich,

2. Jjede echte algebraische Teilmenge ist endlich.

Solche Mengen heiBen irreduzible (affine algebraische) Kurven.

d) Eine (nicht notwendig irreduzible) algebraische Teilmenge M von k"
hat die Dimension 1 genau dann, wenn sie eine endiiche Vereinigung irre-
duzibler Kurven, vereinigt mit einer endlichen Menge ist.

e) Die Dimension einer (nichtleeren) algebraischen Menge ist das Maximum
der Dimensionen ihrer irreduziblen Komponenten.

Eine irreduzible algebraische Menge M hat die Dimension d genau dann,
wenn M eine echte algebraische Teilmenge der Dimension d-1 besitzt
und jede echte algebraische Teilmenge eine Dimension <d-1 hat.

N.B.: Man kann die Dimension einer algebraischen Menge induktiv durch die
Aussagen b) und e) definieren.

Satz 9.27 Seil V eine inwreduzible algebraische Teilmenge von K.
Dann 48& dim V = trgde(A/I(V)).
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Beweis:  Nach 9.2 gibt es iiber k algebraisch unabhdngige Xj....,X
in A/I(V), derart, dal A/I(V) ganz lber KIXpsennsX,] und

r = trgde(A/I(V)) ist. Es ist dim V = dim A/I(V)
dim k[xl,...,xr] = ro. —

r

73—3_8.)

Bemerkung 9.28 Seien V < K" und W< K" algebraische Mengen. Dann 1ist

auch VxW < k"xk™ = k"™ eine algebraische Menge. Namlich: Xl""’Xn’
Yl""’Ym seien n+m Unbestimmte und F < k[Xl""’Xn]’

G o k[¥yse.sY ] Teilmengen mit V = V(F), W = V(G). Betrachte
k[Xl,...,Xn] und k[Yl""’Ym] auf naheliegende Weise als Unterringe

von  k[Xy,...0X 5 Yyse..nY 1. Dann dst offenbar VxW = V(F UG) .

3. Morphismen

Weiterhin sei mit k ein algebraisch abgeschlossenen Kirper bezelchnet.

Definition 9.29 Seien V< k", W< k" algebraische Mengen. Eine Abbil-

dung f: V— W heiBt Morphismus algebraischer Mengen, wenn es Polynome

fl,...,fm in n Variablen gibt, so daB fiir die Abbildung F kN — km,
definiert durch (xl,...,xn) — (fl(xl,...,xn),...,fm(xl,...,xn)) gilt:

FIV = f. FEin Isomorphismus (algebraischer Mengen) ist ein Morphismus

f: V— W, flir den es einen Morphismus g: W—— V gibt mit gof = 1dv
und fog = 1'dw.

Bemerkungen 9.30 a) Morphismen V— W mit Wc k" werden also durch

m-Tupel von Polynomen gegeben. Dabei konnen verschiedene m-Tupel densel-
ben Morphismus beschreiben. Genauer: (fl,...,fm) und (91""’gm) be-
schreiben denselben Morphismus V—— W dann und nur dann, wenn

folV =gV, d.ho fy-gy € I(V) flr 1<i<m gilt.

b) idv ist ein Morphismus. Desgleichen sind konstante Abbildungen Mor-
phismen. Mit a: Vl-——e V2 und B: V2-——» V3 ist Boa ein Morphismus.

c) Eine Abbildung o: V—— W ist ein Isomorphismus, wenn o bijektiv
ist und o sowie a_l Morphismen sind.

N.B.: Es gibt bijektive Morphismen, die keine Isomorphismen sind.
Siehe A.9.
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d) Ve K" sei eine algebraische Menge. Die Morphismen V — k bilden
auf naheliegende Weise ein k-Algebra. Diese wird mit Kk[V] bezeichnet.
("+" und "+" werden wie Ublich, etwa wie bei stetigen Funktionen, defi-
niert. Der Strukturhomomorphismus ordnet jedem ¢ € k den entsprechenden
konstanten Morphismus zu.) Im Falle V =@ erhdlt man den Nullring mit
trivialem Strukturhomomorphismus.

Satz 9.31 Fin eine algebraische Teilmenge V des k" hat man einen
kanonischen k-Algebrenisomonphismus :

k[X 5K 1/T(V) — KIV].

l,..

Beweis: Fir f € k[Xl""’Xn] sei mit f|V der zugehorige Morphismus
V — k bezeichnet. Nach Definition ist jeder Morphismus V— k von
der Form f|V. Man erhdlt also eine surjektive Abbildung

KIXysooosXy 1 — kIV] durch f +— f|V. Diese Abbildung ist offenbar
ein k-Algebrenhomomorphismus und hat den Kern I(V). —

Definition 9.32 Zu einem Morphismus ao: V—— W algebraischer Mengen

gehort ein k-Algebrenhomomorphismus o*: k[W] — k[V1, definiert durch
o*(f) = foa fir Morphismen f: W— k. .
(Beachte die "Pfeilumkehrung": V-2 W, k[VI¢Z— k[W]. Es ist hier so

wie bei dualen Vektorrdumen.)

Bemerkung 9.33 Es gilt 1d§ = id yg (Boa)® = a®op*. Die Zuordnung
V — k[V], o+ o 1ist ein "kontravarianter" Funktor von der "Katego-

rie" der (affinen) algebraischen Mengen in die "Kategorie" der reduzierten
k-Algebren von endlichem Typ. Jede reduzierte k-Algebra von endlichem Typ
ist isomorph zu einem k[V]. Denn sie ist von der Gestalt k[Xl,...,Xn]/a
mit a =va. Wegen 9.14 kann man V = V(a) wdhlen.

Den Punkten aus V entsprechen bijektiv die maximalen Ideale von
K[X{s...5X 1, die I(V) umfassen, d.h. wegen 9.31 den maximalen Idealen
von k[V]. Mit mp,V bezeichnen wir das zu p € V gehdrige maximale
Ideal von k[V]. (Fir V= K" st mp,V = mp mit der Bezeichnung von
9.11.)

Satz 9.34 Sei o: V—s W ein Morphismus algebraischer Mengen und
p €V. Dann 5%

(@) ) = B
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D.h. wenn man V  bzw. W (wie oben angegeben) mit Spmax k[V] bzw.
Spmax k[W] {dentifizient, induziert a*: k(W] — k[V] die Abbildung
o: Spmax k[V] —— Spmax k[W].

Beweis: a) Zundchst betrachten wir den Fall V = K", W= kM. Sed
o k" — k™ durch f

o*: k[Yl,...,Ym]-——» k[Xl"“’Xn] als k-Algebrenhomomorphismus durch

1""’fm € k[Xl,...,Xn] gegeben. Dann ist

Yi b= 1, gegeben. Denn durch das Polynom Y; wird als Abbildung
k" — k die Projektion auf den i-ten Faktor (d.h. die i-te Koordinate)
definiert. Verknlipft mit « ergibt sich i

Also ist o*(Yi=fi(p)) = fi(X{s.nXy) = Fi(ags-..hap) € my, WO

pi= (ay,...,a,) sei. Somit ist a*(ma(p)) <m s mithin

Mo(p) < (a*)—l(ép).. Da My (p) ein maximales Ideal (und 1 ¢ my ) ist,
folgt der Satz in diesem Falle.

b) Sei jetzt V < K" eine algebraische Menge, W = K" und a: V—s k"
die Inklusionsabbildung (a(p) = p) . Diese ist ein Morphismus - namlich
durch das n-Tupel Xl""’Xn von Polynomen aus k[Xl,...,Xn] definiert.
Der Homomorphismus o*: K[Xq 5o oo sX 1 — KIV] = k[X{,....X 1/I(V) st die
kanonische Restklassenabbildung. Offensichtlich ist

(o)t
diesem Falle bewiesen.

(mp,V) = (0*)_1(mp/I(V)) = mp = ma(p) . und damit der Satz auch in

c) Zuletzt betrachten wir den allgemeinen Fall. Seien V in k" und
Woin k7 algebraische Mengen, I(V) < k[Xl,...,Xn] ,» I(W) < k[Yl,...,Ym]
und 11: V—s k", 12: W—> k™ die Einbettungsabbildungen. Der Morphis-
mus o sei durch fl,...,fm € k[Xl,...,Xn} gegeben. F: K" — KM sei
ebenfalls durch fl,...,fm gegeben. Man hat also ein kommutatives Dia-
gramm

Das hieraus entstehende Diagramm

%
K[V] <«<—2—— Kk[W]

- % « K
‘1{ [‘2

F*
KIXg s Xy ] = K[Yq ¥ ]

ist wegen der Funktoreigenschaft (9.33) ebenfalls kommutativ. Sei p€V und
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n/I(W) = (0(*)_1mp’V . Damn ist n & (15)'1(a*)'1mp,v - (F*)_l(if)'lm
D) 1, Y b)

(F*) mp = mF(p) = ma(p) , also n/I(W) = ma<p) / I(W) = mo((p),w .

p,V

Definition 9.35 Mor(V,W) bezeichnet die Menge der Morphismen V — W

und Homk_A1g(A,B) die Menge der k-Algebrenhomomorphismen A — B.

Satz 9.36 Die durch o— o* definierte Abbildung

Mor(V,W) — Homk_A]g(k[w],k[V])
A5t bifektiv.

Beweis: Injektivitit: Wenn o % B 1ist, gibt es ein p € V mit
a(p) + B(p) , also (a*)'l(m) + (B*)'l(m), wo m das zu p gehorige
maximale Ideal von k[V] ist. Dann muB aber o* % B* sein.
Surjektivitat: Sei «¢: k[W] — k[V] ein Homomorphismus,

KIVI = k[Xy,...X 1/71(V) 5 KIW] = K[Yqse.onY 1/I(W) . Betrachte

k[Xl,...,Xn] Cmmmmmm e m k[Yl,...,Ym]
KIV] - KIW]
mit kanonischen Ks Wahle fl,...,fm € k[Xl,...,Xn] so, daf

Kl(fi) = ®()K2(Y1) ist. Definiere @ durch Y, b= f.. Dann wird obiges
Diagramm kommutativ und deshalb &(I(W)) = @(Ker K2) < Ker k; = (V).
Wenn also mp ein maximales Ideal von k[Xl""’Xn] mit peV, d.h.

m > I(V), ist, gilt q>‘1(mp) S o L(I(V)) > I(W). Es ist aber @ = F*,
wo F: k" — K™ durch froee oty gegeben ist. Also ist @_1(mp) nach
9.34 das maximale Ideal Mepy von k[Y{seoos¥pl . Aus Moy 2 I(W)
folgt F(p) € W. Der Morphismus F: k" — kM induziert also durch
Einschrinkung einen Morphismus o: V— W mit o* = ¢. —

Definition 9.37 Ein Morphismus @: V—— W algebraischer Mengen heifit

endlich, wenn k[V] vermoge des Strukturhomomorphismus
¢*: k[W] — k[V] eine endliche k[W]-Algebra ist.

Satz 9.38 Die Fasern eines endlichen Morphismus @: V— W sind end-
Lich. (D.h. m_l(p) ist eine endliche Menge fin fedes p € W.)

Beweis: Wenn man Punkte von W bzw. V mit maximalen Idealen von k[W]
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bzw. k[V] identifiziert und 9.34 beachtet, hat man folgendes zu zeigen:
Zu jedem maximalen Ideal n von k[W] gibt es nur endlich viele maximale
Ideale m von k[V] mit (m*)—l(m) =n. Es gilt aber sogar das

Lemma 9.39 Seil A c B eine endliche Ringewweiterung. (ber fedem Prim-
ideal g von A Liegen nur endlich viefe Primideale von B.

Beweis hierflir: Sei h der Durchschnitt aller Primideale von B, die
iber § Tliegen. Setze A' := A/g und B' = B/h. Man kann dann A' als

Unterring von B' auffassen, und die Primideale von B, die Uber g Tie-
gen, entsprechen den Primidealen von B' , die uber (0) in A' Tliegen,
d.h. den Primidealen von B', die mit S = A' - (0) Teeren Durchschnitt
haben, d.h. den Primidealen von s-1g' . Da B endlich iber A ist, ist
s-18' endlich uber S™IA’ , d.h. ein endlich dimensionaler s-1a'-vektor-
raum. ST1B' st deshalb als S™IA'-Modul von endlicher Ldnge, also erst
recht als S™1B'-Modul. Nach Satz 4.51 ist jedes Primideal von s1g'  ma-
ximal, also auch ein minimales Primideal. Deshalb folgt aus 4.17, daP
s718' nur endlich viele Primideale hat. —

Die Bildung des ganzen Abschlusses einer integren k-Algebra endlichen
Typs liefert einen endlichen Morphismus. Dies liegt an folgendem

Satz 9.40 Seil k ein nicht notwendig algebraisch abgeschlossener Kirper,
A eine integrne k-Algebra endlichen Typs, L = Q(A) eine endliche Kirper-
cwelterung. Dann ist den ganze AbschfuB von A in L endlich Gber A.

Beweis: Sei B dieser ganze Abschluf. Nach 9.2 gibt es algebraisch un-
0 in A, derart daR A endlich Uber k[xl,...,xn]
ist. B ist dann auch der ganze AbschluB von k[xl,...,xn] in L, und
L st endlich tiber k(xl,...,xn) . Wir dirfen also A = k[xl,...,xn]
annehmen. Wenn L' die normale Hulle von L iber Q(A) st und der gan-
ze Abschlu® B' wvon A in L' endlich iiber A 1ist, so gilt dies auch
flir B. Wir dirfen also annehmen, daB L iiber Q(A) normal ist. Nach
[Lang] VII §7 Proposition 12 gibt es dann einen Korper E zwischen Q(A)
und L, derart daB L iber E separabel und E {ber Q(A) radiziell
(d.h. rein inseparabel) ist. Wir sind fertig, wenn wir wissen, daf der
ganze Abschlud C von A in E endlich Uber A idst. Denn dann ist C
noethersch und ganz abgeschlossen, Q(C) = E und L > E eine endliche,

abhdangige XqsneesX

separable Korpererweiterung, so daB man Satz 7.26 anwenden kann.
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Es genligt also, den Satz in folgendem Fall zu beweisen: Es ist

A = k[Xl""’Xn] (der Polynomring) char k = p >0 und L radiziell

iber Q(A). Dazu konstruieren wir eine Q(A)-lineare Abbildung

S: L—>Q(A) mit {0} # S(B) < A. Dann kann man namlich den Beweis

von 7.26 wortlich libertragen. Da L {Uber Q(A) radiziell und endlich

ist, gibt es eine Potenz g von p mit L < Q(A)l/q . Dann 1ist
kl/q[X%/q,...,Xﬁ/q] ganz abgeschlossen (7.9) und ganz iiber A, also der
ganze Abschlup von A in Q(A)Y/9. Demnach ist B =L n kM9x/9,..x1/97.
Nun 1ist k[X%/q,...,Xi/q] ein freier A-Modul. Eine Basis besteht aus den

Elementen (X%/q)d1 < .. (X%/q)mn mit 0<a; <q.

Und kl/q[X%/q,...,Xi/q] ist frei (aber nicht notwendig endlich) lber
k[X%/q,...,Xi/q]. Eine Basis wird durch eine Basis der Korpererweiterung
k < kl/q gegeben. Insgesamt ist kl/q[X%/q,...,Xi/q] gin freier A-Modul.
Deshalb gibt es zu einem (beliebig gewdhlten) Element b, € B - (0)

< kMxy/9,...xM/97 - (0) eine A-Tineare Abbildung:

5: kl/q[x%/q,...,xg/q]-—» A mit s(b,) # 0. Da L = {2.1 beB, a€A - (0)}
ist, wird durch S(2) := 3) eine Abbildung S: L—> Q(A) der gesuch-

ten Art definiert. — (Vgl. Lemma 18.71.)

Sei V eine irreduzible algebraische Menge liber einem algebraisch abge-
schlossenen Korper k. Dann ist k[V] eine integre k-Algebra endlichen
Typs. Nach obigem Satz ist ihr ganzer AbschluB k[VI endlich tiber KkIV],
also wieder eine k-Algebra endlichen Typs. Demnach gibt es eine algebrai-
sche Menge V mit k[V] = K[V] . Und der Einbettung k[V] < k[V] ent-
spricht ein endlicher Morphismus V— V.

Aufgaben und Hinweise

1) Eine Verschdrfung des Noetherschen Normalisierungslemmas findet sich
in [Serre] I1I-20,Thm. 2 und in [Bourbakil Chap. V, §3, Thm. 1.

2) Sei A cB eine Erweiterung endlichen Typs von Integritdtsringen.
Zeige (mittels 9.2): Es gibt ein s € A - (0) und liber A algebra-
isch unabhdngige Elemente XpseensX, € B, derart daB BS ganz Uber
As[xl"“’xn] ist. (Die algebraische Unabhdngigkeit der XqseeesXy

so11 bedeuten, daB der Einsetzungshomomorphismus

A[Xl,...,Xn]-——» A[Xl""’xn] . Xi — X5 s ein Isomorphismus ist.

A, = sTlA mit S = {1,s,8%,....}. )
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Sei A = K eine Ringerweiterung von endlichem Typ und K ein Korper
(also A dnteger). Zeige:

a) Es gibt ein s €A - (0) mit Q(A) = A
b) [K:Q(A)] < e ;

c) (0) din A st nicht Durchschnitt aller librigen Primideale von A.
(Verwende A2 und 7.18 flr a) und b) und 2.14 fir c).)

g °

Sei A ein noetherscher Integritdtsring. Zeige: Genau dann gibt es
ein x € Q(A) mit Q(A) = A[x], wenn A semilokal und dim A <1
ist.

Eine Verallgemeinerung von Satz 9.4. Ein Ring heiBt jacobsonsch (oder

hilbertsch), wenn in ihm jedes Primideal (also auch jedes Ideal a mit

a = Va) Durchschnitt maximaler Ideale ist. GemdB3 9.4 ist jede Algebra

endlichen Typs Uber einem Korper jacobsonsch.

Sei A ein jacobsonscher Ring und B eine A-Algebra endlichen Typs.

Zeige:

a) B st jacobsonsch.

b) Wenn ¢: A—— B den Strukturhomomorphismus bezeichnet, so gilt
flir jedes maximale Ideal n von B, daB m = w_l(n) maximal 1in
A und die induzierte Kdrpererweiterung A/m —- B/n endlich ist.
(Beweise zundachst b) mit Hilfe von A3. Sei dann g € Spec B,
s €B-g und g>gp ein Primideal von B, so daB g ein maxi-
males Ideal von B ist. Beachte (B/p)S +0. Da B, von endli-
chem Typ Uber A 1ist, ist w_l(q) maximal in A, und deshalb
B/gq Jjacobsonsch gemdB 9.4. Somit ist g Durchschnitt maximaler
Ideale und s ¢ g. Kein s € B-yp liegt in allen maximalen Idea-
len, die g umfassen.)

Mit "going down" (7.A6) und dem noetherschen Normalisierungslemma

kann man zeigen, daB alle maximalen Primidealketten in integren k-Al-
gebren endlichen Typs von gleicher Ldnge sind. Vgl. [Lorenz]l, §19,
Satz 6. Siehe auch §17 in diesem Buch.

Sei im folgenden k algebraisch abgeschlossen, V eine affine k-Va-
rietdt, p €V und m das zu p gehorige maximale Ideal von k[V].
Man nennt k[V]m den lokalen Ring von V in p.

Sei f € k[X,Y] ein quadratfreies (s. 7.A2) Polynom, C := V(f) die
durch f definierte (ebene) Kurve und p € C. Zeige: Der lokale
Ring von C 1in p 1ist genau dann ein DBR, wenn %%(p) + 0 oder

%;(p) # 0 ist. (Vgl. den Satz Uber implizite Funktionen.) (Hinweis:
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11)
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Man kann annehmen, daB p = (0,0) € k2

ist, da Translationen Auto-
morphismen des K2 (natiirlich auch allgemein des k") sind. In die-

sem Falle ist f wvon der Form aX + bY + Glieder htheren Grades.)

Sei f € k[X] ein beliebiges Polynom. Zeige: V(Y-f(X)) dst iso-
morph zu kb,

sei V(X2-¥3) « k% die Neilsche Parabel. Zeige: Die Abbildung

kKl — v(x2-v3), t 11— (t3,t%) ist ein bijektiver Morphismus, aber
kein Isomorphismus.

Satz 9.38 1dBt sich nicht ohne weiteres umkehren. Beispiel:
Voi= V(XY-1) e k%5 V— kb, (x,y) =— x. Die "richtige Umkehrung"

von 9.38 dist "Zariski's Main Theorem". Siehe [Iversen], IV. 2.

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Aus der Feststellung
9.17 folgt: Wenn man die algebraischen Teilmengen einer algebrai-
schen Menge V als die abgeschlossenen Mengen in V definiert,
wird V zu einem topologischen Raum. Die so definierte Topologie
heit Zariski-Topologie. Uberlege:
a) Die abgeschlossenen Teilmengen einer irreduziblen Kurve C
(etwa des kl) sind, bis auf C selbst, genau die endlichen
Teilmengen von C. Vgl. 9.26.

by Fir n > 1 ist die Zariski-Topologie auf k" echt feiner als
die Produkttopologie der Zariski-Topologien auf kn=1 und kL.

c) Bei der Identifizierung von V mit Spmax k[V] ist die Zariski-
Topologie auf Spmax k[V] die Einschrankung der Zariski-Topolo-
gie auf Spec k[V], die in 1.A4 definiert wurde.

d) Die "uUbliche"Topologie auf ¢" ist echt feiner als die Zariski-
Topologie (fir n >10).

e) Die Dimension von V hdngt nur von der Zariski-Topologie auf V
ab.

Durch Betrachtung der Zariski-Topologie auf Spec A kann man Sdtze
der kommutativen Algebra mit Mitteln der allgemeinen Topologie bewei-
sen; z.B. 4.17. Vgl. [Bourbakil, Chap. II, § und [Kunz], Kap.
VI, 4.2 und die dort angegebene Literatur.

Die Theorie der affinen Varietdten, von der ein Anfang in unserem
Buch gemacht wurde, ist wegen 9.33 und 9.36 im wesentlichen dquiva-
lent zur Theorie der reduzierten Algebren endlichen Typs Uber einem
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Korper, einem Teilgebiet der kommutativen Algebra. Man darf aller-
dings nicht Ulibersehen, daB die geometrische "Anschauung", was die
Motivation und Heuristik von Begriffen, Sdatzen und Beweisen betrifft,
dem rein algebraischen Denken eine zusdtzliche Komponente hinzufiigt.
Dariiber hinaus erweist es sich als unumgdnglich, neben den affinen
auch sogenannte projektive Varietdten, das sind algebraisch definier-
te (irreduzible) Teilmengen projektiver Rdume, zu betrachten. (Dies
hat man schon lange vor der "Erfindung" der kommutativen Algebra ge-
tan.) Die projektiven Varietdten bilden keine Kategorie, die zu einer
Kategorie von gewissen Ringen oder Algebren dquivalent ware.

So gesehen sind kommutative Algebra und die klassische algebraische
Geometrie zwei verschiedene Gebiete mit einem beachtlichen "Durch-
schnitt". Eine Theorie, die beide umfaBt, ist die Theorie der Sche-
mata. Diese wird heute als "die" moderne algebraische Geometrie an-
gesehen. Sie wurde konzipiert in der Hoffnung, mit ihrer Hilfe auBer
geometrischen auch tiefe zahlentheoretische Sdtze beweisen zu konnen
- eine Hoffnung, die nicht getrogen hat: In der Tat, mit ihrer Hilfe
wurden Beweise der Weilschen und der Mordelischen Vermutung ([Delignel,
[Faltingsl) erbracht. Eine schone Einflihrung in die algebraische Geo-
metrie ist [Hartshornel. In [Kunz] findet sich - auf elementarem Ni-
veau - mancherlei zum Zusammenspiel von geometrischen und algebrai-
schen Fragen und Methoden.
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§10 HOM, e : INJEKTIVE. PROJEKTIVE UND FLACHE MODULN

1. Kategorien und Funktoren

Definition 10.1 Folgende Gegebenheiten machen eine Kategorie C aus:

1. eine Klasse (s. nachfolgende Bemerkung a)) von"Objekten", die mit
ObC (oder einfach mit C) bezeichnet wird;

2. zu jedem Paar (A,B) € (ObC)2 eine Menge von "Morphismen" Mor(A,B)
(auch mit HomC(A,B) oder C(A,B) bezeichnet), wobei Morp(A,B) und
MorC(A',B') disjunkt sind, wenn A # A' oder B % B' gilt;

3. zu jedem A € 0bC ein ausgezeichnetes Element 1d, € Morc(ALA) 3
4. zu jedem Tripel (A,A',A") € (0bc)>
Mor,(A,A") x Mor(A',A") — Morp(ALA"), (a,B) F— Boa.

Diese Verkniipfung unterliegt folgenden Regeln:

eine Verknipfung

K1) (doB)oy = ao (Boy), wenn immer eine der beiden Seiten
- und damit auch die andere - definiert ist;
K2) aoidy =a und idgoa = o flr o€ More (A,B) .

Bemerkungen: a) Man verwendet ein anderes Wort als "Menge", um wider-

spruchstriachtige Begriffe wie "Menge aller Mengen", "Menge aller Ringe"
0.d. zu vermeiden.
b) Man schreibt auch o: A—— B fir o € Morp(A,B) .

Beispiele 10.2 a) Mengen und Abbildungen,

b) Ringe und Homomorphismen,

c) A-Moduln und A-Tineare Abbildungen, Bezeichnung dieser Kategorie:
A-Mod »

d) topologische Rdaume und stetige Abbildungen,

e) k-Varietdten und Morphismen.

Bemerkung: Man betrachtet in der Mathematik auch kompliziertere Katego-
rien, in denen die Objekte nicht einfach Mengen mit gewissen Zusatzstruk-
turen und die Morphismen gewisse Abbildungen dieser Mengen sind.

Definition 10.3  Ein Isomorphismus in einer Kategorie ( ist ein Mor-
phismus o € Mor,(A,B), zu dem es ein g € Morp(B,A) mit Boa = 1dy
und oop = idg gibt.
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10.1 Kategorien und Funktoren

Definition 10.4 Seien (C,C' Kategorien. Ein kovarianter (bzw. kontra-

varianter) Funktor t: C—— C' besteht aus
1. einer Abbildung O0bC— ObC', A — tA;
2. fir jedes Paar (A,B) € (ObC)2 einer Abbildung
MorC(A,B)-¥§a More.(tA,tB) (bzw. Mor,(A,B) — Morc.(tB,tA)),
so daf gilt:
t(idA) = 1th , t(aoB) = (ta) o (tB)
(bzw. t(aoB) = (tg)o (ta) ,

wenn immer oo definiert ist.

Bemerkungen 10.5 a) Ein Funktor bildet Isomorphismen auf Isomorphismen
ab.
b) Ein Funktor fuhrt kommutative Diagramme in solche Uber.

Beispiele 10.6 a) A—Mod———»S_lA—Mod » M—— S_lM » O b— S_la .

b) {Ringe} — {Mengen} (bzw.— {topologische Rdumel}),
A > Spec A, (f: A —s B) — (Spec B — Spec A, 1 — £ 1(n)) .
Vgi. 1.24 und 1.A4.

Definition 10.7 Seien C,C' Kategorien, fiir welche die MorC(A,B) und

Mor,i(A',B'") mit der Struktur von abelschen Gruppen (bzw. R -Moduln)

versehen sind. Ein Funktor t: C—— C' heiRt additiv (bzw. R-linear),
t

wenn die Abbildungen MorC(A,B) — Morc.(tA,tB)
(Morc(A,B) _t, Morc.(tB,tA) im kontravarianten Fall) Gruppenhomomor-

phismen (bzw. R-Tinear) sind.

Definition 10.8  Seien tl,tzz ¢ — C' Funktoren (beide kovariant oder
beide kontravariant). Eine natiirliche Transformation von tq nach ts s
geschrieben : tl-——e ty s ist eine Familie (wﬂ)AE:ObC von Morphismen
C'(tlA’tZA)’ so daB flir alle A,B € 0bC und jedes a € MorC(A,B)
folgendes Diagramm kommutativ ist:

) € Mor

P
A ———— t,A
4 A
tlo( I t20( |
1 |
@

t.B ——— tzB

1

(Die gestrichelten Pfeile gelten im kontravarianten Fall.) Man sagt auch:
"Ein" Morphismus ot t{A — t,A ist natlrlich (in A), wenn die Familie
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(cpA)AEObc eine natlirliche Transformation : tl-——a t2 ist.

Fir einen Funktor t st die Familie (1th)AEZOb eine natlirliche Trans-
formation t—— t, die mit 1dt bezeichnet wird.

Beachte, daB fuir natiirliche Transformationen : ti— ty s Y t,— 1,
auf naheliegende Weise eine natiirliche Transformation Y o: ty— t3 zu
definieren ist.

Ein natirlicher Isomorphismus ist eine natirliche Transformation

©: tl-——e t2 , zu der es eine natlirliche Transformation : t2———+ t1
gibt, so daB @o ¢ = 1dt2 und Yo = idtl ist.

N.B.: Eine natlrliche Transformation «: ti—t, ist genau dann ein
naturlicher Isomorphismus, wenn @ tlA-——+ tZA flr jedes A ein Iso-
morphismus ist.

Beispiele 10.9 a) Seien A ein Ringund S <A multiplikativ.
Fir jeden A-Modul M fasse S_lM wieder als A-Modul auf. Die Abbildung
1M,S: M— S_lM ist natirlich; d.h. die Familie (1M,S)MEIA—Mod bildet

eine natiirliche Transformation Ty Mod S ", wobei idA-Mod der
"identische" Funktor und 571 als Funktor A-Mod — A-Mod aufgefafit
wird. (Vgl. 3.34.)

b) Sei k ein Korper, k-Mod also die Kategorie der k-Vektorrdume.

Die kanonische Abbildung V — V** (Bidual) ist natlirlich. Auf der Kate-
gorie der endlich-dimensionalen Vektorrdume hat man einen natiirlichen Iso-
morphismus.

c) Sei k ein Korper und A eine k-Algebra von endlichem Typ. Die Ein-
bettung Spmax A «— Spec A st natlrlich, d.h. man hat eine natilirliche
Transformation der beiden kontravarianten Funktoren

Spmax, Spec: {k-Algebren} — {Mengen}

N.B.: Ein kanonischer Morphismus ist hdufig natiirlich - wobei "kanonisch"
ein vager, "natlirlich" hingegen ein definierter Begriff ist.

Definition 10.10 Zwei Kategorien C,C' heiBen dquivalent, wenn es Funk-
toren t: C— C' und t': C'— C gqibt, so dal t'ot natlrlich iso-

morph zu 1dc und tot' natlirlich isomorph zu 1dc. ist.
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2. Der Funktor Hom

Im folgenden sel A ein Ring, M,N seien A-Moduln.

Definition 10.11 HomA(M,N) bezeichne die Menge der A-Modulhomomorphis-

men von M nach N (d.h. MorA_Mod(M,N)), versehen mit der elementweisen
Addition als innerer Verkniipfung.

Bemerkungen 10.12  a) HomA(M’N) jist ein A-Modul. (Vgl. die Bemerkung
im AnschluB an Def. 3.3. Fir nicht-kommutatives A st HomA(M,N) eine
abelsche Gruppe.)

b) Man hat einen natiirlichen Isomorphismus HomA(A,N) ~ N, gegeben
durch f —— f(1).

c) Flir n,me€ N gilt: HomA(An,Am) ~ AT, (Den Homomorphismen entspre-
chen Matrizen auf bijektive Weise.)

Definition 10.13 Ein A-Modulhomomorphismus N -%- N' dinduziert einen

Hom(M, o)
—_— s

A-ModuThomomorphismus HomA(M,N) HomA(M,N')
f ——>aof

Man bezeichnet Hom(M,a) auch mit o .

Feststellungen 10.14 «) Hom(M,idN) = 1dHom(M N)

b) Fin eine Folge Nl-ii» Nz-ile Ny von A-Linearen Abb{Ldungen gilt
HomA(M,a<>B) = HomA(M,a) o HomA(M,B).

c) Somit ist Homy(M,—) edin (kovarianter) Funktor von dern Kategornie den
A-Moduln in die Kategonie der A-Moduln (bzw. abelschen Gruppen bel nicht-
kommutativem A) .

d) Homy(M,—) 8% A-Linearn (bel nichtkommutativem A noch additiv).

Definition 10.15 Ein A-Modulhomomorphismus a: M —s M' induziert

einen Homomorphismus

Homy (", N) Hom{oall)

Hom(M,N)
f p———— foua

Man bezeichnet Hom(a,N) auch mit o*.

Feststellungen 10.16  «) Hom(idM,N) = 1dHom(M N) -
b) Hom(aog,N) = Hom(g,N) o Hom(a,N) .
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e} Somit 48t Hom(—,N) ein kontravarianter Funktorn von der Kategorie
den A-Modufn in die Kategornie der A-Moduln (bzw. abelschen Gruppen bed
nichtkommutativen A) .

d) Hom(—,N) .8t A-Linearn (bzw. additiv bel nichthommutativem A) .

Satz 10.17 (Linksexakthelt von Hom)

) Sel 0 — N’—9->N-Jie N"  exakt, dann is%t

0 — Hom(M,N') 2% Hom(M,N) 2%, Hom(M,N")

exakt.
b) Sei M' 2o M B_, mn 0 exakt, dann (8%
0 — Hom(M",N) %5 Hom(M,N) <% Hom(M',N)
exakt,
Beweis: a) Die Injektivitat von o, ist trivial.
Zur Exaktheit bei Hom(M,N): 10. 144
Sei zundchst Boa = 0. Dann ist B, o a*loi;4b) (Boax), ~ = ) 0, = 0,

also Im ay, < Ker B, .

Es bleibt zu zeigen: Ker B, < Im ay .

Sei f € ker B, d.h. f: M— N und Bof =0. Somit ist

f(M) « Ker B = Ima =~ N'. Folglich gibt es ein A-lineares f': M — N'
mit aof' =f, d.h. o (f') = f.

b) Injektivitdt von B* :

Fir f: M'—— N gelte fop = p*(f) = 0. Dann ist f(M") = f(B(M)) =0
(B surjektiv), d.h. f =0.

Exaktheit bei Hom(M,N): Aus B oa =0 folgt o*op* = (Boa)* = 0¥ = 0,
also Im B* < Ker o*.

Es bleibt "Ker o* = Im g*" zu zeigen: Sei f: M—s N mit

0 =o%(f) = foqu.
M2 mEl e — o0
¥
N
Aus foa =0 folgt 0 = f(Im a) = f(ker B).
.F

M ——— N
l‘ﬁ
Bl S
//
M" ~ M/ker B8

Der Homomorphiesatz Tiefert die Existenz eines Homomorphismus
f's M'— N mit p¥(f") = flop=f. -
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Bemerkungen 10.18 a) Fiir eine exakte Sequenz von A-Modulhomomorphismen
0 MG B, e 0 gilt i.a. nicht, daB

b 3
0 —> Hom(M",N) 22 Hom(M,N) %5 Hom(M' ,N) —— 0 exakt ist.

D.h. nicht, jeder Homomorphismus M'-—— N T1dRt sich zu einem Homomorphis-

mus M-—— N fortsetzen.

Beispiel: A =17, hz(n) 1= 2n,

ho
0—7Z Z /27 —— 0
idzl/
y/i

Flir jeden Homomorphismus ¢: Z —Z gilt: Mit xe€Z st tD(hz(x)) =
©(2x) = 2¢(x) € 2Z , also @ o h, # idzz .

b) Fir eine exakte Sequenz von A-Modulhomomorphismen
0 N2 N B e 0 gqilt i.a. nicht, daB
0 — Hom(M,N') =255 Hom(M,N) —BX, Hom(M,N") — 0 exakt ist.

D.h. nicht jeder Homomorphismus M —— N" faktorisiert iiber N.

Beispiel: A =1Z.
Z/27

Q .
L L
2

0 zZ I —— )27

Fir jeden Homomorphismus «: Z/2Z —7Z gqilt: 0 = @(0) = ¢(z+2) = 2¢(1),

also auch o(1) =0, d.h. ¢=0. —

Allgemeiner machen wir folgende 2 Feststellungen:

Feststellung 10.19 Es sei N-BLN' oin Homemorphismus, s0 daB
Hom(N",N) B, Hom(N",N") — 0 exakt ist. Dann existient ein

f: N"— N mit Bof = dyu s doh. N" (st nach 3.17 ein direkter Sum-
mand von N.

Beweis: Da 1'dN.. € Im By ist, gibt es f: N'—s N mit
Bof = B*(f) = -idN“ .

Feststellung 10.19' E4 sei M' -2 M ein Homomorphismus, s0 dap
Hom(M,M") N Hom(M' ,M') — 0 exakt ist. Dann existiernt ein

g: M— M', s0 daB goa = idy, gitt, d.h., M'  direktern Summand von M
s,
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Analoger Beweis. —

Definition 10.20 a) Ein A-Modul P heiBt projektiv, falls flir jede
exakte Sequenz NP N"— 0 gilt: Hom(P,N) B% Hom(P,N") — 0 st

exakt.
by Ein A-Modul I heiBt injektiv, falls flr jede exakte Sequenz
0— M' %5 M gilt: Hom(M,1) —%, Hom(M',1) — 0 st exakt.

Definition 10.21 a) Fir eine Familie (M1.)1.€I von Moduin definiert man
| m; € M.} - ohne die Endlich-

das direkte Produkt 'EI M. als -{(mi)iel ;
i
keitsbedingung der direkten Summe - mit naheliegender Modulstruktur.
Beachte: ®_ M. st ein Untermodul von 1. M. - und zwar genau dann
iel 1 i€l 1
ein echter Untermodul, wenn I unendlich ist.
Schreibe: Ml = M. (Vgl. 3.A7.)
i

b) Wenn (a1: Mj-——a Ni)iel eine Familie von Modulhomomorphismen ist,

bekommt man auf kanonische Weise Homomorphismen:

i€l i€l i€l
T o . n M_i-——> T Ni .
i€l i€l i€l

Satz 10.22 a) Hom( & Mi,N) o~ ] Hom(Mi,N) .
i€l i€l
b) Hom(M, M N.) =~ T Hom(M,N.).
) ( i€l i/ i€l (M3

c) Wenmn M endlich 4is%t, s0 48t Hom(M, & N.) =~ & Hom(M,N.).
jel 1 i€l 1

Diese Isomorphismen sind natinlich, d.h.:

a'y Sei a: N—— N'  ein Homomorphismus von A-Moduln. Dann kommutiert
folgendes Diaghamm:

Hom( @ M.,N i m  Hom(M.,N

(@ MpoN) = ;7 Hom(M;.N)

Hom( & M. ,N') — M Hom(M.,N'
(@ M) =, Hom(M;. ')

b') Seil oa: M—— M'  ein Homomorphismus von — A-Moduln. Dann kommutiernt
golgendes Diaghamm:
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~

Hom(M', T Ni) m Hom(M',Ni)
i€l i€l
o T Hom({a, N, )
i€l
Hom(M, 17 N.) = M Hom(M,N,)
i€l i€l

) Sei a: M—— M'  ein Homomorphismus von end€ichen A-Moduln.
Dann kommutient golgendes Diaghamm:

~

Hom(M', @& N:)

® Hom(M',Ni)

i€l jel
o* ® Hom(a,Ni)
i€l
Hom(M, @& Ni) - ® Hom(M,Ni)
i€l iel
Beweis: Die Aussagen verifiziert man leicht. Man beachte nur, daB fir

endliches M das Bild eines jeden Homomorphismus f: M—— & Ni in
einer endlichen "Teilsumme" Tiegt. — i€l

Folgerung 10.24  Ein direktern Summand eines freien Moduls ist o feREL.

Beweis:  Fir jeden A-Modul N hat man einen natiirlichen Isomorphismus
HomA(A,N)-iia N. Also ist HomA(A;—) ein exakter Funktor, d.h. er fihrt
exakte Folgen 1in solche iliber. Dies gilt daher auch fir HomA(A(I);—),
denn Hom(A(I),N)-iie N Falls nun P e Q = AL dann st

Hom(P,N) @ Hom(Q.N) == Hom(A{1), Ny = (D)

Flir eine exakte Sequenz von A-Moduln N-BL N'"— 0 ist die nach Defi-

nition 10.21 induzierte Folge N (D) g exakt, folglich ist
Hom(P,N) & Hom(Q,N) —&— Hom(P,N") @ Hom(Q,N") surjektiv, wobei

¢ = Hom(P,B) ® Hom(Q,B) . Das ist genau dann der Fall, wenn Hom(P,B)
und Hom(Q,B) surjektiv sind. -—

Satz 10.25 a) Ein A-Modul P st profektiv <> P 48% Lsomonph zu
einem direkten Summanden eines freien Moduls.

b) P st projektiv und endlich erzeugt <= P st Lsomorph zu einem
dinekiten Summanden eines endlich erzeugten frelen Moduls.
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c) P ist profektiv <> Jeder suwifektive Homomorphismus Mt p AL~

tet, d.h. es gibt einen Homomorphismus ¢g: P— M mit fog = idp .
Beweis: a) "s':
A(l) — P an.

1
II<= :

Wende 10.19 auf einen surjektiven Homomorphismus

Folgerung 10.24.
b) st nach a) klar.

c) "s": 10.19.
"<": Wdhle M als freien A-Modul. —

Satz 10.26 Sel A ein Hauptidealrning. Dann 8% jeder Untermodul eines
greien A-Moduls gred.

Beweis: Sei B eine Basis des freien A-Moduls F, U ein Untermodul
von F. Mit m bezeichnen wir die Menge der Paare (C,X) mit folgenden
Eigenschaften:

(1) CcB,
(2) X st eine Menge von Untermoduln V ~A wvon F,
(3) Un = Ab= o V.

beC VeX
Wegen (@,0) €M st M+ P. Durch ((C,X) < (C',X"): e=>CcC' AXcX
wird M teilweise geordnet - wund zwar induktiv. Denn fir eine Kette

((CLoX.)) ist (u C,, u X/ ) eine obere Schranke in M :
k>"k’/kex KEX k KEX K

(1) und (2) und die Inklusion "2" aus (3) sind trivialerweise erfillt.

")

Wenn aber ueuUn = Ab ist, gibt es ein k €KX mit ueUn = Ab,

bE\JCk bECk
da u, wie jedes Element von F, eine Linearkombination endlich vieler
b €B ist. Also ist vue & Ve @& V.

Vex, VElJXk
Nach dem Zornschen Lemma gibt es ein maximales (CO,XO) in M. Wenn
(Xo)

C =B 1qst, ist U= & V =~A

frei. Ware aber C_ % B, so gdbe es
) o
V€XO

b1 € B-C_. Schreibe F_= ¥ Ab und betrachte die Projektion
0 °  bec
0

p: Fy ® Aby — Abl' Dann ist p(U n (F0 ® Abl)) isomorph einem Ideal
von A, also entweder 0 oder isomorph zu A. Im ersten Falle ist

(C, U {bl},Xo) €M - im Widerspruch zur Maximalitdt von (CO,XO).

Im zweiten Fall hat man eine exakFe Folge

00— UnF,—UnN (FOeBAbl)-—E—» A—s 0, wo p' durch p induziert

ist.
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Also gibt es nach 10.25 einen Untermodul V1 cun (FO ® Abl) mit

Un(F_ ®&@Ab,) = (UnF )eV, = (@& V)® V., und man erhdalt durch
0 1 0 1 VEX 1
0

(CO U {bl}, XO U {Vl}) € M wieder einen Widerspruch. —

Folgerung 10.27  (iber einem Haupiidealrning is% feder projektive Modul
frnei. —

3. Das Tensorprodukt

Definition 10.28 Sejen M,N,R  A-Moduln. Eine Abbildung

@: MxN—> R heiBt bilinear, falls flr jedes m € M die Abbildung
N—s R, n — o@(m,n) und flir jedes n € N die Abbildung M— R,
m > @(m,n)  A-linear sind.

Definition 10.29 Sejen M,N A-Moduln. Ein Tensorprodukt von M und N
ist ein A-Modul M ®) N zusammen mit einer bilinearen Abbildung (genannt

universell) t: MxN—— M @, N derart, daf folgende "universelle" Eigen-
schaft gilt: Fur jede bilineare Abbildung ¢: MxN—— R gibt es genau
einen Homomorphismus o: M 8 N— R, so daB aotT = ¢ Iist.

Satz 10.30 Seien M®N und M @' N zwel Tensorprodukte mit universel-
Len bilinearen Abbildungen T: MxN— M @ N wund 1': MxN— M @' N.
Dann gibt es genau einen Homomorphismus o: M @ N— M @ N mit

xoT = T' . Diese Abbildung o Jist ein Isomornphismus. Das Tensorprodukt
ist damit eindeutig bestimmt bis auf einen eindeutigen Isomorphismus.

Beweis: Nach Definition des Tensorprodukts existiert genau ein Homomor-
phismus o: M® N— M ®' N und genau ein Homomorphismus
B: M@ N— M®N, sodaB aotT=1" und Bot' =1 gilt. Also

_ 1 _ - . i _ _ i _ . 1
BoooT = poT' =1 = 1id ot und ocoBoT' =0T =T -'mM®.N0T.

M®N
Nach Definition des Tensorprodukts existiert jeweils genau ein Homomorphis-

mus mit dieser Eigenschaft, also poa = 1dM@»N und aop = 1dM &N

10.31 Konstruktion "des" Tensorprodukts

Seien M und N A-Moduln. A(MXN) sej der freie A-Modul mit Basis MxN,

(MxN)

U sei der Untermodul von A der von allen Elementen folgender Ge-

stalten erzeugt wird:
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(m+m',n) - (m,n) - (m',n), (myn+n') - (m,n) - (m,n'), (am,n) - a(m,n),
(m,an) - a(m,n) , wobei m,m' €M, n,n' €N und a €A sind. T sei
die Verkettung folgender Abbildungen: Mx NC——i—eA(MXN)——E—»A(MXN)/U s
wobei i1 die kanonische Injektion und p die kanonische Projektion sei.
satz 10.32  Der A-Modut AN U zusammen mit der Abbitdung T bikden
ein Tensornprodukt g M und N.

Beweis: Man sieht sofort, daB T bilinear ist. Ist nun eine bilineare
Abbitdung ¢: MxN—— R gegeben, so setzt sich ¢ fort zu einer eindeu-
tig bestimmten linearen Abbildung o auf A(MXN):
M x N @ R
] a
A(MxN)

(WN), y_ R,

so daB aoT = ¢@. o ist durch diese Bedingung eindeutig bestimmt. —

Da ¢ bilinear ist, ist a(U) = 0 und liefert daher o:A

Bemerkung 10.33 In Mo N = A™N) /U definiert man fir m €M und
n €N men:= t(m,n) . Jedes Element von A(MXN) hat die Gestalt

r

T a; (mi,ni) . Daher hat jedes Element von M ® N die Gestalt

i=1

r r r .

z ai(mi ® ni) =z (aimi) ®n; = ¥ m; ® (aini) , also die Gestalt

i=1 i=1 i=1

r

T om;®n; . Aber diese Darstellung ist, wie man sieht, nicht eindeutig!
i=1

Frage: Wie kann man flir zwei Darstellungen die Gleichheit

r s

I m®n, = ¥ mj ® nj zeigen?  Niitzlich hierbei sind folgende Rechen-
i=1 j=1

regelin:

1) (mm') @ n=men+m @n ,

1

ii) me® (n+tn') =m@®n+men' ,

iii) am®n =m® an .

Beispiele: a) vmeM, vneN: O0=m@0=0@n.

Beweis: Sei n€ N, dann 0®@n+0®n=(0+0) e n=0®n, also
0®n=20. Analog fir m® 0, me M.
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Beweis: Vg€ @/Z: 1) 3IneZ -{0}: ng=20.

2) VmeEZ -{0y3q' €Q/Z: mg'=gq.
Seien a,b€ @/Z, n€Z - {0} mit na=0 und b' € P/Z mit nb' =b.
Dann ist a® b=a®nb' =naeb' =08 b' =0.

S
lm1-®n1.¢l;[m

M-

Frage: Wie kann man hingegen eine Ungleichheit
LR LA ;
zeigen?

Man gebe eine bilineare Abbildung ¢: MxN-—= R 1in einen geeigneten A-
Modul R an, so daB = m(mi,ni) # X m(mj,nj) ist.

Beispiel 10.34 A @) M =M. Dieser Isomorphismus ist natiirlich; d.h. je-

der Modulhomomorphismus induziert ein kommutatives Diagramm.

Beweis: Man definiert einen Homomorphismus M~lk+ A ®5 M, mk—1@&m.
Surjektivitdt: = a, ®my = x 1@ asm, = 1ex asm, = Y (Z aimi).

Injektivitat: Es ist 1®m+ 0 fir m#+ 0. Betrachte namlich folgende
bilineare Abbildung: A x M-2- M, (a,m) > am. Fir m# 0 ist
o(l,m) =m=+0.—

Konstruktion 10.35 Fs sei N ein A-Modul und M'-2-M ein A-Modul-

morphismus. Die induzierte Abbildung M' x N—— M x N hat eine eindeuti-
(M'xN)

ge Fortsetzung o' auf A

M'xN___O‘_X_i_q__)MXN

Gema® Satz 10.32 ist M @ N AMN)yr und me e aM Ny

Es ist o"(U') =« U, so daB sich «a" fortsetzt zu einem Homomorphismus
a: M® N—— M' ® N. Diesen Homomorphismus bezeichnet man mit

a® N:= o oder mit oy .Analog ist M@®p fir p: N — N' definiert.

Satz 10.36 Fir einen A-Modul N béﬂﬁei die Zuorndnung
—@y N: (M) o (M @y N-ZPA T, Mg, N) einen A-Lineaten Funk-
ton von den Kategornie den A-Moduln 4n die der A-Moduln.
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Beweis: Fir jeden A-Modul M 1ist in der Konstruktion (id,)" = id
DEWETS. M A(MxN)
und somit idy ®N = id, o . Fiir Homomorphismen Mm%, mBo M st
(Boa)" =p"oa", also auch (poa) 8N = (B ®AN) o (& ®AN).

Die A-Linearitat ist klar. —

Bemerkung 10.37  Aufgrund der symmetrischen Definition hat man einen na-

tiirlichen Isomorphismus M &N Z5 N O M.

4. Der Zusammenhang zwischen Hom und dem Tensorprodukt; flache Moduln

Im §okgenden seien E, F, G, M, N A-Moduln.

Satz 10.38) Es gibt einen "kanonischen"Isomorphismus
Homy (E ®,F ,G) ~— Homy (E,Hom, (F,G)) . Dieser {ist natilich in allen
drned Verlablen.

Beweis: Es bezeichne Bi]inA(E><F,G) die Menge der A-bilinearen Abbil-
dungen von ExF nach G. Bi]inA(E xF,G) dst in natUr]icher Weise ein
A-Modul. Nach Definition des Tensorprodukts ist

HomA(E ®AF,G) v Bi11nA(E><F,G) , und diese Abbildung ist A-Tinear.

Sei @: Bi]inA(Ex F,G) — Hom(E,HomA(F,G)) definiert durch:
Fir ¢: ExF—— G bilinear, o(p): E — Hom,(F,G)

e — o(p)(e): F— G

f ’—-—)(D(e,f) .

o(p) ist offenbar A-linear.
Umgekehrt sei ¥: Hom(E,Hom(F,G)) — Bilin(E xF,G) definiert durch:
Fir o E—— HomA(F,G) sei  V¥(a): ExF—= G definiert durch

(e,f) — afe)(f) .

Offenbar ist V¥(a) bilinear.

® und V¥ sind invers zueinander und A-linear, also ist

Bilin, (E x F,G) ~ HomA(E,HomA(F,G)) . Insgesamt ist also

HomA(E @hF,G)—iie HomA(E,HomA(F,G)) , und dieser Isomorphismus ist natir-
Tich in allen drei Variablen. —
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Lemma 10.39 Sei M' 2o M-BL M ecine Folge von A-Moduln. Falls §lin
e X

alle A-Moduln N die Folge Hom(M",N) 7, Hom(M,N) o*, Hom(M',N)
exakt- ist, s0 ist M 2w B M exakr,

Beweis: i) Wahle N = M". Dann gilt nach Voraussetzung

0 = o* opx* ﬁde =1dMHOBoa =RBoa. Also ist Ima < Ker B.

ii) Wahle N =M/Ima, und sei f: M——> M/Im o der kanonische Epimor-
phismus (= surjektiver Homomorphismus). Dann ist o*(f) = foa = 0.

Nach Voraussetzung existiert ein Homomorphismus g: M"—> N mit

goB = B*(g) = f. Also ist Ima = ker f = ker(goB) o ker B . —

Satz 10.40 Der Funktor _ @,\N is% rechtsexakt. D.h. fir eine exakte
Folge von A-Moduln M' M— M" 0 .st die Ainduziente Folge
M' @N—M@N— M" @ N—> 0 exakt.

Beweis:  Fir alle A-Moduln G st aufgrund der Linksexaktheit des
Funktors Hom die Sequenz 0 -— Hom(M",Hom(N,G)) —— Hom(M,Hom(N,G))
—- Hom(M',Hom(N,G)) exakt. Diese Sequenz ist kanonisch isomorph zu
0 — Hom(M" @ N,G) — Hom(M ® N,G) — Hom(M' @ N,G) . Nach obigem
Lemma ist daher M' ®AN-——» M @N— M" ®N—> 0 exakt. —

Folgerung 10.41 Sei a ein Ideal 4in A, M ein A-Modul. Dann Ais%
(A/2)@M = M/aM .

Beweis: Man betrachte 0 a i > A A/a — 0. Nach 10.40 st die

obere Zeile des folgenden Diagramms exakt:

aoM—8M 2 em (A/2) ® M— O
Si 10.34Jz
0 — aM M > M/aM ——= 0

Hierbei ist e¢: a ® M — aM gegeben durch & a; @ My —> X am. und
ist offensichtlich surjektiv. Also ist

MaM ~ A @ M/ (i@M)(a@M) ~ (A/a) ® M. —

Bemerkung 10.42  Fir eine exakte Sequenz 0 — M' — M — M" — 0

ist im allgemeinen die Sequenz 0 — M' @ N — M@ N — M' @ N — 0
nicht exakt.

Beispiel: Die exakte Sequenz von Z-Moduln O Z 2 Z Z/2— 0

hat nach Tensorieren mit Z/2 die Gestalt



130 §10  Hom, ®

(0—) z/2 25772 Z/2 0, wobei a«, die Homothetie von 2
also, die Nullabbildung und deshalb nicht injektiv ist.

Definition 10.43 Ein A-Modul N heiBt flach, falls fir alle exakten
Sequenzen von A-Moduln 0 —— M' — M die induzierte Sequenz

00— M ®AN——> M ®AN

exakt ist.

Satz 10.44  Selen Mi’ i €1, und N A-Moduln. Dann gilt:
(@& M.)e,N =~ @& (M. ®,N)
jer A jer A

Diesen Isomornphismus is£ natinlich in N.

Beweis: Die bilineare Abbildung ( @ Mi) x N— @ (Mi ® N) ,
i€l i€l

((mi)iEI’n) > (m; ® n) faktorisiert iiber einen Homomorphismus

i i€l ?
o: (& M1.)®N_—> ® (M1.®N).
i€l i€l
Fur jel sei Mj — @ Mi die kanonische Einbettung. Die Homomor-
i€l

phismen wj ® N: Mj @N—> (© Mi) ® N induzieren einen Homomorphismus

y: @ (M, @ N)— (@ M.)@N el
i€l !

und ¢ dinvers zueinander und natirlich in N. —

Wie man leicht nachrechnet, sind ¢

Folgerung 10.45  Projektive Moduln sind §Lach.

Beweis: Seien P und N projektive A-Moduln mit P & N = A(I) und
0—> M'— M eine exakte Sequenz von A-Moduln. Dann ist

0—> A(I) @M — A(I) ® M nach 10.44 einerseits isomorph zu

0— M'(I)-——e M(I) , also exakt, andererseits isomorph zu

00— (P®N) @M — (P®N) ® M, und diese Sequenz ist isomorph zu
00— (POM')® (N®@M')— (P®M)® (N®M). Also ist auch
00— P®M — P ®M exakt.

(N.B.: Die Isomorphie von Sequenzen ist auf naheliegende Weise zu defi-
nieren.) —
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Satz 10.46 Sel Sc A eine multiplikative Teilmenge. Dann gilt:

(s71a) By M ~ s7im .

Diesen Isomonphismus ist natinkich in M.

1 1

Beweis: Die Abbildung S A x M—— S "M, (%,m) ——a-%? ist bilinear,

induziert also einen Homomorphismus f: s-1p ®AM-—+ sim.

Umgekehrt definiert man g: s™i— s71a &M, g-k—»-% ®m .
Die Wohldefiniertheit von g sieht man so: Seien -g =<%T€ZS_1M. Dann
gibt es t € S mit tsm' = ts'm. Somit ist %~® m = T%ET ® ts'm =
1 v 1 |
W@tsm —'S—r®m.
Trivialerweise ist f o g = id e
SM

Die Elemente der Gestalt %—@ m in S_lA ® M bilden ein Erzeugendensy-

stem von STIA @M, und fir diese gilt:

g<>f(%-® m) = g(%?) = %-@ am = %-@ m .

Daher ist gof = id 1

slagm

Man rechnet Teicht nach, daP der Isomorphismus f natirlich in M dist. —

Folgerung 10.47 Sel S edine multiplikative Teilmenge von A. Dann L84
s7IA ein eacher A-Modul.

Beweis: Sei 0 M! M M 0 eine exakte Sequenz von A-Mo-
1y -1 -1
M!'"— S M— S

duln. Dann ist 0—— S~ M" — 0 exakt, und diese
Sequenz ist natiirlich isomorph zu

0— s 1a @AM'——>5'1A®M—-—>5‘1A® MY — 0. —

Satz 10.48 Seien E, F, G A-Moduln. Dann existiert ein Isomorphismus
E @A(F @AG) ~ (E ®AF) ®AG
Diesen ist nativbich in allen drnel Variablen.

Beweis: Fir g € G sei ag: ExF— E® (F ® G), definiert durch
(e,f) > e ® (f® g) . ag ist bilinear, induziert also einen Homomorphismus

mg: E®@F— E® (F®G) mit wg(e @ f) =e® (fe® g).

a:(E®F) x G— E® (F®G), (Xx,9) — @g(x) ist bilinear, induziert
also einen Homomorphismus ¢: (E® F) ® G — E® (F ® G) mit
o ((e®f)®g)=e® (f®qg).
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Analog erhdlt man einen Morphismus y: E® (F® G)— (E® F) ® G mit
p(ed (fog)) =v (edf)Bg

oy = 1dE ® (F ® G) und Yo = 1d(E ®F) ® G und @ und Y sind
natirlich in allen drei Variablen. —

Folgerung 10.49 Sedien E und F {fLache A-Moduln.
Dann 48£ E ®,F 4Lach.

Beweis: Sei 0—— M' — M eine exakte Sequenz von A-Moduln. Da E
flach ist, ist 0— M' ® E—> M ® E exakt. Da F flach ist, ist
0— (M'®E)® F—> (M® E) ® F exakt. Diese Sequenz ist nach Satz
10.48 isomorph zu 0— M'®@ (E® F)— M@ (E® F) .

Also ist E @ F flach. —

Feststellung 10.50  (Exaktheit von Funkitoren)

Sel F: A-Mod — B-Mod ein kovarianter additivern Funhktor. Dann sind
dquivalent:

(i)  Filn jede exakte Sequenz von A-Moduln O M M M 0
{8k die Sequenz von B-Moduln 0— F(M') — F(M") — F(M") — 0 exakt.

(ii) Flr jede exakte Sequenz von A-Modubn M' — M —— M" st die Se-
quenz von B-Moduln F(M') — F(M) — F(M") exakt.

Beweis:  (ii) = (i) st trivial.
(i) = (ii): Jede exakte Sequenz M; -iL>M2~—g+ M; 188t sich aufspalten
in exakte Sequenzen:
| YL
0 M1 My M, 0

B Y 1
0 M2 M2 M3 0
1 6 ]
0 M3 My Mz 0,
wobei Mi ~ Ker f, Mé ~ Ker g = Im f
Mé:zIm g, My = Coker g

Hat man umgekehrt drei solche exakte Sequenzen (von B-Moduln), gegeben
mit Bax = f wund &y = g, dann ist Ml—éie Mz-—ge M3 exakt. —

Satz 10.51 Sel F ein A-Modul. Dann sind dquivalent:

(L)  Firn jede Sequenz Mo M9, e gilt:
M T M9, MY st exakt > F@M % FoMIt, F @M (st exakt.
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(L) F st flach, und §ir alle maximelen Ideale m von A st
F/mF + 0.

(Lil)  F st gLach, und §in alle A-Moduln M g.ilt:
Fe@M=0 = M=0.

(4v] F 48t fLach, und §irn alle A-Modulhomomornphismen g gilit:
F®eg=0 = g=20.

Beweis: (i) = (ii): Die Flachheit von F st trivial.

Sei m ein maximales Ideal von A. O m— A > A/m 0 (mit
den kanonischen Abbildungen) ist exakt. Also st

00— FemMm—F@®A—F@® A/n—0
[ R
F F/mF

exakt. Es gilt: F/mF # 0; denn aus F/mF = 0 wilirde folgen, daf
00— F®m— F ® A—— 0 und daher nach (i) auch
0 > 0 A 0 exakt ist.

(ii) = (iii): Es sei M * 0 ein A-Modul, x € M - {0}.

M>Ax =~A/Ann x und Ann x + A. Sei m > Ann x ein maximales Ideal
von A. Man hat eine surjektive A-lineare Abbildung f: Ax — A/m.
Somit ist auch fy: F® Ax— F ® A/m ~ F/mF + 0 surjektiv und deshalb
F®Ax + 0. Die naheliegende Folge 00— Ax—— M ist exakt, also ist
0O— F®AxX—> F ®M exakt. Da F®@ Ax + 0, ist FeM=+0.

(iii) = (iv): Es sei M—L N A-Tinear mit F®g=0, U:=1Img
und M-S y-B, N, so daB Boa=g. F®a ist surjektiv, und da F
flach ist, ist F ® B injektiv, sowie (F®B) o (F®a) =F®g=20.
Also ist F @ U =0, und nach Voraussetzung folgt U=0, d.h. g=20.

(iv) = (iii): Sei M ein A-Modul mit F e® M= 0. Dann ist

F® idM = 0, folglich idy, =0.

(111) und (iv) = ( (i) "s" idst klar, da F flach ist.

1
(@]

i):
(i) "<": Sei U=Imf, V=Kerg. F® (gof)=(Fe®g)o (Fef)
nach (iv) ist gof =0, d.h. UcV.
Die Sequenzen M2 U — 0

0 u-L

v kanonisch v/u 0

0 v Xom_9, Mo

sind exakt, und f = vyoBoa. Es gilt
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Im((F®y) o (F®B)o (Fea)) =In(F® f) =ker(F®g)=1In(F®Y),

da FOM' — FO@M — F@M' exakt ist.

Weil F @ v injektiv ist, ist (F ® B) o (F ® a) surjektiv, und daher
F®B surjektiv. Also ist F @ (V/U) = 0 und nach (iii) daher V =U,
d.h. M =D M—% M ist exakt. —

Definition 10.52 Ein A-Modul F , der die dquivalenten Bedingungen von
10.51 erfiil1t, heiBt treuflach.

Beispiele 10.53 a) Fir eine Indexmenge I # @ st der freie A-Modul

A(I) treuflach. Insbesondere ist der Polynomring A[X] ein treuflacher
A-Modul.

b) @ Am , wo I = {maximale Ideale von A} ist, ist ein treuflacher
mel
A-Modul.

Beweis: Nach 10.44 und 10.47 ist & A flachund M® (®A ) =06 M .
- m M m M m ™M
Mit 3.44 ist also die Bedingung (iii) in Satz 10.51 erflllt.

c) @ idst ein flacher, aber kein treuflacher Z-Modul (vgl. Bedingung
(ii) in 10.51, @ ® (Z/(n)) =0 fir n>01!)

(N.B.: Ein Modul M mit AnnAM = (0) heipt auch ein treuer A-Modul.

@ ist also treu und flach, aber nicht treuflach liber Z.)

Bemerkungen 10.54 a) Es sei A—— B ein Ringhomomorphismus (insbe-

sondere also B ein A-Modul) wund N ein A-Modul. Dann ist B ®AN
vermoge folgender Operation von B auf B @AN ein B-Modul:

w: B xB @AN — B @AN

b) Ist N ein projektiver A-Modul, so ist B ®AN ein projektiver
B-Modul.
Beweis: Fir N=A gilt: B ®N=~B, also ist nach 10.44 auch:
8 @A 1) = (1), und schiiestich gilt fur Ne N' = All)

I I
81 - pgall) aBg(Ne n') = (BeN) o (BoN). -
c) Seien B und C zwei A-Algebren, f: A— B, g: A— C die

Strukturhomomorphismen. Dann ist D :=B ®AC ein A-Modul. Wir wollen
auf D eine Multiplikation erkldren. Dazu betrachten wir die Abbildung
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BxCxB xC—D, die durch (b,c,b,C) — bb & c€ erkldrt ist.
Sie ist, wie man sofort nachrechnet, in jedem Faktor A-linear und indu-
ziert deshalb aufgrund der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes

einen A-Modulhomomorphismus B ®AC ®AB ®AC =~ ®AD-——9 D, der wiederum
wegen der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes zu einer bilinea-
ren Abbildung m: D x D—> D mit m(b ® c, b ® T) = bb ® c& korrespon-
diert. Auf diese Weise haben wir eine Multiplikation auf D definiert:

Flir Elemente der Form b ® ¢ ist sie gegeben durch (b ® c)-(g ® C)

bb ® cc und allgemein durch (% bi ® Ci)(§ bj ® Cj) = 1%j (b1.bj ® Cicj)‘

Man liberpriift sofort, daf mit dieser Multiplikation D ein kommutativer

2

Ring mit Einselement 1 ® 1 ist. D 1ist sogar eine A-Algebra, denn die
Abbildung a— f(a) ® g(a) ist ein Ringhomomorphismus A—— D: Man
hat namlich ein kommutatives Diagramm von Ringhomomorphismen

B
T e
A D
in dem o und B durch a(b) =b® 1, B(c) = 1® ¢ definiert sind.

Beispiel: Sei B eine A-Algebra. Dann ist A[X] ®AB—51+ BIX] .

Beweis: Nach Satz 10.44 ist A[X] ®B — B[X], = fi ® bi — X fibi
ein A-Modulisomorphismus, der mit der oben erkldrten Algebrenstruktur
auf A[X] ®,B vertrdglich ist.

Aufgaben und Hinweise

1) Sei A ein nicht notwendig kommutativer Ring und
Z(Ay :={z € A | za =az Vac€A} sein Zentrum. Zeige:
a) Fir jedes z € Z(A) bilden die Homothetien h, : M— M,
x — zx fir alle A-(Links-) Moduln eine natlirliche Transformation
des ijdentischen Funktors von A-Mod.
b) Die Abbildung z — hZ bildet Z(A) bijektiv auf die Klasse
aller natiirlichen Transformationen von 1dA—Mod ab.

Ein kommutativer Ring A dist also durch A-Mod bestimmt.
Zeige: <c¢) Sei Mn(A) der nxn-Matrizenring iiber A. Dann sind
die Kategorien A-Mod und M (A)-Mod zueinander dquivalent.
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Hom und @ sind nicht nur Funktoren von 2 Variablen, sondern sogar
sogenannte Bifunktoren. D.h. die durch Homomorphismen o: M——s M'
und B: N— N' induzierten Diagramme

Hom(Ml,N) Hom(G,N)

JHom(M',B) lHom<M,B)

Hom(m' ,N') HOm(eLN ) oM,

Hom(M,N)

und
o ® N

M@ N ————— M' ® N

lM@B lW®B

me N' —28 N mie N

sind kommutativ.

Sei A ein Ring, dessen Ideale projektive A-Moduln sind.

Zeige: Jeder Untermodul eines freien A-Moduls ist isomorph einer
direkten Summe, deren Summanden samtlich zu Idealen von A isomorph
sind. (Der Beweis von 10.26 1&Bt sich direkt Ubertragen.) Jeder Unter-
modul eines projektiven Moduls ist also wieder projektiv. Ein Ring A
mit obiger Eigenschaft heiBt hereditdr. (Untermoduln projektiver Mo-
duln "erben" die Eigenschaft, projektiv zu sein.) Wir werden spdter
sehen, daB ein Integritdtsring genau dann hereditdr ist, wenn er ein
Dedekindring ist. Vgl. jedoch hiermit die ndchste Aufgabe.

Sei k ein Korper. Betrachte in der unendlichen direkten "Potenz"
klN den Unterring A = {(Xi)iejN | 3 x €k mit x; = x flr fast

alle i}. Fir jeIN sei e (6ij)1€HV €A. Flir JcN sei

j s
{ 1 flir i €d

ey = (Xy)jepn Mt X; = Sei a ein Ideal

0 fur i4¢J
von A. Zeige:
a) Wenn jedes Element von a nur endlich viele nichtverschwindende
Komponenten hat, ist a = _gJAej flir eine geeignete Menge J < IN.

J
b) Wenn ein Element von a nur endlich viele verschwindende Kompo-
nenten hat, ist a = AeJ flir eine Menge J < IN mit endlichem Komple-
ment IN -J.

c) A st hereditdr.

a) Sei t ein kovarianter A-linearer Funktor von der Kategorie der
A-Moduln in dieselbe und N ein A-Modul. Es gelte:
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(i) t st rechtsexakt; d.h. wenn M' % M_B,M' 0 exakt ist,
ist M) <0, gy B, gM ) — 0 exakt.

(i1) Man hat einen natlirlichen Isomorphismus: t( @& M.) =~ &_ t(M.).
(iii) t(A) = N.

Zeige: Man hat einen natiirlichen Isomorphismus t(M) =M ®p N .

b) Man iliberlege in diesem Zusammenhang, daB a) eine Methode zur Be-
rechnung des Tensorproduktes Tiefert, die 10.41 veraligemeinert.

Sei A(I) %, A(J) > M 0 exakt, wobei o eine (moglicherweise

unendliche) Matrix sei. Dann ist
v o, ) @ me N 0

mit der gleichen Matrix o und richtig gewdhltem ¢ ebenfalls exakt.
Falls man I und J endlich wahlen kann, wird es besonders einfach.
Insbesondere ist dann o eine endliche Matrix.

Sei t ein kontravarianter A-Tinearer Funktor von der Kategorie der
A-Moduln in dieselbe und N ein A-Modul. Es gelte:

(i) t st linksexakt, d.h. wenn M' 25 M B, M 0 exakt ist,
ist 0— t(M") —LBL, ) £, Mty exakt;

(ii) man hat einen natiirlichen Isomorphismus t(.gI Mi) o _glt(M-);
(ii1) t(A) = N. ! 1

Zeige: Man hat einen natiirlTichen Isomorphismus t(M) = HomA(M,N).

Sei M ein Modul Uber einem Integritdtsring A (bzw. reduzierten
Ring A mit nur endlich vielen minimalen Primidealen). M heiBt tor-
sionsfrei, wenn flr jedes s € A - {0} (bzw. jeden Nichtnullteiler s
in A) die Homothetie h.: M — M injektiv ist. Sei s =A - {0}
(bzw. S die Menge der Nichtnullteiler von A). Zeige:

a) M st genau dann torsionsfrei, wenn der Homomorphismus

iyt M— STIM  injektiv ist.

b) Ein endlich erzeugter A-Modul M 1dst genau dann torsionsfrei,
wenn er zu einem Untermodul eines freien A-Moduls isomorph ist.

(S_lM c (S_lA)n; Hauptnenner.) Beachte aber: @ &z(1).

Zeige: Ein A-Modul M st genau dann flach, wenn fiir jedes (endlich
erzeugte) Ideal a von A die Inklusion a < A einen injektiven
Homomorphismus a ® M—— M dinduziert. (Vgl. 18.22.)
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Zeige: a) Ein Modul Uber einem Hauptidealring ist genau dann flach,
wenn er torsionsfrei ist.

b) Der Ring Cl der stetigen Funktionen f: R — R st treuflach
uber dem Polynomring RI[X]. (Naheliegende Einbettung RI[X] ¢— Cl' )

Sei k ein Korper. Zeige:

a) Wenn M ein flacher k[Xl,...,Xn]-Modu1 ist, ist Xi ein Nicht-
nullteiler flir M/XM+ ...+ X. .M flr jedes 1 =1,...,n.

(Fir i =1 dst XM+ ...+ X, {M:= {0}.)

b) TDer Ring Cn der stetigen Funktionen R" — R ist fir n > 1
nicht flach liber Ei[Xl,...,Xn].

Man mache sich klar, daB es nicht sehr sinnvoll ist, bilineare Abbil-
dungen Uber nichtkommutativen Ringen zu betrachten. (Seien M, N und

E Linksmoduln liber A und x €M, y €N, a,b€ A, ferner

@: M x N— E bilinear. Dann ist (ab)p(x,y) = ao(bx,y) = @(bx,ay)

(ba)@(x,y).) Stattdessen betrachtet man fiir einen A-Rechtsmodul

M, einen A-Linksmodul N wund eine abelsche Gruppe E Abbildungen:
f: M x N— E, fiir die folgendes gilt:

fxtx',y) = f(x,y) + f(x',y),
FOGyry') = f(xy) + F(xy"),
f(xa,y) = f(x,ay). In [MaclLane] heifen sie mittellinear.

Definiere ein zugehtriges Tensorprodukt - vorldufig mit ®' bezeich-
net -: M ®'A N st eine abelsche Gruppe, i.a. kein A-Modul.

Zeige die Existenz. Fiir einen kommutativen Ring A zeige: M @'A N
ist auf kanonische Weise ein A-Modul und als solcher natiirlich iso-
morph zu M ®p N.

Seien Ul""’Un endlich viele Untermoduln eines A-Moduls M und
F ein flacher A-Modul. Zeige: Wenn man F ®p Ui auf kanonische

Weise als Untermodul von F @, M “auffaRt, gilt:
n n
N (Fe, U.) =F®, (N U;).
=1 AT Aliey
Dies gilt nicht flir unendliche Durchschnitte. (Beispiel?)
Wenn hingegen F sogar projektiv ist, gilt fiir unendliche Durch-

schnitte die analoge Aussage.
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1. Allgemeines

11.1 Sei S eine multiplikative Teilmenge eines Ringes A, und M,N

seien A-Moduln. Dann hat man folgendes kommutative Diagramm:

Homy (M, N) ° Hom , (5™'M,s7IN)
A -1
s~1p
i ©
s™LHom, (M,N)
A E]
i Homy (MN) — S™LHom, (M, N) , f —> f
. A ] A ] ] "I ]
o: Homy (M,N) — Hom _, (s7I,s7IN), £ r— 57,
-1 S A 1 Fo 11
©: S HomA(M,N)-——% Hom 1 (S "M,S °N), —F—> =S °f
S" A S S

(¢ st wohldefiniertl!).
Im allgemeinen ist ¢ weder injektiv noch surjektiv:

Beispiele: A =Z,S =7Z - {0}.

a) Es sei M=, N=Z. Dann ist Homz(Q,ZZ) =0, aber HomQ(Q,Q) ~f.
¢ ist also nicht surjektiv.

b) Es sei M=N=@/Z. Dann ist r'idQ/Z £ 0 flr alle reZ - {0}.

Es folgt: HomZZ (Q/ZL, Q/ZL) oZ - 1'dQ/Z ~ 7 , und daher ist
S—lHomZ(Q/ZZ,Q/ZZ) #0, aber §1(Q/ZZ) =0, also HomQ(S~1(Q/Z) S_l(Q/ZZ)) = 0,

¢ st nicht injektiv.

Definition 11.2 Ein A-Modul M heiBt endlich darstellbar (oder von end-

Ticher Darstellung), wenn eine exakte Sequenz der Form
AT — A" M 0 existiert.

Bemerkungen 11.3 a) Ist A noethersch und M ein endlicher
A-Modul, so ist M endlich darstellbar.

b) Ist P ein endlicher, projektiver A-Modul, so ist P epd-
1ich darstellbar.

Denn nach 10.25b) gibt es .Q und n€ N mit P & Q =~ A" . Man hat kano-
nische Homomorphismen A" — P und A" — Q—— AN, aus denen die exak-

te Folge A"—— A" —» P — 0 entsteht. —
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Satz 11.4 Sei M ein endlich darnstellbarer A-Modul, S eine muliti-
plikative Tellmenge von A. Dann st

s Homy (M,N) —2— Hom _; (s7IM,s7IN)
S A
edn Tsomornphismus .
Beweis: a) Sei zundachst M ein endlicher, freier A-Modul, also

M= A" fiir geeingetes n € IN. Dann gilt S'lHomA(M,N) =~ S_lN”,
Hom _; (S7IM,S7IN) = Hom _; ((s71A)™,sIN) = (sIn)n.

s™1a s71a
b} Sei nun Am AN M — 0 eine exakte Sequenz von A-Moduln.
Dann hat man folgendes kommutative Diagramm mit exakten Zeilen:
0 —  SHom Ny —  STMHomy (AT,N)  —  S™THom, (A™,N)

: ! [

0 — Hom _; (s"M,s7IN) — Hom _, (s7IA",sTIN) — Hom | (5
s71a s~1a s71a

» Iam s=Iny |

Daher ist ¢ ein Isomorphismus. -

Bemerkung 11.5 Ist M Tediglich ein endlich erzeugter A-Modul, so ist

@ injektiv.

Folgerung 11.6 Ein endlich darnstellbarer A-Modul P (st profekitiv
genau dann, wenn Pm ein projektiven Ameoduﬁ §lin fedes maximale Ideal

m von A s,

Beweis: "= Fur alle Ringhomomorphismen A — B dist B 8 P projek-
tiv gemdB 10.25b) .

"«": Sei M — M' — 0 exakt. Dann ist fir alle maximalen Ideale m
von A aud1Mm-——» Mﬁ-——» 0 exakt. Da Pm projektiver Am-Modul ist,
) \ . .
ist HomAm(Pm,Mm)-——» HomAéPm’Mm) — 0 exakt, und diese Sequenz ist
nach Satz 11.4 isomorph zu HomA(P,M)m-——e HomA(P,M')m-——e 0. Man hat
deshalb die exakte Sequenz @ HomA(P,M) — @ HomA(P,M')-——» 0, also
m n m m

ist auch & A ® Hom (P,M) — & A ® Hom,(P,M') — 0 exakt (10.44,46).

m M m
% Am ist treuflach liber A, also ist HomA(P,M)-——e HomA(P,M')-——e 0
exakt, d.h. P 1ist projektiv. -—

Bemerkung 11.7 Sei A ein Ring, E ein A-Modul, B ein weiterer
Ring, G ein B-Modul und F ein A-B-Bimodul. D.h. F ist sowohl ein
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11.2 Projektive Moduln und Lokalisierungen

A- wie ein B-Modul, und flir a €A, b€B, x € F ist a(bx) = b(ax).
Dann sind F ® G und E ® F auch A-B-Bimoduln, und man hat einen in
E,F,G natiirlichen Isomorphismus E ®) (F ®y G) =~ (E ®) F) ® G. Dies
beweist man wie Satz 10.48.

satz 11.8 Es selen M, N A-Moduln, S eine mubtiplikative Teilmenge
von A. Dann gilit:

ey 1) = (57T) &y N (57 @ (57N = (s7h) 4 (s7IN) .

STA

S
Diese Tsomorphismen sind noatinlich in M und N.

Beveis:  GendB 10.46, 10.48 und 11.7 gilt S (M ey N) ~S7'a g, M@,
R T 1e-1 S

~S"IM e, N sowie STI(M @y N) = STH(ST(Mey N)) = STH(STM @y N)

~ 5o, sTIN. weiternin ist s ST My (sTlA 6 1,9 -1

s71p A
~ N @ sy o sl

N)

-1

Folgerung 11.9 Sel F ein A-Modul. Dann gilt:

F st glach lber A. <  Fin alle maximalen Ideale m von A ist

Fm fLach (ber Am {oden A).

Beweis: "s" folgt direkt aus 11.8

"<": Sei 0—> N—> M eine exakte Folge von A-Moduln. Fiir jedes maxi-
male Ideal m von A st dann

0—F ® N — F ®) M. exakt,
also auch 0— Am ®A(F @y N) — Am ®A(F ®y M) nach 11.8. Nach 10.44

ist dann auch 00— (6 A ) ®A(F ®) N) — (@ A ) ®A(F ®) M) exakt, also

00— F ®A N—s F ®) M exakt nach 10.51, da @ A gemaB 10.53 treuflach
ist.

2. Projektive Moduln und Lokalisierungen

Lemma 11.10 Es sel M ein endlicher A-Modul, X1se-esX, € M, s0 dap
(x{s...5X,) ein Enzeugendensysiem von M/Jac(A)<M ist.  Dann wird M

VORI X{seuesXo erzeugt. —

Beweis: Sei U := Axy + ...+ Axn = M. Nach Voraussetzung ist
Jac(A)*M + U =M, also nach 3.20 (Nakayama) M =U. —
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Satz 11.11  Es sel A ein Lokaler Ring mit maximalem Ideal m, M ein
endbicher A-Modul. Dann existiert ein endlichern freien A-Modul F und
edn surnfektiven Homomonphismus f: F—— M, s0 dap Ker f < mF .

Beweis: Sei k = A/m der Restklassenkdrper. GemdR 3.2 ist M/mM ein
A/m-Modul, d.h. ein k-Vektorraum. Man wihle X1s+-eX, € M so, daB

Yi,...,xn eine Basis des k-Vektorraums M/mM bilden. Nach Lemma 11.10

bilden XpseeesXy ein Erzeugendensystem von M. Also ist der Homomor-
phismus An-—fa M, e, — X3 s surjektiv.

; € Ker f, d.h. ¥ aix; = 0, also I

Tinear unabhdngig iiber k sind, ist

Xy = 0.

= 0 und deshalb

Sei nun Zaie _:
a.

Da 'YI,...,X ;

n

a; €m flr jedes i, d.h. Ker femA". —

Folgerung 11.12  Es sel A ein Lokalern Ring mit maximelem Ideal m.
Jeder endliche profektive A-Modul P 48t frel.

Beweis: Nach 11.11 existiert eine exakte Sequenz

0 k-9 r_f,p 0, wobei F frei und endlich und g(K) < mF
ist. K st endlich wegen K& P =~ F. Fiir alle A-Moduln E ist
0—kef-L28E For F8E, pgE— "’ exakt.

Denn, da P projektiv ist, existiert ein h: F— K mit hog = 1dK.
Dann ist (h ® E) o (g ® E) = idK ® E° und somit ist g® E dinjektiv.
Man betrachte nun E = A/m.

Da 0—s K/mk —L8 AN, Frr ~, p/mp 0 exakt und g® (A/m) =0
ist, ist K/mK =0, also K= 0 nach 3.19 (Nakayama). —

Lemma 11.13  Folgendes Diagramm von A-Moduln sel kommutativ mit exakten
Zellen und Spalten:

0

L (XI L] Bl i/

f! f f"l

0 . & . B .
g' 9

Dann L84 o" Anfektiv.
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Beweis: Sei a"(x) = 0. g' ist surjektiv. Folglich gibt es ein vy
mit g'(y) = x. Fir dieses gilt g(a(y)) = a"(g'(y)) = a"(x) = 0, also
o{y) € Im f. D.h. es gibt ein z mit f(z) = a(y). Fir z gilt
f"(B'(z)) = B(f(z)) = B(a(y)) =0, also B'(z) =0, da f" dnjektiv
ist. Somit gibt es ein w mit o'(w) = z. Dann ist a(f'(w)) = f(a'(w))
= f(z) = o(y) » und deshalb f'(w) =y, da o injektiv ist. Es folgt

x =g'(y) =g'(f'(w)) =0. —

N.B.: Diese Art von Beweis heift Diagrammjagd. Sie geschieht weitgehend
mechanisch.

f

Satz 11.14  Sei O M M F— 0 eoine exakte Sequenz von
A-Moduln, wobel F flach is%. Firn alle A-Modubn E gilt dann:

fRE:M @E— M@ E 8t injektiv.

Beweis: Es existiert eine exakte Folge O K P E 0, wobei

P projektiv, insbesondere also flach ist. Man erhdlt daher ein kommutati-
ves Diagramm mit exakten Zeilen und Spalten:

0
M@®@K—M@K— F® K—> 0

0— M ®P— M®P— F®@P— 0

Mo EPEMe E—sF®E— 0

Die dritte Spalte ist exakt, da F flach ist, und die zweite Zeile ist
exakt, da P flach ist. Nach obigem Lemma ist f ® E dinjektiv. —

Satz 11.15 Es sedl A ein Lokaler Ring mit maximalem Ideal m, M ein
endlich darstellbarer A-Modul und N ein endlicher A-Modul. Weltern sed
fi: N— M ein Homomorphismus, der einen Isomorphismus N/mN—s M/mN
induzient. Damn £8% Ker f endlicher A-Modul.

Beweis: Nach 3.21 ist f: N— M surjektiv.

Sei AM_X, an_9, 0 exakt, und B: AM—5 N ein Homomorphismus,
so daB das folgende Diagramm kommutiert (A" ist projektiv):
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AN AN 9, M 0

b L

.F

N—"M—— 0
Es geniigt, Ker f = Boy(A™ zu zeigen.

Da f® (A/m) bijektiv ist, muB B ® (A/m) surjektiv sein. Es folgt:

B st surjektiv nach 3.21. Wegen 0 = go‘Y(Am) = foBoy(A™ st

B oY(Am) < Ker f. Umgekehrt sei x € N mit f(x) =0 und y € A" mit
B(y) = x. Dann ist g(y) = fB(y)
Y(z) =y . Also ist By(z) = B(y)

0. Daher existiert ein z € A™ mit

t
1}

X . Somit haben wir ker f c gy(A™. —

Folgerung 11.16 Sei A ein Lokaler Ring mit maximalem Ideal m und
Resthlassenkinper k. Dann ist feder endlich darnstellbare, flache A-Mo-
dul F fred.

Beweis: Fast wie fiir 11.12.

Sei uk(F/mF) =n. Nach 11.11 (Beweis) hat man eine exakte Sequenz

0 K- AN f F 0, wobei K= Ker f<emA". Nach 11.15 ist K
endlich, Durch Tensorieren mit k = A/m erhdlt man wegen 11.14
die exakte Sequenz 00— k®K k®g k" F/mF — 0. Es ist k® g =0,

daher k ® K=0. Da K endlich ist, folgt mit 3.19 (Nakayama): K = 0 .—
(Man hdtte auf 11.12 verzichten konnen.)

Satz 11.17  Fir einen A-Modul P sind dquivalent:

(L) P st endlich und profektiv.

(4L) P Aist endlich dastellbar und 4Lach.

(Lid) P ist endlich danstellbar, und 4in fedes maximale Ideal m von A
L P edn fredlen Am—ModuK.

Beweis: (i) = (ii) klar.

(ii) = (iii): Sei A" AN p 0 exakt. Dann ist fir alle maxi-
malen Ideale m von A die Folge AQ Ag ﬁn 0 exakt.

Da P flach ist und filir jeden Am-Modu1 M ein natlrlicher Isomorphismus
Pm ®AmM =~ P @hrw existiert (11.8), ist Pm flach iber Am . Wende 11.16

an.

(i11) = (i): P dist natlirlich endlich, und flr alle maximalen Ideale m
ist Pm projektiv lber Am , also ist P projektiv iiber A gemdB 11.6.—
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Aufgaben und Hinweise

1)

3)

5)

a) Sei A= Al x A, ein direktes Produkt von zwei Ringen A;+0.
Zeige: Fir jede Indexmenge I%0 ist A%I) ein projektiver nicht frei-
er A-Modul.

Beachte: Wenn ein Ring A 1lokal ist oder nur ein minimales Primideal
besitzt (etwa integer ist), dann 1@Bt A sich nicht (mit Faktoren =#0)
direkt zerlegen.

b) Ein weniger banales Beispiel eines nichtfreien projektiven Moduls
findet sich in 12.A 4.

a) Zu injektiven Moduln siehe 13.A 16 f.

b) Nichttriviale flache Moduln werden in 13. A 13 ff konstruiert.

Leige: A ist genau dann nicht (nicht-trivial) direkt zerlegbar, wenn
Spec A zusammenhdngend ist. (Vgl. [Bourbakil chap. II §4.3 prop. 15
und 1. A6.)

a) Wenn A nicht (nicht-trivial) direkt zerlegbar und noethersch ist,
ist jeder nicht endliche projektive A-Modul frei. Siehe [Bass 1].
Beachte A 3.

b) Wenn A Tlokal (aber nicht notwendig noethersch) ist, gilt dies
auch. D.h. jeder projektive A-Modul ist frei.

Siehe loc. cit. oder [Kaplansky] .

Sei S eine multiplikative Teilmenge eines Ringes A und M ein
S_lA-Modu1. Zeige: M 1ist genau dann flach, wenn M als A-Modul
flach ist.

Sei ¢: A—— B ein Ringhomomorphismus und M ein B-Modul.
Zeige: M 1ist genau dann als A-Modul flach, wenn Mm ein flacher
A-Modul ist flir jedes maximale Ideal m von B. (Nach A5 st Mm

ein flacher A-Modul, wenn Mm ein flacher A _;  -Modul ist.)
@ (m)
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1. Projektive Moduln vom Rang 1

Feststellung 12.1 Selen A ein Lokaler Ring mit maximelem Ideal m,

k := A/m der Resthlassenkinper von A, M ein endbicher A-Modul sowie
X1seensXy eEM.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(<) (Xl’ .,xn) At edin kilnzestes Ernzeugendensystem von M

(deh. n 8t minimal gewdhlt).
() (Xqseensx,)  A8Z ein minimales Erzeugendensystem (d.h. {il

1 <i<n gibt: (Xl""’xi-l’xi+1""’xn) enzeugt M nicht).
(L) (ii,...,&%) 8% edne Basis von M/mM  als k-Vektorraum, wobedl

Xy = X; +nM
Beweis: (i) = (ii) trivial.
(i) = (iii): (Yl,...;in) ist trivialerweise ein Erzeugendensystem von
M/mM . Sei Z'E;SQ' =0 (a; €k, a; =a;+m) eine nichttriviale Linear-
kombination, oBdA EE'¢ 0, d.h. £ a;x; €mM, aber aj ¢ m. Dann ist
a; € A*, da A Tokal ist, also X € Axy + ... 4 Ax, +uM. Somit ist

nach dem Lemma von Nakayama M von XpseoesX, erzeugt, im Widerspruch zu (ii).

n
(i1i) = (i): a) (Xl""’xn) ist ein Erzeugendensystem von M, denn:

Sei N = Ax1 + ...t Axn oM. Da ?I,...,?;’ Erzeugendensystme von M/mM
M/mM ist, gilt: N+ mM =M. Mit dem Lemma von Nakayama folgt: M = N.

b) (Xl""’xn) ist kiirzestes Erzeugendensystem von M, denn:

Ware Yiseees¥y mit m < n ein kirzestes Erzeugendensystem, so wdre
nach "(i) = (ii) = (iii)" auch y;;...,y;‘ eine Basis von M/mM.
Widerspruch! —

Definition 12.2 Fiir einen A-Modul M definiert man den dualen Modul

MY := Hom (M,A)

A

Bemerkung 12.3 (A")Y ~ A" .

Beispiel 12.4 Seien A integer, a € A - (A* U {0}) und

M :=A/(a) 0. Dann gilt MY ~ 0. Denn aus der Exaktheit der Folge

0 A2, A M 0 folgt die von 0—s MY A °a A
Da A &, A injektiv ist, ist MY ~0. AV AV




12.1 Projektive Moduln vom Rang 1 147

Bezeichnungen 12.5  Wir betrachten die folgenden kanonischen Isomorphis-

men:  Hom, (MY,MY) —$—> Hom, (M @, MY,A) % Homy (M, H;)mA(MV,A)) (10.38).

MVV

Ferner bezeichne ¢ den kanonischen Auswertungshomomorphismus:
e (4 ) v
€ = m(1dMV). M ®) MY —— A
(x ® o) — a(x) s

und & bezeichne den kanonischen Homomorphismus von M 1in das Bidual A

S :=y(e) : M—— mvv

X b—— 6(x): MY — A
o b ax)

Die genannten Bezeichnungen gelten bis 12.9.

Bemerkung 12.6 Ist M ein endlicher, projektiver A-Modul, so ist 6§

ein Isomorphismus.

Die Aussage ist klar fir einen endlich erzeugten, freien A-Modul und daher
ebenso fiir einen direkten Summanden. —

Satz 12.7  Sed M ein A-Modul von endlicher Darstellung.
Dann s4ind dguivalent:

() e: M@y M — A st ein Tsomorphismus.
(LL) Es existient ein A-Modut N mit M@ N=~A,
(LiL)  Flin alle maximelen Ideale m gilt: Mm o~ Am (iber Am.

(iv)  Firn alle p € Spec A gilt Mp o Ap iiben Aﬁ.

(v) M st projektiv, und (LiL) (oden (Lv)) gilt.

Bemerkung: Der Satz gilt auch unter der Voraussetzung, daB M Tediglich
ein endlicher A-Modul ist. Vgl. Bourbaki chap. II §5 Thm. 2 und Thm 3.

Beweis von Satz 12.7: (i) = (ii) trivial.

(11) = (i7i): M@, N—- A. Fiir jedes maximale Ideal m st also

M ® N —-A . D.h. o0.B.d.A. ist A ein lokaler Ring mit maximalem
m Ay m m

Ideal m wund Restklassenkorper k. Wir haben Isomorphismen

k=A@ k=Megy N@ k =Me,(NmN) =~k g M & (N/mN) =~ (M/mM) ® (N/mN).

Dann ist 1 = pk((M/mM) ®,(N/mN)) = uk(M/mM) . uk(N/mN) » mithin M/mM =~ k.

Da- M endlich ist, ist M monogen nach 12.1, d.h. M=~ A/a, wobei a
der Annullator eines erzeugenden Elements von M dist. Es folgt:
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a annulliert M ®, N. Aber es ist M ® N=~A, daher a = (0), d.h.
M~A,

(ii1) = (iv) Sei p € Spec A und m ein maximales Ideal von A mit

g =m. Dann hat man einen kanonischen Isomorphismus Mp = (Mm)p sowie

(M =, (A adiy W n

m)ﬂm m)ﬂm R

(iv) = (ii1) trivial.

(iii) (bzw. (iv)) = (v): Da M endlich darstellbar und Mm frei iiber
Am fir alle maximalen Ideale m von A ist, folgt mit 11.6 daB M
projektiv ist.

(v) = (i) Nach 3.45, 11.4 und 11.8 gilt die Rquivalenz:

M 8 M 25 A st ein Isomorphismus. <= Fiir alle maximalen Ideale m
von A st Mm ®AmM% — Am ein Isomorphismus.

Fur Mm o Am ist die zweite Aussage aber klar. -

Definition 12.8 Ein A-Modul M heift projektiv vom Rang 1, wenn er

von endlicher Darstellung ist und die dquivalenten Bedingungen von Satz
12.7 erfiillt (d.h. M dst projektiv, und flir jedes maximale Ideal m in
A gilt Mm e Am).

Satz 12.9 Sedien P,P' projektive A-Moduln vom Rang 1. Dann sind auch
PV und P ®, P' projeltiv vom Rang 1.

Beweis: a) Zu PY: Wie man leicht nachrechnet, ist das Diagramm

NK
5?% A
PV e PV ~ pV g pYY ////E/;/?

P >

kommutativ, und nach 12.6, 12.7(1) sind & ® id und ep Isomorphismen.

b) DaB P ®, P' projektiv und endlich (also endlich darstellbar) ist,
zeigt man wie folgt: Wahle Q,Q', n,m so, daB P & Q =~ A",
P' Q' ~A™ gilt. Dann ist

AT =~ (P@Q) @ (P'®Q') ~ (P& P')® ((P8 Q)e(Qe, P')e (08 Q')).

P @ P' dist projektiv vom Rang 1, da fiir jedes maximale Ideal m in

A gilt: (P® P') ~P & Pl=A & A

) S —
A m m Am g W il

Folgerung 12.10 Die Isomorphieklassen [Pl profektiver A-Moduln

vom Rang 1 bilden beziglich des Tensorproduktes eine abelsche Gruppe
mit (Al ats Newtrabelement und [P171 = [PV].
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Beweis: Die Isomorphieklassen projektiver A-Moduln vom Rang 1 bilden
eine Menge, da jeder endliche Modul isomorph zu einem Faktormodul von
a(N) ist. Die Kommutativitdt und Assoziativitdt von "®@" ist klar, die
Abgeschlossenheit folgt mit Satz 12.9. Fiir alle projektiven A-Moduln P
vom Rang 1 gilt: A ®x P=~P und nach 12.7 auch P @) PV A, —

Definition 12.11 Die Gruppe der Isomorphieklassen [P] projektiver A-

Moduln vom Rang 1 mit dem Tensorprodukt als innerer Verkniipfung bezeich-
net man als die Picardgruppe Pic A von A.

(Die Verknlipfung in Pic A wird oft additiv geschrieben. Insbesondere
schreibt man Pic A = 0, wenn Pic A die triviale Gruppe ist.

In Bourbaki chap. II §5 wird Pic A mit P(A) bezeichnet.)

Satz 12.12 t4 sel @: A—— B ein Ringhomomorphismus und P ein pro-
jektiver A-Modul vom Rang 1. Dann st P ® B ein profektiver B-Modul
vom Rang 1.

Beweis: P ®) B 1ist nach 10.54 projektiv und endlich. Sei nun P € SpecB,

g = o X(P) und Ay — By
(P ®y B) ®; BP =P 8, Pu(P ® Ap) ®Ap Bp = A

der induzierte Homomorphismus. Dann gilt:
@ Bp=Bp. —

L

Folgerung 12.13:  Ein Ringhomomorphismus @: A— B induzient einen
Gruppenhomomorphismus:  Pic(p): Pic(A) — Pic(B), [P] — [P ®, Bl .
Fernern 4st diese Zuordnung funktoniell, d.h. Pic st edin kovarian-
ten Funkton.

Beweis: (P ®, P') ® B~P® B@® P'® B, also ist Pic(y) ein Homo-
morphismus. Ferner gilt fir Ringhomomorphismen A — B — C:
(P@AB)®BCZ—>P®AC und P®AA—~—+P. —

2. Invertierbare Ideale

Definition 12.14  Sei im folgenden S eine multiplikative Menge von

Nichtnullteilern eines Ringes A. Ein S-Ideal von A ist ein A-Unter-
1

modul a von S “A, fiir den es ein s € S mit sAhcac s_lA gibt.

(Wir fassen A als Unterring von S_lA auf.)
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1

Bemerkungen 12.15 a) Sei a ein A-Untermodul von S “A, fiir den es

s;,t € S gibt mit s €a, tacA. Dann ist stA c a c (st) Ip , also a

ein S-Ideal.

b) Wenn a ein A-Untermodul von s_1A ist, heiBt dies, daB sa ein
(ganzes) Ideal von A ist. D.h. die S-Ideale sind alle von der Form
s7lh, wobei s €S und Bk ein (gewdhnliches) Ideal von A mit
bnsS#*@ iqst.

c) Ist A noethersch, so sind die S-Ideale von A genau die endlichen
A-Untermoduln a von STIA mit ans + p.

Definition 12.16 Seien a,h S-Ideale.

a) Man definiert wie fir (gewdhnliche) Ideale das Produkt ah als die

von allen ab mit a € a, b € h erzeugte additive Untergruppe von S_lA.

b) a:h = {x € s71p | xb = a}.

Feststellungen 12.17 a) aA = a .
b) a-h und ah sdind ebenfalls S-Ideale.

Beweis: a) ist klar.
b) a<h und a:h sind natiirlich A-Untermoduln von s1a
Es sei sAcac s-lA und tAchc t'lA . Dann ist (st)Ac:ahC:(st)_1

A.
Weiterhin: Aus thc A, sAca folgt stheca, also st € a:h.

Sei nun x € a:h, d.h. xhcacs tA. Da thch, folgt:

xtA c a < slA, mithin x € (st)"1A. —

Satz 12.18 Firn S-Ideale a und h von A st folgende Abbifdung

@: ath — HomA(h,a)
X — (b — xb)

ein Isomorphismus .
Beweis: Offensichtlich ist ¢ ein Homomorphismus von A-Moduln.
Da h ein s €S c (S_lA)* enthdlt, ist ¢ injektiv.

Die Surjektivitdat folgt so:
Es sei o: b — a eine A-Tineare Abbildung, t € S ein Element mit
tActhe t-lA. Setze x := t-la(t) € STIA.

Fiir alle b €  dist nun «(b) = xb.
Denn wegen tb € A gilt:
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a(b) = t72(t% (b)) = t 2a(t?b) = t~2a((tb)-t) = t 2((tb)a(t)) =

t~lo(t)eb = xeb . —

Definition 12.19 Sei a ein S-Ideal von A. Setze a_l =Aa (= a
12.18

Feststellungen 12.20 Sefen a,h S-Ideale von A.

a) aa lch.

b) Aus ah = A folgt ho=a L.

Beweis: a) folgt direkt aus der Definition.

b) Offenbar ist hca ', also acat =A. Daher: h=a tah=a L.

Definition 12.21 Ein S-Ideal a von A heiBt invertierbar, wenn es

ein S-Ideal h von A gibt mit a-h = A, oder - Hguivalent dazu -
wenn aa~l = A ist.

Satz 12.22 Sei a ein  S-Ideal von A. Dann sind dquivalent:

(£) a 48t Lnvertlierbar.
(L) a st profektiv.
(Lid) a st projektiv vom Rang 1 (insbesondere endlich).

Beweis: (i) = (i1): Aus aa 'l =A folgt 1€ aa l. Deshalb gibt es

ays+-s8, €2, by,...,b €2l (d.h. b.a = A) mit: Zab, = 1.

n
Man definiere Homomorphismen

At a und AN <t a
e; —— a; (bja,...,ba) «<—ta

(Dabei ist ey,...,e, die kanonische Basis von An.)

n
Es ist fog(a) = = a;bja = a, d.h. fog = ida » und daher a projektiv
und endlich (10.25a)).

(ii) > (i): Es seien (vgl. 10.25a))

(D) _f " A e
e; —— a; Zg;(a)e; <« a

Homomorphismen mit fog = id Fir jedes 1 € I gibt es dann (12.18)

a
ein biea'¥zHom(a,A) mit gi(a) = bia fiir alle a € a. Flr jedes a € a
ist aber fir fast alle 1  g.(a) = 0, mithin b;a = 0. Da dies speziell

flir a€ansc (STIM* gilt, folgt b, = 0 fir fast alle 1.
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Fir a € a haben wir a = fog(a) = Zaibia . Wenn man speziell
a €ans wihlt, kann man kiirzen und erhdlt Tasbj =1. Da aj € a,

b; € a"l gilt, folgt 1e aa !, und somit aa”l = A.

(i) = (iii): Im Beweis fUr "(i) = (i1)" wurde bereits gezeigt, daB

1 1

projektiv und endlich ist. Nach 12.7 geniigt es also, a® a ~ ~aa ~ zu

zeigen; denn es ist aa”l = A,
Da aber a als A-Modul isomorph zu einem ganzen Ideal h < A und a—l

projektiv, also flach ist, folgt die Isomorphie aus:

Lemma 12.23 Sedl b ein Ideal von A wund E ein A-Modul.
a) Dunrch Zbi ®e; — I b.e, wind edn surfektiver Homomorphismus
@: h @ E— hE definient.

b) Wemn E {Lach ist, is£ © bijektiv.
Beweis: a) ist klar.

b) Man hat das folgende kommutative Diagramm mit naheliegenden A-Modul-
homomorphismen:

0 —a®E —AQ®E —A/a®E — 0
lw Zlco' lel)

0 — af — E — E/ak — 0

Die obere Zeile ist exakt, weil E flach ist; die untere ist es trivia-
Terweise. Aus der Bijektivitat von ¢' und ¢ folgt die von . —

Definition 12.24 Sei S eine multiplikative Menge von Nichtnullteilern

in A. Dann bezeichne Inv(A,S) die Gruppe der invertierbaren S-Ideale,

versehen mit der inneren Verknlipfung

In Inv(A,S) hat man die Untergruppe H(A,S) = {a € Inv(A,S) | 3 x € S_lA
mit a = Ax} der invertierbaren S-Hauptideale.
Inv(A,S) /H(A,S) bezeichnet man als die S-Idealklassengruppe von A.
Bemerkung 12.25 Man hat nach 12.22 eine kanonische Abbildung

a: Inv(A,S) —— Pic(A) .
Indem man 12.23 auf h,E € Inv(A,S) anwendet, sieht man, daB o ein
Homomorphismus ist. Offenbar ist Ker o = H(A,S). Durch o wird also

eine Injektion
Inv(A,S) / H(A,S) «—— Pic(A)

induziert.
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Satz 12.26 Sel S eine multiplikative Menge von Nichtnullteilern in A .
Auf kanonische Weise hat man eine exakte Folge:

0 — H(A,S) 2Ly Tny(a,s) 5 Pic A &5 pic sTIA mit B = Pic(iy ).
Beweis: Zu zeigen bleibt die Exaktheit bei Pic A.
1

Ima < Ker g1 Sei a € Inv(A,S). Es gibt ein s € S mit As cacAs ~.
Folglich gilt s7las « s7la e s71as™) , es ist aber S”lAs = stla =
s7lasTl. Es folgt a®, STA~sTla = sl

Ker < Ima: Sei [P] € Pic A mit B[P] = [S'lP] = 0. D.h. man hat
einen Isomorphismus g: slp =, s-1a. Es gibt also p€ P, s € S mit
g(g) =1 in s7ia.

Da P ein direkter Summand, also ein Untermodul eines freien Moduls ist,
sind die Elemente von S auch Nichtnullteiler flir P: Deshalb ist

1o injektiv (3.43). Vermsge P P23, slp 9, s71p gt

P—s S~

i :
P,S
also P isomorph zu einem A-Untermodul a von s7la.  Aus
goip o(p) = g(§) =T folgt a>As. Nach Definition 12.8 ist P,
’ n a. -
also a, endlich, und mit a = X l\gl- hat man a < A(sl-...-sn) 1
i=1 7i

Somit ist a ein S-Ideal von A, und a ist invertierbar, da es pro-
jektiv ist. —

Frage: Wann kann man eine multiplikative Menge S von Nichtnullteilern
in A finden, so daB Pic S'A = 0 ist?

Satz 12.27 Seil B edin semilokaler Ring, P ein endlicher, projfektiver

B-Modul. Es gebe ein r € N mit Py = B; gl alle maximalen Ideale m

von B. Dann 8t P fred.

Beweis: Seien Myseeesmy die maximalen Ideale von B, J = Jac B =

mpN...Nnm das Jacobsonradikal von B.
a) Spezialfall: J = (0).
Nach dem Chinesischen Restsatz (1.9) hat man einen Ring-Isomorphismus

B B/my x ... x B/m . Diese Abbildung ist auch ein B-Modul-Isomor-

n n
phismus B~— @ (B/m.,). Es ist B_ = @& (B/m;). = B/m. .

i=1 ST T L J
Denn B—mj besteht aus Elementen, deren Homothetien auf B/mj bijektiv

sind, und enthalt flir i # j ein Element, das B/mi annulliert. Man hat
n

also einen B-Modul-Isomorphismus B ~— @ Bm . Hieraus folgt fir P,
i=1 i
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daB P ~ BI';I ~B" gilt.
1M

e
o
R

e =

..i

b) Allgemeiner Fall: Es ist P/JP ~P ® B/J und nach a) frei vom Rang

r ilber B/J. Seien Yys-+-sY,. € P, so daf (}i,...,y}) eine Basis von
B/JP ist. Wir erhalten die exakte Folge 0 — K — B — P — 0 .

e; b=y,
Da P projektiv, also flach ist, folgt die Exaktheit der induzierten
Folge: 0 — K ® B/J — B " @ B/J = P @ B/J —> 0 . Also ist

0 = K®B/J=~K/JK. Mit dem Lemma von Nakayama folgt K = 0. —

Folgerung 12.28 Sei S edne multiplikative Menge von Nichtnullteilern
in A. Fatks STIA semiokat ist, s0 A8t die S-Idealklassengruppe von
A isomonph zu Pic A.

1

Beweis: Nach 12.27 ist Pic(S "A) = 0. Wende 12.26 an. —

Beispiele 12.29 a) Fir einen Integritdtsring A wahle S = A - {0}.

b) Fiir einen reduzierten Ring m;t nur endlich vielen minimalen Primidea-
len Bpse-of, wdhle S =A - 1:1p1.
c) Fir einen noetherschen Ring wdhle S = A - u ?.

PeAss A

3.  Divisoren und Krull-Ringe

Im folgenden sel A ein Integrnititsning, K sein Quotientenkirper.

Wirn lbernehmen in diesem Abschnitt die folgenden allgemein (iblichen Be-
zedlchnungen:

Ein gebrochenes Ideal (s4ic!) .4s4L entweder ein S-Idead mit S = A - (0)
oden das Ideal (0). (D.h. ein gebrochenes Ideal ist ein A-Untermodul
a von K, 4irden es ein x € A - (0) mit ax c A gibt.) Die gewihn-
Lichen Ideale wenden als ganze Ideale bezeichnet.

Satz 12.30 Folgende Aussagen ({ber den Integrititsning A) sind dqui-
valent:
(L) A st ein Dedekindiing.

(£L) Zu jedem ganzen Ideal a wvon A gibit es ein ganzes Ideal
b+ (0) von A, derant daB ab ein Hauptideal is%.
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(iil) Alle gebrochenen Ideale + (0) von A sind invertienbar.
(iv)  Alle ganzen Ideale + (0) von A sind invertierbar.
(v) Jedes ganze Ideal #+ (0) 8% ein Produkt von maximelen Idealen.

Beweis:  "(i) = (ii)" und "(i) = (v)" sind unter 8.11 bewiesen.

(ii) = (iii): Sei a ein gebrochenes Ideal. Es gibt ein x € A - (0) so,
daB ax ganz ist, und ein ganzes Ideal h % (0) so, daB axh ein Haupt-
ideal Ay # (0) 1ist. Dann ist a(xy_lh) = A, also a invertierbar.

(iii) = (iv): trivial.

(iv) = (i): Da die ganzen Ideale invertierbar sind, sind sie nach 12.22
endlich. Also ist A noethersch. Sei g # (0) ein Primideal. Da g in-
vertierbar ist, ist pAp = pp nach 12.22 und 12.7 ein Hauptideal in Ap
Nach 8.8 ist Ap ein diskreter Bewertungsring. Daraus folgt mit 8.10, daB
A ein Dedekindring ist.

(v) = (iv): Es genligt zu zeigen, daB jedes maximale Ideal m invertier-
bar ist, da ein Produkt invertierbarer Ideale wieder invertierbar ist.

Sei x€m- (0) und Ax = Mye...om, mit maximalen Idealen m, . Aus

Mmoo mye...om, folgt mo> ms s also m = m; fur ein 1. Es ist somit

me T m. ein Hauptideal. Wie im Beweis von "(ii) = (iii)" folgt, daB m
“1n3:;tierbar ist. —

Folgerung 12.31  Die gebrochenen Ideale # (0) eines Dedekindringes bil-
den bzgl. den Mulitiplikation eine freie abelsche Gruppe. Eine Basdis dieser
Gruppe besteht aus den maximelen Idealen.

Beweis: = Die ganzen Ideale + (0) bilden nach 8.11 eine "freie kommuta-
tive Halbgruppe" und die maximalen Ideale eine Basis derselben. Beachte:
Jedes gebrochene Ideal ist Quotient zweier ganzer Ideale: Wenn xa < A

mit x €A - (0) gilt, ist a = (xa)e(Ax)"1. —

Feststellungen 12.32 Selen a, h nichttriiviale gebrochene Ideale von
1

A, ferner a = = A:ta={x € K| xa ©A} (wie in Abschnitt 3).
Dann gilt:

a) ach = a_l > h_l .

b) Fir x € k¥ ist (Ax) L = Ax7l .

¢) Flin x € K¥ gilt: acAXx « axtcal,

d) al=ixl:achad u{o .

Beweis: a) ist trivial.
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b) Sei1 y € K. Esgilt: y € (Ax)_1 e AMAxychA = xy€ehA <
y € Ax
c) achAx <= x_la chA = X—1 € a_l = Ax_l c a_l.

d) folgt aus ¢). -

Satz 12.33 Fidr alle nichttrnivialen gebrochenen Ideale a gilt:
(a_l)'1 = N Ax .

xeK
acAx
f e TR . . -1 -1 -1.-1
Beweis: <"t Sei a<Ax. Dannist Ax "ca ", also (a ) T < Ax.
Es folgt (a'l)'1 c N Ax .
acAx
"SU: Sei oy € N Ax. Fir alle x mit a < Ax gilt dann
_ acAx 1

axl e Ay_l . Da ac Ax mit xlea’l gleichwertig ist, gilt

a'l c Ay'l , und somit ya—l <A, d.h. ye€ (3-1)_1 .

Bemerkung 12.34 ac:(a-l)—l.

Definition 12.35 Fiir ein nichttriviales gebrochenes Ideal a von A

definiert man:

a) @ := (a_l)_1 = N Ax.
acAx

b) a heiBt divisoriell, wenn a =3 ist.

Bemerkung 12.36 @3 = 3.

Satz 12.37 Seden a, h nichttrniviale gebrochene Ideale in A.
Dann sind dquivalent:

(L) a b=yl

(L) {x | achAx} = {x | he Ax} .

~

(i) T ="1.

Beweis: (ii) <« (iii) gilt nach 12.33.
(i) » (i11): al=1nl o (@hl=@h-t.
(ii) = (i): Siehe 12.32d).

Definitionen 12.38 Seien a,h nichttriviale gebrochene Ideale in A.
Wir definieren eine Relation ~ durch: a~bt, wenn 3 =F.
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a und h heifen dann quasigleich.

Die Quasigleichheit ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der nicht-
trivialen gebrochenen Ideale von A. Die Hquivalenzklasse, die ein ge-
brochenes Ideal a enthdlt, bezeichnet man mit div(a).

Die Menge der Aquivalenzklassen der nichttrivialen gebrochenen Ideale von
A bezeichnet man mit D(A) .

Bemerkungen 12.39 a) Jede Klasse div(a) € D(A) enthdlt genau ein di-

visorielles Ideal, namlich 3 . Dieses ist das groBte unter allen Idealen
in div(a).

b) Wenn a ein invertierbares Ideal ist, ist a divisoriell. Aus

aa™l = A folgt ndmlich (a'l)'1 = a nach 12.20. Quasigleiche invertier-
bare gebrochene Ideale sind also gleich. Fir gebrochene Ideale von Dede-
kindringen (spezieller Hauptidealringen, noch spezieller diskreten Bewer-

tungsringen) ist also Quasigleichheit dasselbe wie Gleichheit.

Satz 12.40 Sedlen a,h,h' nichttriviale gebrochene Ideale in A mit
div(h) = div(k') . Dann gilt:

div(ash) = div(a-h').

Beweis: Sei x € K. Dann gelten die Aquivalenzen: ak < Ax

< ahc Ax flr alle a € a

= bhchxal firalle a€a- (0)
= h' chxal firalle a€a- (0)
=

akh' < Ax. —

Folgerung 12.41 D(A) bildet unter den Verknipgung
div(a) + div(k) := div(a*h) edine kommutative Halbgruppe mit Newtral-
element div(A) . |

Beweis: Satz 12.40 liefert die Wohldefiniertheit von "+". Alles andere
ist trivial. -—

1

Satz 12.42 Sei T <A - (0) eine multiplikative Menge, derarnt de T “A

noethersch L8t. Wenn a und h quasigleiche gebrochene Ideale von A

1

sind, s0 sind T “a und Tl quasigleiche gebrochene Ideale von 1.

Duich at—> T la wind ein Homomonphismus D(A) — D(T™IA) induzient.
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Beweis: Sei a # (0) ein gebrochenes Ideal in A mit a < Ax flr

x € K=0Q(A). T-la ist ebenfalls ein A-Untermodul von K = Q(A) .

Da aSTla, ist Tlas (0) . Wegen Thetlax ist Tla ein ge-
brochenes Ideal von T-lA. Seien a,h quasigleiche gebrochene Ideale und
T1; = (al,...,an)T'lA. (Nach Voraussetzung ist T-1a noethersch.)

Sei T-la < T-lax, dann gibt es zu jedem i =1,...,n ein t; €T mit
a; € At}lx . Fir t = ty ... t, gilt daher: ac At™lx. Da a~h ,
folgt: h c At~ 1lx . Analog zeigt man: Ist -1y « 7-1ax » SO ist

T-la « T-lax. Also sind T7la und Tl quasigleich als gebrochene
T-1a-Ideale. Damit induziert die Zuordnung a b— T-la eine wohldefi-
nierte Abbildung D(A) — D(T'IA). Da offenbar T‘l(a~h) =(Tf1a)-(T‘1h),

ist die Abbildung ein Homomorphismus. —

Definition 12.43 a) Mit P(A) sei die Menge der Primideale der Hohe 1
eines Ringes A bezeichnet.

b) Ein (nicht notwendig noetherscher) Ring A heiBt krullsch (oder ein
Krul1-Ring), wenn folgendes gilt (vgl. 8.Al13):
1) A idst integer;
2) Ap ist ein diskreter Bewertungsring flir jedes x € P(A);
3) Jjedes a € A - (0) 1liegt in nur endlich vielen 5 € P(A);
4) n A =A.
pep(n) ¥

Bemerkungen 12.44 a) Ein noetherscher Integritdtsring ist nach Serres

Kriterium (8.14) genau dann krullsch, wenn er ganz abgeschlossen ist.
Insbesondere ist jeder Dedekindring krullsch.

b) Ein Element a eines krullschen Ringes A, welches in keinem

p € P(A) Tiegt, ist eine Einheit, da dann a~le Aﬁ fir alle gp € P(A)

und nach 4) deshalb alen gilt.

Bezeichnungen 12.45 Sei A ein Krull-Ring.
Zu n € P(A) gehort der diskrete Bewertungsring Ap mit Q(Ap) = Q(A)

und deshalb eine normierte diskrete Bewertung Vp von Q(A) gemdB 8.7.

Wenn a #+ (0) ein gebrochenes Ideal ist, definiere

vp(a) := inf {vp(a) | a € a}.

Bemerkung 12.46  Seien A,a wie oben, pn € P(A) . Da Ap (als DBR) ein
Hauptidealring ist, gilt a, = xAp fir ein x € ag - In diesem Falle ist
vp(a) = vp(x) . Sei ndmlich x =-% mit a€a, s €A-gx, soist

VN(X) = vp(a > vp(a). Fr ein beliebiges b € a 1ist aber bAgcag=xAyg,

)
also vn(b) > vp(x). Es folgt vp(x) = vp(a).
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Satz 12.47  Fir einen Knull-Ring A und von (0) vernschiedenen gebroche-
ne Ideale a,h von A gilt:
a) Firn atle p € P(A) st vp(a) €Z , und fdr fast alle n € P(A) sk
vp(a) =0.
b) al={xe Q) | VvgePA): Va(x) 2 ~vg(a)} .
¢) a~b = vp(a) = vp(h) flin alle 3 € P(A).
d) Die wegen a) und c) "s" wohldefiniente Abb.ildung
©: D(A)-——>ZKP(A)), div(a) (v _(3))

Y neP(A)
8T edln Tsomorphismus. Insbesondere st D(A) edine Gruppe.

Beweis: a) Es gibt ein x € Q(A) mit Axcac Axl . Also ist

@ >V (x) 2 v (a) = vp(x'l) > -w. Es gibt ein y € A - {0} mit yac A.
Fir alle p € P(A) ist Ac Ap , also vp(ya) >0 und vp(y) >0.

Da fir jedes a € A - (0) die Menge {y € P(A) | vp(a) > 0} nach Defini-
tion 12.43.3) endlich ist, sind die Mengen {g € P(A) | vp(y) > 0} und

{g € P(A) | vp(ay) > 0} endlich. Aus vg(ya) = vp(y)-+vp(a) folgt dann

die Endlichkeit der Menge {p € P(A) | vp(a) + 0} .

b) Fiir ein gebrochenes Ideal h gilt:

hecA = hc Ap fir alle p € P(A) < vp(h) >0 fur alle p € P(A).
Also ist a1l = {x€Q(A) | xac Al = {x € Q(A) | V 5 € P(A): v (xa) = 0}
= {x € Q(A) | vnePM): vp(x)-kvp(a) > 0} .

R

c) "": Aus a~h folgt ag ~ hp mit Satz 12.42, da Ap noethersch
ist. Hieraus folgt ag = hp » nach 12.39 b), denn /-\}J ist ein DBR.

Wegen 12.46 ist dann vp(a) = vp(h). . .

"<": Da vp(a) = vp(h) fur alle p € P(A) gilt, ist a =~ = h = nach b).

D.h. es ijst a~ 4.

d) Wie man sich etwa mittels 12.46 leicht lberzeugt, gilt:
vﬁ(ah) = vp(a) + vp(h). Also ist ¢ ein Homomorphismus. Wegen c) "&"
ist ¢ 1injektiv. Da flir q € P(A) gilt:
1 fir p=1g . . .
= , st surjektiv. —
Vi(a) {O sonst ! ¢ J

Folgerung 12.48  Unter den Voraussetzungen des Satzes gilit:
al aa l~A, doho div(a’l) = -div(a) ;

b) vp(a'l) = -vy(a) fiix alle g€ P(A);
e § = (X€QA) | VaePA): vyx) 2 vg(a)}

Beweis: a) Da D(A) eine Gruppe ist, gibt es ein gebrochenes Ideal h
mit ah~A. Es folgt (ah)” = A, da A als Hauptideal divisoriell ist.
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Insbesondere ist ah <A, also h < a_l. Es folgt (ah)” < (aa )" <A,
und deshalb (aa~1)” = A, d.h. a).
b) folgt aus a) und der Tatsache, daR ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist.

c) folgt aus b) und 12.47 b). -

Bemerkungen 12.49 a) Quasigleichheit bedeutet nicht immer Gleichheit.

Beispiel: Sei A ein ganz abgeschlossener noetherscher Integritdtsring
mit dim A > 1. Dann gibt es ganze Ideale a # A von A, die in keinem
g € P(A) enthalten sind. Fiir solche a gilt ¥ = A nach 12.47 c).

b) Satz 12.47 d) soll als eine Art Satz lber eindeutige Primfaktorzerle-
gung verstanden werden. Er besagt namlich: Jedes ganze Ideal # (0) des
Krull-Ringes A st quasigleich einem (bis auf die Reihenfolge) eindeuti-
gen Produkt gewisser s € P(A). Einzelheiten Uberlassen wir dem Leser.

c) Aus 12.47 folgt auch die Aussage: Aufsteigende Folgen ganzer diviso-
rieller Ideale eines Krull-Ringes werden stationdr. Sind namlich a,h
divisoriell, so ist "a < 4" nach 12.47 b) und d) dquivalent zu

5]

vp(a) 2 vp(h) fir alle g € P(A)". Und genau dann ist a ganz, wenn
vp(a) >0 fir alle p € P(A) ist.

Bemerkungen und Definition 12.50 a) Sei A integer und H(A) die

Gruppe der gebrochenen Hauptideale #(0) von A . Da Hauptideale diviso-
riell sind (12.39 b)), ist die kanonische Abbildung H(A) — D(A) ein
injektiver Homomorphismus. Wir fassen H(A) als Untergruppe von D(A)
auf und nennen die Restklassenhalbgruppe D(A)/H(A) die Divisorenklas-
senhalbgruppe C(A) von A.

Wenn A krullsch ist, hat man eine Divisorenklassengruppe.

b) Sei Inv(A) = Inv(A,A-(0)) die Gruppe der invertierbaren Ideale.
Auch die kanonische Abbildung Inv(A) — D(A) 1ist ein injektiver Homo-
morphismus. Nach Identifizjerung erhdlt man Inklusionen H(A) < Inv(A) <
D(A) und deshalb eine Inklusion Pic A < C(A) wegen 12.29. Genauer:
Pic A ist auf kanonische Weise eine Untergruppe der Divisorenklassenhalb-
gruppe (bzw. der Divisorenklassengruppe, wenn A krullsch ist).

Beachte: Fir einen Dedekindring A gilt Pic A = C(A).

Satz 12.51: Sei A  ein Integriftdtsrning. Dann sind dquivalent:

(L) A st faktoriell.
(L) A L8t kwllsch und C(A) = 0.
(Lid)  (a) Jede augsteigende Folge von ganzen Hauptidealen wird stationdr;
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(b) jedes divisornielle Tdeal ist ein Hauptideal.
(v} (a) Jede augsteigende Folge von ganzen Hauptidealen wird stationdn;
(b) 4iin akle a,b € A ist (a,b) (:= (Aathb)™) ein Hauptideal.

Beweis: (i) = (ii): Jedes p € P(A) 1ist von einem Primelement von A
erzeugt: Sei namlich a € p - (0) und a = upqe...p., mit u € A*,

p; prim. Da u ¢ g, gibt es ein j € {1,...,r} mit pj € 5. Da

htg = 1 und (pj) ein Primideal ist, folgt 5 = (pj). Wir zeigen jetzt,
daf3 die Bedingungen aus Definition 12.43 b) erfullt sind:

Nach Voraussetzung ist A integer, d.h. 1) gilt.

Sei np = (p) € P(A). Es ist klar, daB Ap
wesentlichen nur einem Primideal ist. Wende nun Satz 8.8 "(v) = (i)" an,

ein faktorieller Ring mit im

und beachte dabei, daBl die Voraussetzung, dal A noethersch sei, flr den
Beweis der Implikation (v) = (i) nicht notig ist. Es folgt 2).

Zu3): a€(p) <« p|a. Jedes a €A - (0) hat aber nur endlich

viele Primteiler.
n n

Zu 4): Sei x € Q(A), x = upl1 - ... -prr mit u € A¥, n, €Z, p; zu

p. mit i # j nicht assoziiert. Nun bedeutet offenbar x € N A, daB

J
n, 2 0 fir i=1,...,r, also x € A ist. reP(A)
Wir haben gezeigt, daB A ein Krull-Ring ist.
v, (a)
Sei a ein gebrochenes Ideal. Das Hauptideal T g R hat unter

pEP(A)
¢ (aus 12.47 d)) das gleiche Bild wie a. Es folgt: Jedes
div(a) € D(A) Tliegt bereits in H(A) . Deshalb ist C(A)=D(A)/H(A)=0.

(i1) = (iii): Zu (a): Hauptideale sind divisoriell, und aufsteigende
Folgen ganzer divisorieller Ideale in Krull-Ringen werden stationdr gemdR
12.49 ¢). Zu (b): C(A) = 0 < H(A) = D(A) <= (b).

(iii) = (iv) ist trivial.

(iv) = (i): Aus (iv) (a) folgt, daB sich jedes Element von A - {0}

als Produkt einer Einheit mit irreduziblen Elementen schreiben 1&dBt.

Es geniigt jetzt, noch folgendes zu zeigen:

Behauptung: Ist p € A irreduzibel, dann ist p ein Primelement.

Beweis hierfir: Es sei p irreduzibel, a,b € A mit: p | ab, p{ a.

Zu zeigen ist: p | b.

Sei (a,p) = dA. Es ist d € A, denn aus acA folgt FcA.
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Wegen (a,p) = (d) dist d | a und d| p. Da p idrreduzibel und kein
Teiler von a ist, muB d € A* gelten. Daher ist

~NJ, @ T
(b) = bA = bdA = b(a,p) = (ab,pb) . Also gilt fiir alle x € Q(A) mit
(ab,pb) = Ax, daB (x) o (b).
Nach Voraussetzung ist p | ab, ferner p | pb, also Ap > (ab,pb).
Daher haben wir Ap > Ab, d.h. p | b. -—

Folgerung 12.52 Ist A {aktorniell, s0 48t Pic A =0.

Beweis: Nach 12.50 ist Pic A < C(A).

Aufgaben und Hinweise

1) Zeige: Ein freies Ideal in einem (kommutativen) Ring A ist immer
ein Hauptideal (welches von einem Nichtnullteiler erzeugt wird).
(N.B.: In nichtkommutativen Ringen gilt dies nicht immer.)

2) Zeige: In einem Krull-Ring A umfaBt jedes von (0) verschiedene
m
Primideal g ein nm € P(A). (Sei a €ng-(0). Dann ist (a) ~ TI
m i=1
mit g, € P(A) . Es folgt g> Ty, . )
i=1

Hi

3) Zeige: Ein Krull-Ring A, in dem jedes Primideal #(0) maximal ist
(d.h. P(A) aus lauter maximalen Idealen besteht), ist ein Dedekind-
ring. (;aa’1 ~A, also aa’ld¢ p fir alle p < P(A). Es folgt
aal=p.)

4) a) Sei A =Z oder A = k[X] wmit einem endlichen Kérper k.,
L > Q(A) eine endliche Korpererweiterung und B der ganze AbschluB
von A din L. Dann ist Pic B endlich. Dieser (nichttriviale)
Satz findet sich in vielen Biichern lber Algebraische Zahlentheorie
und Funktionenkorper. Wir verweisen auf [Swan-Evans] Theorem 3.9.

b) Andererseits ist in dieser Situation meistens Pic B £ 0. Gewis-
se Ideale von B sind dann projektive nichtfreie B-Moduln. Ein ex-
plizites Beispiel erhdlt man wie folgt:

Sei A=Z und L =Q(-5). Nach 7.A2 ist B=Z +Z + V-5.
Das Ideal a := (3,1+V-5) wvon B st invertierbar, also projektiv,
da B ein Dedekindring ist, aber kein Hauptideal, also nach Al
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nicht frei: Zeige - mit Hilfe der Norm -, daB 3 und 1+vV-5 in B
irreduzibel sind. Folgere: a ist in keinem echten ganzen Hauptideal
enthalten. Es gilt aber a # B.

Sei A ein Krull-Rings; zu g € P(A) sei mit Vo die zugehorige
Bewertung von Q(A) bezeichnet. Seien fps+..sR,. € P(A) und
Nisevnsn, € Z (mit r <o) . Zeige: Es gibt ein x € Q(A) mit

Vpi(X) =n, fir 1= l,...,r und vﬁ(x) >0 fir

p € P(A) - {pl,...,pr}. (Sei S =A -
an.)

1p

nC-

f; . Wende 8.A10 auf S~
1

;
Sei A krullsch. Zeige: Jedes gebrochene divisorielle Ideal a von
A ist Durchschnitt zweier gebrochener Hauptideale. (Nach Definition
gibt es ein y € Q(A) mit a < Ay. Finde mit Hilfe von A5 ein

x € Q(A) so, daB

"'a €3 = vp(a) > Max(vp(x),vp(y)) fir alle g € P(A)"

gilt.

Wenn A dinteger und M ein A-Modul ist, versteht man unter der
Torsion von M den Untermodul T(M) := {x EM| 3a€A- {0} mit

ax = OJ.
Seien A ein Krull-Ring, a, h gebrochene Ideale. Zeige:

a) abh=(a®h)/T(a®h). (Es ist (a® h)}:(cz(ah)]CI fir p€P(A).)

b) div(a) und div(k) haben in C(A) dasselbe Bild genau dann,
wenn 3 =~ % ist.

a) Sei f: A — B ein Homomorphismus krullscher Ringe mit folgen-
der Eigenschaft:

() Wenn g € P(B) und g = f_l(p) ist, so ist Aq faktoriell.

In diesem Fall kann man einen kanonischen Homomorphismus

C(f) : C(A) —> C(B) wie folgt angeben:

Reprasentiere o € C(A) durch ein div(a), wobei a divisoriell
und ganz sei. Dann ist a bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt
(A7b)). Dann ist a ®, B / TB(a ® B) (wo Tg die Torsion als B-Mo-
dul bezeichnet) isomorph zu einem Ideal % (0) in B. (Aus der In-
klusion a<— A ergibt sich namlich ein Homomorphismus:

a e, B ——»_?, dessen Kern TB(a ®, B) ist. Wegen (%) ist aq =~ A
fir g=1f “(ng) und g€ P(B).) C(f)(a) sei die Klasse dieses
Ideals. Wegen A7b) ist C(f) wohldefiniert. Es bleibt noch zu zeigen,

q
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daB C(f) ein Homomorphismus ist: Seien a,h divisorielle Ideale
in A und peP(B). Fir peP(B) ud g=flp) ist

(a ®Ah)q o (ah)q.

(Mit Hilfe von A6 und 10.A12 sieht man, daR aq und hq divisoriell
in Aq , also nach (%) Hauptideale sind.)

Es folgt a®, b @, Bﬁ =~ (al) ®, Bp fir pn € P(B) . Deshalb sind
(ah) ® B und a 8 h® B~a ® B ® h 8 B bis auf Torsion iso-
morph. Mit A7a) erhdlt man, daf C(f) ein Homomorphismus ist.

b) Wenn g: B — C ein weiterer Homomorphismus krullscher Ringe
ist und f,g und gof die Bedingung (%) erfiillen, gilt

Clgof) = (C(g)oC(f).

c) Sei f: A<— B ein injektiver Homomorphismus krullscher Ringe.
Dann heift f (eine Erweiterung) ohne Aufblasung, wenn flr jedes
g€ P(B) gilt: fl(m) € P(A) U {(0)}.

(Bedingung (PDE) in [Bourbakil chap. VII §1 no. 10 und in [Fossum]
§6.) Eine Erweiterung ohne Aufblasung erfiillt (%). Bei Erweiterun-
gen ohne Aufblasung kann man sogar auf kanonische Weise einen Homo-
morphismus D(A) — D(B) definieren, der H(A) 1in H(B) abbildet.
Flache und ganze Erweiterungen sind ohne Aufblasung (loc. cit.).

d) Zu Berechnungen von Divisorenklassengruppen, die o.a. funktorielle
Eigenschaften ausnutzen, siehe [Samuell, [Fossum], auch [Bourbaki]
chap. VII, hauptsdchlich in den "Exercices".

e) Das vielleicht wichtigste Hilfsmittel bei der Berechnung von Divi-
sorenklassengruppen ist folgender Satz von Nagata (den der Leser be-
weisen mdge):

Sei S eine multiplikative Menge in einem Krull-Ring A . Dann ist
C(A) — C(S_lA) surjektiv und der Kern von den Klassen derjenigen
div(g) erzeugt, fir die p € P(A) und p NS+ 0 gilt.

Insbesondere zeigt man hiermit C(A) = C(A[X]) . Siehe [Bourbaki]
chap. VII §1 Prop. 18.

Sei A ein noetherscher oder krullscher Integritdtsring, in dem jedes
g € P(A) ein Hauptideal ist. Zeige: A ist faktoriell.

Bestimme die Primideale von Z[X]. (Die Primideale der Hohe 1 sind
Hauptideale, erzeugt von Primzahlen oder Polynomen vom Inhalt 1, die
tiber @IX] drreduzibel sind. Die Primideale der Hohe 2 sind von der
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Form (p,f), wo p eine Primzahl und f modulo p  irreduzibel
ist.

§13  HOMOLOGISCHE DIMENSION

1. Injektive Moduln

Sei A ein Ring. Nach 3.14a) gibt es zu jedem A-Modul M eine exakte

Folge PO — M — 0 mit einem projektiven (etwa freien) A-Modul Po’

also eine unendlich Tange exakte Folge ... P2-—+ Pl-—e PO-—e M— 0 mit
projektiven Po. Wir wollen hier (13.6)zeigen, daR jeder A-Modul sich
in einen injektiven einbetten 1dBt, es also eine unendlich lange exakte

Folge 0 — M 1° 1l

mit injektiven 19 gibt.

Satz 13.1 (Baer) Ein A-Modul 1 A8t genau dann Anfektiv, wenn folf-
gendes gilt:

Fin jedes Ideal a wvon A und jede A-Lineare Abbildung ¢: a — 1
existient eine Forntsetzung auf A (d.h. ein o A—s 1 mit ola =0 ).

Beweis: Seien N< M  A-Moduln und f: N—— I ein A-Modulhomomorphis-
mus. Definijere
m :=«{(E,g) | E A-Modul mit NcEcM, E 2, 1 A-Tinear mit Q‘N::f}’

Auf ® flhrt man eine Ordnung ein durch:

(E,g) < (E',g') & EcE' und g' E=9-

m st nichtleer, da (N,f) € M, und, wie man Teicht sieht, induktiv ge-
ordnet.
(E,g) sei nun ein maximales Element in M. Dann ist E =M und g die

gesuchte Fortsetzung von f auf M; denn:

Annahme: Es gibt x e M~ E.

Dann 1dBt sich g fortsetzen zu einem Homomorphismus E + Ax — I im
Widerspruch zur Maximalitdt von (E,qg) .

Beweis hierfir: Sei a folgendes Ideal: a := {a € A | ax € E} .

Dann ist a = m'l(E) , wobei ¢: A — M durch at— ax definiert ist.
Nach Voraussetzung 1dBt sich goew a fortsetzen zu einem Homomorphismus
y: A — I, d.h. man ist in folgender Situation:
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A @ M
\
©
a ’a E g I

Man definiert h: E + Ax — I durch h(et+ax) = g(e) + ¢(a). Die Abbil-
dung h st wohldefiniert, denn seien e.,e' € E, a,a' € A mit

etax = e'+a'x. Dann ist (a-a')x = e'-e€ E, also a-a' € a, und daher
v(a) -y(a') = v(a-a') = g(w(a-a')) = g((a-a')x) = g(e'-e) = g(e') - g(e) .
Es folgt g(e) + y(a) = g(e') + ¥(a'). Somit ist h eine Fortsetzung
von g auf E + Ax. ~—

Definition 13.2 Sei A ein Integritdtsring. Ein A-Modul Q heift di-
visibel, wenn fiir jedes a € A - {0} die Homothetie Q ——EQ—» Q surjek-

tiv ist, d.h. fir jedes x € Q ein y € Q existiert mit ay = x.

Folgerung 13.3 Seil A ein Hauptidealring. Ein A-Modul 1 st Ainfektiv
genau dann, wenn I divisibel is€. —

Feststellung 13.4 Es sel A nteger und Q ein divisibler A-Modul.
Dann 48t Q/U divisibel 4lirn jeden Untermodul U von Q.

Beweis: Man hat fir a € A - {0} folgendes kommutative Diagramm:

h
Q 2 > Q

h ]
Q/U a Q/u ,

wobei m die kanonische Projektion und ha (bzw. hé) die Multiplika-
tion mit a bezeichne. n<>ha ist surjektiv, somit auch hé oTw .

Also ist hé surjektiv.

Feststellung 13.5 Sel A ein Hauptidealrning (etwa A =Z). Dann LiBZ
sdch jeder A-Modul M in elnen Anfektiven A-Modul einbetten.

Beweis: Schreibe M als M= A(I)/K. Die Einbettung A(I) c Q(A)(I)
induziert eine Einbettung ANk — q(a) (/K . o) (1) st divisibel,
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also auch Q(A)T)/Kk. Nach 13.3 ist QAY(1)/K injektiv. —

Satz 13.6  Fir einen {nicht notwendig kommutativen) Ring A gilt:
Jeden A-Modul LdBt sich in einen injektiven A-Modul einbetten.

Beweis: Sei M ein A-Modul. FaRt man M als Z-Modul auf, so existie-
ren nach obiger Feststellung ein injektiver Z-Modul Q sowie eine Z-
lineare injektive Abbildung f: M&— Q.

Man betrachte Hom, (A,Q) . Fir o€ Hom, (A,Q) und a € A definiere
man ag : A — Q durch b+ @(ba).

Behauptung: Hom, (A,Q) ist auf diese Weise ein injektiver A-Modul.

Man rechnet leicht nach, daB Hom, (A,Q) ein A-Modul ist.

Sei nun E ein A-Modul. Einer A-Tinearen Abbildung E - HomZZ(A,Q)
entspricht eine Z-lineare Abbildung ¢: E — Q, X — m(x)(lA).

Umgekehrt entspricht einer Z-Tinearen Abbildung ¢: E — Q eine A-linea-
re Abbildung ¢: E — Homz (A,Q),
X — o(x): A —Q
a — yY(ax) . (%)
Man hat also einen natiirlichen Gruppenisomorphismus
HomA(E,HomZZ (A,Q)) = Hom, (E,Q) .

Zum Beweis der Injektivitdt von HomZZ(A,Q):

*
Sei ¢g: E<— F injektiv und A-linear. Dann ist Hom_(F,Q) —ge»HongE,Q)
surjektiv, da Q ein injektiver Z-Modul ist, und daher ist

HOm(F,HomZ (AsQ)) "g_*"’ Hom(E,HomZ (A,Q))

ebenfalls surjektiv.
SchlieBlich sieht man unmittelbar, daB der o.a. Z-Tinearen Einbettung f
vermoge der Zuordnung (#) eine A-lineare Einbettung Me— HomZ(A,Q) ent-

spricht.
2. Ext und Tor

Definition 13.7 Sei A ein Ring. Man definiert fir i € N Funktoren
in 2 Variablen Extl und Tor1 von C:= A-Mod nach C durch folgende

Axiome:
Axiom 0): ExtA und Tor? sind in jeder Variablen A-Tinear.

Axiom 1) Ext) = Homy bzw. Torh = @ (Torh(M,N) = M g, N) .
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Axiom 2):  Zu jeder "kurzen" exakten Folge O M, M9, m 0
von A-Moduln und jedes N € ObC gibt es (in N natiirliche) Homomorphis-
men (sog. Verbindungshomomorphismen)'

: 3k
Ext’ (M',N) =4 Ex

dx

Ext ! (N,M") Ext‘*l(N,M')
bzw.

M) —s Tor. (M ,N)
_dx

Tory4qf

Tori+1(N,M") Tor (N,MY),

so daB die entstehenden langen Folgen
c—s Ext (N =25 Ext T ) 5 Exe T LNy
" .
9 e e vy =25 exe it Ny —

bzw.
I f i
. — Tory 1 (M',N) =2 Tor. , (M,N) =25 Tor. . (M",N)
s, Tor, (' ,N) L5 Tor, (M,N)
sowie
o ExtTNGMY) =B Ext T, M) =95 et n,Mm)
L ey B Exe N, M) —s
bzw.
L Tor (M) =15 Tor, o (N,M) —2%, Tor., 1 (N,M")
dx, Tor, (N,M") —* fx, Tor; (N, M)
exakt sind.
Axiom 3):  Fiir jeden projektiven A-Modul P, alle i >0 und alle

N €obC gilt Ext'(P.N) =0 bzw. Tor(P,N) = 0.

Bemerkung 13.8 Die"Bifunktoren" Exti, Tori, i € N, sind bis auf natiir-
Tiche Isomorphie durch die Axiome 0) bis 3) eindeutig bestimmt.

Zur Existenz und Eindeutigkeit dieser Funktoren sowie den grundlegenden
Definitionen aus der homologischen Algebra vgl. die Aufgaben oder siehe
z.B. §4 in [Hilton-Stammbach].

Flr einen A-Modul N bezeichne Ri(HomA(—,N), i € N, die rechtsderi-
vierten Funktoren von HomA(—,N) sowie Li(' &, N), i€ N, die links-
derivierten Funktoren von - @, N. Dann sind R1(HomA(—,—)) und
Li(_ ®A -)» 1 € IN, Bifunktoren, die die Axiome 0) - 3) erfillen.
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Die Eindeutigkeit ergibt sich aus den folgenden Folgerungen 13.15 und
13.16. AuBerdem sieht man hieran, daB es ausreicht, in Axiom 2) die lan-
gen exakten Sequenzen in der ersten Variablen zu fordern.

Folgerung 13.9 Sel P ein A-Modul. Dann sind dquivalent:

(L) P st profektiv.
(id)  Fin atle A-Moduln N und alle i >0 .4st Ext'(P,N) = 0.
(iid) Fiin alke A-Moduen N st Extl(P,N) = 0.

Beweis: (i) = (ii) dist Axiom 3).
(i) = (iii) st trivial.
(iii) = (i): Sei 0 N' N N" 0 eine exakte Sequenz von

A-ModuTn. Nach Axiom 2) hat man eine lange exakte Sequenz

0 — Hom(P,N') —> Hom(P,N) — Hom(P,N") — Ext1(P,N') — ...
Da Extl(P,N') = 0, ist Hom(P,N) — Hom(P,N")  surjektiv, d.h.
P ist projektiv. -

Folgerung 13.10 Sed I ein infektiver A-Modul. Dann gilit:
Ext'(M,I) = 0 {4in atle A-Moduln M und alle i > 0.

Beweis: Induktion nach 1i:
Sei 0—— K P > M 0 exakte Sequenz von A-Moduln, wobei P

projektiv sei. Da I injektiv ist, ist
0— HomA(M,I) — HomA(P,I) — HomA(K,I) — 0 exakt.
Nach Axiom 2) hat man eine Tange exakte Sequenz:

0 — Hom(M,I) — Hom(P,I) — Hom(K,I) — Exti(M,I) — Ext}(P,I) — ...

Nach Axiom 3) ist Extl(P,I) =0 und daher Exti(M,I) =0.

Sei nun i > 1: Der langen exakten Sequenz gemdB Axiom 2) entnimmt man

den Teil Exti'l(K,I)-——e Exti(M,I)-——e Exti(P,I) . Nach Induktionsvor-
aussetzung ist Exti'l(K,I) = 0, und nach Axiom 3) ist Exti(P,I) =0.
Daher ist auch Exti(M,I) =0. -

Folgerung 13.11 Sel I ein A-Modul. Dann sind dquivelent:

(£) 1 st injektiv.
(£6)  Fiin atle A-Modutn M und alle i >0 ist Ext'(M,I) = 0.
(Lid) Fie akle  A-Modutn M ist Extl(M,I) = 0.

({v)  Fin alle Ideale a von A st Extl(A/a,I) = 0.

Beweis: (i) = (i1) ist Folgerung 13.10, die Implikationen (ii) = (iii)
= (iv) sind trivial.
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(iv) = (i): Sei a ein Ideal von A. Zur exakten Sequenz

0 a A A/a 0 hat man gemdB Axiom 2)die exakte Sequenz

0 —> Hom(A/a,I) —> Hom(A,I) —> Hom(a,I) — Exti(A/a,I) .

Da Extl(A/a,I) = 0, folgt die Surjektivitdt von Hom(A,I) — Hom(a,I),
d.h. jeder Morphismus von a nach I setzt sich fort zu einem Morphismus
von A nach I. Nach Satz 13.1 ist I 1injektiv. —

Folgerung 13.12  Sel F ein flacher A-Modul. Dann ist Tori(M,F) =0

gl alle A-Modwn M und alle i > 0.

Das folgt analog zu 13.10 daraus, daf der Funktor -®F exakt ist und
Tori(P,F) =0 flir i >0 wund projektive P gilt. —

Da projektive A-Moduln flach sind, F®- ein exakter Funktor ist und
Tori(F,P) =0 fir 1 >0 und projektive P nach 13.12 gilt, folgt wei-
ter:

Folgerung 13.13  Sel F edin flacher A-Modul. Dann ist Tori(F,N) =0
gl alle i >0 und atle A-Moduln N ., —

Folgerung 13.14 Sed 0 — K — P — M — 0 eine exakte Sequenz von
A-Modwln, P sel profektiv, N ein (beliebiger) A-Modul. Dann gilt:
Ext THMN) ~ ExtT(KN) gin i > 0 sowie

Ext1(M,N) = Coker(Hom(P,N) —s Hom(K,N)).

Der Beweis folgt sofort aus der Tangen exakten Sequenz gemd Axiom 2) und
aus den Axiomen 3)und 1). —

d d
Pr—2
edine exakte Sequenz von A-Moduln, die P; seien projektiv und N ein

(beliebigen) A-Modul. Dann gilit: Extl(K,N) =~ ExtI*"(M,N) 4in i >0.

r-1 r-2

Folgerung 13.15 Sei 0 — K — P_q

.—+PO——+M—>O

Beweis:  Induktion nach r: Der Fall r =1 1ist Folgerung 13.14.

Sei nun r > 1: Seji K':= Ker dr-z = Bild dr—l' Dann sind
O—->K——+PY._1——>K'—>0 sowie O—-—>K'———>PY._2——>...-—>PO—->M——>O
exakt. Nach Folgerung 13.14 ist Exti(K,N) S Ext1+1(K',N) » und nach In-

duktionsvoraussetzung ist Extitl1(k',N) o ExtT+1+r-1(m N) = ExtT+r(M,N). —

Folgerung 13.16  In den Situation von Folgerung 13.15 gilt ebenso

vVi>0: Tor,, (M,N) = Tor (K,N) und Tor;,  (N,M) = Tor.(N,K).

i+r
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Beweis:  Die Behauptung folgt aus Axiom 3)bzw. Folgerung 13.12 und Axjom
2)analog zu den Beweisen von 13.14 und 13.15. —

Folgerung 13.17 Sei O N I, e I..y—E—0 eine
exakte Sequenz von A-Moduln, die I; selen infektiv und M ein (belie-

biger) A-Modul. Dann gilt: Exti(M,E) ~ Ext1+r(M,N) gin i > 0.

Beweis: Aus Folgerung 13.10 folgt die Behauptung analog zu 13.14 und
13.15. —

Satz 13.18  Sed< M ein  A-Modwl und r € IN . Dann sind dquivalent:

(L) Es existient eine exakfe Sequenz

o1 . P M 0,

; profertiv sdnd.

O——-—»Pr——>P

(£4) Falls 0 — K — Pl — -+ Py M 0 edlne exakte

Sequenz mit projektiven P; Aist, L8t K projektiv.
(Lid) Fln atle A-Moduln N und alle n > r gilt Ext"(M,N) = 0.
(iv)  Fir alle A-Modutn N giet Ext™ Ny =o0.

Beweis: (i) = (iii): Sei n>r. Mit Folgerung 13.15 und P. =K
gilt: Ext™(M,N) ~ Ext"™"(P.,N) = 0, da P, projektivund n -r >0
ist.

(ii1) = (iv) 1ist trivial.

(iv) = (ii): Fur alle A-Moduln N gilt nach Folgerung 13.15
Extl(K,N) ~ Ext™L1(M,N) = 0. Seinun 0 — N' — N — N" — 0
exakt. Dann hat man eine lange exakte Sequenz

0 —> Hom(K,N') —> Hom(K,N) — Hom(K,N") — Extl(K,N') = 0, also
ist K projektiv.

(i1) = (i) ist trivial. -—

Satz 13.19 Es sel N ein A-Modul und vy €IN . Dann sind dquivalent:

(L) Es existient eine exakte Sequenz 0—=N—I —I;—...—>1 —0,

wobed die 1.

5 Angektiv sdind.

(<L) Fatls 0 — N Iy I voo — I — E — 0 exakte

Sequenz mit injektiven I L5%, dann L84 B AnfeRtiv.

(Lil) Fin alle A-Modun M und alle n > r gilt Ext'(M,N) = 0.
liv)  Fiin alle A-Modutn M gétt Ext™ LNy = 0.
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(v) Firn alle Tdeale a von A gitt Ext"L(A/a,N) = 0.

Beweis:  Die Implikationen (i) = (iii) = (iv), (ii) = (i) werden analog
zum Beweis von Satz 13.18 gezeigt. (iv) = (v) ist trivial.
1

(v) = (ii): Nach Folgerung 13.17 gilt: Ext (E,A/a) =~ Extr+1(N,A/a) =0.

Nach Satz 13.11 ist E injektiv. —

Definition 13.20 Die projektive (injektive) Dimension eines A-Moduls M,

abgekiirzt proj.dimAM (1nj.d1mAM), definiert man als die kleinste natirli-
che Zahl r € IN, so daB Satz 13.18 (Satz 13.19) fir M und r erfullt
ist - sofern es eine solche gibt. Andernfalls definiert man proj.dim M=o
(inj.dim M = «). Fiur den 0-Modul setzt man proj.dim 0 = inj.dim 0 = -co.

Satz 13.21 Sel A ein Ring, r € IN. Dann sind dquivalent:

(L) Fin atle A-Moduln M gilt proj.dimM <r.

(4L)  Fin alle endlichen A-Moduln M gilt proj.dimpgM < r.

(Lid)  Fir alle A-Modubn N gt inj.dimpN < r.

(iv)  Fin akle A-Modubn M,N und alle n > r .ist Ext"(M,N) = 0.
(v)  Fiin alle A-Moduen M,N st Ext™1(M,N) = 0.

(vi)  Firn alle A-Modu€n N und alle Ideale a von A gilt
Ext™L(a/a,N) = 0.

(vid) Fln jedes Ideal a von A st proj.dimAA/a <vr.

Beweis: Nach Satz 13.18 gilt (i) e« (iv) <« (v) und (vi) < (vii).
Nach Satz 13.19 gilt (iii) = (iv) e (v) < (vi).

(i) = (i) ist trivial.

(i1) = (vii) ist trivial, da A/a ein endlicher A-Modul ist. —

Definition 13.22 Sei A ein Ring. Die kohomologische Dimension von A,

abgekiirzt coh.dim A, definiert man als
sup{proj.dim,M | M A-Modul} =
sup{inj.dimM | M A-Modull} .

N.B.: coh.dim A 1ist das kleinste r € IN, das die Bedingungen (i) bis
(vii) von Satz 13.21 erfiillt, falls es ein solches gibt.
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Beispiele 13.23 a) Fiur einen Kérper k ist coh.dim k = 0.
b) Fiir einen Dedekindring A, der kein Korper ist, gilt coh.dim A = 1.

Satz 13.24  Seien A ein noethenscher Ring, S c A eine mubtiplikative
Menge. M,N seien A-Moduln und M endlich. Dann gt fin alle v € N:

S-l 1 1 ).

Exty (M.N) & Ext” ) (S7M,5

S A
Beweis:  Nach Satz 11.4 gilt dies fir r=0. Sei r>0. Da A noe-
thersch ist, sind endliche A-Moduln von endlicher Darstellung. Es gibt

sogar eine exakte Sequenz endlich erzeugter A-Moduln
d

r-1
O—->K——-—>Fr_1—————>Fr_2 FO M > 0,
wobei die Fi frei sind. Dann ist die Sequenz
-1 -1 S - -
0 — S "K— S °F — S TF ~— ... —m S F —S ™M —20
r-1 r-2 0
ebenfalls exakt, und die S_lFi sind frei iber S_lA.

Nach 13.14,15 ist ExtK(M,N) o~ Coker(HomA(Fr_l,N) --»HomA(K,N)) und ent-

-1

sprechend Extr_1 (S'lM,S_1 F S_lN) —

S A S
)y .

N) =t Coker(Hom 1 (S

A Y‘_l’

Hom _, (s71K,S”

S A

Da F und K endlich darstellbar sind, hat man natiirliche Isomorphis-

r-1
n s MHom, (F_ . N) = Hom _, (ST'F_.,57IN)  und
me AtFp-1° -1 r-1°

S A

1 1

(s"k,s”
A

S™ “Homy (K,N) = Hom _, ,N) , also auch
S

1 1

STLExth(M.N) = Ext”_; (STM,STIN) L -

s1a

Folgerung 13.25 Selen A ein noetherscher Ring, N ein A-Modul sowie

M  edin endlicher A-Modul. Dann gilit: proj.dimAM = sup proj.dimA Mn’
m m

1nj.dimAN = sup 1nj.d1mA Nm und  coh.dim A = sgp coh.dim Am , wobel m
m m

alle maximalen Ideale von A durchldugt. -
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Satz 13.26 Et4 sel A ein Lokaler Ring mit Resthlassenkirper k, M ein
endlich darstellbarer A-Modul. Dann gilt:

M st frei e Tory(k,M) = 0 .

Beweis: =" ist trivial nach 13.12.

Ilcll :

Man hat eine exakte Sequenz 0 K F2M 0 mit endlichem,

freien F, derart daB k ® o ein Isomorphismus ist (vgl. 11.11). Nach 11.15

ist K endlich. Betrachtet man folgende exakte Sequenz

0 —> Tor{(k;M) — k8K -—>k®F ~——>k®M— 0, so liefert
Torl(k,M) =0, daB ke K=0 gilt.

Mit dem Lemma von Nakayama folgt K =0, also M frei. —

Folgerung 13.27 Es sel A ein noetherschern, Lokaler Ring mit Resthlas-
senkdrper k, M ein endlicher A-Modul und r € IN .
Dann s4ind dquivalent:

(L) proj.dimAM =r .
(L) Tori(k,M) =0 4 i>r und Tori(k,M) £ 0 4 i<r.
(i) Tor (k,M) + 0 und Tor ,1(k;M) = 0.

Beweis: (i) = (ii): Da proj.dimAM = r dist, erhdlt man aus der Folge-
rung 13.16, daB flir alle A-Moduln N wund alle i >r gilt:

Tori(N,M) =0. Seinun s €N mit Tors+1(k,M) = 0 sowie

s-1 ces Fs M 0 eine exakte Sequenz, wobei
die Fi frei sind. Dann ist Tory(k,K) = Tors+1(k,M) = 0 und deshalb
K frei. Nach Satz 13.18 ist dann proj.dimAM <s. Falls also s <r

gilt, ist Tor_ ;(k;M) + 0. Den Fall r=0 mbge der Leser behandeln!

0 — K —F

(i1) = (iii) ist trivial.
(iii1) = (i): Aus proj.dim,M = s folgt Tori(N,M) =0 fur alle 1i>s.
Also ist proj.dim M= r.

Seinun 0 — K — Fr—l RN Fo M 0 exakt mit endlichen
freien F1 » SO ist Torl(k,K) o Torr+1(k,M) =0, also K frei und des-

halb proj.dimM<r. —

Folgerung 13.28 Es sel A noethernschen, Lokalern Ring mit Resthlassen-
kinper k, M ein endlicher A-Modul. Dann gilt:
proj.dimM = o < Fir alle 1€ N .82 Tori(k,M) # 0.

> Fir unendlich viefe i€ IN gilt: Tori(k,M) + 0.~
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Folgerung 13.29 Sei A edin Lokalern, noetherscher Ring mit Resthlassen-
kirnper k. Dann gilt: coh.dim A = proj.dimyk .

Beweis:  Sicher gilt coh.dim A > proj.dimAk. Wenn aber

proj.dimAk =n <o ist, so folgt Torn+1(k,M) = 0 fiur jeden A-Modul M
aus 13.18, 13.16, Axiom 3). Deshalb gilt proj.dim M<n flir jeden endlichen
A-Modul M nach 13.27. Nach 13.21 hat man dann coh.dim A <n. -

Aufgaben und Hinweise

Zundchst eine Serie von Aufgaben, welche die Konstruktion der Funktoren

Ext' und‘ Tori beschreiben:

1) Ein Kettenkomplex E, 1ist eine durch i€ Z indizierte ("beidseitig
unendliche") Folge von A-Modulhomomorphismen
i+l dq
E E

- — ki :

i T e derart daB di od1.+1 =0

gilt. Es ist also Ker di > Im d1+1 . Die i-te Homologie ist der
A-Modul HiE- := Ker di / Im d1+1.
Faktormodul eines Untermoduls von Ei , und sie verschwindet genau
d. d.
i+l E i,
i+l i i-1
in der Mathematik eine Homologie auftritt, ist sie ein Kompliziert-
heitsmaB.)

N.B.: Je nach Zusammenhang schreibt man auch E®:

i . i+l . . . .
d et & L E™ 0 und HIE® = ker ¢/ Im o
und spricht von Kokettenkomplex und Kohomologie.

Die 1i-te Homologie ist also ein

dann, wenn die Folge E exakt ist. (Wo immer

. — Ei_l

Eine Kettenabbildung f: E, — E. zwischen Kettenkomplexen E_ und
E, ist eine Familie (fﬁ)i cz Von A-Tinearen Abbildungen

fi: Ei — E% , derart daB das entsprechende unendliche Diagramm

9
S i1
f]l in—l
d
s TS R

kommutativ ist, d.h. d% ofy = f. q° d;  fir alle 1€ Z gilt.

Zeige: f.(Ker d;) = Ker d; und f.(Imd; ;) = Imd: 4 .
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Mithin wird von f eine Familie von Homomorphismen

Hi(f):HiE.-——» HiEL
induziert.
Die Kettenkomplexe (von A-Moduln) zusammen mit den Kettenabbildungen
bilden eine Kategorie. Die Menge HomA(E.,E:) aller Kettenabbildun-
gen E,—— E, st ein A-Modul. Hi ist fir jedes i ein A-linea-
rer Funktor von der Kategorie der Kettenkomplexe in die Kategorie der

A-Moduln.

a) Zwei Kettenabbildungen f,g: E, — E, heiBen homotop, wenn es
eine Familie von Homomorphismen hiz Ei — E%+1 gibt, derart daf
fi_gi = h1._1 o di + d%+1 o h; fiur alle i gilt.

Zeige: Wenn f und g homotop sind, ist Hi(f) = Hi(g) fur alle 1.
b} Eine Kettenabbildung f: E, — El heiBt eine Homotopiedquiva-
lenz, wenn es eine Kettenabbildung g: E, — E, gibt, so daB gof
homotop zu idE. und fog homotop zu idE; ist. Zweil Kettenkom-
plexe heiBen homotopiedquivalent, wenn es zwischen ihnen eine Homoto-
piedquivalenz gibt.

Zeige: Wenn f eine Homotopiedquivalenz ist, ist Hi(f) ein Isomorphismus
fiir jedes 1. Homotopiedquivalente Kettenkomplexe haben somit iso-
morphe Homologien.

.F

Sei 0 — E:

bildungen, d.h. 0 — E} —b E.—Fs E¥ — 0 sei exakt fiir je-

Eo d E: 0 eine exakte Sequenz von Kettenab-

des 1.
Konstruiere filir jedes i auf kanonische Weise einen Homomorphismus
d.: H.(E)) — Hi—l(El) , derart daB die unendlich lange Folge

*1°
d, . Hi(f) H.(g)
o K+l 1 i "
JEN H1+1E. HiE; —_— HiE. _— HiE-
Ay H. 1 (f)
i , i-1
- I_ii—lEo__—”—_"m> Hi—lEo__*

exakt wird.
(Hinweis: Betrachte das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen:
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Reprdsentiere c¢ € HiE" durch ein w € Eg ; wahle ein Urbild x von
w unter g.; setze y = di(x); zeige y € Im fi_15 sel z das
(eindeutige) Urbild von y unter fi—l ; zeige z € Ker d%—l s sei
c' die Restklasse von z modulo Im d:, also c' € Hi—lE' . Die
Zuordnung ¢ —— c¢' ist wohldefiniert und eine A-Tineare Abbildung
d,.: HiE“ — Hi- E' )

*q 1

Eine projektive Aufldsung eines A-Moduls M st eine (unendlich lan-

ge) exakte Folge: ... — Py 2 P1 1 PO — M — 0 mit projek-
tiven Pi . Jeder Modul besitzt eine projektive (sogar freie) Auflo-
sung. Genauer versteht man unter obiger projektiven Aufldsung den Ket-

tenkomplex P, ce 2 P1 1 PO 0, zusammen mit dem nahe-
liegenden Isomorphismus ¢: HOP. ~ M. (HiP. =0 flir i+0.)

Sei f: M — M' ein A-Modulhomomorphismus, und seien P, bzw. P,
projektive Aufldosungen von M bzw. M' . Zeige:

a) Es gibt eine Kettenabbildung f_ : P, — P, mit Ho(f.) = f.

b) Je zwei solche Kettenabildungen (f, und f. mit

Ho(f.) = Ho(f;) = f) sind homotop.

(Konstruiere fi und  h sukzessive.)

Folgere:

¢) Sind P, und P, projektive Aufldsungen desselben Moduls M,

so sind sie homotopiedquivalent.

Sei 0 Mo w9, e 0 eine exakte Folge von A-Moduln.
Zeige: Es gibt eine exakte Folge von projektiven Auflosungen:
f Je

P! 0 der Moduln M',M,M" mit Ho(f.) = f



178

§13 Homologische Dimension

(Hinweis: Wdhle projektive Auflosungen P, von M' und Pl von M".
Setze Pi 1= Pi o Pf . Konstruiere di sukzessive. I.a. ist
di + d% ® d; .)

Seien M,N A-Moduln und P_ eine projektive Aufldsung von M.
Man erhdlt einen Kettenkomplex

E, = P, ® N
und einen Kokettenkomplex
E® = Hom, (P, ,N) (E' = Hom(P ,N)) .
A

(M.N) := H;(P, @ N) und Exty(M,N) = H'Hom(P,,N) .

Definiere: Tori
Zeige: Torﬁ und ExtA sind - bis auf einen eindeutigen Isomorphis-
mus - wohldefiniert. Zu jedem Homomorphismus f: M — M' bzw.

g: N — N' gibt es eindeutig bestimmte Homomorphismen

Exty (F,N): Exty(M',N) — Extp(M,N)  bzw.

Exty(M,g): Exty(M,N) —> Ext,(M,N'); analog fir Tor.

A
Zeige: ExtA und Tor? sind Funktoren in 2 Variablen, die die
Axiome 0) bis 3) erfiillen.

Eine Subtilitdt haben wir unberiicksichtigt gelassen, da sie in diesem
Buch nicht gebraucht wird: Die zu einer kurzen exakten Sequenz

(¥) 0 M! M M 0 gehtrigen Verbindungshomomorphismen
ExtT(M',N) — Exti*1(M",N) etc. sind unabhingig von den gewshlten
Auflosungen (allerdings wesentlich abhidngig von (%) selbst, nicht nur
von M' und M"). Ferner erhdlt man aus einem kommutativen Diagramm
mit exakten Zeilen

0 M1 M1 > M{ 0
AT
0 Mé M2 Mg 0

kommutative Diagramme

N d .
Ext T (M1,N) ——%— Ext "L (ur,n)

Ext (F',N) lExti(f“,N)
'i 1 d* 1+1 1
Ext (MZ,N) —_— Ext (MZ’N)
etc. Vgl. [Hilton-Stammbach] Kap. V, §7.
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8) LEine injektive Aufldsung eines A-Moduls M ist eine (unendlich lange)
exakte Sequenz 0 M IO I1 ce mit injektiven A-
Moduln Ij . Jeder A-Modul M besitzt eine solche. Man kann Ext

auch durch injektive Aufl@sungen der 2. Variablen definieren und

Tor durch projektive Aufldsungen der 2. Variablen.

Auch kann man beide Variablen zugleich aufldsen - beide projektiv
fir Tor, die 1. projektiv, die 2. injektiv fur Ext. Die entste-
henden Doppelkomplexe kann man zu einfachen Kettenkomplexen machen und
deren (Ko-) Homologie berechnen. Alles fiihrt zum gleichen Ergebnis.

9) Was Ext mit Extensionen, d.h. Erweiterungen, und Tor mit Torsion
zu tun hat, kann man in [MacLane] und [Hilton-Stammbach] nachlesen.

10) Fir nichtkommutative Ringe A sind Ext; und Tor? als Funktoren
in die Kategorie der abelschen Gruppen definiert. Vgl. 10.12 und

10.A11.

11) Bestimme proj .d1'mzz/4 Z/2

12) (Schanuel) Fur i = 1,2 seien 0 K; P M 0 (bzw.

0 M Ii > Li 0) exakte Folgen von A-Moduln. Die P

seien projektiv (bzw. die I. injektiv). Zeige: P ® K, =P, & Ky
(bzw. Lel, =1, Ll)‘

Die folgenden 4 Aufgaben dienen dazu, nichttriviale Beispiele flacher
Moduln zu konstruieren.

13) Zeige: Ein A-Modul M 1ist genau dann flach, wenn Tor?(M,A/a) =0
flir jedes Ideal a von A ist.
14) Fur einen noetherschen Ring A und den Polynomring B := AlXqs..0HX ]
zeige man:
AssBB = {p[Xl,...,Xn] | n € Ass A}

("S" ist einfach. Um "&" zu zeigen, darf man n = 1 annehmen.

Sei P e AssBB » =An?P und S =A-p. Dann ist

San € Ass _1BS'1B nach 4.11. Man darf also annehmen: A = Ap

Es ist P E Ann(g) fir ein g€ B - {0}. Wenn P 2 p[X], gibt es
ein f € P, dessen hochster Koeffizient nicht in g Tliegt, also eine
Einheit ist. Es folgt fg % 0 ; Widerspruch.)

Eine weitgehende Verallgemeinerung ist [Bourbaki] chap. IV, §2, no. 6,

Thm. 2.
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16)

17)

18)

19)
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Folgere aus Al4: Sei A ein Ring, f € A[Xl""’xn] ein Polynom,
dessen Koeffizienten das Ideal A von A erzeugen. Dann ist f
kein NulTteiler von AlXys.o X T

(Zundchst sieht man dies mittels A 14 leicht fiir noethersches A.
Flir beliebiges A sei nun g so gewdhlt, daB fg = 0 dist. Seien
CIERRRTL die Koeffizienten von f und bl""’bs die von g.
Nach Voraussetzung gibt es Clowe+sCp €A mit aj€qy + ... tac, = 1.

rr

Betrachte nun den von al""’ar’bl""’bs’cl""’c erzeugten

r
noetherschen Unterring von A.)

Sei f € A[Xl,...,Xn] und B = A[Xl,...,Xn]/(f) . Leige:

a) Wenn die Koeffizienten von f das Ideal A erzeugen, ist B
flach liber A.

b) Wenn schon die Koeffizienten der Monome vom Grade >0 das Ideal
A erzeugen, ist B sogar treuflach lber A.

(Hinweis: Gib eine exakte Folge h

0 — Tor’ (B,A/a) — AIX{,....X ] 8 A/a — AX ,....X ] ® A/a

an. Zeige mittels A 15, daB die Homothetie hf injektiv ist.)

Eine weitgehende Verallgemeinerung von a) ist [Grothendieck] chap.

OIV » 15.1.16.

Injektive Hiille: Nach 13.6 1dBt sich jeder A-Modul M 1in einen
injektiven A-Modul I einbetten. Nach Baer gibt es einen (bis auf
i.a. nicht eindeutige Isomorphie) eindeutigen "minimalen" injektiven
Modul E(M), der M als Untermodul enthdlt. Zur prazisen Formulie-
rung dieses Sachverhaltes und seinem Beweis siehe [MacLane] Chap.III,
11. (Vorsicht: Die Zuordnung M — E(M) ist kein Funktor.)

Sei A ein noetherscher Ring, I ein injektiver A-Modul.

Dann gibt es eine direkte Zerlequng I =~ ® I., wo I.=~E(A/n.)
jeg 9 J J

mit pj € Spec A ist. Diese Darstellung ist im wesentlichen eindeu-

tig. Siehe [Gabriell .

Wahrend es nach Al8 eine befriedigende Strukturtheorie injektiver
Moduln iber noetherschen Ringen gibt, ist die Sachlage fiir projek-
tive Moduln wesentlich komplizierter. Es gibt hieriiber eine reich-
haltige Literatur. Der Leser mdge in Blichern iiber Algebraische
K-Theorie nachschauen ([Milnorl, [Swan K 1, [Bass]).

Z.B. weiB man, daB projektive Moduln iber k[Xl,...,Xn] frei sind,
wenn k ein Korper ist (oder gewissen anderen Ringklassen angehort).
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Dieser Satz hat von seiner Vermutung bis zu seinem Beweis gut 20
Jahre bebraucht. Vgl. [Lam].

§14 REGULARE RINGE

Definition 14.1 Ein lokaler Ring A mit maximalem Ideal m heift regu-

lar, wenn A noethersch und dim A = u(m) 1ist.
Erinnerung:  Flir einen noetherschen lokalen Ring A mit maximalem Ideal
m und k = A/m dist u(m) = uk(m/mz) . Ferner gilt dim A < u(m) .

Vgl. 6.15 - 6.18.

Beispiele 14.2 Sei A Tlokal.

a) Fir dimA
b) Fur dim A =1 gilt: A st reguldr < A 1ist ein DBR.
"= ist 8.8 "(iv) = (i)".

0 gilt: A st reguldr < A 1ist ein Korper.

Im folgenden wollen wir den wichtigen Satz, daB ein reguldrer lokaler
Ring immer integer ist, zweimal beweisen (14.5 und 14.8).

Der erste Beweis benutzt von dem Hauptsatz der Dimensiontheorie (Theorem
6.9) nur die Gleichung dimA(M) = sp(M) » genauer nur die Folgerung 6.10,
kommt also - wie auf Seite 62 bemerkt - ohne das Hilbert-Samuel-Polynom
aus.

Der zweite Beweis bendtigt hingegen die Gleichung dimA(M) = dA(M) aus
6.9, wo d
Er bringt mit Satz 14.6 zusdtzlich eine interessante Charakterisierung

A(M) der Grad des zu M gehorigen Hilbert-Samuel-Polynoms ist.

regularer Ringe, die jedoch im Rest des Buches nicht gebraucht wird.

_ Die jeweils benutzten Hilfsmittel 14.3 bzw. 14.7 sind flr sich von Inter-

esse.
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Satz 14.3 (d. Tate)

Es sel A ein Lokalen, noetherscher Ring mit maximalem Ideal m und
X €m, 40 daf Ax = (x) ein Primideal dern Héhe =1 .4st.
Dann 48 A Anteger.

Beweis: a) Behauptung: Zu jedem a € A - {0} gibt es ein a'€e A- (x)
und ein r € IN mit a = x'a'.

Beweis hierfir: Sei a € A - {0}. Man konstruiert folgendermaBen eine
Folge (ai) von Elementen in A: ay :=a, und fir 1 z1 wdhlt man,
solange moglich, a; € A, so daB a; 1 = a;X.

Dieses Verfahren bricht ab, d.h. es gibt ein r € IN: a, * bx dist fir
alle b €A.

Annahme: Es existiert eine unendliche Folge (a1)1€HV mit a_=a und

0

aj = a4, q4X fir alle 1 € IN. Dann hat man eine aufsteigende Kette von

Hauptidealen (ao) c (al) c (a2) < ... . Da x€m, gilt nach dem Lemma
von Nakayama (ai) = (a1+1x) = x-(a1+1) < (a1+1) fir alle .

Da A noethersch ist, bricht die Kette von Hauptidealen ab, d.h. es gibt
ein n€ N mit (am) = (an) flir m > n. Widerspruch!

Somit gilt a, ¢ (x) flr ein r € IN. Nach Konstruktion der Folge

r

L ist a = x ar.

ao,..

b) Seien nun a,b € A - {0}. Nach a) existieren a',b' € A - (x) und
r,s €IN mit a=x"a' und b= x%b', also ab = x"*53'b' . Da (x)

ein Primideal, ist a'b' ¢ (x), also auch nicht nilpotent. Daher existiert
ein minimales Primideal p mit a'b' ¢ g .

Da ht(x) =1, liegt x und daher auch x"
ideal. Folglich gilt: x 3.t ¢ g, also insbesondere

asb = x"Sap £ 0. —

S in keinem minimalen Prim-

Folgerung 14.4  Es sel A ein Lokaler, noetherschen Ring, der nicht in-
tegen 4st, und P ein Primideal, das ein Hauptideal Lisi.

Dann L8 P minimal. —
Satz 14.5  Ein neguldrnern Lokalern Ring A st integer.

Beweis: Induktion nach dim A: Falls dim A =0 ist, ist A ein Kor-
per. Sei dimA=n>0.

Annahme: A st nicht integer. Es sei m das maximale Ideal von A,
und  ®y,...,0,. seien die minimalen Primideale von A sowie k := A/m.
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Behauptung: Unter diesen Voraussetzungen gilt m < m2 Upgy U ... U

Beweis hierflr: Sei x € m-m2 (nach dem Lemma von Nakayama ist m2 £ Mm).
Dann ist zu zeigen: x € R fir ein j. Man erginze X = x+m2 durch
(Yi = x1-+n12)1.=2’.“’n zu einer k-Basis von m/m2 . Folglich wird m von
n erzeugt (12.1). Betrachte A/(x). Sei =u :=m/(x) das maxi-
male Ideal von A/(x). Nach Folgerung 6.13 ist dim A/(x) = n-1.

Aus dim A/(x) < u(n) folgt: dim A/(x) = n-1 = pu(n). Also ist A/(x)
reguldr und somit nach Induktionsvoraussetzung integer, d.h. (x) ist

X,XZ,...,X

ein Primideal. Nach 14.4 ist (x) ein minimales Primideal, insbesondere

r
also x € u Fi
i=1

Damit hat man m < m2 Upg U ..o up . Aber wegen m & m2 (Nakayama) ist
mep, flr ein 1, im Widerspruch zu dim A > 0. —

Nun zum zweiten Beweis von 14.5.

Satz 14.6 Sei A ein Lokaler noetherscher Ring mit dem maximalen Ideal

m und k = A/m, und sel S ERRERY eine k-Basis von m/m2 . Dann s4ind

r
dquivalent:

({) A ist negubin.

(£L) Den durch Xy b= X, definierte Homomorphismus (von graduierten

k-Algebren) : k[Xl""’Xr] — grm(A) L6 bifektiv.

Beweis:  (ii) = (i): ¢ bildet den k-Vektorraum der homogenen Polynome

r+n-1
vom Grad n bijektiv auf mn/mm1 ab. Also ist 1(mn/mn+1) = < ) .
ny b5 a1, -l r-1
Folglich ist 1(A/m’) = £ T(m'/m'"°) = ( ) , also ein Polynom in n
i=0 r
vom Grade r . Mit Theorem 6.9 ist also dim A =r = uk(m/mz) = u(m) und

deshalb A regulér.

(i) = (ii) Sei I = Ker ¢. Da ¢ sicherlich surjektiv ist, genligt es,

I = (0) zu beweisen. I ist ein graduiertes Ideal: I= 9 Is . Wenn
se€IN

man I # (0) annimmt, gibt es ein homogenes Element u € Ih . Sei HS

der Vektorraum der homogenen Polynome vom Grade s . Dann ist u-HS_thS
. . S, S+1y _ r+s-1 r+s-h-1 .
fuir s=h. Deshalb gilt 1{(m>/m”> ") = 1(HS/IS) < < el > - < 1 ) fir

r+s-1 q <r+s-h-l

r-1 ) un r-1

Grad r-1 und den gleichen hochsten Koeffizienten. Deshalb ist

s >h. Als Polynome in s haben ( ) beide den

1(ms/ms+1) fir groBe s ein Polynom in s vom Grade <r-2, mithin
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1(A/ms) fir groBe s ein Polynom vom Grade <r-1. Nach 6.9 ist dann
dim A < r-1 < u(m) und deshalb A nicht reguldr, im Gegensatz zur Vor-
aussetzung. —

Satz 14,7 Sei A ein Ring, der durch eine absteigende Folge von Idea-

Len 1 _=A>l,>l,>... §iltnient ist, dewant daf 1. = (0)
0 1 2 jEN J
gllt. Wenn dern assoziierte graduiernte Ring @ Ij/Ij+1 integen As%,

50 {8t es auch A, JEN

Beweis: Seijen a,b € A - (0) und r,s € N so gewdhlt, daB
a € Ir -1 und b € IS - IS+1 ist. Efjen a=a-+]1l
b=>b+ IS+1 dI?*Bestklassen. Dann ist ab €1, / Lpsst -
aussetzung ist ab # 0, d.h. ab ¢ I mithin ab * 0. —

und

r+l r+l

Nach Vor-

r+s+l ?

Folgerung 14.8 (aus 14.6 und 14.7)

Ein negulinen Lokaler Ring skt integer. —

Definition 14.9 Es sei A ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m und

M ein A-Modul. Ein r-Tupel (xl,...,x € A" heiBt eine M-reguldre

p)
Folge, wenn

1) x; €m fir l<ix<r,

2) X1 ein Nichtnullteiler von M ist, und

3) x, fur 1 =2 ein Nichtnullteiler von M/(Xl""’xi—l)M ist.

Satz 14.10 a) Wenn A ein regulirer, Lokaler Ring mit meximelem Ideal
m 8%, dann (st fedes minimale Ernzeugendensysiem von m eine A-reguld-
ne Folge.

b) Wenn A ein noetherscher, Lokaler Ring mit maximalem Ideal m L%,

das von einer A-neguldren Folge Xq,...,X, erzeugt wird, dann ist A

n

neguldn, X{sevesX, ein minimales Ernzeugendensystem von m sowde ins-

n
besondere dim A =n.

Beweis: a) Sei A ein reguldrer, lokaler Ring, X1seeeaXy ein mini-
males Erzeugendensystem von m.

Induktion nach n: Fir n =0 dist nichts zu zeigen. Sei n > 0.

Wie im Beweis von Satz 14.5 folgt, daB A/(xl) ein reguldrer lokaler
Ring der Dimension n-1 dst. X, = Xo+(X{)s...5X, = X, + (xq) bilden
daher ein minimales Erzeugendensystem fiir m/(xl). Nach Induktionsvor-

aussetzung sind YE,...;?; eine A/(xl)—regu1ére Folge 1in A/(xl) und
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folglich Xos..usX, €ine A/(xl)—regu1ére Folge in A. Da A integer

n
und ﬁ_* 0 dst, ist X1 ein Nichtnullteiler in A, d.h. A-regulér.

Insgesamt ist daher X1oeweoX A-reguldr.

n

b) Sei X1s+-+sX, eine A-reguldre Folge mit m = (X1’°"’Xn)‘

n
Behauptung: Fiir i = 1,...,n st dim A/(Xl""’xi) = dim A-i .

Dies zeigt man durch (einfache) Induktion nach i .

Sei i=1: Esist x; ein Nichtnullteiler und x; € m. Mit 6.13 folgt
dim A/(Xl) = dim A-1. (Die Primideale 5 von A mit dim A/g = dim A
sind minimal, bestehen also aus Nullteilern.)

i>1: X, bzw. x. ist Nichtnullteiler von A/(Xl""’xi—l) und

;
?& € m/(xl,...,x._l) . Wie oben folgt dim A/(Xl""’xi) =

j
dim A/(Xl""’xi-

1)—1 = dim A-1i (nach Induktionsvoraussetzung).

Insbesondere ist 0 = dim A/(Xl""’xn) =dimA-n, also dimA=n.
Da aber n =dim A < u(m) <n gilt, ist A reguldr und XqseousX, €in
minimales Erzeugendensystem. -

Definition 14.11 Sei A ein (noetherscher) lokaler Ring mit maximalem

Ideal m. Eine A-reguldre Folge X1seeesX in m heiBt reguldres Pa-

rametersystem, falls m von X1s..05X, erzeugt wird.

n
Folgerung 14.12  Sel A ein reguldnen Lokalern Ring mit maximelem

Idead m. Fln Xis-eesX, €m sind dquivalent:

(L) X1seensXp, bilden einen Tell eines reguldren Parametersystems von A .
(L) Die Resthlassen ?i,...,?} modulo (mz) sind Linear unabhingig

tber k = A/m.

(LM)ANXP.”Q%)(&i&qwﬁw,umi%/dt MmA/uly.qxﬂ=dm1A—r.

Beweis: (i) e (iii) folgt unmittelbar aus 14.10 und 12.1.
(ii) e (iii): Seien a:= (Xl""’xr) und B :=A/a. B ist lokaler

Ring mit maximalem Ideal n = m/a . Aus der exakten Folge

2

0 — a/anm” — m/m2 — n/n2 — 0 erhdlt man

uk(n/nz) = uk(m/mz)—s , wobei s die Dimension des von 'Yl,...,xr in
m/m2 erzeugten Untervektorraums ist. Wegen der Regularitdt von A folgt
pk(n/nz) = dim A-s. Ist nun (ii) erfillt, so ist s =r . AuBerdem
gilt dim B = dim A-r (vgl. Beweis von 14.10b).

Insgesamt folgt dim B = dimA-r = pk(n/n2)5 d.h. B st reguldr von der
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Dimension dim A-r. Ist umgekehrt (iii) erfullt, so gilt
Uk(n/nz) = dim B = dim A-r, also r=s. Es folgt (ii). —

satz 14.13  Es sei A ein requliner Lokalen Ring mit maximelen Ideal m,
I cA ein Ideal. Dann gibt:

A/T 8% regulin
«= 1 wind von einem Tell eines regulinen Parametersystems ernzeugt.

Beweis: "&" ist 14.12 (1) = (iii).
"s': 1 :=m/I sei das maximale Ideal von A/I . Seien X{seeesXp €M,

so daB xl-kI,...,xr-FI ein reguldres Parametersystem von A/I bilden.
Dann sind SEREREL: linear unabhdngig modulo n2 = m2 + 1, und

(xl,...,xr)-kI = m r Seijen 'Yi = x; + n e m/m2 die Restklassen.
Im k-Vektorraum m/m gilt: <<§i,...;§r> ® (m2+I)/m2 = m/mz.
Man wdhle eine Basis yl,...,ys von (m2+I)/m2, y; € I. Dann ist
(Xps+ sXpoYps--2»Ys) eine Basis von m/m?. Nach 14.12 ist

X sweesXpaY aee sy ein reguldres Parametersystem.

Behauptung: I = (yl,...,ys). Setze 1I' = (yl,...,ys) . Dann ist
I'"=I wund A/I vreguldr von Dimension r sowie A/I' reguldr von Di-
mension r nach 14.12. I' <1 sind daher Primideale von derselben Hohe,
also I' =1 . —

Satz 14.14  Es sel A ein noetherscher, Lokaler Ring mit maximelem
Ideal m und Resthlassenkérper k, M ein endlicher  A-Modul und

X €m ein M-reguldres ElLement.

Dann gilt: proj.dimAM +1 = proj.dimA(M/xM).

Beweis:  Sei proj.dimAM =r <o (bzw. r = ). Dann ist nach Voraus-
setzung 0 — M XM — M/xM — 0 exakt. k wird als A-Modul von
m annulliert. Fir alle i st Tori(—,M) ein A-linearer Funktor, und
daher wird Tori(k,M) ebenfalls von m annulliert.

Wir haben folgende lange exakte Sequenz:
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. X
Tors 1 (kM) —= Tor, (1 (kM) — Tor. ; (k,M/xM)

i+l
—— Tor (k,M) —5 Tor. (k,M)

Aber x annulliert Tor1+ k,M) und Tori(k,M), also ist

1
0 — Tor1+1(k,M/xM) — Tori(k,M) — 0 exakt.

Nach 13.27f gilt fir i < r (bzw. i < ), daB Tor, (k,M) # 0 und daher
Tor1+1(k,M/xM) £ 0 dist. Fir 1i>r st Tor. (k,M) = 0,

also auch Tor1+1(k,M/xM) =0.

Insgesamt folgt daher: proj.dimA M/xM = r+1 (bzw. proj.dinV\M/xM =), —

Folgerung 14.15 Es sel A ein noethernschen, Lokalern Ring mit maximalem
m, M ein endlichen A-Modul und X1seeeaXo AN m elne M-reguldre Folge.
Dann gilt: proj.dim M

proj.dim(M/(le-+...-+st)) -S. —

Folgerung 14.16  Sei A ein reguldren Lokalern Ring der Dimension n .
Dann gilt:  coh.dim A

n < oo,

Beweis: Sei k = A/m der Restklassenkdrper von A . Fir ein requldres

Parametersystem XseeesX

(13.29)
coh.dim A = proj.dimAI<==proj.dimA(A/(xl,...,xn)) = n-+proj.dimAA =n. —

n von A qgilt:

Definition 14.17 Sei A ein Tokaler noetherscher Ring mit maximalem

Ideal m und M ein endlicher A-Modul.

tfpM . := sup {n | 3 M-reguldre Folge der Linge n in m} heiBt die
Tiefe von M. (tf M := thM, wenn feststeht, was A ist.)

tf A, die Tiefe von A, ist die Tiefe des A-Moduls A.

Feststellung 14.18  Sedien A,m,M wie oben. Dann gilt:

a) Ist M+ 0 und X150 esX, eine M-reguldre Folge in m, 40 Ls6%
ﬁthﬁM+”.+XM)=(ﬁmM—r.

b) Ist M+ 0, s0 8t tfM<dimM (tf(0) = ») .

c)] tfM=0 « me€ Ass M.

Beweis: a) (Vgl. Beweis von 14.10b).) Wir wenden Induktion nach r an
und sehen: Es geniigt, den Fall r =1 zu betrachten. X1 ist ein Nicht-
nullteiler von M, also ist Xy ¢ g flr p € Ass M, deshalb Xq ¢ n

fir alle g, die minimal in Supp M sind, mithin Xq ¢ p fiir alle

p € Supp M, flr die dim M = dim A/n gilt. Nach 6.13 ist
dim(M/xM) = dim M- 1.
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b) folgt sofort aus a).
c) tfM=0 «< jedes x €m ist Nullteiler fir M

@%'6 me U p<———-———1'21~>m€AssM.

peAss M

Satz 14.19  Es sed A ein noetherschen, Lokalern Ring, M edin nichttri-
vialer, endlicher A-Modul mit proj.dim M < .
Dann gikt: tf M + proj.dim M = tf A . (Insbesondere (8t also
tFM <tfA .)

Beweis: Sei r =tf A und s =tfM sowie X1s++»sX, eine A-regu-
lare Folge in m und YiseresYs eine M-regulédre Folge in m.

Sei B := A/(xl,...,xr) und N := M/(ylM-+...-+ysM) , dann ist m€AssB
und m € AssN. D.h. man hat exakte Folgen:

1) 0 k B B 0 und

2) 0 k N— N'" — 0 .

"<": Sei E ein endlicher A-Modul mit proj.dimE = n < .

Aus 1) erhdlt man eine exakte Folge:

0= Torn+1(B',E)-——a Torn(k,E)———+ Torn(B,E). Torn(k,E) ist nichttri-
vial, also ist auch Torn(B,E) # 0. Da nach 14.15 proj.dimAB =y =
tf A gilt, ist proj.dimE =n <

E=N an: proj.dimM+ tf M

r =tf A . Man wende dieses auf

proj.dim M+s L5 pios dim N < tf A .

">": Da proj.dimAB = r, erhdlt man aus 2) die exakte Sequenz

0 = Torr+1(N',B)-—~» Torr(k,B)———» Torr(N,B). Da Torr(k,B) # 0, ist
auch Torr(N,B) + 0. Daher ist proj.dimpM + tf M = proj.dimyN = r =
tf(A) . —

Folgerung 14.20 Es sel A ein noetherschen, Lokaler Ring mit maximelem
Ideal m , M ein endlicher A-Modul, m € Ass(A), d.h. tf(A) = 0 und
proj.dim M <. Dawmn 48£ M ein greien A-Modul. —

Satz 14.21 Es sel A ein noethernschern, Lokaler Ring mit maximalem Ide-
al m, M ein endlicher A-Modul, x € m sowohl A-reguldrn als auch
M-regulin. Dann gilt: proj.d1n1A/(X) M/xM < proj.dimAM .

Beweis: Wenn proj.dim M = o, 1ist nichts zu zeigen.

Induktion nach n = proj.dim M < e,

Sei n =0: Dann ist M ein projektiver, also freier A-Modul und
M/xM ein freier A/(x)-Modul.
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Sei n>0 wund O K A" M 0 eine exakte Sequenz von A-
Moduln. Dann ist proj.dim K =n-1. Da x A-requldr ist, ist x
A"-requldr und daher K-reguldar (K < AT").

Man hat dann folgendes kommutative Diagramm mit exakten Zeilen und Spalten:

0 0 0

0 K A" M 0
*X X *X

0 K A" M 0

K/xK -2 (A/xA)" — M/xM —> 0

(Die letzte Zeile st exakt, da fiir einen A-Modul N gilt:

N/xN =~ N® A/(x).) Nach dem Diagrammlemma 11.13 ist « injektiv. Die In-
duktionsvoraussetzung Tiefert proj.dimA/(X)K/xK < proj.dimAK . Daher:
prOJ.d1mA/(X)M/xM < proj.dimA/(X)K/xK-kl < proj.dimAK-+1 = proj.dim M. —

Theorem 14.22  Sei A ein noetherscher, Lokaler Ring. Damn gilt:
A st rnegulin <> coh.dim A < .
In diesem Fall is& dim A = coh.dim A .

Beweis: "=s" und "dim A = coh.dim A" dist Folgerung 14.16.
"<": Sei m das maximale Ideal von A und k = A/m der Restklassenksr-
per. Wir benutzen Induktion nach n = uk(m/mz).

2

Sei n = 0: uk(m/mz) =0 heiBt m=m". Mit dem Lemma von Nakayama

folgt m =0, d.h. A st ein Korper.

Sei nun n > 0.
Behauptung: Es existiert ein Nichtnullteiler x von A mit x € m-—mz.

Beweis hierfir: Andernfalls wiare m c m2 u UV gq,also mc m2 oder
5 pEAss A 2
mcyp fir ein p € AssA. Da yy (m/m ) >0, ist md&mn®, daher

meAss A, d.h. tf A =0. Nach Voraussetzung ist proj.dim k < « .
Nach der Folgerung 14.20 ist k ein freier A-Modul: k ~ A" . Aber
m+0 und mek =0, im Widerspruch zu mA" + 0.

Man wdahle nun einen Nichtnullteiler x € m - m2 und definiere B := A/Ax.
B st ein Tokaler Ring mit maximalem Ideal n = m/Ax. Dann gilt:
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B/n = k, nz

Es reicht nun, folgendes zu zeigen:

= m2 + Ax , uk(n/mz) = uk(m/mz) -1, und dim B = dim A-1.

Behauptung: coh.dim B < o . Denn nach Induktionsvoraussetzung gilt dann:
B st reguldr, also dim B = y(n /n2) . Mithin st
w(n/m?) = p (/%) +1 = dim B+1 = dim A

Beweis der Behauptung: Falls n = (0), so ist B ein Korper.

Ist n=#* (0), so gilt: coh.dim B = proj.dimBk = proj.dimBn-kl.

Also genligt es, proj.dimBn < e zU zeigen.

Nach Satz 14.21 ist proj.dimBm/mx < proj.dimAm , und nach Voraussetzung
ist proj.dimAm < o« ., Daher reicht es, folgende Behauptungen zu zeigen:

Behauptung 1): n = m/Ax ist isomorph zu einem direkten Summanden von

m/mx .
Behauptung 2): proj.dim(M1 ® M2) =r <e = proj.dimM; <r.

Zu 1):  Sei XsXopsewesX ein minimales Erzeugendensystem von m, d.h.

n

Y}Yz,...;fn eine Basis von m/m2 . Setze h:= Ax2 oo Axg Fomx .

Dann ist Ax+h =m. Es gilt auch Ax Nk = mx . Sei namlich a € A mit
ax € Ax N k. Dann gibt es a; €A und mem mit

AX = ApXp t ... FaA X DX Aus der k-linearen Unabhangigkeit folgt a = 0
(mod m), d.h. a € m. Also ist ax € mx.

Mithin ist m/Ax =~ h/mx und h/mx & Ax/mx = m/mx .

Zu2): Seien 0 — Ky —P. 4 — ... — P,y — M — exakte Fol-
gen flir i = 1,2 mit projektiven Pij . Man erhd@lt eine exakte Folge
0 — KléB K2 —»P_i’r_léB P2,r‘—1 —_— ... ——>P1’.0€B PZ,O -——->M163 MZ — 0.

Da K1 ® K2 n.V. projektiv ist, ist es auch K1 . -

Folgerung 14.23 Sel A edin regulirnen Lokaler Ring. Dann L8£ auch An
neguldn 4dn fedes Primideal n von A.

Beweis: Sei M ein A-Modul. Da n := proj.dimAM < coh.dim A < =,
existiert eine exakte Sequenz von A-Moduln
0 — Pn —_ ., — PO M 0, wobei die Pi projektive A-Moduln

sind. GemdB Satz 3.38 ist die Sequenz
0 — (Pn)p—-» cee —> (PO)}J — M]J —— 0 exakt, wobei die <P'i)
projektive Ag-Moduln sind (10.54b)).

B

Also gilt: proj.dimA M}J < coh.dim A, und somit

Pt
coh.dim Ap < coh.dim A < o . —
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Bemerkung:  Es gibt bis jetzt keinen homologiefreien Beweis fiir diese
Aussage.

Definition 14.24  Fir einen Ring A definiert man:

A dist reguldr < A st noethersch und Ap ist reguldr fiir alle
p € Spec A.

Bemerkungen 14.25 a) Diese Definition stimmt nach 14.23 mit der bishe-

rigen Definition Uberein, falls A Tlokal ist, und ist dquivalent zu:

Am ist reguldr flr jedes m € Spmax A.

b) Jeder Dedekindring ist regulir.

Folgerung 14.26 Sei A edin noetherscher Ring. Dann gilt:
coh.dim A <o = A st negulin und dim A < .
In diesem Fall 48t coh.dim A = dim A.

Beweis:  Nach 13.25 ist coh.dim A = sup coh.dim Am .-
m

Definition 14.27 a) Ein Ringhomomorphismus «¢: A—— B heift flach

(bzw. treuflach), wenn B (vermdge ¢) ein flacher (bzw. treuflacher)
A-Modul dst.

b) Es seien A und B lokale Ringe mit maximalen Idealen m bzw. = ,
¢: A—— B sei ein Ringhomomorphismus. ¢ heiBt lokal, wenn o¢(m) = n,
d.h. w‘l(n) =m ist.

Beispiele 14.28 Sei A ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m.

a) p§m sei ein Primideal. Dann ist der kanonische Homomorphismus

A —s Ag flach, aber nicht lokal.

b) Sei a ein Ideal in A mit (0) + a + A. Dann ist A — A/a
(selbstverstdndlich) Tokal, aber nicht flach.

Es ist namlich a ® A/a = a/a2 und adA/a)= 0. GemdaB 12.23 wire

a ® A/a=~a<(A/a), wenn A/a flach liber A wdre. Nach Nakayamas Lemma
wiirde aus a/a2 =0 aber a = (0) folgen.

Lemma 14.29 a) Seien A i B -%,¢ gLache Ringhomomornphismen.
Dann 48t gof {Lach.

b} Fin einen Homomorphismus Lokaler Ringe f: A — B gilt:

f st treuglach < f 48t fLach und Lokal.

c) Ein treuglacher Ringhomomorphismus f: A — B st infektiv.
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Beweis: a) Fur einen A-Modul M hat man einen kanonischen Isomorphis-

mus (M 8 B) ®g C=M ® C .

b) "<": Wegen o(m) en dist B/mB + 0. Mit 10.51 erhdlt man die Treu-
flachheit.

"»": Falls es ein m € m gibt mit o(m) € n, so ist o(m) € B*, also
mB =B. Dann ist B/mB =0 und ¢ nicht treuflach nach 10.51. —

c) Sei a =Ker f. Da B flach iiber A ist, ist

" (12.23)

a ®, aB=0. Da B treuflach ist, folgt a = (0) gemdB 10.51.—

Satz 14.30 Sei A — B ein 4lacher, Lokalern Homomorphismus noether-
schern Lokaler Ringe mit maximalen Idealen m bzw. n. Dann gilt:
a) 1st B ein neguldrner Ring, 50 ist A negulin.

b) Sind A und B/mB regulir, so0 ist B regulin, und
dim A + dim B/mB = dim B .

Beweis: a) Sei dim B =n und

0 —K—P e Py M 0 eine exakte Folge von end-

lich erzeugten A-Moduln, wobei die Pi frei seien. Da B flach liber A

ist, ist O—-——>K®AB——>Pn_1®AB—>...—>P0®B—>M®B———>O

exakt, wobei die Pi ® B frei iiber B sind. Da B reguldr mit
dim B = n idist, ist K ®A B frei Uber B, also flach uber A.
D.h. der Funktor ®A K ®A B : A-Mod — B-Mod ist exakt.

Da B nach 14.29 treuflach ist, ist _ ®, K ein exakter Funktor,

d.h. K st flach. Da A ein noetherscher, Tokaler Ring und K endli-
cher A-Modul ist, ist K frei nach 11.16. Somit ist proj.dim,M < n .
Es folgt coh.dim A < coh.dim B < .

b) Da AcB eine lokale Erweiterung ist, gilt n>m, also n > mB.
Sei X1oe oo Xy ein reguldres Parametersystem von A und Y1se+s¥y €En,
so dafB }i,...,yh (mod mB) ein reguldres Parametersystem von B/mB ist.

Wegen Satz 14.10b) geniigt es, folgendes zu zeigen:
1) X seesXns¥1oee-s¥p, ist eine B-reguldre Folge.

2) XiseersX oYqs-0-0Y, €rzeugen mu.

Beweis: 2) 1ist klar. .

Zu 1): Zundchst ist A/AXp+...+Ax;_; ——— A/AX +... +Ax;_; in-
l,....,m. Da B flach liber A ist, ist

jektiv fir i



14 Reguldre Ringe 193

oX.
B @y (A/Axy+. . +AX, ) —— B @ (A/Axy+ ... +AX; 1) injektiv.
Da B ®A(A,/Ax1-+...-+Ax1_1)u B/(Bx1 +...-+Bx1_1), ist x; ein Nicht-
nullteiler von B,«Bxl-k...-kai_ly

D.h. X1s+--sX, 1ist eine B-reguldre Folge.

Fir i =1,...,n 1ist ferner y5 und daher auch Yio» ein Nichtnulltei-
ler von B,«Bx1-+...-+an + By1-+ +By1 1) Insgesamt ist
XpowoesXpaYaeeesyy B-regular. —

Satz 14.31 Seil A ein (nicht notwendig Lokalen) regukdren Ring.
Dann ist dern Polynomiing AlX 5. .nX 1 ebenfalls regulin.

Beweis: Es reicht, die Behauptung flr den Fall n =1 zu beweisen.
Es sei also P ein Primideal von A[X] und p=AnNn®P. Dann ist
Ti=Agpcs := A[X] - P AlXlp = STL(AIX]) und

A [X] = Ap ®, ALX] = (A[X]) (10.44 , 10.46) . Daher ist

A[X]P (A [X]) und somit flach lber Aﬂ . Ferner ist Ap < A[X]P

eine lokale Erwe1terung und Ap nach Voraussetzung regular.
Sei k_ :=A_/pA
o1 Ky 1= ARy

AIXTp / BAXDp =k @ AIXI, & ko8 STADO =STHK [X]) =
Y

Y KAy
kp(X) . kn(X) ist reguldr, also ist AIX] reguldr nach Satz

14.30. —

Wir wollen zeigen, daB reguldre lokale Ringe faktoriell sind, und brau-
chen dazu das folgende

Lemma 14.32 Sel S edine multiplikative Menge von Nichtnullteilesrn
eines Ringes A . Fernern selen agseesdnlyse ol S-Tdeale von A,

und es gebe edinen Isomornphismus «: 36 ...08 > he...0h%H

Dann 48t m=n und CTRREEERE S IR

Beweis:  Der Isomorphismus ¢ ist durch eine nxm-Matrix (f. J) gege—
ben, wobei fij € Hom (a 3.¥ ) dist. Nach 12.18 ist HomA( b ) o Sy

daher existieren a5 € S 1A so daB f ( ) = 9552 fir a € 2 g11t
D.h. ¢ st durch die Matrix Q := (qij
Ebenso ist der inverse Isomorphismus @'1 durch eine Matrix

Q' € M(mxn,S-lA) gegeben, so dap QQ' = E,, Q'Q = E, (mit Einheitsma-
trizen E,E.) gilt. Da A kommutativ ist, gilt n=m und Q' = Q!
(Man kann etwa zu Restklassen nach einem maximalen Ideal von S-lA

) gegeben.
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ibergehen und erhdlt Identitdten QQ' = En,'ﬁ'ﬁ'= E_ Uber einem Korper,
woraus n =m wegen der Invarianz der Vektorraumdimension folgt.)

Behauptung:  det(Q) - a c...oca = by = el b, -
Beweis hierfir: "<": Fir 1,j € {1,...,m} und 3 € 3 gilt
qijaj € hi . Die Elemente der i-ten Zeile des Matrizenprodukts
2y g
Q- 0 .
%

liegen somit in hi . Folglich gilt nach der Leibnizregel:

d — al 0 . .
et(Q)al-...oam = det| Q .. € hl .. hm .

0 ‘a,
Da die Elemente der Form ap -e- A mit aj € aj ein Erzeugendensystem
von a; ... a bilden, ist die Inklusion bewiesen.

"S": Da Q_1 den inversen Isomorphismus w_l beschreibt, folgt wie oben
det(Q) ! by ... b = det(q”}
hauptung. -—

) h1 - hm Sap...a und daher die Be-

Satz 14.33  Cin reguldner, Lokalern Ring A st faktornieldl.

Beweis: Induktion nach dim A. Im Falle dim A =0 ist A ein Kor-
per, also auch faktoriell. Sei dim A > 0: Widhle xEEm—mZ: Betrachte

B := AX - s71p , wobei S = {l,x,xz,...} ist.

Behauptung: B st faktoriell.

Es gilt dim B < dim A, und B 1ist reguldr, aber fir dim A > 1 nicht
Tokal. Sei nun a ein divisorielles Ideal von B. Nach 12.51 geniigt es
zu zeigen, daB a ein Hauptideal von B 1ist. Da B noethersch ist, gilt
flur jedes maximale Ideal n von B, daf a, divisoriell in By ist (11.4).
By 1st regulédr und lokal mit dim B, < dim A und daher nach Induktions-
voraussetzung faktoriell. Also ist a, ein Hauptideal und somit ein frei-
er Bn-Modu1. Mithin ist a ein projektiver B-Modul.

Es existiert ein endlicher A-Modul M mit MX ~ 3. (Man kann M als
den A-Untermodul von a wdhlen, der von einem B-Erzeugendensystem von
a erzeugt wird.) M besitzt eine endliche Auflosung durch endlich er-

zeugte freie A-Moduln
r r

An"].____> .—)AO

"n
0 —A' —s —_ M — 0.

Der bequemeren Schreibweise weiter unten wegen nehmen wir 0.B.d.A. an,
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daB n gerade ist. Durch Tensorieren mit B erhdlt man folgende Tange

exakte Sequenz:
r "n-1 r

0— B "B B O a 0.

Diese spaltet man in kurze exakte Sequenzen auf:

0 — Kpop— B " — Ky — 0

n-1

0 — BN"—s3 ———>Kn_1——->0

Da a projektiv ist, zerfdllt (siehe folgende Anmerkung) die erste kurze
exakte Sequenz, folglich ist K1 projektiv. Daher zerfdllt die zweite

kurze exakte Sequenz, also ist K2 projektiv usw. Induktiv folgt somit,
daB alle Ki projektiv sind und alle kurzen exakten Sequenzen zerfallen.

Also hat man:
r
a@KluBo
r
2 r
2
K2€BK3QB

K, ® K

und daher:

ﬁ@K1®K2 .. B K

=
@
lo)

R

r Y
BO @ B2 ... B"™2gB"  sowie

ae K1 o K2 v
o ot
Y‘l r

aeé B & ... ®B

@D
~
=
]
—
@D
w
R

M o~ 1 = ! = 1
Also: a e B ~ , wobei m > r2j—1 und m P2 ros ist.
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Somit ist a ein Hauptideal und die Behauptung bewiesen.
Da x € m—mz, ist A/(x) vreguldr und deshalb integer (14.12 und 14.5),
also x ein Primelement von A. Folglich hat jedes Element

beB

Ay(® A) eine eindeutige Darstellung

r

b=ax mit re€Z, a€A und x7ta.

Insbesondere sei p prim in B mit einer Darstellung p = p'x'r,

p' €A, re€Z und x+4p'.

Behauptung: p' st prim in A.

(Im folgenden Beweis der Behauptung bezeichne " die Teilbarkeit in A,
"1," die in B.
B

Seien a1,a, € A mit p'|A ajap, . Dann gilt p = p'xr IB ajay , und da

la

p primin B ist, gilt 0.B.d.A.: p]Ba1 » also auch p'[g a;.

Sei b €B mit p'b=a; und einer Darstellung b = b'x%, b' € A, x+b'.
Daher p'b'xS =aj;. MWdre s <0, so hdtte man p'b' = x‘sa1 , also

p'b' € Ax, somit p' € Ax oder b' € Ax, im Widerspruch zur Konstruk-
tion. Also ist s > 0, und folglich p'IA ajp -

Zum SchluB sei nun a € A~ {0} . Man zerlegt a 1in B wie folgt:

1. Fall: a € B*.

Man hat Darstellungen a = x'a', a™l = x%a" mit r.s€ Z, a',a" € A,
a'+a" ¢ Ax. Aus 1 = x"Sa'a" folgt r+s = 0, denn a'a" ¢ Ax.
Somit ist a' € A*, x" € A und a = a'x" die gesuchte Primfaktorzer-

legung von a.

2. Fall: a ¢ B* .

Dann hat a 1in B eine Primfaktorz$f1egung a = upy ... Py (u € B¥).
Fur i =1,...,m ist dann p; = pix ', wobei p:
p; € Ax ist. Ferner ist u=vx® mit v e A*. Also ist
a = v-xr-pi < ... p$ mit r=s+xr,z0.-

prim in A und

Anmerkung 14.34  Man sagt: "Eine kurze exakte Sequenz

0 — M oM LM 0 zerfdllt", wenn es ein g': M" — M mit
gog' = idys gibt (oder - dquivalent hierzu - wenn es ein f'“M — M'
mit f'of = idy. gibt). In diesem Falle ist M~M' @& M" gemdp 3.17.

Bemerkung 14,35  Im Beweis wurde allgemein flr einen Integritatsring A

gezeigt: Wenn x € A prim und A, faktoriell ist, so ist A faktoriell.
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Ebenso zeigt man fiir einen Integritdtsring A: 1Ist S eine multiplika-
tive Teilmenge von A, die als solche von Primelementen erzeugt wird,
und ist S”IA faktoriell, so ist A faktoriell.

Beispiel: Sei B ein faktorieller Ring, S =B - {0}. Dann ist
S—lB[X] euklidisch, also faktoriell. S st von Primelementen in B er-
zeugt, welche nach dem GauBschem Lemma prim in B[X] sind. Also folgt:
B[X] 1ist faktoriell.

Folgerung 14.36  Ein Lokaler reguldrern Ring £st ein ganz abgeschlossenen
Integnititsring.

Dies folgt sofort mit 7.9. —

Man kann diese Folgerung zu Aussagen lber nichtlokale regulire Ringe aus-
nutzen.

Satz 14.37 a) Ein Ring A 18t rneduziernt.
— Am sk neduzient fin fedes maximale Ideal m.

b) Sel A ein noetherscher Ring. Damn gilt: A st endliches direktes
Produkt ganz abgeschlossenen Integhititsrninge. <= Am 8L ein ganz abge-
schlossenern Integritdtsning 4in jedes maximale Ideal m

Beweis: a) "=": Sei é-e Ap nilpotent, wobei x € A, s € A-m ist.
— n
Dann gibt es ein n € N, so daB %-. =0, d.h. es gibt ein t € A-m

n
s
mit tx" =0 Dann ist (tx)n = 0. Da A reduziert ist, ist tx =0,
und daher §-= 0.
"<": Sei x € Ni1TA, a:=Ax und ne IN mit x" =0. Dann gilt
fir alle maximalen Ideale m 1in A: In A, st (%)n = 0, also nach
Voraussetzung %-= 0. Somit ist a, = 0 fir jedes maximale Ideal m,

also a =20.

b) "s": Es sei A= B1 x ... x B, wobei die B. integer und ganz ab-
geschlossen sind, und sei m ein maximales Ideal in A . Dann gibt es
ein j und ein maximales Ideal n 1n Bj ,» So daB

m = Bl X v.. X Bj—l X n ox Bj+1 X L.. X Bn.
Da A-m o{0}x ... x{0}x (Bj-n) x{0}... x{0} gilt, ist A, =~ (Bj)n , also
integer und ganz abgeschlossen.

"«'": Seien Fys-...4, die minimalen Primideale von A. Da A nach a)
reduziert ist, ist pyn ... n p, = (0) und folglich die kanonische
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Abbildung AL, A/p1 X ... X A/;an injektiv. Nach dem Chinesischen Rest-
satz ist ¢ surjektiv, falls man fir i % j gezeigt hat: pj-rpj = A.

Ware dieses nicht der Fall, so gabe es ein maximales Ideal m o pi-kpj,

und Am hatte mindestens 2 minimale Primideale, wire also nicht integer,
im Widerspruch zur Voraussetzung. Noch zu zeigen bleibt, daB A/w; ganz abge-
schlossen ist. Wie unter "s" zeigt man fiir alle maximalen Ideale n in A/pi:
Es ist (A/pi)n = A, fUr ein maximales Ideal m 1in A, also ganz ab-
geschlossen in Q(A/pi) . A/pi = A (A/pi)n ist daher ebenfalls ganz ab-
geschlossen., —

Folgerung 14.38 Ein neguldnern (nicht notwendig Lokaler) Ring A8t ein
endliches direktes Produkt ganz abgeschlossenern Integrnitétsiinge. —

Satz 14.39  Sei A edin noetherschen Integrnititsrning. Dann sind dquiva-
Lent:

(L) Ay A8t faktorniell ln fedes maximakle Ideal m von A.

(i) C(A) = Pic A.

Beweis: (i) = (ii): Es ist Pic A= C(A). Sei a ein divisorielles,
gebrochenes Ideal von A. Dann ist auch a, divisoriell in Ay flr je-
des maximale Ideal m von A, da A noethersch ist (11.4).

Nach  Voraussetzung st a, ein  Hauptideal in Ay, flr jedes m
und deshalb a invertierbar.

(i1) = (i): Sei h ein divisorielles Ideal in Ay, h = by mit einem
gebrochenen Ideal &4' wvon A. Dann ist a = (h"l)'1 ein divisorielles
Ideal von A und a, = k. Nach Voraussetzung Tiegt in div(a) ein in-
vertierbares Ideal. Da diese divisoriell sind, ist a invertierbar. Also
ist h = a, invertierbar flr den Tokalen Ring A, und deshalb nach 12.22

und 12.7 ein Hauptideal. -

Folgerung 14.40  Fin einen reguldrnen Integritdtsning A gilt
C(A) = Pic A. -
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Aufgaben und Hinweise

1)

3)

Das Theorem 14.22 183t sich wie folgt verallgemeinern: Sei A Tlokal
und noethersch, a ein Ideal endlicher projektiver Dimension, derart
daB a/a2 frei Uiber A/a ist. Dann ist a von einer A-regularen
Folge erzeugt. Siehe [Kunz], Kapitel VII, Satz 2.1 und die dort ange-
gebene Literatur.

Der Satz 14.33 18Rt sich wie folgt verallgemeinern: Sei A ein noe-

therscher Ring, S die Menge seiner Nichtnullteiler und a eijn S-
Ideal endlicher projektiver Dimension. Dann ist (a_l)_1

a’l= ((a_l)_l)_1 ) invertierbar. Uberlege, daB dies wirklich eine

(also auch

Verallgemeinerung von 14.33 ist. Wenn a sogar eine endliche Auflo-
-1,-1
)

Zum Beweis siehe [MacRael], [Krdamer], [Ischebeck]. Eine etwas schwi-
chere Form findet sich in [Bourbakil, Chap. VII, §4, no. 7, Corollaire

sung durch freie A-Moduln besitzt, ist (a ein Hauptideal.

2 de la Proposition 16. Dort wird zusdtzlich vorausgesetzt, daB A
integer und ganz abgeschlossen ist. Beachte dazu, daR man die Ganzab-
geschlossenheit eines reguldren Ringes aus der Ganzabgeschlossenheit
des zugehdrigen graduierten Ringes folgern kann [Bourbaki], Chap. V,
§1, no. 4, Proposition 15. (Fir noethersche Ringe stimmen die Begrif-
fe "ganz abgeschlossen" und "vollstdndig ganz abgeschlossen" iberein.)

In der Regel wird Satz 14.33 mit einem Satz aus der Theorie der HuRe-
ren Potenzen anstelle des Lemmas 14.32 - hinter dem implizit natiirlich
auch die Theorie der duPeren Potenzen steht - bewiesen. Dies soll hier
entwickelt werden:

a) Sei M ein A-Modul. Seine n-te duBere Potenz ist

AWM = M ® --- ®AM/U » wobei das Tensorprodukt n Faktoren hat und

U als A-Modul von denjenigen x; & ... ® X, erzeugt wird, wo X§=X;
fur ein Paar i,3 mit i # j gilt. Insbesondere gilt Al = M.

Man definiert A°M := A. Das Bild von y;® ... ® y, bei der ka-
nonischen Abbildung M@ ... ® M — A™M wird mit y; A ... Ay, be-

zeichnet. Es ist XA y = -y A x, allgemeiner

Yi A cee AYS A L. A_yJ'/\ s A Y T YA LAY

A AYGA LAY

b) Sei {x; | i € I} ein Erzeugendensystem von M. Zeige, daB man
auf folgende Weise ein Erzeugendensystem von A"M erhdlt: Man ver-
sehe I mit einer totalen (d.h. vollstdndigen, d.h. Tinearen) Ord-
nung "<" . Dann wird A'™ von
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{Xil A eee A x1.n | 15 € I; T <ip <. < 1n} erzeugt. Wenn M von
m ETementen Xise++5X, erzeugt wird, gilt also A™ =0 fir n> m,
und A'M st monogen, mit dem Erzeuger X] A wee A X

c) Eine multilineare (genauer n-Tineare) Abbildung

@e: Mx ... x M — N heiBt (bekanntlich) alternierend, wenn
w(xl,...,xn) = 0 fiur alle n-Tupel (xl,...,xn) EMx ... x M mit
zwei gleichen Komponenten gilt. Zeige fiir A" die universelle Eigen-
schaft: Jede alternierende n-lineare Abbildung

@: Mx ... x M— N faktorisiert eindeutig iiber die "kanonische" Ab-

bildung (welche?) M x ... x M—s A'M . Folgere: A" "ist" ein Funk-
tor von der Kategorie der A-Moduln in dieselbe. (Ao(f) = 1dA flir
alle Homomorphismen f: M — N. )
d) Konstruiere einen kanonischen Isomorphismus
n
AM"Me N) =~ @ (AM ® AVTN) . Flir 0 <r <n hat man den nahelie-
r=0

genden Homomorphismus AMe AN — AMMe N,
(x1 A eis A XL) B (yr+1 A cee A yn)

—(x1,0) A LA (xr,O) A (O,yr+1) A eer A (O,yn).

Umgekehrt erhdlt man einen (vielleicht weniger naheliegenden) Homo-

morphismus  : AMe N) — A™M e A"N
(X15¥1) A oo A (X 5Y,.) —> X sign(c)e
171 nen o€S(n,r)

(Xg(l) A oo A XO’(Y‘)) ® (yo(r+1)A... A yG(n)) .
Dabei ist S(n,r) eine gewisse Menge von Permutationen der Menge

{1,...,n}, ndmlich S(n,r) := {0 €S, | o(1) < ... <o(r) und
o(r+l) < ... < o(n)}

Die ®. bzw. y,. setzen sich zu Homomorphismen ¢ bzw. ¢ zusam-
men, die zueinander invers sind.

(¥)
r

e) Zeige: A"(AY ~A"T, wo (C) der Binomialkoeffizient ist.

f) Folgere aus d) und e), daB AP projektiv ist, wenn P es ist.

g) Fiir ein Ideal a * (0) des Ringes A gelte a & AT~ AN mit ge-
wissen m,n € N. Zeige: a=~A, d.h. a 1ist ein von einem Nicht-
nullteiler erzeugtes Hauptideal. Dabei sollen die obigen Uberlegungen
anstelle von Lemma 14.32 benutzt werden. (a 1ist projektiv und
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endTich erzeugt. Durch Lokalisieren sieht man erst m = n-1 und dann,

daB a projektiv vom Rang 1 ist. Es folgt
n

AeA'A"~ o (Aa) e (A"TTA™) ~a @ Q mit einem A-Modul Q. Da
r=0

a vom Rang 1 ist, ergibt sich Q =10.)

4) Zeige: Man hat kanonische bilineare Abbildungen AM x ™M —s An+mM’
definiert durch (Xl/\... AXpsY P Aeee Aym) T XA AXAY A e AY

In dem A-Modul AM := @& A™™ wird auf diese Weise eine Multiplika-
n=>0
tion erklart, die AM zu einer assoziativen, aber meist nicht kommu-

tativen, graduierten A-Algebra macht. (Wenn man das Produkt in ihr
mit A bezeichnet, gilt x Ay = (-1)™My A x fir x € A'M, y € A™M.)
Die Zuordnung M — AM ist ein Funktor. AM heiBt duBere Algebra
von M.
b) Aus 3d) folgt AM @& N) =~ (AM) ®A(AN) » wobei das Tensorprodukt
ein solches von A-Algebren ist. Vgl. 10.54 c).
5) Sei f: A" — A" ein Endomorphismus. Dann ist A'f: ATAM — ANAT
die Homothetie von det(f) .

§15 DIFFERENTTALMODULN

Definition 15.1 Es sei A ein Ring, M ein A-Modul. Eine Derivation

von A in M ist eine Abbildung d: A — M mit den Eigenschaften

(a) d(at+b) = d(a) + d(b) und
(b) d(ab) = bd(a) + ad(b) fur a,b € A.

Bemerkungen 15.2 Sei d: A —» M eine Derivation von A in M.

a) Es ist d(1) = d(1.1) = d(1) + d(1), also d(1l) =0.
b) Fur s € A¥ folgt aus 0 = d(ss'l) = s'ld(s) + sd(s'l), daf
d(s‘l) = -s'zd(s) .
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c) Ker d ist ein Unterring von A :
Ker d st eine Untergruppe von A beziiglich der Addition. Nach Be-
merkung a) ist 1 € Ker d, und fiir alle a,b € Ker d gilt:
d(ab) = bed(a) + a-d(b) = 0.

Beispiele 15.3 a) Sei I ein offenes Intervall in R, A der Ring

der (stetig) differenzierbaren Funktionen I — R, sowie M der A-Mo-
dul aller (stetigen) Funktionen I —— R. Die Abbildung d: A— M,
die jeder Funktion ihre Ableitung zuordnet, ist eine Derivation von A

in M.

b) Sei U offen in R", A der Ring der (stetig) partiell differen-
zierbaren Funktion U—— R, M der A-Modul der (stetigen) Funktionen.
Dann sind die partiellen Ableitungen Derivationen von A in M.

c) Sei U offen in R", A der Ring der (stetig) differenzierbaren
Funktionen U-— IR, M die Menge aller (stetigen) Abbildungen

U—s (IRn)V. ((IR”)V ist der Dualraum des IRn.) M dist auf kanonische
Weise ein A-Modul, und die totale Ableitung D: A —s (IRn)V
Derivation.

ist eine

d) Sei A wieunterc)und x€U. M= R sei als A-Modul gegeben
durch A x R — R, (f,r) b f(x) r. Dann sind die partiellen Ab-
leitungen in x Derivationen von A in M. Sei M= CR“)V als A-Mo-
dul gegeben durch A x M— M, (f,v) > f(x) = v. Dann ist die totale
Ableitung eine Derivation von A 1in M.

e) Sei A= R[Xi’ i € I] der Polynomring in einer beliebigen Menge von
Unbestimmten Uber einem Ring R . Dann ist jede formale partielie Ablei-

tung -537: A—— A eine Derivation.
i

Definition 15.4 Es sei A eine R-Algebra, M ein A-Modul.
Eine R-Derivation d: A—— M 1ist eine Derijvation, die R-linear ist.

Bemerkung 15.5 a) Sei die R-Algebra-Struktur von A durch einen
Homomorphismus ¢: R—— A gegeben. Fiir eine Derivation d: A— M gilt

dann:
d 1ist eine R-Derivation < @(R) =« Ker d .

b) Sei d: A— M eine R-Derivation, ¢: B—— A ein R-Algebrenhomo-
morphismus und ¢: M—— N ein A-ModuThomomorphismus. Dann ist
S:=¢p odog: B——N eine R-Derivation.
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Definition 15.6 Eine R-Derivation d: A—>M heiBt universélle R-Deriva-
tion von A, falls sich flir jede R-Derivation &: A— N das folgende

Diagramm eindeutig durch eine A-lineare Abbildung ¢ kommutativ ergan-

— Sy
\ iq)
N .

Bemerkungen und Definition 15.7 a) Falls eine universelle R-Derivation

zen ldpt:
A

d: A— M existiert, so ist diese aufgrund der universellen Eigenschaft
von d eindeutig bis auf einen eindeutigen Isomorphismus bestimmt.

D.h. zu universellen R-Derivationen d: A— M, d': A—> M' gibt es
genau einen A-Modulisomorphismus f: M— M', derart daR das Dreieck

A——— M
S~k
MI

Falls d: A—— M eine universelle R-Derivation ist, nennt man M ‘den"

kommutativ ist.

Differentialmodul von A {Uber R. Bezeichnung: DR(A) = M.

(N.B.: Der Leser mdoge den Differentialmodul DR(A) trotz dhnlicher Sym-
bolik nicht mit der Divisorenhalbgruppe D(A) verwechseln.)

b} Falls der Differentialmodul DR(A) existiert mit universeller Deriva-
tion d: A— DR(A) , S0 ist er als A-Modul von d(A) erzeugt, da der
von d(A) erzeugte Untermodul <d(A)> von DR(A) (zusammen mit

d><d(A)> ) die universelle Eigenschaft des Differentialmoduls erfullt.

Die Existenz des Differentialmoduls wird sich aus folgenden beiden S&dtzen
ergeben:

Satz 15.8 Sel A = R[Xi’ i€ I1. Dann existient dern Differentialmodul
DR(A) . Sel df A— DR(A) die universelle Derivation von A, dann L8€

Dh(A) = & AdX. .
R jel |
. . (I . f
Beweis: Definiere M := A und d: A — M, f}— (577)161 .
i
Dann ist d wohldefiniert, da §§§'= 0 flr fast alle i €1 gilt, und
offenbar eine Derivation von A ih M. Bezeichne (ei, i€l) die ka-

nonische Basis von M. Dann ist dXi = ey fiir alle 1 € 1.
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Nun ist d eine universelle Derivation von A :

Sei namlich &6: A—— N eine Derivation mit 6(Xi) = n. fir alle i€ 1.
Man definiere (: A(I)-——e N durch @(ei) =n, flr alle 1.

j
Aus Definition 15.1 gewinnt man Teicht die Regel 6&(f) = = gif . 6(X1)
jel "™
fur Polynome f. Somit ist &(f) = X Jii—n. und deshalb 6 = pod.
jer oKy

Sei nun Y: M—— N eine A-Tineare Abbildung mit & = pod. Dann gilt
w(ei) = w(dxi) = 6(X1) =n; = m(ei) fir alle 1 € I. Also ist ¢ = ¢. —
Lemma 15.9 Sel d: A— DR(A) die universelle R-Derivation von A,
a ein Ideal von A. Dann L8t

aDR(A) c Ad(a) = aDR(A)+(Ka) .

Beweis: a) "<": Fir alle a €a und b €A gilt:
ad(b) = d(ab) - bd(a) € Ad(a) . Da DR(A) nach 15.7b) von d(A) erzeugt
wird, ist aDp(A) = Ad(a) .

b) "=": Wegen a) gilt aDR(A) + d(a) <« A d(a) . Umgekehrt: Flr alle
a€a und b €A gilt bd(a) = -ad(b) + d(ab), also ist
Ad(a) < aDR(A) +d(a) . —

Satz 15.10 (Wenn dern Differentialmodul Dp(A) einer R-Algebra von A
existient, dann existient auch DR(A/a) gl jede Resthlassenalgebra Ala .
Man hat einen kanonischen 1somorphismus: DR(A/a) ~ DR(A) / Ad(a) .

Beweis:  Wegen Lemma 15.9 wird DR(A) / Ad(a) durch a annulliert,
ist also auf kanonische Weise ein A/a-Modul. Nach dem Homomorphiesatz
hat man eine eindeutig bestimmte R-Tineare Abbildung

d': A/Ja — DR(A) / Ad(a) , so daB das folgende Diagramm (in dem x und
XA die kanonischen Abbildungen sind) kommutiert:

Kl | |2

Ala —3 s D (A)/Ad(a)

Offenbar ist d' eine R-Derivation.

Sei nun N ein A/a-Modul und &: A/a — N eijne R-Derivation.

Dann ist 6*:= 6ok: A — N eine R-Derivation von A in N mit
&*(a) = 0. Die universelle Eigenschaft von Dp(A) Tiefert einen A-Mo-
dulhomomorphismus : DR(A) —> N, so daB &* = pod gilt. Da &*(a)=0
ist, faktorisiert ¢ lber DR(A),/Ad(a) » d.h.es existiert ein Homomor-
phismus ¢: DR(A) /Ad(a) — N mit ¢ =gox.
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Also ist 6ok = &% = pod = Yorod =Yod' ok. Da k surjektiv ist,

ist & =9yod' . Seinun y': DR(A) /Ad(a) — N A-Tinear mit &=y'od'.
Dann gilt ¢'(a) = y(a) fiir alle o € d'(A/a). Da d'(A/a) = A(d(A))
ist, wird DR(A),/Ad(a) von d'(A/a) erzeugt. Somit ist ¢' = ¢ . —

Folgerung 15.11  In der Situation von Satz 15.10 ist die Folge von A/a-
Moduln

a/a? —9 DR(A) / aDg(A) < Dp(A/a) — 0
exakt. Hierbel 48t d von d: A— Dp(A) Anduzient und « der kanoni-
sche Homomonphismus Dp(A) / aDp(A) —> Dy(A) / Ad(a) = Do(A/a) .
(Vge. Lemma 15.9.)

Beweis: d ist wohldefiniert, da fir alle x,y € a gilt:

d(xy) = xd(y) + yd(x) € aDR(A) . Nach Lemma 15.9 ist Ad(a) = d(a)-+aDR(A)
und deshalb Ker « = (d(a) + aDp(A)) / aDp(A) = im d .

Somit ist die Sequenz exakt. —

Folgerung 15.12  Fin alfe R-Algebren A exdistient der Differential-
modul Dp(A) . —

r(

Satz 15.13  Sel S eine multiplikative Teilmenge einern R-Algebra A .
Dann hat man einen kanonischen Isomorphismus von S-lA—Moduﬂn

-1 -1
D(S™7A) = STDL(A) .
Beweis: Man definiere d': S—lA N S_lDR(A) durch d'(gg =§§(a)‘gd(52_

S
a) d' ist wohldefiniert:
Seien t,s,s' €S und a,a' € A mit t(sa'-s'a) = 0. Dann ist
tzs'z(sd(a)—ad(s)) = tzsz(s'd(a')—a'd(s')), wie man sich leicht Uberzeugt,

also ist d'(3) = d'Er) in STIDR(A).

b) d' ist eine R-Derivation:
Seien a,be A, s,t €S.

2 2 2 2
i) d.(% +,%) _ d.(ti;?b) _ st”d(a)-at dgzigg td(b)-s“bd(t) =d'(2)-+d'(%).
ab ,,ab, _ as(td(b)-bd(t)). bt(sd(a)-ad(s)) _
ii) d (%*f) =d (%f) = 2 ési)z D, S(Si)z S)) -
- 240+ ()

117) d'(%) = d(a) , insbesondere d'(R) = 0.
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c) d' dist eine universelle R-Derivation:
Sei N ein S-lA-Modu1 und &: S_lA — N eine R-Derivation.

d
A —S s Dy(A)

yA,s J‘DR(A),S

A 2 57l (a) ©
‘
1
!

(pl
¥
N

Dann 1ist & oiA S eine R-Derivation, wird also durch einen A-Modulhomo-
morphismus : DR(A) — N gegeben. Man definiert ' durch

, 1 , - . - .
©® (g) 1= g‘w(m), d.h. ¢' =S lw » wenn man N mit S 1N identifiziert
(vgl. 3.34). ' st insbesondere S_lA—11near. Wenn ¢o": S_lDR(A)~——» N
eine weitere S_lA—1ineare Abbildung mit ¢"od' = & 1ist, so erhdlt man

IIO' - > 1 : = 1 s
0) 1DR(A),S od 6<>1A’S und deshalb "o 1DR(A),S 0) °1DR(A),S

wegen der Universalitdt von d. Mit 3.34 folgt dann " = @' . —

Folgerung 15.14 Sel A eine R-Algebra endlichen Typs, S eine multipli-
kative Teilmenge von A . Dann ist DR(S_IA) ein endticher S A-Modut.

Beweis: Da A als R-Algebra isomorph zu R[Xl,...,Xn]/a flir geeignete
n und a 1ist, folgt dies sofort aus 15.8, 15.10 und 15.13. —

Feststellung und Definition 15.15 Seien @: A — B ein R-Algebrenhomomor~
phismus, d: A— Dp(A) und d': B—Dp(B) die universellen Derivationen.
Dann L8t d'op edine Dernlvation von A 4n DR(B). Also existient genau ein
Homomorphismus o DR(A)-—aDR(B) von A-Meduln mit d'op = aod . Diesen Ho-
momorphismus bezelchnet man mit Dp(@) . Die Abbildung zwischen Kategornien
Dg: {R-Algebren} — {R-Moduln} , deginiert durch Ae=Dp(A)s @ — Dp(o) »
L84 ein Funktor.

Beweis: i) Sei w==1dA . Dann ist d0@==1dD

R(A)Od , also ist DR(idA)zidDﬁ
ii) Sei y: B—C ein weiterer R-Algebrenhomomorphismus, und d": C-—»DR(C)

sei die universelle Derivation von C. Dann ist d"oypog = DRﬁp)o d'oop =
DR(I,D) oDR(Lp) od, also ist DR(Lpoq)) = DR(zp) oDR((p) .-

Sei ¢: A— B ein R-Algebrenhomomorphismus. Dann ist Im(DR(w)) ein A-
Untermodul des B-Moduls DR(B) . Mit B-Im(DR(m)) sei der von Im(DR(@))
erzeugte B-Untermodul von DR(B) bezeichnet.

Satz 15.16  In obdgen Situation hat man einen kanonischen Tsomorphismus

A) "
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A< DR(B) / B‘Im(DR((D)) .

Sei d: B— Dp(B) die universelle Derivation von B (ber R und
K: DR(B)-—» Dp(B) / B-Im(DR(w)) der kanonische Homomorphismus.
Dann 18 kod: B— DR(B) /B'Im(DR(w)) die universelle A-Derivation von B.

D

R

B)

Beweis:  Wegen B~Im(DR(m)) = Bed(p(A)) ist kod(p(A)) =0, also keod
eine A-Derivation.

Zur universellen Eigenschaft: Sei M ein B-Modul und &: B— M eine A-
Derivation, d.h. 6(o(A))=0. Da & insbesondere eine R-Derivation ist,
existiert genau ein B-Modulhomomorphismus o: DR(B) —M mit 6§ = aod. Be-
trachte das kommutative Diagramm (in dem o noch konstruiert werden muB):

B —% Dg(B) —5 Dy(B) / B+ Im(Dy (o))

K
//
P
5 la 7o
i

MK
Es ist a(d(w(A))) = &6(w(A)) = 0, also auch a(B-Im(DR(@))) = 0. Nach
dem Homomorphiesatz existiert ein eindeutiger Homomorphismus o , der
obiges Diagramm kommutativ macht. -—

Satz 15.17  Sel K(a) o K eine eingache algebraische Kirnpereweiterung,

f = Zaixi € K[X] das Minimalpolynom von o (ber K. Ferner seien V edn
ein K(a)-Vektorraum, 6: K — V edine Denivation und u € V. Genau dann

Lépt sich & zu einen Derivation o: K(a) — V mit 8(a) = u fortsetzen,

wenn o 6(ag) + f'(o)u =0 s,

Beweis: "s": Sei &: K(a) —> V eine Derivation mit &(a) = u und

6lK = & . Dann 15? _ _ .
0= 3(0) = B(ra,a') = xa's(a;) + Zaid-oﬂ_lg(a):Zoﬂé(ai) + ' (a)u .

"<": Es gelte (%) §:a16(a1) + f'(ax)u =0.

Vermoge des K-Algebrenhomomorphismus «: K[X] — K(a) , definiert durch
o(X) = o, wird V zu einem K[X]-Modul.

Man sieht leicht, daB folgende Abbi]dunggn Derivationen sind:

61: KIX] — V, £b.X' —zX'6(b;). = za'6(b;)  und

Sp: K[X] — V, g(X) F— g'(X)eu = g'(x)u.

Hierbei ist 61|K =6 und 62|K = 0.

Folglich ist 61+62 eine Fortsetzung von & auf K[X] . Wegen (%) ist
ferner (61+6,)(f) = 0, und fir alle g € K[X] gilt

(61+62)(gf) = fe(61%65)(9) + g+ (6%59)(f) = 0, denn es ist f € Ann V.
Also faktorisiert &;+6, Uber K[X]/(f) = K(x) durch &: K(a) — V.
Offensichtlich ist & eine Derivation.
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Folgerung 15.18 a) Sei L= K eine separable algebraische Kérpererwei-
Lerung. Dann LARL sdich jede Derivation von K .in einen L-Vektorraum auf

genau eine Weise zu einer Derfvation von L forntsetzen. Insbesondere ist
Dy(L) = 0.

b) Sei L oK eine endliche Kinpererweiterung und De(L) = 0. Dann ist
L separabel iber K.

Beweis: a) Sei zundchst L endlich iiber K. Nach dem Satz vom primiti-
ven Element ist L = K(a) flir ein geeignetes a € L. Sei f=7% aiX1:=
Mipo(a,K) . Es ist f'(a) £ 0, da o separabel lber K 1ist. Zu jeder
Derivation &: K ——a.V mit einem L-Vektorraum V gibt es deshalb genau
ein ueV mit x a16(a1) + f'{a)u = 0, also nach 15.17 genau eine Fort-
setzung nach L.

Sei nun L nicht notwendig endlich Uber K. Dann ist L = U E,wobei E
diejenigen Korper zwischen K und L durchliuft, die endlich tber K
sind. Zu je zwei solchen Kdrpern El’EZ gibt es einen dritten solchen E3
mit El U E2 c E3. Da es nach jedem solchen E genau eine Fortsetzung
einer Derivation &6: K — V gibt, sieht man leicht die Eindeutigkeit

und Existenz einer Fortsetzung nach L.

b) Angenommen, L o K sei nicht separabel. Sei Ko die separable Hille
von K in L. Dann ist die Erweiterung L o KO radiziell (i.e. rein
inseparabel) und nichttrivial. Da L > K, also erst recht L o Ko, end-
lich ist, ist K0 in einem maximalen echten Teilkdrper K1 von L ent-
halten. Dann ist [L:Kqy]l =p =charL>1 und L = Kl(a) mit einem

a €L, fir das a :=of € Ky dist. Esist f := Mipo(a,K;) = xP-a, also
f' =0. Sei V&0 ein L-Vektorraum und u € V - {0} . Nach 15.17 gibt
es eine Derivation 8: L — V mit 8(x) = u, welche die triviale Deri-
vation &: K1 — V  fortsetzt, d.h. eine K{-Derivation ist. Dann ist 3
erst recht eine K-Derivation von L, und zwar eine nichttriviale, da

8(a) + 0 ist. Dann muB aber Dy(L) ¢ 0 sein. —

Bemerkungen 15.19 a) Sei L ein vollkommener Korper mit char L=p>0,

d.h. L =LP. Ferner seien a,a €L mit a=aof und d eine Derivation
von L. Dann ist d(a) = d(oP) = pap'ld(a)==0 . Fir jeden Teilkorper K
von L st deshalb DK(L) =0.
Trotzdem kann L > K 1inseparabel (aber dann nicht endlich) sein.
Beispiel: K=k(X), L= u KP".

n=0

b) Sei L = K(Xi, i € I) eine rein transzendente Korpererweiterung von K.
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Dann ist DK(L) = L(I); denn es ist L = S_lK[Xi, iell mit
$ = KXy, i € 11~ {0} (15.8 und 15.13).

Definition 15.20 Eine Korpererweiterung L > K heift endlich erzeugt,

wenn es eine endliche Menge M < L mit L = K(M) gibt, d.h. wenn L der
Quotientenkdrper einer integren K-Algebra von endlichem Typ ist.

Satz 15.21 Sei L o> K edne endlich erzeugte Kinpereruweiterung,

d: L — DK(L) die universelle K-Derivation und M < L minimal unter
allen Mengen N< L, {§ir die L o K(N) separabel algebraisch ist. Dann
£8€  d(M) edine Basis des L-Vektorraumes DK(L).

Beweis: GemdB 15.16 gilt fiir eine beliebige Teilmenge M' wvon L die
Isomorphie

(%) DK(MI)(L) = DK(L) /L+d(K(M")) .

Ferner ist d(K(M')) enthalten in <d(M')>, dem von d(M') erzeugten
L-Vektorraum, d.h.

(%) Led(K(M')) = <d(M")> .

(Man sieht dies wie folgt: Flr Elemente x € M' .und a € K 1ist

dx € d(M') und da = 0 € <d(M')>. Wenn aber f,g € K(M') die Eigenschaft
df,dg € <d(M')> haben, sind auch d(f+g) = df + dg, d(fg) = fedg + gedf

und d(g) = é<~ df - 4%—dg Elemente von <d(M')> .)

g
Sei jetzt M' =M. Dann ist DK(M)(L) = 0 nach 15.18a). Wegen (%) und
(%%) ist DK(L) von d{(M) erzeugt.

Um die Tineare Unabhangigkeit von d(M) zu zeigen, sei x € M und
M' =M - {x}. Nach Wahl von M 1ist x entweder transzendent oder inse-
parabel algebraisch Uber K(M').

Im ersten Fall ist DK(M.)(K(M)) ~ K(M) nach 15.18b). (Es ist

K(M) = Q(K(M'")[x]).) Die universelle K(M')-Derivation

d: K(M) — DK(M')(K(M)) ist nicht trivial und 18Rt sich nach 15.18a) zu
einer Derivation &: L — DK(M')(K(M))®FQIW)L ~ | fortsetzen. Also ist

Dy (L) # 0

Im zweiten Fall ist DK(M')(L) # 0 nach 15.18b).

In beiden Fdllen dist DK(L) + L« d(K(M")) nach (x), also Dg(L) nicht
von d(M') erzeugt nach («x). Da also keine echte Teilmenge von d(M) den
L-Vektorraum Dy(L) erzeugt, ist d(M) Tinear unabhdngig. -
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Definition 15.21 a) Eine Transzendenzbasis (Xi)iEI einer Korpererwei-

terung L o K heiBt separierend, wenn L lber K(xi; i € 1) separabel
(algebraisch) ist.

b) Eine (nicht notwendig algebraische) Korpererweiterung heift separabel,
wenn sie eine separierende Transzendenzbasis besitzt.

Folgerung 15.22 Sel L o K edne endlich erzeugte Kérnpererweiterung.
Dann 8%y (D(L)) = trgdyL . Gleichheit gilt hier genau dann, wenn
L o K separabel ist. —

Folgerung 15.23 Sel L o K eine endlich erzeugte, separable Kirpererwel-
terung, d: L — DK(L)) die universelle Derivation von L iber K und

X1s---0X, € Lo Dann sind dquivalent:
(L) (xl,...,xn) L8t edine separnierende Transzendenzbasis von L > K;
(£4) (d(xl),...,d(xn)) 8L elne Basdis von Dy (L) lber L. -

Folgerung 15.24 (Maclane) Sel L'> K endlich erzeugt und separabel.
Dann enthilt jedes Enzeugendensystem vom L (ber K eine separierende

Thoanszendenzbasis., —

Satz 15.25 Seien k — K und K <2 L Kénpererwelterungen, wobel

L o K separabel algebraisch ist. Ferner seien d: L —D(L) die uni-
vernselle  k-Derivation von L und de: K — Dy (K) die universelle k-
Derntvation von K. Damn Lnduziernt Dk(@): Dk(K) — Dk(L) einen Isomor-
phismus  f: D (Ky® L — D, (L), definient durch

flo® 1) := 1-Dk((p)((o) .

Beweis: Da L>K separabel algebraisch ist, ist Dk(L) von dL(K) er-
zeugt, also ist f surjektiv.

Da Dk(K) von dK(K) erzeugt wird, existieren x; €K (i € I), so daB
(dy (%) | i € I) eine Basis von D, (K) ist. Sei (h; | 1 €I) die dua-
le Basis zu (d(x;) | i €1), d.h. fir jedes i€ 1 sei

hi: Dk(K) — K die durch hi(dK(Xj)) = 6ij (Kroneckersymbol) definierte
Linearform.

Da L Uber K separabel algebraisch ist, 1dRt sich fir alle i € I die
k-Derivation oo hio dy: K —> L eindeutig fortsetzen zu einer k-Deriva-
tion 61: L— L.

Aufgrund der universellen Eigenschaft von DK(L) ist

31 durch einen
Homomorphismus h.: D (L) — L gegeben, d.h. F. o d =3, .
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Nun dist 6ij = onPH °dK)(Xj) = hde(xj) = hi(Dk(m)(dK(xj))) Daher ist
(Dk(w)(dK(xi)) | i € I) Tlinear unabhingig und somit f injektiv. —

Satz 15.26 Seien k<— K und K<2s | Kérpererweiterungen, wobed k
vollkommen und L > K endlich sei. Dann gLlt:

b (K) = w D (L)

(Achtung: Im allgemeinen ist der von Dk(w) induzierte Homomorphismus
Dk(K) By L — Dk(L) kein Isomorphismus.

Beweis:  Wegen 15.25 kann man annehmen, daB L > K radiziell (d.h. rein
inseparabel) ist. Ferner kann man den Beweis auf den Fall reduzieren, daB
[L:K] = p = char K 1ist. Es gibt dann ein o mit L = K(a) und

o’ = a€K.

Im folgenden zeigen wir: Der Kern des K-Vektorraumhomomorphismus Dk(w)
wird von dK(a) + 0 erzeugt, wdhrend ein Komplement von L +« Im Dk(@) in
Dk(L) von dL(a) erzeugt wird. Hieraus folgt die Behauptung.

Behauptung 1: dK(a) # 0, d.h. es gibt eine k-Derivation &: K — K
mit &(a) % 0.
Da k vollkommen ist, ist kP =k , also k< kP . Wire a € kP , SO wdre

o € K im Widerspruch zur Wahl von «.

Nach dem Lemma von Zorn existiert ein maximaler Zwischenkdrper F von
K>KkP mit a ¢ F. Firalle be K-F gilt F(a) = F(b) nach Kon-
struktion von F. Wegen bP € KP = F st aber [F(b):F] = p = [F(a):F1,
also F(a) = F(b) . Somit ist K = F(a).

Da DF(F(a)) # 0 ist, existiert eine F-Derivation, also eine k-Deriva-
tion 6: F(a) — F(a) mit &(a) + 0.

Behauptung 2: dK(a) erzeugt Ker(dk(w)).

Da Dk(K) von dk(K) erzeugt ist, existieren bi € K (ie€el), sodaB
dg(a) durch (dp(b;) | i € I) zu einer Basis von D, (K)
fortgesetzt wird. Da dL(a) = dL(ap) = pap_ldL(a) = 0 ist, geniigt es,
folgendes zu zeigen:

(DkaXdK(bi))l i€l) 1dst linear unabhdngig lber L.

Fir 1 €1 sei h;: D (K) — K die Linearform mit hi(dK(bj)) =6
und h.(dy(a)) = 0, sowie &, := hy o dy.

1J
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Nach 15.17 1dRt sich die k-Derivation ©o&; zu einer k-Derivation
3i: L — L fortsitzen, da 61(1)ap - 6i(a) = -6;(a) = 0 sowie
(XP-a)' (o)u = paP™*u = 0 fiir alle ue L gilt. h sei durch 6 bestimmt.

Nun ist 6,5 = w(hi(dK(bj)) = ~1 @by) = A (Dy (o )( k(b)) - Daher ist

(Dy (@) (dy (b)) | 1 € 1) Tinear unabhang1g uber L.

Behauptung 3: L - dL(a) ist komplementdr zu L - Im Dk( ) in Dk(L).
Dy (L) wird von d| (K) U {d, («)} erzeugt. Aber di (a) € d,(K), da
De(L) # 0. —

Folgerung 15.27 (F.K. Schmidt) Sel k ein vollkommenern Kérper, und
Kok 4sel eine endlich erzeugte Kirpereweiterung. Dann 154 K > k  sepa-
rnabel, und es gilt

uK(Dk(K)) = trgd K .

Beweis:  Sei X1s+esX) eine Transzendenzbasis von K > k, und
Fo:= k(xl,...,xn) . Dann ist uF(Dk(F)) =n. Nach Satz 15.26 ist dann
auch péDk(K» =n.

Nach Satz 15.21 gibt es also Yysees¥y € K, so daB K= k(yl,...,yn)
separabel algebraisch ist. Da {yl,...,yn} eine Transzendenzbasis ent-
halt und trgdkK =n 1ist, ist Yioee oYy eine Transzendenzbasis von K

tiber k . —

Aufgabe (Grothendiecks Beschreibung des Differentialmoduls)

Sei R ein Ring, A eine R-Algebra. Man hat einen R-Algebrenhomomor- .
phismus ¢: A ® A — A, definert durch a® b — ab . (Hier ist ein
wenig zu zeigen.) Sei I := Ker ¢ . Die Abbildung d': A — A ®p A,
at— 1®a-a® 1l hat offenbar ihr Bild in I. Verkniipft mit der kano-
nischen Projektion I —s I/I2 erhdalt man eine Abbildung d: A — I/I2

Zeige: I/I2 ist auf kanonische Weise ein A-Modul, und d st "die"
universelle R-Derivation von A, also DR(A) o~ I/I2

A, also auch auf I zwei naheliegende

(Beachte, daB man auf A ®R
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A-Modulstrukturen hat, die i.a. nicht ilibereinstimmen. Diese beiden A-Modul-
strukturen induzieren aber auf (A ®p A) /1 ~A dieselbe Struktur, und
zwar die kanonische A-Modulstruktur von A . Da I/I2 von I annulliert
wird, wird auch auf I/I2 eine kanonische A-Modulstruktur induziert. Man
rechnet dann Teicht nach, daB d eine R-Derivation ist. Ferner kann man
zeigen, daB I als A-Modul - bzgl. einer beliebigen der beiden A-Modul-
strukturen - von d'(A) erzeugt wird. (z(a; ® by) -ra;d'(b,) =

= z(aibi ® 1) = 0, wenn Ya; ® b, €1, d.h. Tazb; =0 gilt.) MWenn

6: A — M eine R-Derivation ist, definiere ¢': I —s M durch
a®bl—a- &b). Man zeigt s'(IZ) = 0 mit Hilfe der Tatsache, daB

12 als A-Modul von Elementen der Form (1 ® a -a® 1)*(1®b-be 1)
erzeugt wird. Man erhdlt eine A-Tineare Abbildung e: I/I2 — M. Ihre

Eindeutigkeit ergibt sich daraus, daB I/I2 von d(A) erzeugt wird.)

§16 REGULARITATSKRITERIEN

Lemma 16.1 Es5 sed A ein Lokaler Ring mit maximalem Ideal m,
feAX] und a € A mit f(a) €m und f'(a) ¢ m.

Dann 8t f(o - QK{;)) €m

n .
Beweis: Sei f= % aiX1 . Dann st fir o,p € A
n i=0 i . e n . n . s
flatp) = ¥ a(a#p)’ = £ ¥ (Lasa Jpd = £ pd = (})aia1 J
i=0 i=0 j=0 Y j=0  i=j
(Nebenbei bemerkt: Wenn @ < A 1ist, folgt hieraus
no_Jj .
f(a+B) = X %T-f(J)(a) , die bekannte Taylorformel.)
j=0 J°
n . noo A
- IR - o) ¢ B -9 IRW IRl FURR BN
Also ist f(O( f'(a)) = f(O() _f:l(o()f (0() + J=2( fl(o()) 1§j(j)a-i(x )

€ m2 .=
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Definition 16.2 Sei k ein Korper. Eine k-Algebra A heiBt im wesent-
lichen von endlichem Typ liber k, wenn A von der Form S_lB ist, wo

B eine k-Algebra von endlichem Typ und S multiplikativ in B ist.

Satz 16.3 Sel k ein vollkommener Kénper, A eine Lokale k-Algebra,
Am wesentlichen von endfichem Typ mit maximalem Ideal m. Es gelte
n° =(0).
Dann existient ein Teilkérnper Ko A mit k <= K, s0 daB
A=Keoen
glLt.
(Eine weitgehende Verallgemeinerung dieses Satzes wird in §18 bewiesen.)

Beweis: Sei mw: A — A/m die kanonische Projektion. Zu finden ist ein
Korper K mit ke Kc A, so daB w(K) = A/m gilt. Dann ist ndmlich
an: K — A/m ein Isomorphismus, so daR man 3.17 anwenden kann. Nach
15.24 existiert eine separierende Transzendenzbasis von A/m iber k.
D.h. es gibt X seeesXgs Yyoenesly € A/m, so daB

A/m = k(xl,...,xn,yl,...,ym) gilt, jedes Y; separabel algebraisch lber
k(xl""’xn’yl""’yi-l) und jedes x. transzendent liber K(XgseenaXs_q)
ist. Mit Induktion nach n+m genligt es, folgende Behauptung zu zeigen:
Sei ki ein Korper zwischen k und A und x € A/m transzendent oder
separabel algebraisch liber k1 . Dann existiert ein Reprdsentant y € A
von Xx, so daB kl[y] in einem Teilkorper von A enthalten ist.

a) Sei x transzendent lber k. Man wdhle einen beliebigen Repridsen-
tanten y € A von x. Durch w wird kl[y] auf kl[x] ~ kl[X] ab-
gebildet; daher jst n[kl[y] injektiv (und insbesondere kl[y] integer).
Also ist kl[y] nm= {0}, und somit sind alle Elemente von kl[y] - {0}
invertierbar in A, d.h. kl(y) cA.

b) Sei x separabel algebraisch uber k1 . Mit f sei das Minimaipoly-
nom von x liber k1 bezeichnet und mit y € A ein Reprasentant von x .

Dann ist w(f(¥)) = f(x) = 0, also f(y) em. Da x separabel Uber ky
ist, ist n(f'(&}) = f'(x) £+ 0, also f'(Y) € m. Daher gilt nach Lemma
16.1 fir y :=Yy - QiLZL» einem Reprdsentanten von x, die Identitdt

(¥) >

.f.‘
ist kqlyl = kq[X1/(f) , also ein Korper in A. —

f{y) = 0. Deshalb

N.B.: Fir eine Primzahl p ist Z/(pz)f# Z/(p) & (p)/(pz).
Aber Z/(pz) ist auch keine Algebra liber einem Korper.
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Satz 16.4 Sedlen k,A,m wie in Satz 16.3 (aber nicht notwendig m2 = (0)).
Dann 48t die Sequenz aus 15.11

0 — n/n” 25 D, (A) /uD, (A) 2> D, (A/m) —> 0

exakt.,

Beweis: Zu zeigen ist noch die Injektivitdt von &, das durch die uni-
verselle k-Derivation d: A — Dk(A) induziert wird.

a) Reduktion auf den Fall m2 =(0) .

Das folgende kommutative Diagramm (mit den kanonischen Projektionen)
U 2

A ——— A/m

~

A/m
liefert ein kommutatives Diagramm von k-Moduln
Dk(U) 2
Dk(A) —_—— Dk(A/m )
Dy (m) j,Dk(A)

D\ (A/m)
Im folgenden Diagramm

m/m? —8 D (A) /mD, (A) —2— D, (A/m) —— 0

lid lw lid

wn® 2 D(A/n®)/mi(A/n°) ~L> D, (A/m) —— 0
seien die Zeilen gemdB 15.11 gegeben; insbesondere ist ¢ durch Dk(n)
und @' durch Dk(A) induziert; Y sei durch D, (1) induziert. Also
ist das Diagramm kommutativ, und falls &' 1injektiv ist, ist & injektiv.

b) Sei jetzt m2 =(0). Nach 16.3 existiert ein Teilkorper K von A
mit keK und A=Keém.

Die Abbildung e: Keém — m, (x,m) s m, ist additiv, und man hat
e(k) =« ¢(K) = 0. Ferner gilt fir x; € Ky myem (i =1,2) offenbar
(Xl’ml)'(XZ’mZ) = (XlXZ’leZ + szl)’ also s((xl,ml)-(xz,mz)) =

= XqMy + XMy = (Xq,M )My + (Xo,Mo)my = (xl,ml)s(xz,m2)+(x2,m2)s(x1,ml).
Somit ist ¢ eine k-Derivation von A und entspricht daher einem Homo-
morphismus a: Dk(A) —m.

Da e|m = id ,

ist aod| =1id , wo d: A — Dg(A) die universelle
Derivation bezeichnet. Tensoriert man die Folge m —4lm, Dk(A) Xm mit
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A/m, so erhdlt man (wegen n =(0)) eine Folge
d I

m ——— D, (A) /mD (A) —2—m mit a' o d' = id . Deshalb ist d'

injektiv. Nach Konstruktion ist aber & = d' (im Falle m2 =(0)). —

Folgerung 16.5 Sel k ein vollkommener Kénper, A eine Lokale k-Alge-
bra, im wesentlichen von endlichem Typ, mit maximalem Ideal m . Dann gilt:

Hp(m) + trgd, (A/m) = (D, (A)) .

Beweis: Aus Satz 16.4 folgt uA/m(m/mz)-kuA/ka(A/m)==uA/m<Dk(A)/ka(A)).
Da k vollkommen ist, ist A/m eine separabel erzeugte Korpererweiterung
von k. Nach 15.26 gilt also pA/m(Dk(A/m)) = trgd A/m .

Mit 12.10 folgt uA(m) + trgdk(A/m) = ua(D(A)) . —

Bemerkung 16.6 Sei k ein (nicht notwendig vollkommener) Korper.

Wir werden unter 17.25 zeigen:

Fur eine integre k-Algebra B von endlichem Typ und ein Primideal 3 € B
gilt:

dim Bp + dim B/g = dim B .

trgd, Q(B/x) .

Folgerung 16.5 Tiefert flir A = Bp und vollkommenes k die Gleichung:
qu(po) + trgdk(Bp/po) = UBp(Dk(Bp)) .

Nun ist Bp/an ~ Q(B/p), und nach 15.13 gilt Dk(Bp) o~ Dk(B)p'

Nach 9.2 gilt ferner dim B/n

=
(po) = dim B

Also folgt Ug (po) + dim B = g (Dk(B)p) + dim B
R R

Da Bp genau dann reguldr ist, wenn Ug gilt, erhalten

R
wir: R

Folgerung 16.7 Seil k ein vollkommener Kérper, B eine integhe k-AlL-
gebra von end€ichem Typ. Fir p € Spec B gilt dann:

B, st neguldr e dim B = qu(Dk(B)p) .

Lemma 16.8 Sel A ein Lokalern Integnititsning und M edin endlich
erzeugter A-Modul. Dann gilt:
M Ast fred = up(M) = gy (M 8)Q(A)) -

Beweis: =" st klar.
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sei n = ys(M). Dann gibt es eine exakte Folge

0 — K AL 0,

wo f die kanonische Basis von A" auf ein minimales Erzeugendensystem
von M abbildet.

Durch Tensorieren mit Q(A) erhalten wir die exakte Folge von Q(A)-Vek-
torraumen

0 — K @ Q(A) —> Q(A)" T, M 8, Q(A) — O .

Aus “Q(A)(M ® Q(A)) = n folgt, daB f, bijektiv, also K ®, Q(A) = 0
ist. Nun ist K@, Q(A) ~S7IK mit S=A-{0}. Die s€S sindkeine
Nullteiler fiir A, also auch nicht fir K< A". Aus S_lK =0 folgt
deshalb K =0. —

Satz 16.9 Sel k ein vollkommener Kéaper, A eine Lokale, .integhe
k-Algebra im wesentlichen von endlichem Typ. Dann gilt:

A st negulin e D, (A) dst ein greien A-Modul.

Beweis: Es gibt eine k-Algebra B von endlichem Typ und ein
g € Spec B mit A = Bﬁ. Wir haben
(%) dim B = trgd, (Q(B)) = trgd, (Q(A))
wegen 9.2 und Q(B) = Q(A). Da k vollkommen ist, gilt
(%) UQ(A)(DK(Q(A))) = trgdk(Q(A)))
nach 15.27. Somit haben wir:

A st regular <28l dim B = 1, (D, (A))

(%) (%)

> UQ(A)(Dk(Q(A))) = UA(Dk(A))

16.8

— Dk(A) ist frei Uber A .

(Beachte: D, (Q(A)) = D, (A) 8 Q(A) nach 15.13.) —

Satz 16.10 Seil A ein noetherschen Integhititsring, M ein endlichen
A-Modul. Dann gibZt es ein s € A - {0}, s0 daB MS ein fredlen AS~M0du£
A8,

Beweis: Sei S =A- {0} und 13 M der kanonische Homomorphismus
M — S™IM. Man hat eine exakte Sequenz von A-Moduln
TSM -1
0 T M >-»S "M,
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wobei T={x€M| 3 s €S mit sx =0} ist. Da T endlich erzeugt
ist, existiert ein s; €5 mit s3T=0.

Sei N := Im(iS,M) ~M/T. Da S°IM als Q(A)-Vektorraum von N erzeugt
wird, existiert eine Basis Yis-e-sY, VON S_lM mit y; € N. Dann ist

L := Ayl + ...+ Ayn frei Uber A .

Wegen STIL = s ist sTIN =57l Aus sTIowL) = st folgt
somit STI(N/L) = 0. Also existiert ein s, €5 50, daB s,(N/L) =0,
d.h. N, =L st
2 52
Insgesamt gilt: M =N = L ist frei Uber A .-
5152 5152 5132 5152

Folgerung 16.11  Sel k ein vollkommenern Kérpen, B eine integrne k-Al-
gebra von endlichem Typ. Dann existient ein s € B - {0}, s0 daB §in
p € Spec A g.ilt:

Falls s ¢ p, ist B

n . —
0 egul

Im Rest des Paragraphen wird eine weitergehende Aussage iiber die Menge
der g, fir die B}q reguldr ist, entwickelt.

Definitionen 16.12 Sei A ein Ring.

a) Fir ein Ideal a von A sei V(a) :=
{peSpecA | poa} = SuppA(A/a).

b) Eine Teilmenge T < Spec A heift (Zariski-) abgeschlossen, wenn es
ein Ideal a von A mit T = V(a) gibt. (Vgl. 1.A4, 9.A11.)

Bemerkung 16.13  Durch die (Zariski-) abgeschlossenen Teilmengen wird

eine Topologie auf Spec A erklart, die sogenannte Zariski-Topologie,
denn es gilt:

1) Eine endliche Vereinigung abgeschlossener Teilmengen von Spec A
ist abgeschlossen; @ ist abgeschlossen.

2) Ein beliebiger Durchschnitt abgeschlossener Teilmengen von Spec A
ist abgeschlossen; Spec A st abgeschlossen (in Spec A) .

Spec A = V((0)) und 9 = V((1)).

Beweis: 0)
U...UV(a,) = V(ai-...-a

1) V(a m).

1)
iel i€l
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Satz 16.14 Sel A ein Ring, M ein endlicher A-Modul sowie me N .
Dann (st die Menge E_ := {m € Spec(A): Hp (Mp) >m} abgeschlossen.
R

Bewejs:  Sei X1oeeesX ein Erzeugendensystem von M (iber A . Dann ist

r

X X
{—%3...,—11} ein Erzeugendensystem von M_ {Uber dem lokalen Ring Ap,

Y
enthdlt also ein kiirzestes Erzeugendensystem (12.1).

Seien Ul""’Us diejenigen Untermoduln von M, die von jeweils m=1
Elementen der Menge {xl,...,xr} erzeugt werden. Flir jedes g € Spec A
gilt dann:

uAp(Mp) Sml e 3§ €{l..sh mit (MUg), =0 .

Es folgt:
Uy (M) 2m < 5 € Supp(M/U.) fur alle j € {1,...,s}
Ap Y J
s 3
= g€ 0 Supp(M/Us) =

V(Ann(M/Uj)) .
j=1 J

1

(Beachte 4.14.) Also ist Em abgeschlossen nach 16.13,1). —

Folgerung 16.15 Sel A ein noetherscher Integnititshing, M ein end-
Lich ernzeugtern A-Modul. Dann 48% {p € Spec A | Mp L8t nicht gred
{iber Ap }  abgeschlossen in Spec A .

Beweis: Fir jedes p € Spec A gilt:

Hp (Mp) z UQ(A)(M ®A Q(A))

sowie:

) 16.8
M. ist frei <=— Hp (M

0 " F) = UQ(A)(M ®A Q(A)) . -

Folgerung 16.16 Sei k edin vollkommener Kirnper, A eine integre k-Al-

gebra im wesentlichen von endlichem Typ. Dann is%
Sing(A):= {p € Spec A | A}q st nicht rneguldn}  abgeschlossen in Spec A ..

Bemerkung 16.17  Die Voraussetzungen von 16.16 seien erfiil1t. Dann ist
Sing A # Spec A, da A vreguldr in (0) ist. (A(O) = Q(A) st ein
Korper.) Daher ist Sing(A)= V(a) mit einem Ideal a # 0. Hochstens
endlich viele Primideale der Hohe 1 umfassen a: Sing A ist "diinn".

Spezieller sei V eine irreduzible algebraische Menge (iiber algebraisch
abgeschlossenem k ). Die maximalen Ideale m von k[V], flr die
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K[V]m nicht reguldr ist, entsprechen also Punkten peV, die eine Unterva-
rietdt niedrigerer Dimension bilden. Vom Standpunkt der (klassischen) alge-
braischen Geometrie aus gesehen sind also "die meisten” lokalen Ringe reguldr.

Hinweis: Zu Regularitdtskriterien iiber nichtvollkommenem Grundkorper
siehe [Kunz 11].

§17 COHEN-MACAULAY-MODULN UND -RINGE

Im gokgenden selen A ein noetherschern Lokaler Ring mit maximalem Ideal m
und k = A/m, ferner M ein endlicher A-Modul.

Wir erinnern an die Definition der Tiefe tf M von M in 14.17, ferner
an die Feststellungen tf M < dimM< oo fiir M+ 0 und
"tf M =0 < m€Ass M' (14.18b) und c)).

Lemma 17.1 tf M=0 < Hom(k,M) + 0.

Beweis: Da k ein einfacher A-Modul ist, ist "Hom(k,M) % 0" &qui-
valent zu: "Es gibt einen injektiven Homomorphismus k — M".
Letzteres bedeutet m € Ass M nach 4.4a). -

Folgerung 17.2  Eine M-neguline Folge XpseensXy in m st genau dann
(also solche) maximal, d.h. nicht verlingerbar, wenn
HmﬂhM/(ﬁM+“.+xJD)¢0 Mt —

Satz 17.3  Sel X{se-esX, edne M-regulire Folge in m. Dann Lst

Exti(k,M) = 0 4in i <r und Homy (k,M) / (xM+ ... +x M) = Exth(k,M) .

Beweis: Induktion nach r, wobei der Fall r =0 trivial ist. (Fir r=0
ist le-+...-+er==O.) X]
Sei jetzt r > 0. Aus der kurzen exakten Folge 0 — M — M — M/le-—+0
entsteht die Tange exakte Folge .

(#)  Exti(k,M) 20 ExtT(k,m) — Ext?(k,M/xgM) — Ext (kM) 25 Ext™im).
(Die Homothetien von  xq wurden mit X1 bezeichnet. Beachte - auch im fol-
genden -: Die ExtJ sind A-linear in beiden Variablen.) Da k von

X1 € m annulliert wird, sind die Homothetien von X; 1n der Folge (#) gleich
gleich 0. Nach Induktionsvoraussetzung, angewandt auf den Modul M/le,

ist Ext'(k,M/x;M) = 0 fir i <r-1 und

Ext" (K, M/x M) & Hom(k,M/ (x M+ ... +x M)).
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Aus (+) folgt dann Ext'*l(k,M) = 0 fiir i< r-1, d.h. Exti(k,M) = 0
fir i <r und deshalb weiter: Ext"(k,M) = Extr_l(k,M,/le) o

mekM/(ﬁM+“.+XM)).~

Folgerung 17.4 Sel M # 0. Maximale M-reguldne Folgen in m haben

alle die Linge tf M <e. Und zwar 48t tf M gleich dem Minimum der r,
fin die Ext' (kM) + 0 ist.

Beweis: Da tf M < ist, sind alle maximalen M-reguldren Folgen in m
von end1i§her Lange. Sei S ERRERP . eine beliebige solche. Nach 17.3 ist
dann Ext1(k,M) =0 fir i<s und Exts(k,M)

'~ Hom(k,M//(le-k...-+xSM)) # 0, letzteres gemdB 17.2. Somit ist

s =Min{r | Extr(k,M) # 0} . Man sieht: s ist unabhdngig von der spezi-
ellen Wahl der maximalen M-reguldren Folge in m. Also ist auch
tfFM=5s. —

Folgerung 17.5 Sei M # 0 und x € m edin Nichtnullteilen fin M.
Dann ist tE(M/xM) = tf M - 1.

Zum Beweis setze X zu einer maximalen M-reguldren Folge XsXgseu X,

in m fort. Dann ist XosenesX, eine maximale (M/xM)-reguldre Folge

in m. —

Definition 17.6 M heiBt ein Cohen-Macaulay-Modul, wenn tf M = dim M
oder M =0 dst. (Fir M=0 ist dimM= -0, tf M=w.) A heiBt
ein Cohen-Macaulay-Ring, wenn A als A-Modul ein Cohen-Macaulay-Modul

ist.

Bemerkungen 17.7 a) Wenn M ein Cohen-Macaulay-Modul und X1seoesXy,

eine M-reguldre Folge in m 1Jst, so ist M/(x1M~+...-+er) ein Cohen-

Macaulay-Modul. Denn wenn x € m ein Nichtnullteiler fir M idst, gilt
sowohl dim(M/xM) = dim M - 1 als auch tf(M/xM) = tf M - 1 gemdB
14.18a) und 17.5.

b) Jeder regulédre lokale Ring ist ein Cohen-Macaulay-Ring.
c) Wenmn dimM=20 ist, ist M ein Cohen-Macaulay-Modul.

d) Wenn A reduziert und dim A =1 ist, ist A ein Cohen-Macaulay-
Ring. Denn dann ist m nicht minimal, folglich wegen der Reduziertheit
nicht zu A assoziiert. (2.17, 4.6, 4.17, 1.21.)
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e) Wenn A ein ganz abgeschlossener Integrititsring der Dimension 2
ist, ist A ein Cohen-Macaulay-Ring. Sei niamlich x € A - (0), dann ist
m nach 8.14 nicht zu A/Ax assoziiert.

f) Es gibt Ringe beliebig groBer Dimension der Tiefe 0. Sei namlich
x €A - (A*U{0}) und B := A/xm. So ist (x)#xm, also k = (x)/xm
und somit m € Ass B, ferner dim B = dim A-1.

Lemma 17.8 Selen B ein Ring und E,F endliche B-Moduln. Dann £ist
Suppg(E ®; F) = SuppgE N SuppgpF .

Beweis: Zu zeigen ist:

(E® F) #0 < E_+0 A F_=+0.
B

Y E t

Nun ist (Ee®, F) ~E_ @&, F. (11.8). Deshalb geniigt es, folgendes zu
B '’y N Bp R

zeigen: Wenn E +# 0 und F # 0 endliche Moduln liber einem lokalen Ring
B sind, ist E 8 F+£0.

Sei aber y§ das maximale Ideal von B. Dann sind E/gE und F/pF nach
6.16 Vektorrdume Uber B/g mit Dimensionen r,s > 0. Man hat aber eine
surjektive Abbildung E ® F — (E/RE) @ (F/aF) ~ (B/p)'™S 4+ 0. —

Folgerung 17.9  Selen B,E wie oben und a ein Ideal von B . Dann ist
Supp(E/pE) = Supp E N V(a) (sdehe 16.12). Insbesondere (st
dim(E/gE) = dim(A/g) 4dr n € Supp E.

Beweis: E/aE ~ E ®A A/a. —

Lemma 17.10 Sel p € Ass M und x edin Nichtnullteilen fin M.
Dann 8% jedes minimele Primoberideal g von p + Ax zu M/xM  ass0zi-
Lert.

Beweis: Nach 4.25 gibt es einen Untermodul N von M mit Ass N = {p}
und Ass(M/N) = Ass M - {n}.
Wegen Ass(M/N) < Ass M ist x auch ein Nichtnullteiler fir M' := M/N.

Betrachte das folgende kommutative Diagramm mit exakten Zeilen und Spal-
ten (mit den kanonischen Homomorphismen):
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0 0 0
0— N —s M — M —s 0
X X X
00— N — M — M — 0

N/XN — M/XM — M'/xM' — 0

Nach 11.13 ist die Abbildung N/xN — M/xM injektiv und deshalb
Ass(N/xN) < Ass(M/xM) .

16.13
Nun ist g minimal in V(p+tAx) == V(g) n V(Ax) = Supp(N) n Supp(A/Ax)

17.8
= Supp(N ®) A/Ax) = Supp(N/xN) , also zu N/xN assoziiert. -—

Satz 17.11 Es gt tf M < Min{dim(A/p) | g € Ass M} 4iix M =+ 0.

Beweis: Induktion nach tf M, wobei der Fall tf M =0 trivial ist.

Sei tf M>0 und x € m ein Nichtnullteiler fiir M.

Nach 17.10 gibt es zu jedem p € Ass M ein g € Ass(M/xM) mit
gop+ Ax, also dim (A/g) < dim(A/g) - 1, da x € p. Wegen 17.5
kann man auf M/xM die Induktionsvoraussetzung anwenden und erhdlt:
tfF M= tf(M/xM) + 1 < Min{dim(A/gq) | g € Ass(M/xM)}+ 1

< Min{dim(A/p) | g € Ass M} -1+1. —

Folgerung 17.12 Seil M ein Cohen-Macaulay-Modul, g € Supp M.

Dann sind dquivalent:

(L) n € Ass M;

(L) p A8t mindimal in  Supp M;
(i) dim(A/p) = dim M.

Insbesondere umgaBt kein p € Ass M ein andernes g € Ass M.

. S ... 4.14 0 4.15
Beweis:  Allgemein gilt (iii) = (i1) = (i).
Flir 5 € Ass M ist aber dim(A/p) < dim M, ferner tf M < dim(A/g) nach

17.11. Wegen tf M = dim M folgt (iii) aus (i). —
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Bemerkung 17.13 Wenn M ein Cohen-Macaulay-Modul und Xp2 e Xy in m eine

M-reguldre Folge ist, ist N := M/(le + ...+ er) nach 17.7a) ein Cohen-
Macaulay-Modul. Fiir p € Ass N gilt deshalb dim A/p = dim N ==

) . . . 14.18a)
dim M-r . Alle g € Ass N sind minimal in Supp N.

Satz 17.14  Seil M # 0 ein Cohen-Macaulay-Modul. Firn eine Folge
X = (Xl"“’xr) in m sdnd dquivalent:

(L) Die Folge x A8t M-negulin;

(L) dim(M/(xM + ... + x M) = dimM - r;

(Aid) x  Ast Tedll eines Paramelersystems 4in M.

Beweis: (i) = (ii) ist 14.18a).

(ii) = (i): Induktion nach r, wobei der Fall r = 0 trivial ist.

Sei N = M/(le + ...+ Xr-lM)' Dann ist N ein Cohen-Macaulay-Modul (17.7).
Sei p € Ass N. Nach 17.12 ist dim A/g = dim N = dim M - r+1. Da nach
Voraussetzung dim N/er = dim M-r = dim N-1 dst, kann Xp nicht in g
Tiegen. (Sonst ware p € Supp N/er = Supp N n V(xr). ) Demnach ist X,
ein Nichtnullteiler fliir N. Da nach Induktionsvoraussetzung X1oe X

eine M-reguldre Folge ist, ist auch XiseeesX, eine solche.

(i1) = (iii): Sei N := M/(le ..o+ X M) und x
metersystem fir N.
Wegen (ii) ist n = dim M. Da ferner M/(le-k...-+ng)mN/(xr+1N+...+an),

.o X ein Para-

r+l?°° n

also von endlicher Lange ist, ist XpseeesX, ein Parametersystem fiir M,
und es folgt (iii).

(iii) = (ii): Sei N wie oben dim M =n und X1seeesXpsee-aX, €1N
Parametersystem flir M. Da N/(xr+1N-k...-+an) e:M/(le-k...-+ng) , also
von endlicher Ldnge ist, folgt dim N < n-r nach 6.9. Andererseits ist

dim N = dim(M/(le-+...-+er)) z dim M - r nach 6.13. —

Satz 17.15 Seil M ein Cohen-Macaulay-Modul, g € Supp M und
ro=dim M - dim(M/gM). Dann gibt es in p eine M-reguldre Folge
XqseweaXp o
Beweis: Induktion nach r, wobei es fir r = 0 die Behauptung leer
ist. 17.9

Sei r > 0. Dann ist dim(A/g) =" dim(M/gM) < dim M. Nach 17.12 ist
g in keinem g € Ass M enthalten, also auch nicht in deren Vereinigung
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(1.21). Folglich gibt es in g einen Nichtnullteiler X7 von M. In-
dem man die Induktionsvoraussetzung auf M/le anwendet, erhalt man die
gesuchte Folge. ~—

Bevor wir wichtige Folgerungen ziehen konnen, beweisen wir:

Lemma 17.16 Selen B ein Ring, N ein B-Modul und XpsenesX, eine

N-reguwline Folge. Dann gilt:

a) Wenn F ein flachen B-Modul is%, .ist Xq s X, auch eine N ® F -
rneguldne Folge. X X

b) Wenn S < B multiplikativ ist, dann is% j%,...;T? eine S_lN-negu—
Lire Folge in s 1g.

Beweis: a) Wenn U ein Untermodul von N ist, kann man U 8 F wegen
der Flachheit mit einem Untermodul von N ® F identifizieren. Fir
Yi>--+»¥s € B stimmen die Untermoduln yl(N ® F)-+...-+yS(N ® F) und
(le-r...-kysN) ® F von N®F iberein. (Dies sieht man zum Beispiel,
indem man sich die Elemente der Untermoduln hinschreibt.) Nach Vorausset-
zung ist fir 1 <s <r die Homothetie von Xg auf N/(xlN-k...-+xS_1N)
injektiv. Dann ist sie es auch auf (N/(xN+...+x _N)®F
~ (N@ F)/(x;(Ne Fﬁ-...+xs_ﬂN ® F)), da F flach ist.
b) Nach a) ist X1seeaXy eine S_lN—regu1§re Folge in B, da «
s‘lN ~N®S'B und STIB flach ist. Da aber die Homothetie von — auf
TN/ (N x N = sTIN (xgs7E

X X
Ubereinstimmt, ist auch —Ty...,“%' eine S 1N—regu1ére Folge in S 1B.——

-1 .
N+ ... +x,_4S "N) mit der von x

Folgerung 17.17  Unter den Voraussetzungen von 17.15 gilt:

a) M_ st ein Cohen-Macaulay-Modul iiben Ap

A
b) dimyM = dim, (M/pM) + dimApMp .
Beweis: Nach 17.15 gibt es eine M-reguldre Folge XpseeesX, in g,

wobei r = dim M - dim(M/gM) ist. Dann ist
dim(M M+...+x M) =dimM-r = dim(M/pM = dim(A . Also
im(M/ (x) M) = di S dim(u/gh) = din(A/p)

ist p minimal in Supp(M/(le-+...-+er)) . Deshalb ist

X X
M /(—-M +... +—TMp) ein Ap—Modu1 endlicher Lange. Da j%,...;j? eine
Mp—regulare Folge in pAp ist, ist Mﬂ ein Cohen-Macaulay-Modul iiber

Ap , und zwar von der Dimension r = dimAM - dimA(M/pM) .



226 §17 Cohen-Macaulay-Ringe

Folgerung 17.18 Wenmn M ein Cohen-Macaulay-Modul mit Supp M = Spec A
Lst (insbesondere also, wenn A ein Cohen-Macaulay-Ring ist), gt

dim A = dim(A/p) + ht g §iir jedes g € Spec A .

Beweis: Da Supp(M/gM) = Supp A/p und SuppA Mp = Spec A
dies aus 17.17. — R

ist, folgt
o 1S olg

Definition 17.19 Sei B ein noetherscher (nicht notwendig lokaler) Ring

und N ein endlicher B-Modul.

N heiBt ein Cohen-Macaulay-Modul, wenn Np ein Cohen-Macaulay-Modul Uber
Bp fir jedes p € Spec B ist.

B heiBt ein Cohen-Macaulay-Ring, wenn B als B-Modul ein Cohen-Macaulay-
Modul ist.

N.B.: Wegen 17.17 a) stimmt diese Definition mit der urspriinglichen Uber-
ein, wenn B Tokal ist. (In 17.17 a) ist n € Supp M vorausgesetzt.

Aber andernfalls ist Mn =0.)

Satz 17.20 (Macaulays Ungemischtheitssatz)

Sel B ein noetherscher Cohen-Macaulay-Ring, X1se-esX,, elne B-rnegulire
Folge (in B) . Dann ist jedes g € Ass(B/(xlB-+...-+xrB)) minimal Ln
Ass(B/(xlB-k...-fxrB)).

Beweis: Bp ist ein Cohen-Macaulay-Ring, also nach 17.17 und 17.7 auch

C := Bp/(xlB -r...-+xer) . Nach 17.12 ist po minimal in Supp C. —

R

N.B.: Satz 17.20 gilt insbesondere fiir B = k[Xl,...,Xn] mit einem Kor-
per k.

Definition 17.21  Ein noetherscher Ring heiBt katendr oder ein Ketten-

ring, wenn flr je zwei Primideale g =g von B alle nichtverfeinerbaren
Primidealketten, die mit g anfangen und mit g aufhoren, gleiche Lange
haben.

Bemerkungen 17.22 a) Wenn der noethersche Ring B katendr ist, dann

ist es auch jeder Restklassenring und jeder Bruchring von B.

b) Ein noetherscher Ring B st genau dann katendr, wenn Bn flr jedes
maximale Ideal n von B katendar ist.
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c) Wenn der noethersche Ring B katenir und integer ist und alle maxima-
Ten Ideale dieselbe Hohe haben, dann hat auch jeder integre Restklassen-
ring C von B diese Eigenschaft, und fiir jedes 1€ Spec C gilt

(%) ht g + dim(C/g) = dim C .
Sei ndmlich p € Spec B und n > p ein maximales Ideal von B. Wir be-

trachten nichtverfeinerbare Primidealketten

(0) = n,
R

n +#n

cen i B, =R und

R=3 3 F s © 1

Da B katendr ist, folgt r+s = ht n. Nach Voraussetzung ist

ht n = dim B fir alle maximalen Ideale n von B . Flr alle maximalen
Ideale n/g von C = B/p gilt also htc(n/p) =s=dimB -~ r.

In dem integren katendren Ring C haben also auch alle maximalen Ideale

dieselbe Hohe.
Zum Beweis von (%) dirfen wir also B =C und p =g annehmen.

Mit obigen Bezeichnungen ist ht # = r, da B katendr ist, und
dim(B/p) = s, wie oben gezeigt. Also ist
ht @ + dim(B/5) = r+s = ht n = dim B .

Satz 17.23 Sei B ein noetherscher Ring. Es gebe einen endlichen Cohen-
Macawlay-Modul N idber B mit Supp N = Spec B . Dann is% jeden Rest-
kLassening von B katendnr.

Beweis: Da man jede Primidealkette zu einer solchen "nach unten" ver-
ldngern kann, die mit einem minimalen Primideal beginnt, folgt dies aus

der

Behauptung:  Sei @ € Spec B und Fo G- EF =8 eine nicht verfei-
nerbare Primidealkette mit einem minimalen Primideal - Dann ist
n=nhtasg.

(Beachte:  Diese Behauptung braucht fiir Restklassenringe (mit mehr als ei-

nem minimalen Primideal) von B nicht zu gelten.)

Den Beweis der Behauptung flihren wir mit Induktion nach ht p, wobei der
Fall ht p = 0 trivial ist.

Sei also ht g =2 1; dann ist auch n = 1. Nach Induktionsvoraussetzung
ist ht Fo-1 =

Nun ist Np ein endlicher Cohen-Macaulay-Modul uber dem Tokalen

n-1.
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noetherschen Ring Bp mit Supp Np = Spec Bp . Nach 17.18 folgt
ht g

dim(By/ny_1B) + ht 1

= 1 + n-1. -—

Wir wollen noch die Behauptungen in 9.A6 und 16.6 beweisen und benttigen
dazu (teilweise) folgenden

Satz 17.24 Sei k ein Kérper. Dann Lst dern Polynomiing

B = k[Xl,...,Xn] katendn. Fermer hat jedes maximale Ideal n von B
die Hohe n und wind von n, aber nicht von weniger als n Elementen
ernzeugt.

Beweis: B ist reguldr (14.31), also ein Cohen-Macaulay-Ring (17.7b)),
also katendr (17.23).

Den Rest zeigen wir mit Induktion nach n, wobei der Fall n <1 klar
ist.

Sei n> 1. Nach 9.5 ist n' :=nn K[X{s...5X,_¢] ein maximales Ideal
in k[xl""’xn—l] » also nach Induktionsvoraussetzung von der Hohe n-1
und von n-1 Elementen erzeugt. Dann ist 5 := n'B ein Primideal der
Héhe n-1 in B (siehe 6.27) und wird von n-1 Elementen erzeugt.

Nun ist B/p =~ (k[Xl,...,Xn_l]/n')[Xn] ein Hauptidealring und kein Kor-
per. Also wird das Primideal =n/g in B/p von einem Element erzeugt,
und es hat die Hohe 1. Deshalb wird n von n Elementen erzeugt und
hat die Héhe n. Denn B f{st katendr.

Wirde n auch von weniger als n Elementen erzeugt, so wdre nhach 6.19
ht n < n. Widerspruch. -—

Folgerung 17.25 Sel k ein Kérper und C eine k-Algebra von endfichem
Typ.

Dann 48t C hkatendnr.

Wenn zusdtzlich C Jinteger {st, 50 gilt fin fedes n € Spec C die Glei-
chung
ht g + dim(C/p) = dim C.

Beweis: C st von der Form k[Xl,...,Xn]/a . Wende 17.24 und 17.22
an. —
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Satz 17.26  Sel B ein noetherscher Cohen-Macawlay-Ring, so0 is%t auch
den Polynomning BIX{s.-.5X 1 ein solcher.

Beweis: Wir diirfen n =1 annehmen und schreiben X anstelle von Xl'

Fur ein beliebiges maximales Ideal n von B[X] ist zu zeigen, daP
B[X]n ein (lokaler) Cohen-Macaulay-Modul ist.

Sei p=Bnn. (Es ist g prim, aber nicht notwendig maximal in B.)
Wegen B - g < B[X] - n 1ist B[X]n = (Bp[X])an[X] . Deshalb diirfen wir

annehmen: B ist Tokal mit dem maximalen Ideal p, und n st ein maxi-
males Ideal von B[X] mit nnB-=gp.

Sei S ERERRT ein Parametersystem von B und a := xlB-k...-rxrB.
Dann ist B := B/a von endlicher Linge und lokal, besitzt also genau ein
Primideal, namliich g := p/a.

Das maximale Ideal 1 := n/(alX]) des Ringes BIX] umfaBt echt das Ideal
g[X1. Sei femn - @X].

Durch Subtraktion eines Polynoms mit Koeffizienten aus pn erhdlt man aus
f ein Polynom g € n, dessen hiochster Koeffizient nicht in 3 liegt,
also eine Einheit in B ist. Dieses g 1ist offenbar ein Nichtnullteiler
von B[X]. (Vgl. 13.A14.) Wenn also X1
g ist, ist Xys---sX.X., 1 eine B[X]-reguldre Folge in = .

6.27 _ . . _
Da htB[X]p[X] = hth = r ist, ist htB[X]n = r+1 nach 6.25.

€ B[X] ein Reprdsentant von

Da in n eine B[X]-reguldre Folge der Lange r+l existiert, ist B[X]n
ein Cohen-Macaulay-Ring. -—

Aufgaben und Hinweise

1) Seien A ein reguldrer, lokaler Ring der Dimension n und M & 0 ein
endlicher A-Modul. Zeige: Genau dann ist M frei, wenn M ein
n ist. (14.19)

Cohen-Macaulay-Modul und dim M

2) Seien A wie oben und a,b € A - (A* U {0}) mit alb, aber bfa.
Betrachte den Ring B := A/(b) wund den B-Modul M := A/(a). Zeige:
B ist ein Cohen-Macaulay-Ring, aber nicht reguldr. M 1ist ein Cohen-

Macaulay-Modul mit dim M=dim B, aber nicht frei Uber B. (14.5,17.7a))
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Sei A wie oben und a ein von (0) und A verschiedenes Ideal
von A. Zeige die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(1) a ist ein Hauptideal ;

(ii) a st divisoriell ;

(iii) Ass(A/a) besteht aus lauter Primidealen der Hohe 1 ;

(iv) A/a ist ein Cohen-Macaulay-Ring mit dim(A/a) = n-1.
(Hinweis: (i) = (iv): (A2); (iv) = (iii): (17.12); (iii) = (ii):
Mit a = (a_l)_1 betrachte Ass(a/a) = Ass(A/a) , wende 12.47f an.
A ist faktoriell (14.33), also krullisch. (ii) = (i): (12.51).)

Unter dem Sockel Soc M eines Moduls M versteht man die Summe sei-
ner einfachen Untermoduln.

Sei A wie oben. Man kann zeigen: Fir jedes Parametersystem
Xps+-2oXgq vOn A ist Soc(A/(xl,...,xd)) ein 1-dimensionaler Vek-
torraum Uber dem Restklassenkdrper k von A (siehe [Kunz] Kap. VI,
Satz 3.17).

Sei jetzt zusdtzlich dim A = 2. Betrachte den A-Modul M := A/mz,
wobei m das maximale Ideal von A sei. Es ist uk(Soc M) =2,
also m2 nicht von einem Parametersystem erzeugt. Zeige: M ist
nicht von der Form N/xN, wo N ein endlicher A-Modul und X € m
ein Nichtnullteiler von N ist. (Wegen N/mN =~ M/mM =~ k dst

u(N) =1, also N=~A/a. Wende A3 an.)

Sei A ein beliebiger noetherscher Ring und M ein endlicher A-Mo-
dul. Eine Permutation einer M-reguldren Folge ist nicht immer eine
solche. Beispiel: Die Folge 1, 0, wenn M + 0 ist.

(Etwas weniger trivial, aber im Grunde auf dasselbe hinauslaufend ist
das Beispiel: A :=Z, M=Z ®Z/(n) mit der Folge m,n, wo m und
n teilerfremd sind.)

a) Zeige: Wenn X;,...,x. eine M-reguldre Folge in Jac A ist,
1

ist auch jede Permutation gieser Folge eine solche. (Reduziere den
Beweis auf den Fall r = 2. Zeige dann zuerst mit Hilfe von 17.10,
dap Xo ein Nichtnullteiler von M ist. Hierzu wird X, € Jac A
gebraucht! Vgl. [Kunz] Kap. VI, Lemma 3.2. Einen anderen Beweis kann

man mit Hilfe des Koszul-Komplexes flihren; siehe [Serre] Chap. IV A.

b) Zeige: Wenn n,,...,n € N, = IN - {0} sind und Xq,...,%

1 r 1 nq n, 1 r
eine M-reguldre Folge ist, so ist auch X1 0w e s Xy eine solche.
(Wenn x ein Nichtnullteiler fir M ist, so besitzt M/x"M eine

Kompositionsreihe, deren Faktoren isomorph zu M/xM sind.
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Die Nullteiler fir M/x"M sind also (wegen 4.9) dieselben wie die fiir
M/xM.  Falls XisweesX, € Jac A sind, kann man die Behauptung auch
aus a) folgern. )

Seien A noethersch, N ein endlicher, M ein beliebiger A-Modul.

a) Zeige: Ass(Hom, (N,M)) = Supp(N) n Ass(M) .

(Zeige Supp(HomA(N,M)) > Supp N mit 11.4. Ein surjektiver Homomor-
phismus A" —s N induziert eine Einbettung Hom(N,M)<— MT, also
Ass(Hom(N,M)) = Ass M. Umgekehrt, wenn g € Supp(N) n Ass(M), gibt
es Homomorphismen Np 25 A /;cul\]J B, Mp‘ mit o surjektiv und B in-

Jjektiv. Beachte 4.11.)

b) Sei zusdtzlich M ebenfalls endlich. Zeige:
HomA(N,M) =0 « 3I x€Ann N, x NNT flir M.

("<": Aus "0 — M -5 M exakt" folgt: x operiert injektiv auf
Hom(N,M) . Andererseits ist x*Hom(N,M) = 0. "=": MWegen a) und
4.14 ist Anmn N &g flr alle p € Ass M.)

c) Sei (unter den Voraussetzungen von b)) r = Inf{i | ExtA(N,M) £ 0}.

(Wenn Extp(N,M) = 0 fiir alle i gilt, ist r=ow.)

Zeige: Jede maximale M-reguldre Folge in Ann N hat die Linge r.
(Kopiere mit Hilfe von b) den Beweis von 17.3.)

Seien A ein noetherscher Tokaler Ring und M, N endliche A-Moduln.
Zeige: ExtA(N,M) =0 fir i<tfM-dimN.

(Induktion nach dim N. Wenn dim N =0 ist, ist 1< I(N) <.

Fur 1(N) =1, d.h. N =k, siehe 17.3. Fir 1(N) > 1 betrachte

die von einer Folge O N' N k 0 induzierte exakte
Folge der "Ext". Fir dim N >0 sei E der groBte Untermodul end-
licher Lange von N. Betrachte die von 0 > E N NJE — 0

induzierte exakte Folge der "Ext". Man sieht so, daR man N durch
N/E ersetzen, d.h. E =0, also m € Ass N annehmen darf. Sei

X €m ein NNT fir N. Dann ist dim N/xN < dim N. Betrachte die
durch O N 25 N > N/XN — 0 1induzierte exakte Folge der Ext,
wende die Induktionsvoraussetzung auf N/xN an und die Tatsache, daB

nach Nakayama x auf keinem endlichen A-Modul %0 surjektiv ope-
riert.)

Mit Hilfe von A6 und A7 kann man 17.15 auch beweisen.
Folgere ferner aus A6 und A7 (mit N := A/m): Unter den Voraussetzungen
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von A7 sei p € Supp M. Dann ist

dim M_ - tf < di - .
im 0 t Mp dim M tf M

(dim M - tf M heiBt fir M+ 0 die Cotiefe von M; 0 hat die
Cotiefe 0.)

Serresche Bedingungen. Sei A ein noetherscher Ring, n € IN .
Definiere: A erfiillt die Bedingung (Rn), wenn Ap regular ist fir
jedes p € Spec A mit ht p<n.

A erfiillt die Bedingung (Sn), wenn tf A
p € Spec A ist. Zeige:

" > Min{n,ht g} fur alle

a) A ist genau dann reduziert, wenn A die Bedingungen (RO) und
(Sl) erfiillt.

b) A st reduziert und ganz abgeschlossen in S_1

A flir S = NNT(A)
genau dann, wenn A die Bedingungen (Rl) und (52) erfullt.

(8.14, 8A1).

Lokale vollstdndige Durchschnitte und Tokale Gorensteinringe.
Definitionen: 1) Ein Tokaler Ring A heiBt lokaler vollstandiger
Durchschnitt, wenn es einen reguldren Tokalen Ring B und eine B-re-
guldre Folge Xiseees Xy in B gibt, so daB A «~ B/(Xl""’xr) ist.
2) FEin Tokaler Ring A heiBt ein Gorensteinring, wenn A noethersch
und inj.dim A < = qst.

Man hat fiir lokale Ringe folgende Implikationen:

Reguldr =gi> lokaler vollstdndiger Durchschnit =Qi> Gorenstein
=§;> Cohen-Macaulay.

Dabei ist a) trivial, b) einfach, c) nicht ganz einfach. (Der Leser
moge einen Beweis von b) versuchen.)

Keine der Komplikationen ist umkehrbar. Zu a) siehe A2. Zu b) und c)
sind die Beispiele nicht trivial.

Literatur: [Bass:G], [Herzog-Kunzl], [Kaplanskyl, [Kunz].

(In [Kunz] werden Gorensteinringe auf eine - dquivalente - Weise defi-
niert, fiir die die Implikation c) trivial ist.)

Sei A ein Hauptidealring mit unendlich vielen maximalen Idealen
(etwa A =7Z). Formuliere und beweise einen zu 17.24 analogen Satz
fir A[Xy,...,X,1. (Beachte 9.A5.)
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12) Sei k ein Korper, nc k[Xl,...,Xn] das von Xl,...,X er-
zeugte maximale Ideal im Polynomring und A der Unterring,
der aus allen Polynomen ohne lineare Glieder besteht, schlieBlich
m=ANn. Zeige: A ist von endlichem Typ Uiber k, also
noethersch, dim Am =n, tf Am =1.

3

(Es ist X° € X°A, aber mX° < X2A .)

N.B.: Am ist integer, anders als der Ring A/xm in 17.7f).

§18 KOMPLETTIERUNG

In diesem Paragraphen verstehen win unter einen Filtiierung eines Ringes A

ednfach eine absteigende Folge a,>a; 2 ... von Idealen mit a, = A.
"

D.h. win verzichten auf die Forderung "anam < a o

(Der einzige Grund hierfiir ist, daB sonst der Beweis von 18.57 etwas
schwerfdlliger wiirde.)

1. Cauchy-Folgen

Definition 18.1 Sei E ein Ring oder ein Modul, versehen mit Filtrie-

. _ f . —_ 1 i 1
rungen F: E = EO > E1 o E2 S... und F': E = EO = E1 = E2 oL,

Die Filtrierungen F wund F' heiBen dquivalent, wenn es zu jedem n
ein m und ein m' mit E, :>E% und Eﬁ = E. gibt (d.h. wenn es zu

jedem n ein m mit E> E, und Eﬁ 2 E. gibt).

Bemerkung 18.2  Auf der Menge der Filtrierungen von E ist die Aquiva-
lenz natiirlich eine Aquivalenzrelation.




234 §18  Komplettierung

Konstruktion 18.3 Sei E ein Ring oder ein Modul, der mit einer Filtrie-

rung F = (En)n€]N versehen ist.

Eine Cauchy-Folge in E (bzgl. F) ist eine Folge (X1)1€IN mit x; €E,
derart daB zu jedem n € IN ein N € IN existiert mit X5 = xj € En flr
alle i,j =N.

Die Cauchy-Folgen bilden bzgl. gliedweiser Verknlipfungen einen Unterring
bzw. Untermodul ¢€(E) von gD

Eine Nullfolge in E (bzgl. F) ist eine Folge (x1.)1.€]N mit x; € E,
derart daB zu jedem n ein N existiert mit X; € En fir i =N,

Die Nullfolgen bilden ein Ideal bzw. einen Untermodul N(E) von €(E).
Dies ist einfach zu verifizieren.

Definiere: ﬁ := C(E)/N(E) , die Komplettierung von E bzgl. F.

Sei x € E. Die konstante Folge (X)ieﬂq ist die Folge (Xi)iEIN mit

x; = x fir alle 1. Konstante Folgen sind Cauchy-Folgen.

Die Zuordnung X t— (x)1€E¢’ verkettet mit der kanonischen Projektion
C(E) — C(E)/N(E) = £, gibt also eine Abbildung
A
¢w: E— E ,

welche offenbar ein Homomorphismus ist.

Bemerkungen 18.4 a) Eine konstante Folge (X)1€IN ist eine Nullfolge
genau dann, wenn X € En fiir alle n 1ist. D.h.
Ker o = n En.
ne€lN
b) Wenn En = 0 st fir ein n, ist ¢ ein Isomorphismus.

Denn dann gibt es zu jeder Cauchy-Folge (Xi)iemd ein N mit x; = X5
fir 1,7 = N. Die Folge (x1.)1.€]]\I ist also modulo N(E) zu einer kon-

stanten Folge kongruent.

c) Sei E mit zwei dquivalenten Filtrierungen F und F' versehen und
(Xi)1€ﬂV eine Folge in E. Dann gilt offenbar: Die Folge (X1)1€BV ist
eine Cauchy-Folge (bzw. Nullfolge) beziiglich F genau dann, wenn sie eine
Cauchy-Folge (bzw. Nullfolge) beziglich F' ist. Die Komplettierungen von
E bzgl. F und F' stimmen also iiberein.

d) Sei E durch F = (E ) filtriert. Durch

n‘neElN
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d(x,y) = Inf{2™" | x-y € E,}
fir -+ x,y € E wird auf E eine Primetrik definiert. D.h. es gilt
(1) d(x,y) € R, d(x,y) 20, d(x,x) =0,

(1) d(x,y) = d(y.x) ,
(ii1) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y)

fur alle x,y,z € E. (Es gilt scgar die Ungleichung (iii")
d(x,y) < Max{d(x,z),d(z,y)}, die (iii) impliziert.)

Die Prametrik d ist eine Metrik, d.h. es gilt zusdtzlich:
(iv) d{x,y) =0 & x =y

genau dann, wenn N E_ = {0} ist.
nelN

Bezliglich dieser (Prd-) Metrik d stimmen die o.a. Begriffe Cauchy-Folge,
Nullfolge, Komplettierung mit den iiblichen liberein.

Definition 18.5 Ein Ring oder Modul E heiRt beziiglich einer Filtrie-
rung F = (En)nenvkombhtt, wenn der oben definierte Homomorphismus
AN

¢: E— E ein Isomorphismus ist.

Beachte, daB dies insbesondere n En = {0} nach sich zieht.
nelN
(Bei uns bedeutet "komplett" also dasselbe wie "complet et séparé" bei

[Bourbakil.)

Beachte ferner, daB E komplett ist, wenn Em =0 fir ein m gilt
(18.4b)).

Definition 18.6 Seien E,E' Ringe oder Moduln, versehen mit Filtrierun-
gen F: E = EO o E1 > ... und F': E' = Eé ) Ei > ... . Ein Homomorphis-
mus f: E — E' heiBt stetig (bzgl. der Filtrierungen F,F'), wenn zu
jedem n € IN ein me IN mit f(Em) c Eﬁ existiert.

Feststellung 18.7 Sedien E,E',F,F' wie oben und f: E — E' ein steti-
ger Homomorphismus. Wenn eine Folge (Xi)ielN in E edlne Cauchy-Folge
(bzw. Nullfolge) 4s%, s0 ist auch die Folge (f(x1-))1.€]N eine Cauchy-
Foﬂﬁe (bz%. Nutlfolge) in E'. Durch f wind also ein Homomorphismus

PP E — B induzient. Man hat einen Funktor "A" auf der Kategorie den
fiktnienten Ringe (bzw. A-Moduln) mit stetigen Homomorphismen als Morphis-

men., —
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Bemerkung 18.8  Zwei Filtrierungen F,F' auf einem Ring (bzw. Modul) E

sind dquivalent genau dann, wenn die Identitit auf E sowohl bezliglich
F,F' als auch beziiglich F',F stetig ist.

Feststellung 18.9 Seien A ein Ring, ac A ein Ideal, E und E'
A-Modutn, die mit Filtrnierungen F bzw. F' versehen sind. Ferner sei F
Low. a-adisch und F'  a-zuldssiq.

Dann 48t jeder A-Modulhomomonphismus f: E — E' stetig bzgl. F,F'.

Insbesondere sind je zwel L.w. a-adische Filtrierungen aud einem A-Modul
E dquivalent.

Beweis: Sei F (bzw. F') gegeben durch Untermoduln E, von E (bzw.
Eﬁ von E'). Da F 1i.w. a-adisch ist, gibt es nach Definition

. . _.n " ) o Eecd
(5.3 - 4) ein n, mit Eno+n = Q EnO fir n>0. Da F a-zuldssig

. . Ny _ Ny ' s _ Ne N 1
ist, gilt a k' = a E, < Eq - Deshalb ist f(Eno+n) = Q f(Eno)c:a E c:En.

Fur den Zusatz beachte, daB nach Definition i.w. a-adische Filtrierungen
insbesondere a-zuldssig sind. —

2. Inverse Limiten

Hier wird eine andere Beschreibung der Komplettierung gegeben.

Definitionen 18.10 a) Ein inverses System (Mn’fn)neIN ist eine Familie
von Ringen bzw. Moduln Mn’ nelN , und Homomorphismen fn: Mn — Mn-l’ nemu.

(Man mache sich folgendes Bild: M)

b) Der inverse Limes (auch projektiver Limes genannt) des inversen Systems
(Mn,fn)neIN ist

Lim<Mn’fn)n€DJ:= {(Xn)nEIN € m M | x, € Moo Th(Xg) = %, }

nelN
Man schreibt auch lim M oder Llim M, fir Lim(M .f ) -

n
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Bemerkungen 18.11  a) Li@ Mn ist also eine gewisse Teilmenge des di-

rekten Produktes I M » und zwar die Menge derjenigen Folgen
nelN
(Xn)nEBV mit x, € M, s 1in denen jedes Glied Bild des ndchsten (unter

der entsprechenden Abbildung) ist. Solche Folgen nennt man auch koharent.

b) Offenbar ist  1im M_ ein Unterring (bzw. Untermodul) des direkten

< 'n
Produktes 1T M
neN

c) Wir haben hier einen - fir unsere Zwecke ausreichenden - speziellen
Begriff von inversen Systemen definiert.

d) Der inverse Limes eines inversen Systems kann sehr groB sein.
Wenn die f = surjektiv sind, hat lim M~ die Machtigkeit des unendlichen
Produktes M0 x T Ker(f ) - Wenn also die f_ surjektiv sind und

n
n=1

Ker(fn) flir unendlich viele n nicht trivial ist, ist lim M~ Uberab-

zdhlbar.

e) Wenn in dem inversen System (Mn,fn) die Homomorphismen fn fiir

n > N Isomorphismen sind, ist 1im M_ =~ M, auf kanonische Weise.
< 'n N

f) Zum dualen Begriff "direkter Limes" siehe [Schubert] .

Sei jetzt E ein Ring oder Modul, der mit einer Filtrierung
E = EO ) E1 > ... versehen ist.

Die E/En zusammen mit den kanonischen (surjektiven) Homomorphismen
E/En — E/En—l bilden dann ein inverses System, und man hat den zugeho-
rigen inversen Limes lim E/E

¥ n

Ferner hat man einen kanonischen Homomorphismus «: E — 1im E/En

Sei namlich T E — E/En die kanonische Projektion, so ist
(nn(x))n€1N offenbar fiir jedes x € E eine kohdrente Folge.

Man definiert «(x) = () (X)) ey € Lim(E/E,) -

Satz 18.12 Sel E ein Ring oder Moduf, der mit einen Filtnierung
E=E > E1 .. vernsehen Lsk.

Dann sind E und Lﬂm (E/E,) 4A0m0&ph Genauern gilt: Es gibt einen ha-

nonischen Iéomonph44mub f: E — 11m(E/E ), der folgendes Dreleck hommu-
NIl

tativ macht:
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A
E __iQ__> E
\ lf
I< O
e

A
Beweis: Sei x € E reprdsentiert durch eine Cauchy-Folge (X1)1€HV in E.

Zu n € IN gibt es dann ein N € IN, so daB Xi—xj €E, fiir alle 1i,j=N

gilt. D.h. fir 1,7 =2 N ist -“n(xi) = "n(xj) in E/E,. Setze
&, i "n(xi) fir 1 2N.

Die En bilden dann eine kohdrente Folge fiir das inverse System der E/En.

Definiere f(x) := (gn)nEIN € Lim (E/En).
n

Wenn (x1!)1.EIN dasselbe x reprdsentiert, ist (Xi_x1)1EIN eine Nullfol-

ge und deshalb "n(xi) = nn(x%) flr geniligend groBe i (abhdngig von n).

Also ist f wohldefiniert.

Offenbar ist f ein Homomorphismus, der obiges Diagramm kommutativ macht.

Un zu zeigen, daB f auch ein Isomorphismus ist, beschreiben wir eine
A

inverse Abbildung g: (E/En) —s k.

1im
“n-
Sei (LE,n)nE]N € L%m (E/En) eine kohdrente Folge, &, € E/E . Sei X, EE

ein beliebiger Reprdasentant von & Da X+1"%p € En ist, ist (x

n- n’nelN
eine Cauchy-Folge, definiert also ein Element g((an)nemﬁ € E.

Wenn man andere Reprdasentanten Xq von & wahlt, ist xn—x' € En , also

n n

(x, -x! eine Nullfolge. Somit ist g wohldefinjert.

n n)nem
Die Gleichung fog = id]im(E/E ) sieht man unmittelbar.
<« n

A
Wenn aber (Xi)ielN eine X € E reprdsentierende Cauchy-Folge in E ist,

gibt es zu ne€ IN ein N, mit &y = ”n<x1) € E/E, konstant fur i:an.
Wenn nun Y ein Reprdsentant von En ist, gilt Yp = X5 € En fiir

i>N_ . Also ist auch y;=x; € E, fur i = Max {n,Nn} . Es folgt, daB

(yi'xi)ieIN eine Nullfolge ist. Da die Folge (yi)iEIN das Element

>

go f(x) reprdsentiert, ist gof = idg . -

Definition 18.13  Ein Homomorphismus zwischen inversen Systemen

“:(Mn’fn)nEIN — (Nn’gn)nEIN ist eine Familie (o<n)n€IN von Homomor-
phismen
o Mn — Nn ,

derart daf3 alle Quadrate
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n+1
Nn+1

an+1 lgn+1
o

N
Mn Nn

kommutativ sind.  Die inversen Systeme von Ringen bzw. A-Moduln zusammen
mit den o.a. Homomorphismen bilden eine Kategorie.

Feststellung 18.14 Sel a: (Mn,fn)———a (N,»9,) ein Homomorphismus in-
vernsen Sysiteme. Die durch die op: My —— N {nduzierte Abbildung
T oo T M — 1 N, bildet offenban Lim Mn in Lim Nn ab.

neIN neIN n€IN n
Man erhdlt also einen Homomorphismus o = L%@ o L%m M, — L%@ N, -

Man sieht sofort, daB auf diese Weise lim ein Funktor auf der Kategorie
der Lnvensen Systeme von Ringen oder von A-Moduln ist. Diesern Funkton ist
A-Linear auf der Kategorie der inversen Systeme von A-Moduln. —

Feststellung 18.15 Selen E = EO > E1 >... und E' = Eé o Ei DL,
ltniente Ringe oder Moduln und o E—— E' ein Homomorphismus, der
a(E ) « EA engillt. Dann ist das Quadrat

)
po_a :
fj f-J
E/E, & inE

Tim

n
An dem f und f' die kanonischen Tsomorphismen (18.12) sind und o
durch die durch o gegebenen Homomorphismen E/En — E‘/Eﬁ Anduzient

8%, hkommutativ.

Dies folgt unmittelbar aus der Konstruktion von f wund f' 4im Beweis von
Satz 18.12. —

Definitionen 18.16 a) Ein inverses System (Mn,fn) heiRt surjektiv,

wenn fn flir jedes n € IN surjektiv ist.
b) Das inverse System 0 sei auf naheliegende Weise definiert.
c) Eine Folge von Homomorphismen inverser Systeme von Moduln

(Mﬁ,fﬁ) 2, (M 5f,) B, (M;,fﬁ) heiBt exakt, wenn jede der Folgen

o
Mﬁ n, Mn n MH exakt ist.
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Satz 18.17 @) Sel 0~ (M1.F1) <5 (M ,F) £5 (M%) eine cxakte
Folge von inversen Systemen von A-Modubn. Dann st die induziesrte Folge

o B ,
0 — 1%1 My —— Limm —% %@ M! ebenfalls exakt.
b} Wenn danriiber hinaus (M',fﬁ) eln surfektives System und

0 — (M"fﬁ) 2 (Mo fh) B, (MH,fH) — 0 exakt .ist, s0 48t auch die

induziente Folge 0 — Lim v, R Lin m, LR Linth — 0 okt
Beweis: a) Die Injektivitat von o, sSieht man an dem kommutativen Qua-
drat

Tim M! ——*

Bl Mn - llT Mn

n n
|
mm -——jﬁL—> M .
n n n N

da auch Mo injektiv ist.

Da Li@ ein additiver Funktor ist, ist B,oaq, = (Boa), = 0.

Es bleibt, Ker B, = Im a, zu zeigen. Sei also £ = (Xn)nEIN € 1lim M

"
eine kohdrente Folge mit B,(§) = 0, d.h. Bn(xn) =0 fur alle n.
Nach Voraussetzung gibt es Y € Mﬁ mit an(y ) = X, - Daalle x, in-

n
jektiv sind, sieht man sofort, daB auch n := (yn)n€IN eine kohdrente Fol-
ge ist. Und es ist a,(n) = €.

b) Es ist noch die Surjektivitdt von Bx zu zeigen.
Sei ¢ := (zn)ne]]\I € L%@ Mn eine kohdrente Folge. Wir konstruieren induk-

tiv eine kohdrente Folge ¢ := (xn)neIN € L%@ Mn mit Bu(&) = ¢.

Wahle X, SO, daB Bo(xo) =z ist. Angenommen, wir haben XoseoeoXn_q

0
schon gefunden. Betrachte das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

o B

\ n n "
Mn - Mn Mn
| n
fn fn[ fn
o B
1 n_]. n_]. il
Mot = My ——— M
Sei Xﬁ ein Urbild von z, unter Bn . Dann ist

B 1 (Fa(xp)=xp) = B(Xp)-Boo1(Xpo1) = f(zg)=21 = 20972, = 0.
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Wegen der Exaktheit der unteren Zeilen gibt es Yp-1 € Mﬁ—l mit

an—l(yn-l) = fn(xn)—xn_1 . Da nach Voraussetzung fﬁ surjektiv ist, gibt

es ein Y, € Mp mit fi(y,) = y,.1- Fur x, = xﬁ-an(yn) ist dann
B(Xn) = By (X4)-B 0 00 () = Bylxa) = 2 und f(x) = Flxi-an(yy) =
= fn(xﬁ)—(an_lofﬁXyn) = fn(xﬁ)'(fn(xﬁ)—xn—l) = X - Ein solches x,

war zu finden. —

Folgerung 18.18 Selen A ein noetherscher Ring, a < A ein Ideal und
B

(%) 0 —E'- % B " — 0

eine exakte Folge von endlichen A-Moduln, die mit dern a-adischen Fil-
tlerung (5.3-4) vernsehen sind.

Die nach 18.7 und 18.9 induziente Folge

A A A A A
(%) 0 — B 2L B B0
L% dann ebenfalls exakt.
Beweis: Wir fassen E' als Untermodul von E auf. Die durch
(E' n anE)nEIN definierte Filtrierung auf E' 1Jst i.w. a-adisch nach

Artin-Rees (5.5), also nach 18.9 zur a-adischen Filtrierung auf E'
dquivalent. Sie liefert nach 18.4 c¢) dieseTbe Komplettierung.

Behauptung: Die durch (%) induzierte Folge
0 —s E'/(E' na"E) I, gyae PN, raen 0
ist flr jedes n exakt.
Denn aus (%) erhdlt man durch Tensorieren mit A/a"  die exakte Folge
E'/a"E' — E/a"E P, E'/a"E" — 0,
also - durch Verkettung mit der kanonischen Projektion E' — E'/a"E -
die exakte Folge

Er 0N, gt B peaten g

und offensichtlich ist Ker aﬁ =E'naE.

Wegen 18.17b) 1dst die induzierte Folge der inversen Limites exakt.
Und diese ist nach 18.12 und 18.15 isomorph zur Folge (%%). —

Definition 18.19 Sei A ein Ring, a < A ein Ideal, M ein A-Modul.
Die Komplettierung von A bzw. M beziiglich der a-adischen Filtrierung




242 §18  Komplettierung

heift a-adische Komplettierung. Ferner heift A bzw. M a-adisch kom-
A

plett, wenn die kanonische Abbildung ¢@: A — A bzw. ¢: M — ﬁ ein

Isomorphismus ist (vgl. 18.5).

Bemerkungen 18.20 a) Seien A,a,M wie oben, A und M mit der a-adi-

schen Filtrierung versehen.

Sei (Xi)ieﬂv eine Cauchy-Folge (bzw. Nullfolge) in M und (ai)ielN
eine Folge (etwa eine Cauchy-Folge) in A . Dann ist (a1.x1-)1.€IN eine
Cauchy-Folge (bzw. Nullfolge) in M. Auf diese Weise wird ¢€(M) ein
C€(A)-Modul und N(M) ein ¢€(A)-Untermodul von ¢€(M) (Bezeichnungen wie

in 18.3).

Ebenso sieht man, daB N(A)-C(M) < N(M) gilt. Der €(A)-Modul
A

M= ¢(M)/N(
C(A)/N(A) =

M) wird also von N(A) annulliert, ist mithin ein Modul iiber

A

b) Wenn (ai)ielN eine Cauchy-Folge (bzw. eine Nullfolge) in A und

X €M dist, ist (aix)ielN Aeine Cauchy—FoIge (bzw. eine Nullfolge) in M.
Man erhdlt eine Abbildung A x M — M, die A-bilinear ist bzgl. der ka-
nonischen Abbildung ¢: A — ﬁ , also einen in M naturlichen K—Modu1—

A A
homomorphismus y: A ®) M— M.

Satz 18.21 Wewmn M endlich danstellbar (Lnsbesondere wenn A noethernsch
und M endlich 4s%t), 48t ¢ eln Isomorphismus.

A
Beweis:  Zundchst sieht man, daR AL ®) A" durch Y isomorph auf
(An)A abgebildet wird. Dies kann man aus der kanonischen Isomorphie
An/ar(An) o (A/ar)n oder aus 18.18 folgern.

Sei jetzt A" > A" .M — 0 exakt. Betrachte das kommutative Dia-

gramm mit exakten Zeilen

Am —_— /An ————— /A @A M —— 0
wll wzl wgi J
(Am)/\_) (An)/\__) I<4\ - 0

Aus der Bijektivitdt von 12] und Vo folgt die von Vg - -

Satz 18.22 Sedlen A ein noethernscher Ring und a < A ein Ideal. Dann
T A
A8t die a-adische Komplettierung A 4Lach ldber A .
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Beweis: Sei o : N — M idnjektiv. Falls M (und damit N) endlich
N A A
ist, ist o*: A ® N — A 8 M injektiv nach18.18 und18.21.

A
Die Flachheit von A folgt also aus

Lemma 18.23. Selen A ein (nicht notwendig noetherscher) Ring, E ein
A-Modul, derarnt daB feder injektive Homomorphismus endlicher Moduln

N — M edinen injektiven Homomorphismus E 8y N — E ® M induziert.
Dann L84 E  fLach.

Beweis: Sei a: N' — M' ein injektiver Homomorphismus beliebiger

A-Moduln und X X; 8y, € Ker(E ®) o) cE®N'. D.h. es ist

I X: ® a(yi) =0 in E ®M' . Mit den Bezeichnungen von 10.31 bedeutet
(ExM")

dies I (xi,a(yi)) elUcA .
D.h. = (xi,a(yi)) ist eine Linearkombination gewisser Elemente
der Formen (x+x',z) - (x,z) - (x',z), (X,z+z') - (x,z) - (x,2'),

(ax,z) - a(x,z), (x,az) - a(x,z) mit a € A, x,x' € E, z,z' € M' .

Insgesamt werden endlich viele Elemente Zyseees2) € M' gebraucht, um
)3 (Xi’a(yi)) in U darzustellen.

Sei nun N'< N' von den endlich vielen Y; und M < M' von den a(yi)
und den Z5 erzeugt. Dann wird N durch o 1in M abgebildet, und man

hat = X; ® a(yi) =0 in E® M. Da aber E® N — E ® M nach Voraus-
setzung injektiv ist, folgt Z x; ® y; = 0 in E ® N, also erst recht in

i
E® N'. —

Satz 18.24 Seil A ein noetherscher Ring, ac A ein Ideal. Mit " A"
sel die a-adische Komplettierung bezeichnet. h,r selen weitere Ideale.
Dann gilt:

A A
a) h=Aue~A ® b
b) (he)" = T, imsbesondene: (aM)* = (B)".

A
Beweis: a) Betrachte die Abbildung y: A 8 h — ﬁ aus 18.20b).
Sie ist nach 18.21 ein Isomorphismus, da A noethersch ist. Ihr Bild be-

steht andererseits aus den Klassen von Cauchy-Folgen der Form

(a;b)sepy = (a5)sgq D mit a; €A, b€k, Tiegt also in Anch.

b) Nach a) ist (hc)” = A(te) = AAc = fr . —

Unter den Voraussetzungen von 18.24 haben wir kanonische Homomorphismen

A
an——Lan ’
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also a"/a" — A"A" fir n>m=>0, also gra(A) — grg(ﬂ).

Satz 18.25 Unten den Voraussetzungen von 18.24 gilt:
a) Ddie angegebenen Homomorphismen
a/a" — AM/A"  insbesondere
A/a" —s ﬁ/ﬁn und
gr,(A) — gra(h)
sdnd Tsomorphismen.
b) Der kanonische Homomorphismus R —s ﬁ A8t edln Tsomorphismus .

c) dc Jac(ﬁ).

Beweis: a) Man hat ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen
0 a" a" a/ah —— 0
/ / | ¥ |

Am m,An
a a

B\ /l\n B&Al Bx A }lo{

A
a —— 0

Da an'm(am/an) =0 ist, ist ¢ ein Isomorphismus gemd® 18.4b).
Da By und B, nach 18.24 Isomorphismen sind, ist auch B3 ein solcher.
Es folgt selbiges fir o.

b) Wegen 18.24 stimmen die a—adiscne und 2-adische Filtrierung

die
auf ﬂ tiberein. Mit a) erhdlt man ﬁ = 11 ﬁ/ﬁn ~ 1im A/an =R,
“n -

A
c) Da A nach b) mit seiner A-adischen Komplettierung Ubereinstimmt,
ist jede Cauchy-Folge in ﬂ zu einer konstanten Folge kongruent modulo
dem Ideal N(ﬁ) der Nullfolgen. D.h. jede Cauchy-Folge "konvergiert".

A . .
Seien x € 4 , ¥y € A. Dann ist auch z := xy € 4. Man sieht nun leicht,

daB die geometrische Reihe ? 2" (aufgefaBt als Folge ihrer Teilsummen)
n=0 oo
eine Cauchy-Folge ist. Da (1-z) = z2" =1 dist, ist l-xy = 1-z € ﬁ*,
n=0
also x € Jac(ﬁ) nach 1.23. —

Folgerung 18.26 Sel m  edn maximales Ideal eines noetherschen Ringes A.

a) Damn 48t die m-adische Komplettierung A von A ein Lokaler Ring
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mlt dem maximelen Ideal ﬁ.

b} Ferner induzient der Homomorphismus 1A,m: A— A, einen Isomorphis-
mus A ——»(Am)A,umbei (Am)AdLe. mAm—adLAche Komplettierung von Am be-
zedchnet.

(Beachte, dal m-adische und mAm—adische Filtrierung auf Am uberein-
stimmen.)

A
Beweis: a) Es ist A/ft =~ A/m ein Korper, also @i ein maximales Ideal
A
von A . Andererseits gilt f < gac .

. . . . n n
b) Tam induziert Isomorphismen A/m" — Am/(mAm) .-

Bemerkung 18.27 Sei A noethersch und a < Jac A ein Ideal. Dann ist

A
die a-adische Komplettierung A treuflach lber A . Ferner ist die kano-

A
nische Abbildung ¢: A — A injektiv.

18.4 5.8 A
Es ist Ker o = n a" = (0). Da a < Jac(A), 4c Jac(A) und

A/a = ﬁ/ﬁ ist, entspricht jedes maximale Ideal von A einem solchen von
A A

A und wird mit ¢ 1in dieses abgebildet. Da A flach liber A 1dst, folgt
die Treuflachheit mit 10.51. —

3. Noetherzitdt von Komplettierungen

Lemma 18.28 Seien E,E' Moduln, vernsehen mit Filtrierungen

F: E = EO oo E1 >..., F't E'= Eé ) Ei > ... und f: E— E' ein Homo-
morphismus, der f(En) c Eﬁ englillt. Sel gr(f): ng(E) — ng.(E') den
Anduziente Homomorphismus (s5.u.).

a) Wemn gr(f) JAnjektiv und n E_ = (0) 4st, 8t f Anjektiv.

neN "
b) Wenn gr(f) surjektiv, E beziglich F hkomplett und N Eﬁ = (0)
neIN
8k, st f surnfektiv und E' hkomplett.
Es ist ng(E) = 0 En/En+1 . Da f filir jedes n einen Homomorphismus
nelN
grn(f): En/En+1 — EA/E6+1 induziert, induziert f einen Homomorphismus

gr(f): ng(E) - ngl<El)'
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Beweis: a) Sei x € Ker f, etwa x € E , und x die Restklasse modulo
E..1- Da f(x) =0, ist auch grn(f)(i) =0. Es folgt x =0, da
gr(f) injektiv ist.

Also ist x € En+1'

X € N En = {0} .
neN

b) Wir zeigen zundchst mit Induktion nach n, daB die durch f induzier-
te Abbildung E/En — E'/Eﬁ surjektiv ist.
Der Fall n =0 1ist trivial. Fir n =2 0 betrachte das kommutative Dia-

Induktiv folgt: Fir alle n ist x € En , mithin

gramm mit naheliegenden Abbildungen, dessen Zeilen exakt sind:

o B
0 — E/Eyy — BB, — B/E, — 0

(%) gnl hn+ll hnl
0 — Eﬁ/Eﬁ+1 L E'/Eﬁ+1—Ji—+ E'/Eé-——>0
Nach Voraussetzung ist 9 =grn(f) surjektiv, nach Induktionsvoraussetzung

ist es auch hn‘ Die Surjektivitdt von h zeigt man mit folgender "Dia-

n+l
grammjagd": Zu x' € E'/Er']+1 gibt es ein y € E/En+1 mit
hyoB(y) = B'(x"), da hg

x'—hn+1(y) € Ker B = Imoa' . Da 9, surjektiv ist, gibt es ein

und B surjektiv sind. Dann ist

z € En/En+1 mit a‘()gn(z) = x'—hn+1(y) . Flir x = y+ta(z) gilt dann

hpep(x) = x

Durch f wird also eine exakte Folge von inversen Systemen
0 — (Kerhp)pey — (B/Epdpemy — (EV/Epdpeqy — 0

induziert, wobei die hn dieselben wie im Diagramm (%) sind.
Behauptung: Das inverse System (Kerhn)nGIN ist surjektiv.

Der Beweis hierfiir geschieht wieder mittels einer Diagrammjagd in (%) .

Sei x € Ker h < E/E und y€ B_l(x) < E/E,;- Dann ist

B' o hn+1(y) = hn(x) =0, also hn+1(y) € Ker B' = Im o' . Mithin gibt es
ein z € En/En+1 mit «'o gn(z) = hn+1(y) . Somit ist y-a(z) € Ker hn+1
und  B(y-a(z)) = B(y) = x.

Aus der Behauptung folgt mit 18.17b) die Surjektivitdt von

1im E/E. — 1im E'/E! . Wir haben also ein kommutatives Diagramm
< "5 "
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A
E=F f £
w'J
A
f X
E 1

A
in dem f surjektiv ist.

Da Ker @' = n Eﬁ = {0} 1ist, folgt Teil b) des Lemmas. —
neN

Satz 18.29 Sel A ein a-adisch kompletter Ring, E ein A-Modul, der
met einen  a-zubdssigen Flltrienung F: E=E > E;> ... mit n E ={0}
versehen Ast. nem
a) Wenn grp(E) ein endlicher gr, (A)-Modul (8%, s0 LsX E ein endli-
cher A-Modul.

b) Wenn gre(E) ein noetherscher gra(A)—Moduﬂ %, s0 84 E edin noe-
therscher A-Modul.

Beweis: a) Man kann annehmen, daf ng(E) von endlich vielen homogenen

Elementen 'Xl,...,i}

Sei X; € En(i) ein Reprdsentant von X; .

Fur 1 <i <r definieren wir auf dem A-Modul A folgende Filtrierung

1, _ _ _ _ _ 2
@ : A= AO = ,,. = An(i) DAn(1)+1 = aDAn(1)+2 =3 D ... .

erzeugt ist (Beweis von 5.4), also SQ €En(1)/En(1)+1'

(Anders ausgedriickt:
fiir 0 <

A
=
IA
b

) A

; .

o = (A) mit A, = { -n(i
n’nelN n a" n(1) fir n > n(i) .)

Indem wir den i-ten Faktor von A" mit der Filtrierung @1 versehen,
erhalten wir auf A" eine i.w. a-adische Filtrierung

o: A" = (A") > (A"); > .... Die A-Tineare Abbildung f: A" — M,
definiert durch e; > Xy (wo €1s...5€ die kanonische Basis von A"

r
ist), hat die Eigenschaften:

) fUAT),) = B s
2y gr(f): gh®(Ar) — gre(E) ist surjektiv.

Da A" bzgl. der a-adischen Filtrierung, also auch bzgl. der zu dijeser
dquivalenten Filtrierung @® komplett ist, folgt a) mit 18.28b).

b) Sei E' ein Untermodul von E. Die Filtrierung F', definiert durch
Eﬁ = E'n En , ist a-zuldssig. Offenbar sind die von der Inklusion

E' «— E 1induzierten Abbildung EH/E6+1 — En/En+1 injektiv. Also 1aBt
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sich ngl(E') als Untermodul des noetherschen gra(A)—Modu1s ng(E)
auffassen, ist mithin endlich. Deshalb ist E' nach a) ein endlicher
A-Modul. —

Folgerung 18.30 Sei A ein noetherscher Ring, a <A edin Ideak.
Dann £8% die a-adische Komplettierung A ebenfalls noethersch.

A
Beweis: Nach 18.25 ist ﬁ a-adisch komplett, und grﬁ(A) o~ gra(A).
Da gra(A) nach 5.3 noethersch ist, folgt die Behauptung aus 18.29 b). —

4, Formale Potenzreihenringe

Definition 18.31 Sei A ein Ring. Unter dem formalen Potenzreihenring

AﬂXl,...,Xnﬂ in n Unbestimmten liber A versteht man den Ring der for-
malen unendlichen Summen (Potenzreihen)

a. . X e e
T oeee 1 n

. Y N
(11,...,1n)€1N n

(wobei im Unterschied zum Polynomring nicht gefordert wird, daB nur end-
lich viele Koeffizienten von 0 verschieden sind, und auch keinerlei Kon-
vergenz verlangt wird. - deshalb "formal".) Formal gesehen ist obige
formale Potenzreihe einfach die Abbildung N' — A,

(11,...,1n) —a, Jede Abbildung N A entspricht einer

ve
1 n
formalen Potenzreihe. Die Summe zweier formaler Potenzreihen wird auf nahe-

liegendste Weise gebildet, das Produkt wie bei Polynomen oder konvergenten

Potenzreihen: .
i i
ST 1 n
( : : n . i fueeky >
(i yen T T
i i
. 1 n
"\ 2 P i KKy >
(11’-.-,1n)€IN 1 n
k k
- S y 1, ,yn
) n< S TS P bj e J )Xl Xn >
(kl,...,kn €N (11’"”1n)€DV 1 n v1 n

. . n
(Jl,"an)€IN

Vr: 1r+3r:kr
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wobei die innere Summe eine ("nicht formale") endliche Summe in A 1ist.
AﬂXl,...,Xnﬂ ist eine A-Algebra.

Man hat einen kanonischen Isomorphismus AHXI,...,Xn_lﬂHXnﬂ =~ AHXI,..,Xnﬂ.

Satz 18.32 A[Xl,...,Xnﬂ st die  (Xy,...,X )-adische Komplettierung des
Polynominges A[Xl,...,Xn] . Insbesondere is% A[Xl,...,xnﬂ noethersch,
wenn A es 8%,

Beweis: Sei B := A[Xl""’xn] , I := (Xl""’Xn) = BXl-F...-FBXn.

Die Polynome vom Grade < r bilden ein vollstdndiges Reprdsentantensystem
fir B/I" .

: B/ Ir+1-——+ B/I" entspricht bei den

r+l1°
obengenannten Reprdsentanten das "Weglassen" der Monome vom Grade r.
Mit anderen Worten: Sei F € B/IY:+1
fo'k""*fr—l'kfr » wo f, ]
"r+1(F) von fo-k...—rfr_l reprasentiert. Ein Element aus 1;m B/1

wird also reprdsentiert durch eine Folge der Form (fo,f0+f1,fo+f1+f2,....),

Der kanonischen Projektion

reprdasentiert durch das Polynom
homogen vom Grade i ist; dann wird

WO fi homogen vom Grade i ist. Dieser Folge entspricht die formale Po-

tenzreihe b fr’ Man bekommt so eine offenbar bijektive Abbildung
r=

f: B/Ir-——e A[Xl,...,Xnﬂ . Man priift leicht nach, da@ f ein Ring-

Tim
r

homomorphismus ist.

Wenn A noethersch ist, ist dies auch A[Xl,...,Xn] , also nach 18.30
auch A[Xl,...,Xnﬂ .

Satz 18.33 Selen f: A — B ein Ringhomemorphismus, h < B ein Ideak,

derant da B  h-adisch komplett ist. Zu fedem n-Tupel bl""’bn mit

b, € b gibt es dann genau einen Ringhomomorphismus F: AlX{5.sX ] — B,

den f forntsetzt und F(Xi) = b englillt.

1 M i = . . n
Beweis: Sei P € AHXl,...,Xnﬂ , P=% a1.1 o in X1 cee Xn . Man
i i
kann F(P) := = f(a, ; )bll- cel e bnn definieren. Denn diese Reihe

konvergiert offenbar wegen bi €h. —

(Eine andere Mdglichkeit des Beweises ist: Setze zundchst f zu
ik A[leu,Xn]——e B mit ?(Xi) = bi wie Ublich fort. Fiir das Ideal
I = (X{sXy) gilt dann f(I) «h. Wende 18.7 an.)
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Satz 18.34 a) Sel A ein Lokaler noetherscher Ring mit maximalem Ide-
al m. Dann Lis& auch A[Xl,...,XnD Lokal und noethersch und hat die Di-
mensdon n + dim A, Sein maximales Ideal besteht aus denjenigen Potenz-
rneihen, deren konstantes GLied in m ALiegt.

b) Wenn fernern A regulin (bzw. ein Cohen-Macaulay-Ring) Lisx, 50 Ls%
auch AEXl,...,XnH negulin (bzw. ein Cohen-Macaulay-Ring) .
Beweis: a) Nach 18.32 ist AHXl,...,Xnﬂ noethersch.

Da (Xl""’xn) < Jac(A[Xl,...,XnB) nach 18.25 gilt, ist Jac(A[Xl,ngnﬂ)
das Urbild von m = Jac A bei der kanonischen Projektion

AHXl,...,XnH — AﬁXl,...,Xnﬂ /(Xl""’xn) ~ A
Also ist AHXl,...,XnB lokal, und sein maximales Ideal hat die behauptete
Gestalt.
Da Xl""’Xn eine AﬂXl,...,Xnﬂ—regu]Hre Folge ist, folgt die Behauptung

Uber die Dimension aus 14.18a).

b) Sei dimA =r und YyseesYy ein reguldres Parametersystem von A
(bzw. eine A-regulédre Folge in m ). Dann ist Xl""’xn’yl""’yr ein
reguldres Parametersystem von ALXy,....X T (bzw. eine AIX{,...,X I-re-
gulare Folge der Linge dim A[Xl,...,XnB in Jac(AﬂXl,...,Xn])) . -

5. Komplette lokale Ringe

Definition 18.35 Unter der Komplettierung eines (semi-) Tokalen Ringes A

A
verstehen wir die Jac(A)-adische Komplettierung von A . Sie wird mit A

bezeichnet.

Ein (semi-) lokaler Ring A heift komplett, wenn er Jac(A)-adisch kom-
plett ist.

Satz 18.36 Selen A ein Ring, Mmy,....m, endlich viele pacuwelise ver-
A

schiedene maximale Ideale, 3 := mpN...0om, und A die J-adische

Komplettierung von A. Dann hat man eine kanonische Isomorphie



18.5  Komplette lokale Ringe 251

Insbesondene 48t ein kompletten semilokalern Ring ein direktes Produkt kom-
plettern Lokaler Ringe.

Beweis: Fir i % Jj und alle n >0 sind m? und mg coprim gemaR3 1.4.
Nach dem Chinesischen Restsatz (1.9) hat man Isomorphismen

Y
o: A/3" = o A/m?.
i=1

Ferner kommutieren folgende Diagramme:

r
A/j”+1 g m A/mr1}+1
i=1
r
K M K
i=1 !
n ~ r n
A/3 —_— T A/m. .

¢ i=1 L

wobei «k: A/jn+1-——» A/3" und k. A,/m?+1-——+ A/m? die kanonischen

Projektionen sind.

r
. -n . ny —
Man erkennt 1lim (A/3 ) =~ E 1;m (A/mi).

n i
Folgerung 18.37 Sel A ein kompletter Lokaler Ring mit dem maximalen
Ideal m und B eine A-Algebra, die als A-Modul von endfichern Darstel-

Lung i8t. Dann 18X B das dirnekte Produkt dern Lokalisdierungen nach seinen
endlich vielen maximelen Idealen.

Beweis: Nach 18.21 ist B als A-Modul m-adisch komplett, also auch
mB-adisch komplett. (n"B = (mB)"!)

Insbesondere ist mB < Jac(B) (was auch aus 7.20 folgt). Andererseits ist
B/mB endlich lber dem Korper A/m, also von endlicher Lange als A-Modul,
erst recht als B-Modul. Folglich ist B semilokal, und es gibt ein r
mit (Jac B)r < mB. Zusammen mit mB < Jac B sieht man, daB die m-
adische und die Jac(B)-adische Filtrierung auf B dquivalent sind.

B ist also Jac(B)-adisch komplett, nach 18.36 also Produkt endlich vie-
ler lokaler Algebren. —

Wir wollen aus 18.37 das Henselsche Lemma ableiten und bendtigen dazu ei-
nige Hilfssdtze, die auch flir sich interessant sind:
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Lemma 18.38 Seien A 40 ein Ring, M ein A-Modul, n,m € IN.

a) Aus M@ A" ~ A" 4olgt M=0.

b) Aus A" =A™ folgt n = m.

Beweis: a) Die Verkettung der Homomorphismen A" =5 M @ A" —Eflq M

ist surjektiv; also ist M endlich erzeugt.

Sei m ein maximales Ideal. Es gilt M/mM @ (A/m)n o (A/m)n Uber dem
Korper A/m, also M/mM = 0. Dann ist auch Mm/mMm =0, also Mm =0
nach Nakayama.

Mit 3.44 foigt M= 0.
b) folgt unmittelbar aus a). (Vgl. 3.A2.) -

Man nennt n den Rang des frejen Moduls A"

Lemma 18.39 Sel A (& 0) ein Ring, f € A[X] ein unitires Polynom
(d.h. ein solches, dessen hichstern Koeffizient 1 st} vom Grade n.

Dann 48t A[X]/(f) als A-Modul frel vom Rang n

Beweis: Sei o €B := A[X]/(f) die Restklasse von X.

Wir zeigen, daf 1,a,...,an_1 eine Basis von B lber A ist.
n-1 ; n-1 i

Fir a_,...,a €A gelte I a.,a =0. Dann ist g := ¥ a.X ein

0 n-1 i 1 ig |
Vielfaches von f. Da f unitdr vom Grade n > n-1 dist, folgt a; = 0
fir i =0,...,n-1. Somit ist das n-Tupel 1,a,...,an_1 Tinear unab-
hangig.
Andererseits zeigt man B = A + Ao+ ... + Aan—l wie im Beweis von 7.2

(i) = (). —

Eine Umkehrung obigen Lemmas ist

Satz 18.40 Selenm A ein Ring, B eine von einem Element o € B en-
zeugte A-Algebna, die aks A-Modul frei vom Rang n < w 4ist.

Dann gibt es genau ein unitines Polynom f € A[X], welches den Kern des
durch X — o deginienten  A-Algebrenhomomorphismus @: A[X] —> B
enzeugt. Es ist grad f =n. Wenn m ein maximales Ideal in A, a die
Restklasse von o in B/mB und T die von f 4n (A/m)[X] 8%, s0 4ist
T = Mipo(a,A/m).
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Beweis: Wir zeigen, daB 1l,a,...,a" | eine Basis des A-Moduls B, d.h.
daB die durch e —a' 1 definierte A-lineare Abbildung h: A" — B
ein Isomorphismus ist. Wegen 3.45 genligt es, dies "lokal" zu zeigen.

Sei mc A ein maximales Ideal, o die Restklasse von o in< B/mB,
g := Mipo(a,A/m) und r = grad g. Dann ist B/mB =~ (A/m)[X1/(g) , also

1,a,...,&r 1 eine Vektorraumbasis von B/mB lber A/m.

Andererseits ist B/mB (l-\/m)n als A-Modul. Es folgt r =n, d.h.
—-1

1,8,...,0 ist eine Basis von B/mB Uber A/m . Dann ist aber
n-1
o o . . .. .
1’7""’_”T" nach 12.1 ejne Basis von Bm tiber Am , also hm ein Iso-
morphismus.

Da dies fiir alle maximalen Ideale m von A gilt, ist h ein Isomorphis-

mus nach 3.45.
n

Wir haben also eine Darstellung ol = ¥ a1.o<1 mit a; € A . Folglich ist
n-1 . i=0

fi=xX"- 3 a1.X1 € Ker ¢ .
i=0

f dst unitar und hat den Grad n.

Wir erhalten einen surjektiven A-Algebrenhomomorphismus

o': A[X1/(f) — B. Als A-Moduln sind aber sowohl B (nach Vorausset-
zung) als auch A[X1/(f) isomorph zu AN

Da A" projektiv ist, hat man die A-Modulisomorphie Ker ¢' & LU
Nach 18.38 ist Ker ¢' =0, d.h. Ker ¢ von f erzeugt.

Wir liberlassen es dem Leser, zu beweisen, daf unitdre Polynome g,h € A[X]
nur dann dasselbe Ideal erzeugen, wenn g = h ist.
Flir ein maximales Ideal m von A gilt nun f(a) = 0. Da F unitdr
vom Grade n st und 1,&}...,&ﬂ_1 uber A/m Tlinear unabhdngig sind,
ist f das Minimalpolynom von o Uber A/m. —

, . o nl nr , ,
Lemma 18.41 Selen k ein Kirper und f = 99 -+ -9, die Primfaktor-
zernlegung eines Polynoms f € k[X1-k mit ({weduziblen) paaweise nicht-
assozilienten 9; - Dann Ls%

N

=13

K[X1/(f) =

i=1
und feder Faktor k[X]/(g?i) L8 edin Rokalern Ring von endlichern Linge.

Beweis:  Aus dem Chinesischen Restsatz (1.9) folgt die Zerlegung.
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n. :
Der Ring k[X]/(g11) ist von endlicher L3dnge, da er ein endlich-dimensio-

naler k-Vektorraum ist.
n.
Da 911 in nur einem maximalen Ideal von k[X], ndmlich in (gi) liegt,
n.
ist kIX1/(g,') Tokal. —

Satz 18.42 (Lemma von Hensel) Sei A ein hompletter Lokaler Ring,
m sein maximales Ideal, k = A/m und w: A[X] — kIX] die kanonische
Projektion des Polynomiinges (ber A auf den (dber k. Fernern sed

f € AIX] ein unitdres Polynom und

n n
n(f) = 911-...-grr die Primfaktorzesrlegung von n(f) dber k mit paar-
welse vernschiedenen unitinen (Lrreduziblfen) g; -

Dann gibZ es eindeutig bestimmite unitine Gy,...,G,. € A[X] mit

1

= q.) = . .
n(Gi) = 9, und f = G1 eetGl

Beweis: Sei B = A[X1/(f). Nach 18.37 ist B ein endliches direktes
Produkt Tokaler A-Algebren.

Wegen mB < Jac(B) entsprechen die maximalen Ideale von B denen von
r n.,
B/mB =~ kIX1/(n(f)) ~ T KIX1/(g;') .
i=1
n -
Sei 81 der zu k[X]/(gi1) gehorende direkte Faktor von B und
Kst B — Bi die kanonische Projektion.

Sei o die Restklasse von X in B . Dann ist Bi von Ki(a) erzeugt.

Ferner ist Bi als direkter Summand des freien A-Moduls B projektiv,

also frei nach 11.12. Und zwar ist sein Rang gleich “k(Bi/mBi)
n: n.
= 1w (kIX1/(g;")) = grad g, .

Der Kern des Homomorphismus A[X] — B., X F— k;(a) wird nach 18.40
n.

von einem unitdren Polynom G; erzeugt, flir welches n(Gi) = g1.1 gilt.

B
i=1
enthalten, d.h. f|G1-...-Gr Da aber grad f = grad(Gq+...+G,) und
f, Gl"“'Gr unitdr sind, folgt f = Gl""°Gr . -

Das Produkt Gl""'Gr ist deshalb im Kern von A[X] — B

1]
I d-s

Folgerung 18.43  Seien A,m,f,f wie oben. Wenn T in A/m edine ein-
fache Nublstelle E hat, 50 gibt es einen Reprisentanten & € A von E
mit f(€) = 0.
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Beweis: X - £ 1dst dann nidmlich ein "einfacher" Primfaktor von f ;
d.h. X-E|F ., aber (X-E)24F .-

Satz 18.44  Fln einen Lokalen noetherschen Ring A gilt:
a) dim A = dim A.

A
b) A st reguldn < A st regulin .

Beweis: a) Sei m = Jac(A). Nach 18.25 ist A/ ﬁ/ﬁn » insbesondere

1,(A/m") = " A"y = 1, (A" = ARAT) L Nun ist T, (A/m") baw.
/m A/m

A
1£(A/ﬁn) flir groBe n ein Polynom in n, dessen Grad die Dimension von
A bzw. A st (6.9).

b) A ist gemdB 14.6 reguldr genau dann, wenn grm(A) ein Polynomring
in einer Basis von m/m2 ist. Beachte nun: grm(A) e grﬁ(A) . -

Folgerung 18.45 Sei A ein Hauptidealring und p € A ein Primelement.
Dann ist die (p)-adische Komplettierung von A ein diskreter Bewestungs-
ning.

Sie ist namlich nach 18.26 isomorph zur pA(p)—adischen Komplettierung
von A(p) also reguldr, lokal und von der Dimension 1. —

Beispiel 18.46 Sei p € N eine Primzahl. Dann ist die Komplettierung
ﬁ( ) von Z(p) gleich derA (p)-adischen Komplettierung von Z und ein
diskreter Bewertungsring. Z(p) ié} der Ring der sogenannten ganzen p-
adischen Zahlen. Er wird auch mit Zp oder Zb bezeichnet. (Vorsicht:
Letzteres Symbol wird auch oft fiir den Korper Z/(p) benutzt. Ferner

miRte es eigentlich im Einklang mit unserer Definition von A_ in 9.A2

S
als Z[%J verstanden werden.)

Aufgrund des Henselschen Lemmas existieren in %p viele algebraische,
nichtrationale Zahlen, z.B. die (p-1)-ten Einheitswurzeln. Da es fir

m > 1 nach Dirichlets Satz Uiber Primzahlen in arithmetischen Progressio-
nen ([Serre Al Chap. VI) unendlich viele Primzahlen p =1 (mod m) gibt,
existieren in unendlich vielen %ﬁ die m—an Einheitswurzeln.

(Der Leser mdge sich Ulberlegen, in welchem Zp die Zahl V2 existiert.
Vgl. Toc.cit. Chap. I, Thm. 5 iii): Ergdnzungssatz zum quadratischen

Reziprozitdatsgesetz. In demselben Buch: Chap.II,III findet der Leser
weiteres zum Nutzen der p-adischen Zahlen.)
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A
Mit Qp wird der QuotientenkGrper von Zp bezeichnet. Es ist

A
By =203 =% ey0 .
Qp ist flr kein p algebraisch abgeschlossen: Vvp € Qp . Mit diesem Ar-
gument sieht man, daf3 kein algebraisch abgeschlossener Kdrper eine nicht-
triviale diskrete Bewertung besitzt.

Da § algebraisch abgeschlossen und von gleicher Machtigkeit (und von
gleicher Charakteristik) wie Qp ist, kann man Qp in € einbetten -

auf allerdings nicht kanonische Weise (Beweis?).

6. Koeffizientenringe

Definition 18.47 Sei A ein Ring. Die Charakteristik char A von A

ist diejenige natiirliche Zahl, die den Kern des (eindeutig bestimmten)
Ringhomomorphismus Z — A erzeugt.

(N.B.: Diese Definition ist verschieden von der Bourbakis!)

Bemerkung:  Fiir m= 0 idist char (Z/mZ) = m. Also kommt jede natirli-
che Zahl als Charakteristik vor. Falls A integer ist, ist
char A = charQ(A) , also 0 oder eine Primzahl.

Bemerkungen 18.48 Sei A ein Tokaler Ring, m sein maximales Ideal,
k = A/m.

a) Sei char k =0.
Dann ist char A = 0.

Da ndamlich die Verkettung
7 —, A Kan.
injektiv ist, gilt dies erst recht flir den Homomorphismus Z — A.

Ferner 1dBt sich die Einbettung Z <— A zu einer Einbettung @ «— A
fortsetzen.

Denn fir n €Z - {0} gilt: nely € m. (Hier bezeichne 1, das Eins-
Element von A.) Also ist n-l, € A*.
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b) Sei char k =p> 0.
Dann ist char A = pn mit einem n € DVl oder char A =0.

Beweis: Sei r = char A. Die Homomorphismen Z — A — k induzieren
surjektive Homomorphismen Z —s Z/r)— Z/p). Es folgt p|r.

Sei r pn-s mit pfs. Dann ist s-lp €m, also selp € A* .
(s-lA)_1 € A. Dann ist 0 = ((p”-s)lA)a = pn(solA)a = pn'lA ,

also p" = char A.

Sei a =

c) Wenn char k = char A =p >0 ist, besitzt A einen zu Z/(p) iso-
morphen Teilkorper.

d) A besitzt genau dann einen Teilkorper, wenn char k = char A ist.
In diesem Falle gibt es auch maximale Teilkorper, da die Menge aller Teil-
korper eines Ringes induktiv geordnet ist.

3 (Z/(p)IXT .

Wir wollen zur Vorbereitung auf die Cohenschen Struktursdtze folgendes
zeigen: Sei A 1lokal, komplett mit maximalem Ideal m und k := A/m,
dann gibt es in A einen Unterring R einfacher Bauart (der im Falle
"char k = char A" ein Korper, im Falle char k = p > 0 ein sogenannter
p-Ring (18.55) 1ist), derart daB R bei der kanonischen Projektion

A — k surjektiv auf k abgebildet wird, d.h. R+m= A gilt.

Wir unterscheiden dabei, ob char k = 0 oder >0 ist.

Theorem 18.49 Sei A ein komplettern Lokaler Ring mit maximalem Ideal m,

k = A/m und der kanonischen Profektion n: A — k. Fernen sed
char k = 0.

Fin jeden maximalen Teilkinper K von A gt dann A = K e m und
- dquivalent dazu - w(K) = k.

Beweis: Da n[K: K — k injektiv ist, ergibt sich die Aquivalenz der
beiden Behauptungen aus 3.17.

Angenommen, w(K) # k. Sei y € k - n(K) . Wir unterscheiden 2 Fdlle:

Fall 1: y st transzendent iiber m(K) .

Wihle ein beliebiges Urbild t € m !

Polynom f € K[X] gilt dann =n(f(t)) + 0, da t transzendent lber m(K)
ist. Also ist f(t) € A* flr f # 0. Man erhdlt also mit K(t) einen

(y) . Fur jedes von 0 verschiedene
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echt groBeren Teilkorper als K in A; Widerspruch!

Fall 2: 'y st algebraisch Uber mu(K) .

Da char k = 0 ist, ist y separabel iiber mw(K). Sei f € K[X] das uni-
tdre  Polynom, welches bei dem durch w 1induzierten Isomorphismus

K[IX] — n(K)[X] zum Minimalpolynom von y {iber w(K) wird.

Da y aus Separabilitdtsgriinden eine einfache Nullstelle seines Minimal-
polynoms ist, gibt es nach Folgerung 18.42 zum Henselschen Lemma ein
X € n_l(y) mit f(x) =0.

Der Unterring K[x]l von A dist also isomorph einem Restklassenring des
Korpers K[X1/(f) , also zu letzterem Kdrper isomorph. Somit ist k[x]
ein echt groRBerer Teilkorper von A als K. Widerspruch! —

Der Fall ‘"char k = p > 0" erfordert einige Vorbereitungen.

Es sei jedoch darauf verwiesen, daf® die Dinge sich sehr vereinfachen, wenn
man zusdtzlich char A = p voraussetzt. In diesem Falle kann man auf
18.55 bis 18.60 verzichten. Auch der Beweis von 18.62 wird dann kiirzer.
Siehe Bemerkung 18.63.

Im folgenden (bis 18.63) sel p eine Primzahl. Firn einen Ring A sel mit
n n
AP hien die Menge {aP | a € A} - und nicht der Modul den p"-Tupel

von Elementen von A - bezeichnet. (Entsprechend sind die Bezeichnungen

n
AP, kP - gin Kénper K - ete. zu verstehen.)

Definition 18.50 Sei K ein Kdrper der Charakteristik p.

a) Eine Teilmenge B < K heiBt p-frei, wenn die Familie

~o n .

B := < T o a | 0 < Ng<P>s N = 0 flur fast alle (X) linear unabhdngig
oeB

tiber KPist. (Die Indexmenge der o.a. Familie ist die Teilmenge

derjenigen (na)a€B von INB , die o0.a. Bedingungen erfiillen.)

~

b) B heiBRt eine p-Basis, wenn B eine Basis des KP-Vektorraumes K
ist.

Bemerkung 18.51 Wenn K wie oben und B < K eine Teilmenge ist, dann

ist der Korper Kp(B) von B als KP-Vektorraum erzeugt. Wenn also B
p-frei ist, ist B eine KP-Vektorraumbasis von Kp(B) tiber KP .



259

18.6 Koeffizientenringe
Satz 18.52  Jeder Kérper K dern Charakteristik p besitzt eine p-Basds.

(N.B.: Wenn K volikommen ist, ist @ die einzige p-Basis.)

Beweis: Sei M die Menge der p-freien Teilmengen von K. Da @ € m,

ist M+ P. Durch die Inklusion ist M 1induktiv geordnet.

(Da eine Familie von Vektorraumelementen genau dann linear unabhdngig ist,
wenn dies flr jede endliche Teilmenge gilt, sieht man sofort: Die Verei-
nigung der Elemente einer Kette in M gehort zu m.)

Sei B maximal in m. Ist B keine p-Basis von K, so gibt es ein
a €K - KP’(B). Da 1,05...,0P" 1 eine (Vektorraum-) Basis von

K°(B u {a}) Uber KP(B) ist, folgt die p-Freiheit der Menge B U {o}
sofort aus dem

Lemma 18.53 Selen Ke L ek Kirpererweiterungen, (ai)iel eine Vek-
Tornaumbasis von Lo ldber K, <Bj)j€J eine solche von E (dber L, 50
L5t die Familie (aiﬁj)(i,j)elxd elne Vektorraumbasis von E  dber K.
Dies beweist man wie in dem wohlbekannten Fall, daB I und J endliche
Mengen sind. —

Satz 18.54 Sel B eine p-Basis eines Kirpers K der Charakteristik
p und me€ N. Dann {84 die Familie
n
( ma®]0x ny < p", n,=0 flr fast alle a€B >
o€B m
eine Vektorraumbasis von K dber KP

P
Beweis: Die Zuordnung X b— xP  definiert einen Isomorphismus

r
K — Kp )

1

r+ r
welche KP auf KP abbildet. Deshalb ist {ap | o € B} eine p-Ba-

r
sis von KP . Der Satz folgt dann mit Hilfe (m-1)-facher Anwendung des
Lemmas 18.53. —

Definition 18.55 Ein p-Ring ist ein Ring R, derart daBl das Ideal pR
maximal und R  pR-adisch komplett ist.

A
Beispiele: Jeder Korper der Charakteristik p, Z/pn, Zp .
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Satz 18.56 Sel R ein p-Ring.

a) R st Lokal und noethersch mit dem maximalen Ideal pR.

b) Sei ply nilpotent, etwa p"ly =0, p"lly+ 0. Die Ideate von R
sind dann von dern Form p'R mit 0 <r <n. Sie sind pawweise verschie-

den. Insbesondere 4s% IRR =n<ow und char R = p".

c) Sel plp nicht nilpotent. Dann L5t R eln diskreten Bewerntungsring
den Charakteristik 0 und p = le das (bis auf assozdiente) einzige
Primelement von R.

d) Jedern Resthlassenring von R, der nicht zum Nullring Lsomorph Lis%,
8% ein p-Ring.

Beweis:  Wir konnen wie im Beweis von 18.25c) schlieBen, daB 1-(px)y

flir jedes x € R und jedes y € R invertierbar, d.h. px € Jac R fiir

alle x € R ist (1.23). Also ist pR das einzige maximale Ideal von R.

Sei a€ R - (0). Da nach Voraussetzung N p1R = N (pR)1 = (0) ist,
i€l €N

gibt es ein groBtes r € N, so daB a = p'b mit einem b € R ist.

Wegen der Maximalitdat von r st b ¢ pR, also b € R*¥. Schreibe

v(a) =r. Sei a#* (0) ein Ideal von R und a € a - (0) so gewdhlt,

daB r := v(a) minimal ist. Insbesondere gilt er ca.

Fir jedes a' € a - (0) gibt es dann ein s 2 r und ein u € R* mit

! S

a' = p’uceE er. Es folgt ac er , also a = er.

Insbesondere ist somit jedes Ideal von R ein Hauptideal.

a) ist bewiesen.
b) st klar.

c) Seien a,b€eR - (0), a-= pru , b=p° mit u,v € R¥. Dann ist

ab = pr+suv +# 0, da p°1R nicht nilpotent ist.

Also ist R integer.

Nach Obigem ist R ein Tokaler Hauptidealring, d.h. ein diskreter Bewer-
tungsring.

Da prlR # 0 dst fir alle r, ist auch char R # pr fiir alle r.
Mit18.48b) folgt char R = 0.

d) Jeder Restklassenring R' 4 0 dist lokal mit maximalem Ideal (le.L
Wenn R' % R ist, muB R' = R/me flir ein m sein. Also ist R'

pR'-adisch komplett. -



18.6 Koeffizientenringe 261
Satz 18.57 Sel f: R — R' ein Homomorphismus von  p-Ringen.

a) Es gikt f(p"R) = p™R' {ir alle m. Insbesondere ist f(pR) < pR',
also T Lokal.

b) Es gilt ]RR > 1R.R' . Und es 48€ f genau dann infektiv, wenn
]RR = 1R.R' 8%,

c) Genau dann ist f sunfektiv, wenn f einen Isomorphismus der Rest-
keassenkinper f: R/pR — R'/pR' induziert.

-1

d) Firn m<1pR' st f (p"R') = p"R .

Beweis: a) ist trivial.

. . n . n n
b) Sei 1RR = n <e. Dann ist p -1R 0, also ist p 1R.= f(p lR)=:O.

Wenn f injektiv ist, folgt aus pan. = (0, daB auch pan =0 1ist.
Dann ist also 1R(R) < ]R.(R') nach 18.56b) und deshalb 1R(R) = 1R.(R').

Sei umgekehrt 1R(R) = 1R.(R') . VYon f wird ein injektiver Homomorphis-
mus der RestklassenkOrper '?O: R/pR — R'/pR' induziert.

Fir r € IN hat man folgendes kommutative Diagramm:

.F
R/pPR —2 5 R'/pR!

.F
er/pr+1R r er'/pr+1R'

wo o und o' durch die Multiplikation mit pr induziert werden.

Wenn p'R' # (0) ist, ist o' injektiv, also mit f, auch T injek-
tiv. Die Behauptung folgt also mit Hilfe von 18.28a).

c) Wenn f surjektiv ist, dann auch f . Ein surjektiver Korperhomomor-
phismus ist aber bijektiv.

Umgekehrt, wenn f surjektiv ist, gilt dies auch fiir die induzierten
R-ModuThomomorphismen

r+l r+1R.

p"R/p"TR ——— p"R'/p

Die Behauptung folgt aus 18.28b).

d) Wegen a) gilt p™R < f—l(me') . Da 1R(R/me) = 1R.(R7me') =m

ist, wird nach b) ein injektiver Homomorphismus R/p™R €&— R'/p™R' indu-
ziert, also kann me keine echte Teilmenge von f'l(me') sein. —



262 §18 Komplettierung

Satz 18.58  Sel

(
gen. Dann 8% L%@

R ’fn)n>1 eln suwrijektives Linverses System von p-Rin-

n
R, ein  p-Ring.

nach 18.57b). Wenn es

Beweis: Sei 1 = 1Rn(Rn) o Bsgilt 1,21,

ein Ne€ IN gibt mit 11 = ]j fiir i,j 2 N, so sind die fn flir n>N
injektiv, also nach Voraussetzung Isomorphismen. Dann ist lim Rn = Ry .
n

Es ist also nur noch der Fall 1 < e und Tim ]n = o zU betrachten.

n
n - oo
R := 1im R_ st ein Unterring des direkten Produktes T R_. Durch die
v " n "

Projektion auf den m-ten Faktor erhdlt man flr jedes m einen Homomor-
phismus o R — Rm.

Aus der Definition des inversen Limes sieht man, daB - surjektiv ist,
wenn die fn fir n > m es sind. Da nach Voraussetzung alle fn sur-
Jjektiv sind, gilt dies auch fiir alle T

Setze Im := Ker mo s IO := R.

Nach 18.12 ist R komplett beziiglich der Filtrierung <Im)m62m . Ver-
mittels m, bzw. T ist R/Im o Rm und

Tm " .
Im/In ~ p Rn fir n=m. Denn Im/In wird durch T auf den Kern
des Homomorphismus R, — Ry, abgebildet, der durch Verkettung der fs
mit m< i <n entsteht. Dieser ist men nach 18.57d). Es folgt:

(%) I/T = (I, +p

Behauptung: Flir m € IN1 ist Im =p

1 1
Da p"R =0, ist p"R <.

Sei x €1, . Nach (*) gibt es zu jedem n >m ein Yp € 1 und ein
: - m
z, € R mit x = Yo+ P2,

Die Folge ist eine Cauchy-Folge in R bzgl. der Filtrierung

(Zn%12m
durch (11.)1.E N Sei namlich j € N gegeben und N € IN so grofB3, daB

]N - ]m >j idst, so gilt flir r,s 2 N:
me, . - - =
p (Zr zs) =Yg = Yy = 0 (mod IN).

Fiir die Restklassen z

Ty=1

- = N 'm
Z,."Zg € (p R) /IN < Ij/IN , d.h. ,Zr—zs € Ij‘

o Ze modulo IN ist also
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Da R komplett ist, konvergiert die Folge gegen ein z € R

1 1 1
und es ist p "z =p ™ Tim z, = lim (p

(Zo)nsm
mzn) = X . Die Behauptung ist
n-oo n—oo

somit bewiesen.

Da die Folge der ]n m?noton gegen o geht, sind die beiden Fiitrierun-
gen (an)n €N und (p N R)n €N (mit 10 = 0) von R d&quivalent im
Sinne von 18.1. Mithin ist R nach 18.4c) auch pR-adisch komplett.

Als letztes ist noch zu zeigen, daB pR ein maximales Ideal von R ist.
1
Wegen pR>p 'R =1, gilt: R/pR = (R/I;)/p(R/I}) = Ry/pRy .

Letzteres ist nach Voraussetzung ein Korper. —

Definition 18.59 Sei A ein Ring. Definiere induktiv: A(0) := A,

n n
A(n) := AP +peA(n-1) :={aP +pb | a€eA, beAn-1)}.

Satz 18.60  Fir jedes n € N st A(n) ein Unterning von A, und zwar

n-r
der von allen Elementen dern Foam pr-ap mit a€hA, 0<r<n en-

zeugte Unterring.

Beweis: Induktion nach n, wobei der Fall n =0 trivial ist.

Sei jetzt n>0. Wegen 0 € A(n-1) ist 0 € A(n) und 1€ A(n),
ferner -1 € A(n) fir p+2. Fir p=2 gilt aber -1 = 12n + 2(-1),
also -1 € A(n), da -1 € A(n-1).

Aus der Induktionsvoraussetzung folgt auch Teicht die multiplikative Ab-
geschlossenheit von A(n) .

Zur additiven Abeschlossenheit: Sei f € Z[X,Y] so definiert, daB
(X+Y)P = xP 4 per(x,Y) + YP gitt.

Fir 1 = 1,2 seien a; € A, bi € A(n-1) . Dann ist
n n n-1 n-1 n-1 n-1

a? + pby + ag + pb, = (ag -+ag P - p-f(a? ,ag ) +p(bytb,) .
) pn—l pn-1
Da nach Induktionsvoraussetzung b1+b2 - f(a1 >3 ) € A(n-1) ist,
n-1 n-1 n
mu3 nur noch (a1 +ag )p e AP+ pA(n-1) gezeigt werden.
n-1 n-1 n-1 n-1 n-1
Nun ist a? + ag € A(n-1), also a? + ag = cP +pd mit

gewissen c € A, d € A(n-2) - wobei A(-1) = {0} gesetzt werden darf.
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n-1 n-1 n n-1

Wir erhalten (a? +a2 )p = cP o+ Pf(Cp ,pd) + ppdp-

Da pA(n-2) = A(n-1) gilt, ist pd € A(n-1) und pp_ldp € A(n-1) .

n-1
Weil auch noch cP € A(n-1) ist, haben wir

n n-1 1 n
cP +p(f(cp ,pd) + pp dp) e AP 4 pA(n-1) .
Die Behauptung iliber die Erzeugbarkeit folgt sofort aus der Induktions-
voraussetzung. —

Lemma 18.61 Sel A = jo =) jl D ... edn gltnienten Ring mit
P 1A € jl und jrjs c jr+s . Sefen x,y €A und n,me N, fernen
X =y mod jm . Dann gilt:

n n
PP 5
X" = y" mod Fen -
Beweis: Es geniigt, den Fall n =1 zu behandeln.
P p Pl 5 p-1-i .
Da x" -y = (x~y) = X XYy und x-y € jm ist, muB nur noch
i=0
p-1 . . .
) x1yp 1-1 € j1 gezeigt werden. Modulo jm ist dieser Ausdruck aber
20 v
1 -l 5 ope1-i . p-l .
kongruent zu ¥ Xx X = pX € PR < 3o -
i=0 -

Theorem 18.62 Seien A ein komplettern Lokaler Ring, m seiln maximales
Ideal, k = A/m von der Charakteristik p und mw: A — k die kanoni-
sche Projektion. Dann gibt es einen p-Unteriing R von A mit
Rtm = A, d.h. mw(R) = k. Fir jedes solche R gift RnNnm=pR.

Beweis: Sei S eine p-Basis von k und S < A ein Reprdsentanten-
system fir S.

a) Wir behandeln zunichst den Fall, dap m"*! = (0) fir ein ne IN ist.

Fir me€ IN sei R, *= (A(m))[ST.

Behauptung 1: Sei A' ein Unterring von A, der S wumfaBt. Dann gilt

A':)Rn<=¢A'+m=A.
n
Beweis hierflir: "»' Zu zeigen ist m(R ) = k. Es ist w(A(n)) = kP,

== n

n
also m(R,) = kP [S] = k nach 18.54.
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n-r
'«": Nach 18.60 ist zu zeigen: A' o> {prap | a €A, r= 0,...,n} us.

Nach Voraussetzung gilt bereits S< A'. Da A'+m=A 1ist, gibt es zu
jedem a € A ein a' € A' mit a

a' mod m. Wegen p-lA e m folgt

n-r n-r n-r n-r
pr(ap -a'P ) € mn+1 = (0) nach 18.61, d.h. prap = pra'p € A'.

Fir alle n mit mn+1 = 0 st also Rn der kleinste Unterring R von A

mit Ro>S und R+m=A.

Behauptung 2: Es ist R nm= pR.

Beweis hierfir: o' ist klar, da p-lA em gilt.

n_n.

c': Wahle m so groB, daB n" = (0) 1st, also nacg Obigem
R=R,=R._q gilt. A(m) enthdlt die Elemente P mit s €S . Des-
o
halb wird R~ als A(m)-Modul von allen Monomen der Form 1T s >, wo
SES

0 < a; < pm und o = 0 fiir fast alle s gilt, erzeugt.
Zusammen mit der Beziehung

m
A(m) = AP+ peA(m-1)
erhdlt man fiir jedes x € R die Darstellung

m
= p
X g ag Za + py

o

mit a_e€ A, y€eR 1= R, wo Z_  die oben angegebenen Monome 11 s S
o m a SES
durchlauft.
m m m
Wenrn x € Rnm idst, gilt 0 =mn(x) =% n(ao()p "(Za) . Da n(ao()p e kP
a m

ist und dielﬂza) nach 18.54 eine Basis von k {Uber kP bilden, folgt
"(aa) =0.

m m
Dann ist aber a, €m, also ag enP cn™= (0) , und es folgt x = py

mit y € R.

Nach Behauptung 2 haben wir: R/pR = R/(RNm

n+l

) R) = also ist pR
ein maximales Ideal von R. Da aber p €n"

ks
= (0) gilt, ist R ein
p-Ring.
Wir vermerken noch:

R dist der einzige p-Unterring von A mit R>S und R+m=A.

Denn R st der kleinste solche. Gdbe es noch einen groferen p-Unterring,
R', so induzierte die Inklusion Re— R' einen Isomorphismus der Restklas-

senkdrper, wdre also surjektiv nach 18.57¢); d.h. R =R'.
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b) Allgemeiner Fall: Sei A := A/m"1

n und M A — A_ die kanoni-

sche Projektion. "

In An gibt es einen eindeutig bestimmten p-Unterring R, > der nn(S)
umfaBt und die Eigenschaften des Satzes erfiillt. Da das Bild eines p-Rin-
ges nach 18.56d) wieder ein solcher ist, sieht man nun leicht, daB Rn+1
bei der kanonischen Projektion A

Man erhdlt

nl An auf Rn abgebildet wird.

R := l%@ Rn (= l%@ An = A.

Nach 18.58 ist R ein p-Ring. Offenbar ist w(R) = k,d.h. R+ m=A.
Da R Tokal mit maximalem Ideal pR dst, ist m N R = Ker(m|g) = pR. —

Bemerkung 18.63 Wenn - mit obigen Bezeichnungen - neben char k = p

auch char A = p gilt, so ist der oben gefundene p-Ring R ein Korper,
da dann pR = (0) qilt, und es ist A =R @& m. In diesem Falle ist 18.62
einfacher zu bewejsen:

Beweis von 18.62 unter der Zusatzbedingung, daR char A = p 1ist:

Sei S eine p-Basis von k und S < A ein Reprdsentantensystem fiir S.

a) Sei zundchst mn+1 = (0) fur ein n € N.

m
Fir me N ist AP ein Unterring von A.
Sei m so groB, daR pM > n+l ist.

m
Behauptung 1: AP ist ein Teilkorper von A, der durch n bijektiv auf
m
kP abgebildet wird.
n n n
Wenn nimlich aP mit a € A keine Einheit in AP ist, ist aP und

damit auch a keine solche in A, d.h. a € m. Es folgt

m m
a’ enP c mn+1 = (0) . Der Rest ist klar.

m
Behauptung 2: AP [S] st ein Teilkorper von A, der durch w bijektiv
auf k abgebildet wird.

m m m m

Da sP € AP fir alle ses gilt, wird AP [S] als AP -Modul von der
Familie

% m
Z:= ( ms”>|0<a . <p, o, =0 flir fast alle s )
s S
s€S n
erzeugt. Nach 18.54 ist aber die Familie mw(Z) Tlinear unabhdngig iiber kP .
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Der durch mn induzierte surjektive Ringhomomorphismus
m pM
APIS] — kP LS

m_
ist also auch injektiv. Da kPIS] =k ist, folgt die Behauptung.

Behauptung 3: Sei K ein TeilkOrper von A mit K> S. Dann gilt

m
mK) = k = K= AP [s].

m m m m
si: Es ist KP [S1< AP [SI. Da w( K° [S1) = kP[] = k st und
m m m
AP [S] bijektiv durch w auf k abgebildet wird, gilt kP [S] = AP [S].
m m
Wegen K o kP [s] folgt Ko AP [S]. Da K durch w bijektiv auf k

m
abgebildet wird, ist K = AP [S].

<" st trivial.

+1 die kanonische Projektion.

b) Im allgemeinen Fall sei mw,: A —— A/mn
Nach a) gibt es in jedem A/mn+1 einen eindeutig bestimmten Teilkorper
R, » der bijektiv auf k = (A/mn+l)/(m/mn+1) abgebildet wird und

R, > nn(S) erfillt.

Bei der kanonischen Projektion
A/mn+1 . A/mn

wird R bijektiv auf R abgebildet. Man erhdlt also einen Teilkorper

n n-1
R := l%@ R, < l%m (A/mn+1) = A, mit der gewinschten Eigenschaft. —

Bemerkung 18.64 Wir wollen die Theoreme 18.49 und 18.62 nochmals - anders

gruppiert - zusammenfassen: Sei A ein kompletter iokaler Ring, m sein
maximales Ideal und k := A/m.

a) MWenn char k = char A ist, gibt es in A einen Teilkorper K mit
Keom=A.

b) Wenn char k £ char A ist, gilt char k = p mit einer Primzahl p,
und es gibt einen p-Unterring R mit R+ m=A.
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7. Cohens Struktursdtze

Theorem 18.65 Sel A ein noetherschen hompletter Lokaler Ring mit dem
maximelen Ideal m und k := A/m. Dann gilt:

a) Wenn char k = char A {is%, gibt es ein n € N, derarnt daf A Ls0-
morph einem Resthlassenring von KlXq,....X I 4st.

b) Wenn char k = p # char A (s, gibt es einen p-Ring R mit R/pR=k
und ein n € N, derant daB A isomoaph zu einem Resthlassenring von
R[Xl,...,Xnﬂ ST,

Beweis: Sei mw: A — k die kanonische Projektion.

a) Sei K ein Teilkorper von k, der durch w isomorph auf k abgebil-
det wird. Es gibt also einen Isomorphismus k — K. Verkettet mit der
Inklusion K — A erhdlt man einen Homomorphismus ¢': k — A.

Sei m= AXl-F...-FAXn . (A st noethersch!) Nach 18.33 kann man ¢' zu

einem Homomorphismus kﬂXl,...,Xnﬂ — A mit w(Xi) = X; fortsetzen.

Zu zeigen bleibt die Surjektivitdt von . Sei n = (Xl,...,Xn) das maxi-

male Ideal von kﬂXl,...,Xnﬂ . Es gilt on")y e n” fir alle r. Da n"

. r
von den Monomen vom Grade r in den Xl""’Xn und m  von den Monomen

vom Grade r in den XpseensX erzeugt wird und ¢ einen Isomorphismus

n
k[Xl,...,Xn]/n —— A/m induziert, sieht man, daR der durch ¢ induzierte

Homomorphismus
grn(kﬂxl,...,Xn]) — grmA

surjektiv ist. Mit 18.28b) folgt die Surjektivitat von o .

b) wird so wie a) bewiesen:

Sei R ein p-Unterring von A mit w(R) =k und m= Axl-k...-+Axn.

Es gibt «: RﬂXl,...,Xnﬂ — A mit @(X;) = x; wie oben. RﬁXl,...,Xnﬂ
ist mn-adisch komplett, wenn n := (p’lR’Xl""’Xn) ist. Dann folgt die

Surjektivitdt von ¢ wie oben. -

Bemerkung 18.66 Man kann zeigen, daB jeder p-Ring R isomorph einem

Restklassenring eines diskreten Bewertungsringes R' ist. ([Bourbaki]
chap. IX §2 no. 3 Cor. de la prop. 5.) Im Falle b) von Theorem 18.65 ist
dann A auch isomorph einem Restklassenring von R'EXl,...,Xnﬂ.
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Wegen 18.34 ist also jeder noethersche komplette lokale Ring A isomorph
einem Restklassenring eines reguldren lokalen Ringes.

Zusatz 18.67 Zusdtzlich zur Voraussetzung von 18.65 seil A regulin von
dern Dimension d. Dann gilt:

a) Wemn char k = char A ist, st A =~ kﬂXl,...,Xdﬂ.

b) Wemn char k = p * char A und pely ¢ m2 Ls%, gibZ es einen diskre-
ten Bewertungsning R mit A = RIXj,....X, 1.

(Siehe Al19f. flr den Fall p-1A € m2.)

Beweis: a) Sei X{>+++sXq e€in reguldres Parametersystem von A.

Wie im Beweis von 18.65 konstruiert man einen surjektiven Homomorphismus

©: kﬂXl,...,XdB — A, wobei mop(k) = idk und @(Xi) = X; ist.

Die Injektivitdt von ¢ folgt mit 14.6 und 18.28 oder mit Hilfe von Di-
mensionsbetrachtungen. (Es ist A = kﬂXl,...,Xd] / Ker ©. Wdre Ker ¢ # 0,

so ware dim A < dim kﬂXl,...,Xd] =d, da kﬂXl,...,Xdﬂ integer ist.)

b) Da p-lA ¢ m2 ist, gibt es nach 14.12 ein regulédres Parametersystem
von A der Form p-lA,xl,...,xd_1 . Es gibt einen p-Unterring R von
A mit m(R) = k. Da A ails reguldrer Ring integer und p-lR = p-1A # 0
ist, ist R ein diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal pR.

Die Einbettung R < A kann man vermdge (Xi-—+xi) zu einem surjektiven
Homomorphismus : RﬂXl,...,Xd_lﬂ — A fortsetzen.

Sei n := (p-lR,Xl,...,Xd_l) das maximale Ideal von RHXl,...,Xd_lﬂ.

Man betrachtet wieder gr(y): grn(R[Xl,...,Xd_lﬂ)-——a grmA und schlieBt
wie oben. —

Folgerung 18.68 (zu 18.65)  Jeder noethersche komplette Lokale Ring A
L8k katendrn.

Beweis: A ist jsomorph einem Restklassenring eines Ringes der Form

B = RﬂXl,...,Xnﬂ , wo R ein Korper oder ein p-Ring ist. Ein p-Ring
ist ein diskreter Bewertungsring, d.h. ein reguldrer lokaler Ring der Di-
mension 1, oder ein Ring endlicher Linge (18.56), d.h. es ist

dimR =tf R=0. In jedem Fall ist R ein Cohen-Macaulay-Ring; also
ist nach 18.34 auch B ein solcher. Wende nun 17.23 an. —
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Theorem 18.69 Sei A ein noethernschen kompletten Lokaler Ring den Di-
mension d  mit Resthlassenkinper k .

a) Wenn char k = char A .{st, gibt es einen Unterrning B o kﬂXl,...,Xd]
von A derant, daf A endlich idber B .isf.

b) Wemn char k = p # char A und p~1A ein Nichtnullteilern von A 4is%,
dann gibt es einen p-Ring R unendlicher Linge (also einen diskreten Be-
wertungsiing) und einen Unterring B =~ RIXy5.. 05Xy 41 von A derarnt, daB
A endlich lber B isf.

Beweis: a) MWie im Beweis von 18.65 hat man einen Homomorphismus ke A,
der verkettet mit der kanonischen Projektion mw: A — k die Identitdt
auf k ergibt.

Sei X1oe Xy ein Parametersystem von A und o kﬂXl,...,Xdﬂ — A
durch @(Xi) = X definiert.

Setze B' := kﬂXl,...,Xdﬂ und n:= (Xl""’xd)'

Behauptung 1: A st (vermittels «) eine endliche B'-Algebra.

Beweis hierflir: Durch ¢ wird ein Homomorphismus

gr(w): gr (B') — gr,a(A)

induziert. Da B' mn-adisch komplett und n B < n n = (0) ist,
relN reIN
genligt es nach 18.29 zu zeigen, daB grnA(A) (vermittels gr(p)) eine

endliche grn(B')—Algebra ist.

Zundachst sieht man, da@ A/nA endlich Uber B'/n ist. Denn nach Defini-
tion eines Parametersystems ist A/nA = A/(xlA-+...-+di) ein Ring end-
licher Lange. Ferner hat man ein kommutatives Diagramm kanonischer Ring-

homomorphismen
k

SN

B'/n «——— A/MA —— A/m = k

Da3 A/nA von endlicher Ldnge ist, bedeutet, daB A/nA als k-Vektorraum,
also als (B'/mn)-Vektorraum endlich-dimensional ist.

Sei nun 51,...,5 ein Erzeugendensystem von A/nA, und seien

r
ags.-.»3, € A Reprdsentanten der 51.

Dann st Aa1 + ...+ Ra, + A=A, also
nmal ..+l 4 a™ly - oM . Es folgt:
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(nm/nm+l)51 + ...+ (nm/nmﬂ)'ﬁr = nmA/nm+1A.

Deshalb erzeugen T ERRRPE den grn(B')—Modu1 grnA(A) .

r

Behauptung 2: ¢ ist injektiv. Da B := @(B') « A eine endliche Ring-

erweiterung ist, gilt dim B = dim A nach 7.23.

AuBerdem ist dim B' = d = dim A, also dim B = dim B'.
18.34a)

Wdre Ker ¢ # (0), so wdre
dim B = dim ¢@(B') = dim(B'/Ker ¢) < dim B' ,

da B' integer ist.
Mit den Behauptungen 1 und 2 ist a) bewiesen.

b) Sei R ein p-Unterring von A, derart daB w(R) = k ist.

Da p-lA kein Nullteiler in A idist, ist p'lR = p-lA nicht nilpotent,
also R von unendlicher Lange.

Da p-lA ein Nichtnullteiler von A idst, gilt dim(A/pA) = dim A-1
nach 14.18a). Wenn also X1s+-+sX4.1 €in Parametersystem des A-Moduls
A/pA  1ist, so ist PoXyseensXy_q ein Parametersystem von A.

Definiere nun B' := RIXy,....X 41, ©: B' —> A durch o(X;) = x; ,

no:= (p'lR’Xl""’Xd-l) und argumentiere wie im Beweis von a). —

Obiges Theorem ist ein Analogon zum Noetherschen Normalisierungslemma 9.2.
Deshalb erhdalt man auch analog zu 9.40 die Folgerung:

Satz 18.70 Sei A ein noethernscher komplettern Lokaler Integrititsiing
und Q(A) € K eine endliche Kirpererweiterung.
Dann st den ganze AbschluB B von A 4n K endlich idber A.

Beweis: A st endlich Uber einem Unterring C e:RﬂXl,...,Xdﬂ » wobei R
ein Korper oder ein diskreter Bewertungsring ist. (Beachte, daB A in-
teger ist.) B st auch der ganze AbschluB von C in K. Wir dirfen
also A =¢C = RﬂXl,...,Xdﬂ annehmen.

Insbesondere ist ohne Eins