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1 Einleitung

»Es ist schwierig und oft unméglich, den Wert eines Problems im Voraus
richtig zu beurteilen; denn schlielich entscheidet der Gewinn, den die
Wissenschaft dem Problem verdankt.

David Hilbert!

Der deutsche Mathematiker David Hilbert, der als einer der grofiten Mathematiker seiner
Zeit gilt, prisentierte im Jahr 1900 auf dem Internationalen Mathematiker-Kongress in
Paris eine Liste der seiner Meinung nach wichtigsten offenen Probleme der Mathematik.
Spéter verdffentliche er in [ | eine Liste von 23 offenen Problemen der Mathematik,
die heute als die Hilbertschen Probleme bekannt sind. Diese Liste hat die Entwicklung der
Mathematik im 20. Jahrhundert mafigeblich beeinflusst und motiviert. Bis heute sind ei-
nige dieser Probleme ungel6st und von manchen konnte man zeigen, dass sie unbeweisbar
sind (Hilberts 1. Problem: die Kontinuumshypothese?, vgl. | , Theorem 6.33]).

Wir méchten uns mit dem 10. Problem beschéftigen, das wir kurz als H10 bezeichnen.
Die Formulierung lautet:

»Fine Diophantische Gleichung mit irgend welchen Unbekannten und mit gan-
zen rationalen Zahlencoefficienten sei vorgelegt: man soll ein Verfahren ange-
ben, nach welchem sich mittelst einer endlichen Anzahl von Operationen ent-
scheiden lift, ob die Gleichung in ganzen rationalen Zahlen Idsbar ist”.“| ,

S. 276]

Hilbert fragt also — nach heutigem Verstédndnis — nach einem Algorithmus, der die Los-
barkeit diophantischer Gleichungen entscheidet und nach endlicher Zeit terminiert. Die
Formulierung lésst schlielen, dass er die Existenz eines solchen Algorithmus erwartete.
Der Begrift Algorithmus wurde im Laufe des 20. Jahrhunderts formalisiert. Der Mathema-
tiker Alan Turing? lieferte den Beweis fiir das iiberraschende Resultat, dass es unlosbare
bzw. unentscheidbare Probleme® gibt (vgl. | , Kapitel 9]).

!'David Hilbert (%1862, t1943) war ein deutscher Mathematiker, der ein breites Spektrum grundlegender
Ideen in vielen Bereichen der Mathematik entwickelte.

2Die Kontinuumshypothese besagt, dass es keine Menge gibt, die in ihrer Méchtigkeit grofer ist als N
und kleiner als R. Dieses Problem ist in ZFC nicht entscheidbar.

3Hervorhebungen durch den Verfasser

“Alan Turing (%1912, +1954) war ein britischer Mathematiker, der mit seinen Arbeiten die Grundlagen
fir die Informatik lieferte.

5Das Halteproblem bezeichnet die Frage, ob ein gegebener Algorithmus (oder eine Turingmaschine) fiir
eine gegebene Eingabe terminiert, also nach endlich vielen Schritten anhélt. Turing konnte beweisen,
dass es keinen Algorithmus gibt, der das Halteproblem fiir alle méglichen Algorithmen und Eingaben
entscheiden kann.



1 Einleitung

Frithere Arbeiten von Martin Davis®, Hilary Putnam” und Julia Robinson® ergaben, dass
die negative Losung von H10 folgt, sobald eine diophantische Definition der Exponenti-
alfunktion gefunden wird. Der russische Mathematiker Yuri Matijasevic? lieferte diese im
Jahr 1970 im Alter von 22 Jahren mithilfe der Fibonacci-Zahlen.

In der vorliegenden Arbeit moéchten wir insbesondere einen Beweis der negativen Losung
von H10 fiihren. Grundsétzlich orientieren wir uns an der Argumentation in [ |, die
meisten unserer Beweise finden sich in d&hnlicher Form dort. Wir beschreiben kurz unsere
Vorgehensweise:

Wir werden in Kapitel 2 zunéchst einige Begriffe aus der Berechenbarkeitstheorie wieder-
holen und dann zeigen, dass diophantische Mengen rekursiv aufzdhlbar sind.

In Kapitel 3 entwickeln wir ein genaueres Verstdndnis davon, was diophantische Gleichun-
gen, Mengen und Funktionen sind. Wir werden Beispiele betrachten und erste fundamen-
tale und wichtige Methoden kennenlernen.

In Kapitel 4 widmen wir uns den diophantischen Ausdriicken. Wir untersuchen, wie wir
diophantische Mengen beschreiben kénnen und welche Operationen diophantische Aus-
driicke darstellen. Nachdem wir erkennen, dass fast alles, was einen Nutzen fiir uns hat,
durch diophantische Ausdriicke beschrieben werden kann, zeigen wir noch die Grenzen dio-
phantischer Ausdriicke auf und zeigen damit, welche Mengen nicht diophantisch sind. Der
Kern dieses Kapitels ist das Resultat, dass die Exponentialfunktion diophantisch ist. Fur
den Beweis dieser Aussage werden wir uns eingehend mit der Pell-Gleichung beschéftigen.
In Kapitel 5 lernen wir die rekursiven Funktionen kennen. Diese bilden ein Berechenbar-
keitsmodell, das dquivalent zu den wohlbekannten Turingmaschinen ist (wir gehen kurz
auf diese Aquivalenz ein). Wir zeigen, dass eine Funktion genau dann rekursiv ist, wenn
sie diophantisch ist.

Die negative Losung zu H10 liefern wir in Kapitel 6. Wir definieren die universelle diophan-
tische Menge und konstruieren eine nicht-rekursive Funktion. Damit folgern wir, dass die
Losbarkeit diophantischer Gleichungen nicht entscheidbar ist. Dabei bilden die rekursiven
Funktionen unser zentrales Hilfsmittel.

SchlieBlich betrachten wir in Kapitel 7 anhand verschiedener Beispiele die hypothetische
Anwendung eines Algorithmus, der diophantische Mengen entscheiden kann. Dabei werden
wir sehen, dass wir mit diophantischen Mengen bekannte, lange ungeléste und sogar zum
Teil bis heute ungeléste Probleme beschreiben kénnen. Fin Algorithmus zur Entscheidung
diophantischer Mengen hétte also einige offene Frage bereits beantworten kénnen.

Im Ausblick (8) betrachten wir kurz weitere Fragestellungen rund um Hilberts 10. Problem
und erfahren dabei, dass einige davon sogar noch offen und ungelést sind.

SMartin Davis (¥1928) ist ein amerikanischer Mathematiker, der insbesondere fiir seine Arbeit zu Hilberts
10. Problem bekannt ist.

"Hilary Putnam (%1926, +2016) war ein amerikanischer Philosoph und Mathematiker, der zum Beweis
der Unentscheidbarkeit diophantischer Mengen beitrug.

8 Julia Robinson (x1919, +1985) war eine amerikanische Mathematikerin, die fiir ihre Arbeit an Entschei-
dungsproblemen sowie H10 bekannt ist.

9Yuri Matijasevic (%1947) ist ein russischer Mathematiker, der mit seiner negativen Antwort auf Hilberts
10. Problem im Alter von 22 Jahren bekannt wurde.



2 Entscheidbarkeit

In diesem Kapitel méchten wir einige Begriffe aus der Berechenbarkeitstheorie wiederholen.
Dabei setzen wir grundlegende Kenntnisse iiber Turingmaschinen voraus, da diese im
Folgenden weder definiert noch genauer beschrieben werden. Dafiir verweisen wir auf die
Literatur, beispielsweise [ , Kapitel 3.1] und | , Kapitel 8.2]. Wir erinnern an
einige Definitionen, die unser Versténdnis des 10. Hilbertschen Problems verbessern sollen
und zeigen, dass die Entscheidung diophantischer Mengen rekursiv aufzidhlbar ist (eine
starkere Aussage liefert Satz 6.7).

Definition 2.1. Eine Sprache L heif3t rekursiv aufzihlbar genau dann, wenn eine Turing-
maschine existiert, die L erkennt.

Definition 2.2. Eine Turingmaschine M heif3t Entscheider, falls M auf allen Eingaben
stoppt.

Definition 2.3. Eine Sprache L heifit entscheidbar genau dann, wenn ein Entscheider
existiert, der L erkennt.

Wir werden in Kapitel 5 ein alternatives und sogar dquivalentes Berechenbarkeitsmodell
kennenlernen: die rekursiven Funktionen. Mithilfe der rekursiven Funktionen werden wir
dann die Unentscheidbarkeit diophantischer Mengen beweisen. An dieser Stelle mdchten
wir zeigen, dass dieses Problem rekursiv aufzéhlbar ist (vgl. [ , Abschnitt 3.3, S.
154 ff.]). Dazu formulieren wir Hilberts 10. Problem in Begriffen der Berechenbarkeits-
theorie:

Definition 2.4. Betrachte fiir n > 0

D,, = {p : p ist ein Polynom in den Variablen z1,...,z,
mit Koeffizienten und Nullstellen in Z}.

Die Entscheidung der Menge D = |J D,, ist Hilberts 10. Problem fiir beliebige Polynome
mit Koeffizienten und Nullstellen in Z.

Nach Abschnitt 6.2 ist dieses Problem nicht entscheidbar. Wir zeigen nun, dass D zumin-
dest rekursiv aufzéhlbar ist:

Lemma 2.5. D ist rekursiv aufzdahlbar.

Beweis. Betrachte D;. Die Entscheidung dieser Menge ist Hilberts 10. Problem fiir Poly-
nome in einer Variablen x. Die Turingmaschine M; erkennt D;:

M; = ,Bei Eingabe eines Polynoms tiiber der Variablen .
1. Werte das Polynom p nacheinander fiir die Werte 0,1, —1,2,—2,...

aus, bis das Polynom den Wert 0 ergibt, dann akzeptiere.“



2 Entscheidbarkeit

Falls p € D; eine ganzzahlige Nullstelle hat, so wird M; diese finden und akzeptieren.
Falls nicht, so lauft M7 immer weiter.

Fiir Polynome in mehreren Variablen kénnen wir eine dhnliche Turingmaschine M ange-
ben, die D erkennt:

M = ,Bei Eingabe eines Polynoms iiber den Variablen z1,...,z,
1. Werte das Polynom p nacheinander fiir alle Kombinationen der Werte

0,1,—1,2,—2,... aus, bis das Polynom den Wert 0 ergibt, dann akzeptiere.“

M priift alle moglichen Kombinationen ganzzahliger Werte fiir die Variablen des Poly-
noms. Diese Kombinationen kénnen wir als Vektor auffassen. Zunéchst priift M, ob der
Nullvektor eine Nullstelle des Polynoms ist. Danach verdndern wir einen beliebigen Ko-
effizienten des Vektors zu einer Eins und priifen jede mogliche Permutation. Als néchstes
verdndern wir einen weiteren Koeflizienten zu einer Eins und priifen erneut jede mogliche
Permutation und so weiter. Nachdem wir den Vektor, der nur aus Einsen besteht, gepriift
haben, beginnen wir erneut mit dem Nullvektor und verdndern die Koeffizienten schritt-
weise zu —1. Auf diese Weise betrachten wir nach und nach alle méglichen Losungsvektoren
in aufsteigender Reihenfolge beziiglich des Betrages der Koeffizienten (beispielhaft fiir ein
Polynom in 2 Variablen: wir priifen in folgender Reihenfolge: (0,0), (1,0), (0,1), (1,1),
(—1,0), (0,-1), (—=1,-1), (1,-1), (=1,1), (2,0), ...) Wir priifen also dem Betrag nach
immer gréfler werdende mogliche Nullstellen, bis wir erfolgreich sind und akzeptieren dann.
Dabei wird jede mogliche Permutation gepriift, um keine mégliche Losung zu tiberspringen.

Falls p € D eine ganzzahlige Nullstelle hat, so wird M diese finden und akzeptieren. Falls
nicht, so lduft M immer weiter. Wir haben also eine Turingmaschine konstruiert, die die
Menge D erkennt, also ist D rekursiv aufzihlbar. O

Die Entscheidung der Losbarkeit diophantischer Gleichungen ist also ein rekursiv aufzéahl-
bares, aber (nach Satz 6.4) kein entscheidbares Problem.



3 Diophantische Mengen und Funktionen

In diesem Kapitel beschéaftigen wir uns mit einigen grundlegenden Begriffen und lernen
erste hilfreiche Methoden kennen. Wir definieren diophantische Gleichungen, Mengen und
Funktionen und betrachten Beispiele. Auflerdem werden wir sehen, dass die Betrachtung
von Hilberts 10. Problem {iber den natiirlichen Zahlen dquivalent ist zur Betrachtung iiber
den ganzen Zahlen. Aus diesem Grund werden wir die benotigten Begriffe direkt fiir Zahlen
aus N definieren.

3.1 Grundbegriffe

Definition 3.1. Eine Gleichung heifit diophantisch, falls sie fiir ein Polynom P von der
Form P(z1,...,x,) = 0 ist. Dabei ist P € Z[x1,...,zy] und Zlzy,...,x,] bezeichnet
die Menge aller Polynome mit Koeffizienten aus dem Ring Z in den Variablen z1,...,z,
versehen mit der iiblichen Addition und Multiplikation.

Im 10. Hilbertschen Problem geht es um die Losbarkeit diophantischer Gleichungen. Da
liegt es nahe, sich genauer mit den Lésungen diophantischer Gleichungen zu beschéftigen.
Anstatt diese zu einer gegebenen Gleichung zu suchen, betrachten wir eine Menge von
Loésungen und suchen die zugehorige diophantische Gleichung. Solche Mengen bezeichnen
wir als diophantische Mengen.

Definition 3.2. Eine Menge heifit diophantisch, wenn es ein Polynom
P(z1,...,Tn, Y1y, Ym) fir m > 0und x1,...,2n,y1,...,Ym € N

mit ganzzahligen Koeffizienten gibt, sodass S genau die n-Tupel enthélt, fiir die P = 0
l6sbar ist, d. h. wenn gilt:

(x1,...,xp) €SS Y1,y yn P(x1, .oy 20, Y1y - oo Ym) = 0.

Beispiele 3.3. Wir betrachten einige Beispiele diophantischer Mengen. Dabei stehen alle
Variablen fiir natiirliche Zahlen.

i) Zahlen, die keine Zweierpotenzen sind:
r €S Jy,z(x— (2y+3)z=0).
ii) zusammengesetzte Zahlen:
x€S < Fy,z(xr— (y+2)(z+2)=0).
iii) Ordnungsrelation Z*, d.h. {(z,y) : z <y} und {(z,y) : z < y}:
r<y<= Jz(r—y+2z=0),

r<y<= Jzlx—y+2z—1=0).



3 Diophantische Mengen und Funktionen

iv) Teilbarkeitsrelation, d.h. {(z,y) : = | y}:

x|y Jz(xz—y=0).

v) Menge W der (x,y, z) mit x | y und x < z (wir kombinieren iii) und iv)):
(z,y,2) € W = Ju,v((y — zu)? + (z —z —v)? = 0).
vi) Quadratzahlen:
reS < Jylx—1y>=0).
vii) Zahlen, die keine Quadratzahlen sind:

a:eS<:>Elu,v,w((a:—w2—u—1)2+((w+1)2—:c—v—1)2:(),

Spéter konnen wir mit starkeren Methoden weitere Mengen diophantisch definieren.

Bemerkung 3.4. In Beispiel 3.3 v) haben wir ein System diophantischer Gleichungen
auf eine einzelne diophantische Gleichung reduziert. Die genutzte Methode ist sehr einfach
und funktioniert ganz allgemein fiir jegliche Gleichungssysteme der passenden Gestalt:
Gegeben ein System von Gleichungen, formen wir jede dieser Gleichungen so um, dass sie
gleich Null stehen. Wir kénnen dieses System dann auf eine Gleichung reduzieren, indem
wir die Summe der Quadrate der linken Seiten gleich Null schreiben, also:

P,=0,...,P,=0= P} +---+ P2=0.

Diese Methode werden wir spater noch dazu verwenden, um von einer Funktion zu zeigen,
dass sie diophantisch ist.

Definition 3.5. Eine Funkion in n Variablen heifit diophantisch, wenn ihr Graph dio-
phantisch ist, d.h. wenn die Menge {(x1,...,zpn,y) : y = f(x1,...,2,)} diophantisch
ist.

Wir werden nun auch erste Beispiele fiir diophantische Funktionen kennenlernen:

Satz 3.6. (Cantor’sche Paarungsfunktion)
Es gibt diophantische Funktionen P(z,y), L(z), R(z) mit

1. fir alle x,y ist L(P(x,y)) =z, R(P(x,y)) = v,
2. fir alle z ist P(L(z),R(z)) = z, L(z) < z, R(z) < z.
Beweis.

Existenz
Betrachte den kleinen Gaufl als Funktion

n(n-i—l).

T(n) =142+ +n="—



3.1 Grundbegrifte

Die Funktionswerte dieser Funktion sind die sogenannten Dreieckszahlen. T'(n)
ist offensichtlich eine monoton wachsende Funktion, also gibt es fiir jedes z € N*
ein eindeutiges n > 0 sodass gilt:

Tn)<z<Tn+1)=T(n)+n+1.
Daher ist z eindeutig darstellbar als
z=Tn)+y=T(x+y—2)+y+1.

Wir schreiben

und setzen
Plz,y)=T(x+y—-2)+y+1.

Eigenschaften
Wir zeigen, dass L, R und P diophantisch sind:

z=Pry) = 2z2=(@+y-2)(z+y—1)+2y,
r=Lz) <<= y2z=(@x+y-2)(x+y—1)+2y),
y=R(z) —=JyRz=@+y—-2)(z+y—1)+2y).

Die Funktion P(x,y) bildet die Menge der geordneten Paare natiirlicher Zahlen
injektiv auf die Menge der ganzen Zahlen ab.

Fiir jedes geordnete Paar z ist
P(,y) = 2 mit z = L(P(z,)) und y = R(P(x,y)).

Wir bemerken, dass L(z) < z und R(z) < z gilt.

O

Fiir das néchste Beispiel erinnern wir an zwei Sétze aus der Algebra:
Satz 3.7. (Chinesischer Restsatz) | , Satz 12, Korollar 13] Fir beliebige positive
Zahlen aq,...,a, € ZT und paarweise teilerfremde Zahlen mq,...,m, € ZT gibt es eine
Zahl x € 7", sodass gilt:

r=a; modm

T =as mod mso

T =a, modm,.
Satz 3.8. (Satz von Lagrange) | , Satz 7.4.1] Jede positive ganze Zahl ldsst sich als

Summe der Quadrate vierer ganzer Zahlen schreiben.
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Definition 3.9. Wir definieren die Nachfolgerfunktion S(i,u) durch S(i,u) = w, wobei
w die eindeutige natiirliche Zahl ist mit

w= L(u) mod iR(u) + 1
und w < iR(u) + 1.

In diesem Fall ist w der kleinste positive Rest der Division von L(u) geteilt durch ¢R(u)+1.

Satz 3.10. (Satz tber die Nachfolgerfunktion) Es gibt eine diophantische Funktion S(i,u)
wie in Definition 3.9, sodass gilt:

1. S(i,u) <wu,

2. fiir jede Folge ay, ... ,a, mita; € NT fir allei € N gibt es eine Zahlu mit S(i,u) = a;
firl <i<n.

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass S(4,u) aus Definition 3.9 diophantisch ist. Dazu soll die
Gleichung w = S(i,u) genau dann gelten, wenn das folgende System von Gleichungen eine
Losung hat:

u=(x+y—2)(z+y—1)+2y (i)
r=w+z(iy +1)
w+l=w+v—-1

Dies folgt (analog zur Argumentation im Beweis von 3.6), da Gleichung (i) dquivalent ist
zu

x = L(u) und y = R(u).

Nach dem Satz von Lagrange (3.8) ist dann S(i, u) diophantisch. Es ist S(i,u) < L(u) < u,
womit wir Eigenschaft 1 gezeigt haben.

Seien also ay, ..., a, gegeben. Wihle ein y > max{ay,...,a,}, das durch jede der Zahlen
1,2,...,n teilbar ist. Dann sind die Zahlen 1+y,14 2y, ..., 1+ ny paarweise teilerfremd,
denn:

Fallsd | 1+iyund d | 1 4 jy mit i < j, soist d | j(1 +1iy) —i(1 + jy), alsoist d | j — 1
und somit d < n, aber da d = 1 wegen d | y ist, ist das nicht moglich.

Der Chinesische Restsatz (3.7) liefert uns in diesem Fall ein x mit

a1 mody+1
az mod 2y + 1

X

T =a, modny+ 1.
Sei u = P(x,y), sodass * = L(u) und y = R(u). Dann ist fir i =1,2,...,n
a; = L(u) mod iR(u) + 1

und a; < y = R(u) < iR(u) + 1, und nach Definition ist a; = S(i,u), was uns Eigenschaft
2 liefert und den Beweis vervollstdndigt. O



3.2 Diophantische Gleichungen iiber den natiirlichen Zahlen

Wir lernen nun eine weitere Charakterisierung von diophantischen Mengen kennen. Das
folgende Theorem stammt von Hilary Putnam.

Satz 3.11. Sei S eine Menge positiver ganzer Zahlen. Dann ist S genau dann diophan-
tisch, wenn es ein Polynom P € Zyo, . .., Ym| gibt mit

S={reN:3xg,...,z;m €N P(xg,...,2y) =z},
d. h. S ist die Menge der positiven Zahlen im Bild von P eingeschrinkt auf N™.

Beweis.

,=“: Sei S diophantisch und x > 0 fiir alle € S. Dann existiert Q € Z[yo, . - - , Ym)
mit
x €S < Jr1,...,xm Q(z,x1,...,2m3) =0.

Betrachte
P(y(]v e 7ym) = []- - Q(yOa Y1, .- aym)2]y0'
Dann gilt fiir z € S und x1,...,2, € N mit Q(x,z1,...,2,) = 0 auch

P(zo,...,xm) =20, dh. z € {z €N : 3xg,..., 2 €N P(xg,...,zp) = z}.
Seiye{reN: Jxg,...,xm € N P(xo,...,2m) = x}, d.h. es gibt xg,..., 2, €N
mit P(zg,..., %) =y. Dann gilt

y=1[1-Q(zo,...,om)°% 0.

Da y > 0 gilt 29 > 0 und wegen 1 — Q(zq, ..., Tm)% > 0ist 1 — Q(zq, ..., rm)% = 1.
Also gilt
zo =y und Q(zo,...,xm) = 0.

py=“Sei S={reN:3ry,...,zp € N P(xy,...,2,) =z} und es gelte z > 0 fiir
alle z € S.

Betrachte Q(vo, - - -, Ym) = P(y1, ..., Ym) — yo. Dann gilt fiir zg, ..., 2, € N

Q(zo,...,2m) =0 <= P(x1,...,Tm) = 0.

3.2 Diophantische Gleichungen iiber den natiirlichen Zahlen

Wir méchten kurz darauf eingehen, warum es ausreicht, H10 iiber N zu betrachten, obwohl
Hilbert sein Problem tber Z formuliert hat. Mit H10 iiber N bezeichnen wir die Entschei-
dung der Losbarkeit von Gleichungen mit Koeffizienten und Loésungen in N. Der Beweis
folgt der Argumentation in | ,S. 3 1L

Satz 3.12. (Aquivalenz der Probleme iiber N und Z) Bei der Lésung von Hilberts 10.
Problem spielt es keine Rolle, ob wir die Losungen der diophantischen Gleichungen (mit
ganzzahligen Koeffizienten) tiber N oder Z betrachten, beide Probleme sind dquivalent:

Algorithmus fiir Losungen iber N < Algorithmus fiir Losungen tiber Z.
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Beweis.

»=“: Angenommen, wir haben einen Algorithmus, der H10 iiber N entscheidet, und
suchen eine ganzzahlige Losung fiir

P(z1,...,25) = 0. (1)
Dann betrachten wir die Gleichung
P(p1—aq,-...pn —an) = 0. (2)

Offenbar ist jede Losung von (2) in den natturlichen Zahlen py,...,pn,q1, ..., g, auch
eine Losung von (1) in den ganzen Zahlen xy, ..., z, durch

T1=pP1—q1

Tn = Pn — 4n- (3)

Umgekehrt finden wir fir jede Losung x1,...,x, von (1) natiirliche Zahlen p1,...,
Dny 1, - - - Gn, die (3) erfiillen und dadurch eine Losung p1 — q1, ..., pn — ¢n von (2)
bilden.

»<=“ Angenommen, wir haben einen Algorithmus, der H10 {iber Z entscheidet, und
suchen natiirliche Lésungen fiir

P(y1,...,yn) = 0. (4)

Dann betrachten wir die Gleichung
P+ +E+d2,. a2+ +32+d2)=0. (5)
Offenbar ist jede Losung in Z von (5) schon eine Losung in N von (4). Umgekehrt
kénnen wir jede Losung von (4) in natiirlichen Zahlen yy, . .., y, nach dem Satz von
Lagrange (3.8) als eine Losung von (5) in ganzen Zahlen a1, by, ¢1,d1, .. ., an, by, cn,dy

schreiben.

O

Um die Betrachtung zu vereinfachen, beschrénken wir von nun an unsere Untersuchung
auf Losungen diophantischer Gleichungen iiber N.
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4 Diophantische Ausdriicke

In diesem Kapitel betrachten wir Ausdriicke, mit denen diophantische Mengen beschrieben
werden kénnen, sogenannte diophantische Ausdriicke.

Zunéchst werden wir sehen, dass die Exponentialfunktion diophantisch ist, also durch einen
diophantischen Ausdruck beschrieben werden kann. Darauf aufbauend werden wir weitere
Funktionen und Mengen betrachten, die sich durch diophantische Ausdriicke beschreiben
lassen.

Definition 4.1. Wir betrachten das folgende System diophantischer Gleichungen

22— (a®>—1)? =1 (I)
u? — (a®> —1)? =1 (II)
s — (-1t =1 (I11)

v =ry? (IV)

b=14+4py =a+ qu (V)
s=z+cu (VI)
t=k+4(d—-1)y (VII)
y=lk+e—1 (VIII)

fiir ganze Zahlen a,b,c,d, e, k,p,q,7,s,t,u,v, ,y mit a > 1. Wir bezeichnen dieses System
kurz mit (I-VIII).

4.1 Die Pell-Gleichung

Bevor wir uns der Exponentiation widmen kdnnen, bendtigen wir einige Hilfssétze. Dazu
betrachten wir die Pell-Gleichung und beschéftigen uns mit ihren Losungen und Eigen-
schaften ihrer Losungen.

Definition 4.2. Seien z,y > 0 und d = a® — 1 sowie a > 1 fiir « € Z*. Dann heifit
folgende Gleichung die Pell-Gleichung

22— dy® = 1. (P)

Wir bemerken, dass die Gleichungen (I), (II) und (III) jeweils Pell-Gleichungen sind.
Bemerkung 4.3. Betrachte

xTo i — 1, Yo = 0,

r1:=a, Y =1

Offensichtlich sind durch zg, yo und z1, y; Losungen von (P) gegeben.

11



4 Diophantische Ausdriicke

Da wir jetzt wissen, was die Pell-Gleichung ist, kbnnen wir uns etwas eingehender mit
ihr beschéftigen. Wir mochten einige Eigenschaften ihrer Losungen beweisen und werden
Parallelen zu bekannten Gleichungen und Funktionen entdecken.

Fiir eine natiirliche Zahl d méchten wir mit v/d die positive Wurzel notieren, also die
positive reelle Zahl, die zur zweiten Potenz d ergibt.

Lemma 4.4. Fulls x,y ganzzahlige Lisungen der Pell-Gleichung sind, dann gilt
:):—i—yx/gg 1 oderx+y\/g2a+\/g.

Beweis. Wir fithren den Beweis per Widerspruch, also nehmen wir an, dass es eine ganz-
zahlige Losung (z,y) von (P) gibt, fiir die gilt:

l<z+ y\/g <a+Vd.
Aus der Pell-Gleichung erhalten wir

wz—dyzzl
= (z+yVd)(z —yVd) =1

und

a?—1=d
—ad-d=1

— (a+Vd)(a—Vd) =1.

Es gilt also

(z +yVd)(z — yVd) = (a + Vd)(a — Vd) = 1.
Unsere Annahme liefert:

1>x— y\/g > a—Vd.
Der Kehrwert ist dann:
1< -—z+yVd< —a+Vd.
Zusammen erhalten wir
0<2y\/&<2\/&, also 0 <y < 1,

im Widerspruch zur Annahme. Also gilt

x—i—y\/ggloderx—i—y\/gZa—i—\/g.
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4.1 Die Pell-Gleichung

Lemma 4.5. Seien z, y und 2, y' ganzzahlige Losungen von (P). Sei
o +y'Vd = (z +yVd) (@ +y'Vd),
dann sind auch x",y" Lésungen der Pell-Gleichung.

Beweis. Wir betrachten die Konjugierte 2" — 3/v/d = (x — y/d)(z' — y/v/d). Die Multi-
plikation der beiden Gleichungen ergibt (z”)? — d(y")? = (22 — dy?)((2')? — d(y')?) = 1.
Damit erfiillen z”; y” die Pell-Gleichung. O

Definition 4.6. Wir definieren die Zahlen z,(a), y,(a) fir n > 0, a > 1 durch
zn(a) +yn(a)Vd = (a+ Vd)".

Korollar 4.7. Die Zahlen zn(a), yn(a) sind Losungen von (P).

Beweis. Das folgt per Induktion aus Lemma 4.5. O

Lemma 4.8. Seien x, y nichtnegative Losungen der Pell-Gleichung. Dann gibt es ein n,
sodass gilt © = xp(a), y = yn(a).

Beweis. Wir schreiben kurz z,, := 2, (a) und 4, := y,(a). Falls = + yv/d < 1 gilt, so sind
die Losungen z und y negativ. Wir mochten nur nichtnegative Losungen betrachten, also
nehmen wir an, dass « + yv/d > 1 gilt. Da (a 4+ V/d)" fiir wachsendes n unendlich grof
wird, gibt es ein n > 0, sodass gilt

(a4 Vd)" <z +yVd < (a+Vd)"t
Die Behauptung ist bewiesen, falls gilt:
(a+Vd)" =z +yVd.
Wir nehmen also an, dass gilt:

(a+Vd)" <z +yVd.

Dann gilt
x4+ yVd < (zn +yoVd)(a + Vd) = (a + V)"
Wegen
(@n + ynVd) (2 = yaVd) = 1
ist
Ty — yn\/g > 0.
Also gilt

1 < (x4 yVd)(z, —ypVd) < a+Vd,

im Widerspruch zu Lemma 4.4 und Lemma, 4.5.
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4 Diophantische Ausdriicke

Wir haben an dieser Stelle eine Analogie zur FEuler-Formel kennengelernt. Diese lautet
bekanntlich

(cosu) + (sinu)y/—1 = e™.

Die Relation z,, +yn,Vd = (a+ \/&)” ist dann ein Analogon, wobei wir x,, statt cos und y,
statt sin haben. Statt —1 haben wir an geeigneten Stellen d und erhalten auf diese Weise
weitere Analogien zu bekannten Formeln.

So bildet die Pell-Gleichung
a2 —dy? =1

eine Analogie zum Trigonometrischen Pythagoras

2

sin® a + cos® a = 1.

Wir werden spéter sehen, dass die Losungen von (P) vergleichbar mit sin und cos auch
periodische Eigenschaften besitzen. Auflerdem erhalten wir auch fiir die Losungen der
Pell-Gleichung gewisse Additionstheoreme, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 4.9. Es gilt xptn = TmTn £ dYnYm und Ymtn = Tnlm L TmYn. Insbesondere gilt
Ymtl = aYm £ Ty UNd Tyt1 = AT = dYm,.

Beweis. Es gilt

Tm+4n + mern\/g = (a + \/g)m—l-n
= (Tm + ym\/g)(xn + yn\/g)
= (xmxn + dymyn) + (xnym + xmyn)\/;i

Also ist

Tmtn = TmTn + dYmYn
und

Ym4n = TnYm + TmYn-
Weiter gilt

Tm—n t ymfn\/g = (CL + \/g)m—n
Tm + ymVd
Tn + yn\/g

und
Wir erhalten

Tm—n + ym—n\/g - (xm + ym\/;i) (xn - yn\/g)
= (TmTn — dYmYn) (TnYm — xmyn)\/g-
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4.1 Die Pell-Gleichung

Also gilt

Tm—n = TmIn — dynym

und

Ym—n = TnYm — TmYn-

Lemma 4.10. Es gill xpy1 = 2az, — Tp—1 und Yn+1 = 2aYn — Yn—1-

Beweis. Nach Lemma 4.9 gilt

Tptl = ATy + dyn,
Tp—1 = aTp — dyn,
Yn+1l = AYn + Tn,
Yn—1 = AYn — Tn.

Also ist 41 + p—1 = 2az, und damit x,11 = 2ax, — Tp_1; SOWie Ypir1 + Yn—1 = 2aYn
und damit y,4+1 = 2ayn — Yn—1. O

Diese Rekursionsgleichungen zweiter Ordnung liefern uns mit den Startwerten aus Be-
merkung 4.3 alle Werte der z,, y,. Diverse Eigenschaften dieser Folgen lassen sich nun
induktiv mithilfe dieser Werte fiir n = 0 und n = 1 beweisen.

Lemma 4.11. FEs gilt y, =n mod a — 1.

Beweis. Fiir n =0 und n = 1 gilt die Kongruenz. Induktiv folgt (mit a =1 mod a — 1):
Yntl = 2aYn — Yn—1 =2n—(n — 1) mod a — 1. O

Lemma 4.12. Es gilt z,(a) — yn(a)(a —y) = y™ mod 2ay — y* — 1.

Beweis. Fiir n =0ist 29 —yp(a —y) =1 und fir n =1 ist 21 — y1(a —y) = y.
Mit Lemma 4.10 folgt induktiv:

Tnt1 = Ynr1(a —y) = 2a(zn — yala —y)) = (1 —yn —1(a —y))
n—1

=2ay" —y

=y" ' (2ay — 1)

= yn71y2

_ . n+l
_y .

Lemma 4.13. Es gilt zp41(a) > zp(a) > a™ und x,(a) < (2a)" fir alle n.

Beweis. Nach Lemma 4.9 und Lemma 4.10 ist az,(a) < zp41(a) < (2a)x,(a).
Die Behauptung folgt dann per Induktion. O
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4 Diophantische Ausdriicke

4.2 Exponentiation
Nachfolgend werden wir beweisen, dass die Exponentiation durch einen diophantischen
Ausdruck beschrieben werden kann.

Satz 4.14. Angenommen, die ganzen Zahlen a, x, k sind gegeben und es ist a > 1 sowie
p,q,7,u,y > 1. Dann sind dquivalent:

1. Das System (I-VIII) hat eine Losung in N in den verbleibenden Argqumenten,
2. x=xp(a).

Beweis. (1) = (2)“

Angenommen, wir haben eine Losung zu (I-VIII).Wir zeigen, dass dann = = xi(a) gilt.
Nach (V) ist b > a > 1. Lemma 4.8 liefert uns ¢,5,n > 0 mit z = x;(a), ¥y = yi(a),
u=2zn(a),v=1yn(a), s =x;(b) und t = y;(b). Nach (IV) ist y < v, also ist auch i < u.
Wegen der Gleichungen (V) und (VI) gilt

b=a mod z,(a)

zj(b) = xi(a) mod zy(a).

Behauptung A: Wir betrachten die Losungen z,(a) und y,(a) von (P).
Falls a = b mod ¢, dann gilt fiir alle n mit z,(a) = z,(b) die Kongruenz

yn(a) = yn(b) mod c.

Beweis: Fiir n = 0 und n = 1 haben wir Gleichheit. Induktiv folgt:

4.10
Ynt1 = 2ayn(a) — yn—1(a) = 2by,(b) — yp—1(b) mod ¢ = yu+1(b).

Nach Behauptung A erhalten wir z;(b) = z;(a) mod z,(a) und daher ist
zi(a) = zj(a) mod z,(a).

Als néchstes zeigen wir, dass j = +¢ mod 4n gilt.

Behauptung B: Falls 0 <¢<nund x; = x; mod x,, dann gilt j = &¢ mod 4n.

Beweis: Wir ndhern uns dieser Behauptung schrittweise.

1. Schritt
Nach Lemma 4.9 und den oben gezeigten Konvergenzen gilt:

Tontj = TnTntj + dYnYnt;
= dyn(ynz; £ xpy;) mod z,
= dy?l:pj mod x,,
= (a5, — D)z

= —x; mod z,.
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4.2 Exponentiation

Also gilt x2,4; = —x; mod .
Dann ist auch 24,4+ = —Z2,+; = x; mod xy,.
2. Schritt

Angenommen, es gelte a # 2 oder n # 1 oder i # 0 oder j # 2.
Falls x; = x; mod z, mit 7 < j < 2n, n > 0 gilt, dann gilt 7 = j.

Wir unterscheiden, ob z,, gerade oder ungerade ist.

1. Fall z,, ist ungerade:

Sei ¢ = (x,—1)/2, dann sind die Zahlen —¢, —q+1,...,—1,0,1,...,g—1, ¢ eine
vollstandige Menge paarweise inkongruenter Reste modulo x,. Nach Lemma
413ist l=ap <21 <+ < Tp_1.

Dann ist nach Lemma 4.9 z,,_1 < z,/a < %xn, also x,_1 < ¢q. Nach Schritt
1 sind die Zahlen z,41,Zpy2,.-.,Ton—1, T2, kongruent modulo z, zu —x,_1,
—Tp_9, ..., —x1,—rg = —1. Also sind die Zahlen xg, ..., x2, paarweise inkon-
gruent modulo x,, woraus i = j folgt.

2. Fall z,, ist gerade:

Sei ¢ = /2, dann sind die Zahlen —q + 1,—q¢ 4+ 2,...,—-1,0,1,...q¢ — 1,q
eine vollstdndige Menge paarweise inkongruenter Reste modulo z, (denn es
gilt —¢ = ¢ mod x,). Wie oben gilt x,,_1 < ¢, also folgt i = j wie oben.

Angenommen, es gelte a = 2, n = 1,9 =0 und j = 2. Dann ist ¢ = n — 1 und
j =n+ 1. Nach Lemma 4.9 ist z, = ax,—1 + dyn—1, also ist x, = 2x,_1. Es folgt,
dass z,—1 = ¢ — x,,/2 und damit x,41 = —¢ mod z, gilt. In diesem Fall gilt i = j
nicht, daher haben wir das sofort ausgeschlossen. Diesen Fall wollen wir als den Aus-
nahmefall bezeichnen.

3. Schritt

Wir zeigen: Falls ; = ; mod z,, fiirn >0, 0<% <mnund 0 < j < 4n,

dann gilt j =4 oder j = 4n — 1.
1. Fall j < 2n:
Nach Schritt 2 ist j = 4, auler im Ausnahmefall. Wegen ¢ > 0 tritt dieser nur
fiir j = 0 auf, doch dann ist i =2 > 1 = n.
2. Fall j > 2n:
Sei 7 = 4n — j, also 0 < j < 2n. Nach Schritt 1 ist z; = z; = 2; mod z,,.
Wieder ist 7 = 4, auer im Ausnahmefall von Schritt 2. Wegen 4,7 > 0 tritt
dieser jedoch nicht auf.

4. Schritt
Nun zeigen wir: falls 0 <7 <n und xz; = 2; mod z,, dann gilt j = +¢ mod 4n.

Setze j = 4ng + jJ mit 0 < 7 < 4n. Nach Schritt 1 ist x; = z; = z; mod z,.
Nach Schritt 3 ist ¢ = 7 oder ¢ = 4n — 7, also ist j = 7 = 44 mod 4n.
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4 Diophantische Ausdriicke

Also gilt nach Behauptung B
j==4i mod 4n. (1)

Gleichung IV liefert y2?(a) | y,(a). Wir zeigen, dass dann schon y;(a) | n gilt.

Behauptung C: Wir betrachten die Zahlen y,(a) und y:(a) fir n,t > 0 und a > 1
wie in Definition 4.6. Wir schreiben kurz x,, := x,,(a) und y,, := y,(a). Falls 2 | y;
gilt, dann gilt y, | t.

Beweis: Wir ndhern uns dieser Behauptung schrittweise.

1. Schritt
Wir zeigen, dass ggT(xn, yn) = 1 gilt:

Falls d | z,, und d | y,, gilt, dann gilt auch d | 22 — dy?2, also folgt d | 1.

2. Schritt
Wir zeigen, dass y, | yni gilt: Fir £ = 1 ist das offensichtlich.
Induktiv folgt mit Lemma 4.9

Yn(m+1) = TnYnm + TnmYn-

Nach Induktionsvoraussetzung ist yn | Ynm, also gilt yy, | Yn(m+1)-

3. Schritt
Wir zeigen, dass yn | yr <= n | t gilt:
,»=: nach Schritt 2.

»<="“: Angenommen, y, | y;, aber n {t. Dann kénnen wir t =ng+r,0<r <n
schreiben. Dann ist y¢ = Z,yng + Tngyr. Wegen Schritt 2 ist y,, | yng und daher
ist yn | Tpqyr. Jedoch gilt ggT(yn,xng) = 1, denn falls d | y, und d | zpq gilt
nach Schritt 2 auch d | y,q und daher ist d = 1 nach Schritt 1. Also ist y, | yr,
aber wegen r < n ist y, < y, nach Lemma 4.9, ein Widerspruch.

4. Schritt
Wir zeigen, dass yni = k:p,’;’_lyn mod y;o; gilt:

= (xn + yn\/g)k

also ist

w5 (i

=1
j ungerade
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4.2 Exponentiation
Alle Terme dieser Entwicklung sind fiir j > 1 kongruent 0 modulo y.

5. Schritt
Nun zeigen wir: falls y2 | y; gilt, dann gilt y,, | ¢.

Nach Schritt 3 ist n | t. Setze t = nk. Nach Schritt 4 ist y2 | kzF~ 1y, also ist
Yn | kzE~1. Aber nach Schritt 1 ist ggT(zy,y,) = 1, also ist y, | k und daher

ist y,, | t.
|
Also gilt y;(a) | n und (1) liefert
j ==+i mod 4y;(a). (2)
Nach Gleichung (V) ist b =1 mod 4y;(a) und dann ist
yj(b) =5 mod 4y;(a), (3)
was wir als néchstes zeigen werden.
Behauptung D: Es gilt y, =n mod a — 1.
Beweis: Fiir n = 0 und n = 1 herrscht Gleichheit.
Induktiv folgt mit a =1 mod a — 1:
Yn+1 42 20y —Yn—1=2n—(n—1) moda— 1.
[
Nach (VII) ist
y;j(b) =k mod 4y;(a) (4)
und dann ergeben (2), (3) und (4) zusammen
k= +i mod 4y;(a). (5)

Gleichung (VIII) liefert uns k& < y;(a) und wir zeigen, dass dann i < y;(a) ist.

Behauptung E: Es gilt y,+1 > y, > n fiir alle n.

Beweis: Nach Lemma 4.9 ist y,11 > y,. Wegen yo = 0 > 0 folgt die Behauptung
induktiv. |

Da die Zahlen —2y+1, —2y+2,...,—1,0,1,...,2y — 1, 2y eine vollstandige Menge inkon-

gruenter Reste modulo 4y = 4y;(a) bilden, folgt mit diesen Ungleichungen aus (5) schon
k =1i. Also ist = z;(a) = zx(a).
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4 Diophantische Ausdriicke

77(2) = (1)“:

Sei x = xy(a). Wir zeigen, dass dann das System (I-VIII) gilt. Wihle y = yg(a) so, dass
(I) gilt. Setze m = 2kyi(a) und u = zy,(a), v = ym(a), dann gilt (II). Wir zeigen, dass
2 .

y* | v gilt.

Behauptung F: Es gilt y2 | yny, -
Beweis: Setze k = y,, in Schritt 4 im Beweis von Behauptung C. |

Nach Schritt 3 im Beweis von Behauptung C und Behauptung F folgt jetzt 32 | v. Daher
kénnen wir ein r wéihlen, sodass (IV) gilt.

Behauptung G: Fir gerade n ist y, gerade und fiir ungerade n ist y, ungerade.

Beweis: Es ist

Ynt+1 = 20Yn — Yn—1 = Yn—1 mod 2.
Fiir gerade n ist
Yn =190 =0 mod 2.
Fiir ungerade n ist

Yn =%y1 =1 mod 2.
|

Nach Behauptung G ist v gerade, also ist w ungerade. Nach Schritt 1 im Beweis von C
ist ggT(u,v) = 1, also ggT(u,vdy) = 1, denn falls p Primteiler von v und 4y ist, dann ist
p | y, weil u gerade ist. Damit gilt p | v wegen y | v.

Nach dem Chinesischen Restsatz (3.7) finden wir ein by mit

bp =1 mod 4y

bp =a mod u.
Da auch by + 4juy diese Kongruenzen erfiillt, kénnen wir b, p und ¢ finden, sodass (V)
gilt. Durch s := x(b), t := yr(b) gilt auch (III). Wegen b > a ist s = xx(b) > zr(a) = .
Nach Behauptung A liefert (V) s = ¢ mod u, also kénnen wir ein ¢ wéhlen, sodass (VI)
gilt. Nach Behauptung E ist ¢ > k und nach Lemma 4.11 ist ¢t = k¥ mod b — 1 und mit
(V) ist t = k mod 4y, also kénnen wir ein d wéhlen, sodass (VII) gilt. Nach Behauptung

E ist y > k, also wird (VIII) durch e := y — k + 1 erfiillt. Damit ist das System (I-VIII)
erfiillt. n

Korollar 4.15. Die Funktion g(z,k) = xp(z + 1) ist diophantisch.
Beweis. Wir erweitern das System (I-VIII) um die Gleichung
a=z+1 (A)

Nach Satz 4.14 ist das System (A, I-VIII) genau dann lésbar, wenn = = z(a) = g(z,k)
gilt. Wir erhalten die diophantische Gleichung zu g wie ublich als Summe der Quadrate
der Polynome. O
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4.3 Folgerungen

Lemma 4.16. Fulls a > y*, dann ist 2ay — y* — 1 > yF.

Beweis. Setze g(y) = 2ay — y*> — 1. Dann ist wegen a > 2 schon g(1) = 2a — 2 > a.
Fir 1 <y < aist ¢'(y) = 2a — 2y > 0, also ist g(y) > a fir 1 < y < a. Dann ist
20y —y? —1>a >y fir a > y* > y. O

Satz 4.17. Die Exponentialfunktion h(n,k) = nF ist diophantisch.
Beweis. Wir erweitern das System (I-VIII) zu (I-XII) durch:

(2 — yla—n) —m)? = (f — 1)*Qan — n? — 1)? (1)
m+g=2an —n* -1 (X)
w=n+h=k+I (XI)

a? — (w? —1)(w—-1)>2%22=1. (X1I)

Der Satz folgt dann aus:

Behauptung: m = n* genau dann, wenn (I-XII) in den verbleibenden Variablen
l6sbar ist.

Beweis:

»,<="“: Angenommen, wir haben eine Losung zu (I-XII). Nach (XI) ist w > 1,
also ist (w — 1)z > 0 und mit (XII) ist @ > 1. Satz 4.14 liefert x = x;(a) und
y = yr(a). Mit Lemma 4.12 und (IX) folgt

m=n* mod 2an —n? —1.
Nach (XI) ist k,n < w und mit Lemma 4.8 liefert (XII) a = z;(w) und
(w—1)z = y;(w) fiir ein j. Nach Lemma 4.11 ist j =0 mod w — 1, sodass gilt
j > w — 1. Dann liefert Lemma 4.13 schon a > w®~! > n¥. Dann ist nach (X)
m < 2an —n? — 1 und nach Lemma 4.16 n* < 2an — n? — 1. Da m und n*
kongruent und kleiner als der Rest 2an — n? — 1 sind, sind sie gleich.

,=“: Angenommen, m = n*. Wir zeigen, dass dann das System (I-XII) gilt.
Wiéhle eine beliebige Zahl w, sodass w > n und w > k. Setze a = xy_1(w),
also ist @ > 1. Nach Lemma 4.8 ist y,—1(w) = 0 mod w — 1, also kann man
Yw—1(w) = z(w — 1) schreiben und (XII) gilt. Fiir h = w—n und [ = w — k gilt
auch (XI). Erneut ist a > n*, sodass nach Lemma 4.16 m = n* < 2an —n? — 1,
also auch (X) gilt. Mit = zx(a) und y = yg(a) lasst sich durch Lemma 4.12
ein f definieren, sodass z — y(a —n) —m = £(f — 1)(2an —n? — 1) gilt, also ist
auch (IX) erfiillt. Nach Satz 4.14 finden wir schliefilich eine Losung fiir (I-VIII).

|
O

4.3 Folgerungen

Wir haben gesehen, dass die Exponentialfunktion diophantisch ist. Dadurch kénnen wir
fiir weitere Funktionen zeigen, dass sie diophantisch sind.
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4 Diophantische Ausdriicke

Beispiel 4.18. h(u,v,w) = u’" ist diophantisch.

Beweis. Wir zeigen, dass man h als diophantischen Ausdruck schreiben kann.
Betrachte y = " & Jz(y = u® A z = v¥).

Nach Satz 4.17 gibt es ein Polynom P, sodass gilt:

y:uz<:>37"1,...7Tn|:P(y,u’Z7T'17,._7Tn): ]
y:’[}w<:>3817...78n[P(Z7v,w7817,._,8n) :0].

Nach Bemerkung 3.4 ist:

y:u”w <:>Elz,rl,...,rn,sl,...,Sn[P2(y,u,z,r1,...,Tn)+P2(z,v,w,51,...,sn) =0].

Bemerkung 4.19. Wir haben bereits gesehen, dass diophantische Ausdriicke, die durch
ein logisches und (A) verbunden sind, mithilfe des Satzes von Lagrange verkiirzt wer-
den koénnen. Wir kénnen auch diophantische Ausdriicke, die durch ein logisches oder (V)
verbunden sind, auf einen Ausdruck reduzieren, denn es gilt:

Iy, (P =0)V3sy,...,8m(P=0)
<:>37”1,...,7“n,81,...,8m(P1'PQZO).

Wir kénnen also zusammenfassen, dass wir in diophantischen Ausdriicken die logischen
Operationen und (A), oder (V) sowie es existiert (3) beliebig verwenden konnen. Das
Ergebnis beschreibt weiterhin eine diophantische Menge. Wir werden in Abschnitt 4.4
sehen, dass wir sogar noch mehr Moéglichkeiten haben, diophantische Ausdriicke zu bilden.
Wir werden auch bemerken, dass es dennoch Grenzen gibt.

Notation. Fiir a € R bezeichnen wir mit [«] die eindeutige ganze Zahl, fir die gilt:

o] <a<[a]+1.

Binomialkoeffizient
Wir zeigen, dass der Binomialkoeffizient durch einen diophantischen Ausdruck beschrieben
werden kann.

Lemma 4.20. Fir 0 <k <n und u > 2" gilt: [(u+ 1)"u=*] = 31", (Nu'=F.

Beweis. Wir setzen S+ R := Y7 (1)u'=F = (u+ 1)"u™", wobei S := 37, (7)u~" und
Ri= 3 (ut".

Dann ist S eine ganze Zahl und es gilt:

Alsoist S < (u+1)"u=% < S +1. O
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4.3 Folgerungen

Lemma 4.21. Fir 0 <k <n und u> 2" gilt: [(u+1)"u"%] = (}) mod u.
Beweis. In Lemma 4.20 sind alle Summanden fiir ¢ > k durch u teilbar. O
Proposition 4.22. f(n,k) = (}) ist diophantisch.

Beweis. Wegen (}}) < Y21 (7) = 2" < w ist nach Lemma 4.21 der Binomialkoeffizient
(}) die eindeutige positive ganze Zahl, die kleiner als u und kongruent zu [(u + q)"u""]
modulo w ist.

Also gilt:

z= <Z> e Ju,v,ww=2"Au>vAw=[u+1D)"u]Az=w modunz<u).

Nach Bemerkung 4.19 geniigt es zu bemerken, dass alle durch A getrennten Ausdriicke
diophantisch sind, um zu sehen, dass der gesamte Ausdruck diophantisch ist. Der Ausdruck
v = 2™ ist nach Satz 4.17 diophantisch. Die Ungleichung u > v ist diophantisch nach
Beispiel 3.3 iii).

Es gilt:

w:[(u—i—l)”u_k]<:>3x,y,t(t:u+1/\x:t"/\y:uk/\wS:Uy_l<w+1),

also ist auch dieser Ausdruck diophantisch.
Schliefllich ist auch der letzte Ausdruck diophantisch, denn es gilt:

z=w moduANz<u<=3Jr,y(w=z+(z—-NuAu==z+y).

Fakultat
Wir zeigen mithilfe des Binomialkoeffizienten, dass die Fakultdt durch einen diophanti-
schen Ausdruck beschrieben werden kann.

Lemma 4.23. Fulls v > (22)**! gilt, dann ist x! = {rw (;)_1}

Beweis. Sei r > (2z)**!, dann ist
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4 Diophantische Ausdriicke

Also gilt

und

also

1
r* <r> <zl + 2—x - gl2*
T T

2:p+1x:p+1

< z!
,

<z +1.

Proposition 4.24. g(n) = n! ist diophantisch.

Beweis. Es gilt:

m=nl <=3r,s,t,u,v(s=2r+1At=x+1Ar=2s"

ANu=1"ANv= <T> Amv <u < (m+1)v).

n
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4.4 Gebundene Quantoren und Grenzen Diophantischer Ausdriicke

Das Produkt [} ,(a + bk)
Wir zeigen mithilfe des Binomialkoeffizienten und mithilfe der Fakultit, dass das Produkt
[1;_;(a + bk) durch einen diophantischen Ausdruck beschrieben werden kann.

Lemma 4.25. Sei bg =a mod M, dann ist [[},_,(a + bk) = byy!(q;'y) mod M.

Beweis. Es gilt

byy!<qzy> =0 (qg+y)g+y—1)---(¢g+1)

= (bg + yb)(bg + (y — 1)b) - - - (bg + b)
=(a+yb)(a+ (y—1)b)---(a+b) mod M.

Proposition 4.26. h(a,b,y) = [[}_,(a + bk) ist diophantisch.

Beweis. Wéhle in Lemma 4.25 wie vorher M = b(a + by)Y + 1. Dann ist ggT(M,b) = 1
und M > []{_;(a + bk). Daher ist die Kongruenz bg = a mod M fiir ¢ 16sbar. Dann ist
HZ:1(G + bk) die eindeutige Zahl, die kleiner als M und kongruent zu byy!(q;;y) modulo
M ist, d. h.

y
z = H(a—i—bk) <~—3IM,p,q,r, s, t,u,v,w,x [r=a+byAs=rY \NM =bs+1
k=1
ANbg=a+ MitANu=bVAv=ylAz< M

ANw=q+yAz= <w>/\z+Mp:uvx].
Yy

Mithilfe der Ausdriicke, die wir fiir die Exponentialfunktion, die Fakultdt und den Bino-
mialkoeffizienten entwickelt haben, folgt die Proposition. O

4.4 Gebundene Quantoren und Grenzen Diophantischer
Ausdriicke

Wir haben nun einige Beispiele diophantischer Funktionen und Ausdriicke gesehen. Dabei
erlaubt die Sprache der diophantischen Ausdriicke die Verwendung der logischen Opera-
toren A, V und d. In diesem Abschnitt werden wir sehen, dass diophantische Ausdriicke
sogar noch weitreichender sind als uns bisher bewusst ist.

Definition 4.27. Der gebundene Existenzquantor (3y)<z ... wird definiert als

Gy)y<z)A...),

der gebundene Allquantor (Vy)<g ... wird definiert als

Vy)(y >z V...).
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4 Diophantische Ausdriicke

Wir werden zeigen, dass gebundene Quantoren mit diophantischen Ausdriicken vertraglich
sind. Danach sehen wir, dass diophantische Ausdriicke mit der Negation —, der Implikation
= und dem ungebundenen Allquantor V nicht vertréaglich sind.

Lemma 4.28. FEs gilt:

(Vk)S?J(Eyl?vym)[ ( 7k wlv"wxnvyla"'vym) :0]
=Ju(VE)<y( Tyt - Um) <Py ks 21, - Zn, Y1, -2 Ym) = 0]

Beweis.
»<=“ klar.
»=": Angenommen, die linke Aussage gilt fir gegebene y,z1,...,z,. Dann gibt es
eindeutige Zahlen ygk), e ,y7(n) fir k=1,2,...,y mit
k
P(yvkaxlv"wxnay§ )a” . ’yﬁr’:)) = 0.

Waéhlen wir u als das Maximum dieser Zahlen, also
u::max{yj(.k) ci=1...omk=1,...,y},

dann folgt sofort die rechte Seite.

Lemma 4.29. Sei Q(y,u,x1,...,2,) ein Polynom mit den Figenschaften
(1) Q(y7u7$17 s 73771) > u, (2) Q(ya Uy LYy ey :Z:n) >y,

(3) k<yundyi,...,ym <u = |P(y,k,x1,.. ., Zn Y1, Ym)| < Qy,u,z1,...,2,).
Dann gilt:

(Vk)gy(zlylv ce 7ym)[P(y,k,.T1, s Tny Y1y - - 7ym) = O]

y
<—3Je,t,ar, ... am(l+ct = H(l—i—kt))/\t:Q(y,u,xl,...,xn)!
k=1
u u
1+ ct) Hal—j —|—ct H
J=1 J=1

ANP(y,c,xy,. .. Zp,a1,...,4,m) =0 mod 1+ ct).

Wir bemerken, dass die ,kompliziertere® rechte Seite der Aquivalenz keine gebundenen
Allquantoren enthélt. Dadurch ist die rechte Seite also weniger kompliziert als die linke
Seite.

Beweis.
,<=": Flr jedes k = 1,...,y sei p, ein Primfaktor von 1+ kt. Sei yz(k) der Rest der
Division von a;,7 = 1,...,m geteilt durch py.
Behauptung: Fiir jedes k und i gilt:
(@) 1<y <u
(b) P(y,k,z1,... ,xn,ygk), .. ,y,(,]f)).
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4.4 Gebundene Quantoren und Grenzen Diophantischer Ausdriicke

Beweis:
(a): Esgilt py, | kt, 1+kt [ 1+ct und 1+ct | [[7_ (ai — 7). Also gilt p | [T (ai—j)-
Da py, eine Primzahl ist, gilt py | a; — j fiir ein j = 1,...,u, also ist

. k
jzaizyg) mod pg.

(b): Wir bemerken, dass gilt
l1+ct=1+kt=0 mod pg,
also auch
k+ kct =c+ ket mod py
und damit
k=c mod pg.
Aus (a) haben wir
yi(k) =a; mod pg
und damit erhalten wir
Py, k,x1,.. .,:cn,yyc), . ,yr(f)) = P(y,c,x1,...,&n,a1,...,0,n) =0 mod pg.

Schliefflich ist

k
|P(y7k7x17"'7$n7y§ ))7’y7(jlc))| S Q(yau7x1a"'7xn) < Dk-

Aus der Behauptung folgt ,,<=*

»=: Sei P(y,k:,:cl,...,xn,ygk),...,y,gf)) = 0 fir jedes k = 1,...,t mit yj(»k). Setze

t=Q(y,u,z1,...,2,)! und wegen [[}_;(1+ kt) =1 mod ¢ finden wir ein ¢ mit

Y
1+ct=J](1+kt).
k=1

Dann ist fir 1 <k <l <y
ggT(1+ kt,14+1t) = 1.

Sei p so, dass p | 1 + kt und p | 1 + It gilt, dann ist p | [ — k, also p < y. Wegen
Q(y,u,z1,...,oy) > y gelte dann p | ¢, was unmoglich ist. Daher sind die Zahlen
14kt fiir k = 1,. ..t paarweise teilerfremd. Dann liefert uns der Chinesische Restsatz
eine Zahl q; fir alle 1 <17 < m, sodass gilt

aizy§k) mod 1+ ktfirk=1,...,y.
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4 Diophantische Ausdriicke

Wie oben gilt k =c¢ mod 1+ kt, also gilt
— (k) (k) _
P(y,c,x1,...,%n,01,...,0m) = P(y,k,x1,...,Zn, 47 '»-.-,Yy,’) mod 1+ kt=0.

Damit gilt auch

also erhalten wir
1+kt | a; —y®.

i

Wegen 1 < ygk) < u ist
L+ 1kt | ] (a —J)
j=1
und weil die 1 4+ kt paarweise teilerfremd sind, gilt schliefSlich

u
1+ct | [](ai — 4)
j=1

Satz 4.30. Fiir ein Polynom P sind die Mengen

R = {<y,x1,...,a:n>|(5|z)§y(5|y1,, . '7ym)[P(y7zvx17"‘7$nay17'"7ym) = 0]}
S = {<Z/7$17---7$n>|(vz)§y(ayl7- . -aym)[P(y7Z7$la-~-737n;yl7---;ym) = 0]}

diophantisch.

Beweis. Wir beweisen den Satz mithilfe von Lemma 4.28 und 4.29. Betrachte
N
P(y,k,xz1,.... %0, Y1, -, Ym) = Zt“
r=1

wobei jedes t, die Form

— arb, .q1,.q2 51,82 s
tr = lely kY wy” -y gy
fiir eine ganze Zahl ¢ # 0 hat. Setze
Uy = cy“erx‘fl cogpngSittsm

Wir wéhlen ein Polynom @, das die Eigenschaften (1), (2) und (3) aus Lemma 4.29 erfillt:

N
Q(y,u,ﬂfl,...,In) :u+y+zur

r=1

28



4.4 Gebundene Quantoren und Grenzen Diophantischer Ausdriicke

Offenbar sind die geforderten Eigenschaften erfiillt. Also gilt:

(Vk)ﬁy(ayl, . 'aym)[P(y7k7x17 s Ty Y1y - 7ym) = 0]

y
< (Ju,c,tyan, ... ,an)[l+ct = H(l—l—kt)/\t:Q(y,u,:cl,...,xn)!
k=1
u u
Atect] [Jar =) A AL+t | [[(am —j)
j=1 j=1

ANP(y,e,x1,. .., Zp,a1,...,a;m) =0 mod 1+ ct]
—(Ju,t,a1,...,an, € f,91,- s Gmsh1, ..., hp, e =1+ ct

y
/\e:H(1+kt)/\f:Q(y,u,xl,...,xn)/\t:f!/\gl:al—u—l
k=1
Ao ANgm=am—u—1Ah1=[[(gr+k) A Ahm =[] (gm + k)
k=1 k=1

ANe|lhiAN--Ne|hpy ANl =P(y,c,x1,...,Zpn,a01,...,a,) ANe|l].

All diese Ausdriicke sind diophantisch nach den Propositionen 4.22; 4.24 und 4.26.

O]

Beispiel 4.31. Mithilfe der entwickelten Methoden kénnen wir weitere Mengen als dio-
phantische Ausdriicke angeben:

i) Die Menge P der Primzahlen:
reEP<—=z>1ANVy,2)<zlyz<axVyz>zxVy=1Vz=1].

Nach Satz 3.11 gibt es ein Polynom B, sodass genau die positiven ganzen Zahlen,
die im Bild von B liegen, die Primzahlen sind. Ein solches Polynom wird in [ ]
explizit konstruiert.

ii) Die Funktion g(y) = [T{_,(1 + k?):

z2=9(y)
—=Ju{S(1,u) =2A (Vk)<ylk =1
V(S(k,u) = (1+E)S(k—1,u)]Az=5(y,u)}
—=Ju{S(1,u) =2A (Vk)<ylk =1V 3a,b,cla=k—1
Ab=S(a,u) Ne=S(k,u) Ac=(1+k)bAz=S(y,u)}.

Wir haben hier mithilfe des Satzes tiber die Nachfolgerfunktion (3.10) die Folge der
g(1) durch einzelne Zahlen u kodiert, sodass

S(i,u) =g(i) firi=1,...,y

gilt.
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4 Diophantische Ausdriicke

Definition und Bemerkung 4.32. Jedes Polynom in positiven ganzzahligen Koeffizien-
ten lasst sich aus der Eins, Variablen und wiederholter Addition und Multiplikation kon-
struieren. Wir fixieren die Variablen xg, x1, z2, ... und erzeugen mithilfe der Cantor’schen
Paarungsfunktion folgende Aufzihlung aller Polynome dieser Art:

P=1
P31 =21

Py = Py + Pr)
Psit1 = Pr) - Pr)-

Wir schreiben P; = Pi(zg,z1,...,x,) fiir n so grof, dass alle auftretenden Variablen
enthalten sind (im Allgemeinen wird P; nicht von all diesen Variablen abhéngen). Sei

Dn = {370 : (3.%‘1,. . .,xn)[PL(n)(xo, cee ,.Z'n) = PR(n)(.’Bo, ce ,l’n)]}

Die Funktionen P ,) und Pg(,) umfassen nicht alle z;, aber umfassen auf jeden Fall keine
anderen Variablen. Nach Konstruktion der Folge der P; beinhaltet die Folge

D17D27D37“'

alle diophantischen Mengen. Mithilfe dieser Konstruktion kénnen wir die universelle dio-
phantische Menge definieren:

U={(n,z) : x € Dy}.

Wir bezeichnen U als die universelle diophantische Menge und werden spéter zeigen, dass
diese Menge diophantisch ist (Satz 6.1).

Definition 4.33. Wir definieren die Menge
V={n:n¢D,}

Wir beweisen spéter, dass V' nicht diophantisch ist (Satz 6.2). An dieser Stelle wollen wir
anhand dieser Menge zeigen, dass diophantische Ausdriicke unter manchen Operationen
nicht abgeschlossen sind.

Lemma 4.34. Diophantische Ausdriicke sind micht abgeschlossen unter -, = und V.

Bewets. Es gilt:

x €V <= —-(321,...,2) [Pz, 2, 21,...,2;) = 0]
<~ {(3z1,...,z)[P(x,2,21,...,2;) = 0] = 1 =0}
< (Vz1,...,21)[P(x, 2,21, ..., 26) > OV P(x,2,21,...,2) < 0],

wobei P das Polynom ist, das U definiert.
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5 Rekursive Funktionen

In diesem Kapitel widmen wir uns den rekursiven Funktionen. Wir wollen diesen Begriff
definieren und dann kurz darauf eingehen, dass die Klasse der rekursiven Funktionen ein
Berechenbarkeitsmodell liefert, das dquivalent zur Turing-Maschine ist. Schliefilich zeigen
wir, dass eine Funktion genau dann diophantisch ist, wenn sie rekursiv ist.

5.1 Rekursive und diophantische Funktionen

Definition 5.1. Eine Funktion heifit rekursive Funktion, falls wir sie aus den Funktionen
clx)=1,s(x)=z+1und U (z1,...,2,) =z; fir 1 <i<n
bilden kénnen. Dazu stehen folgende Operationen zur Verfiigung:

o Komposition: Wir bilden aus den rekursiven Funktionen g1, ..., gm und f(t1,...,tm)
die Funktion

h(z1,...,xn) = flg1(x1, .o 2n), ooy gm (X1, oy Tp))-

o Primitive Rekursion: Wir bilden aus den rekursiven Funktionen f und g die Funktion
h(zx1,...,2n,2) durch

h(z1, ..., 20, 1) = f(z1,...,2),
h(z1,...,xn,t+1)=g(t,h(x1,..., 20, t), 21, ..., Ty).

Fiir n = 0 ist f konstant. In diesem Fall erhalten wir A direkt aus g.

o Minimalisierung: Wir erhalten die Funktion

h(z1,...,2n) = rrgn[f(xl, cey Ty y) = g1, T, Y)]

aus den rekursiven Funktionen f und g. Dabei sollen sie derart sein, dass fiir jedes
Z1,...,T, mindestens ein y existiert mit f(x1,...,2n,y) = g(z1,...,2n,y). Wir
fordern also, dass h iiberall definiert ist.

Beispiel 5.2. Wir betrachten einige Beispiele rekursiver Funktionen:
(1) Die Nachfolgerfunktion S(i,u) ist rekursiv.

(2) x+y ist rekursiv wegen z+1 = s(x) und 2+ (t+1) = s(z+1t) = g(¢t,x+ ¢, x), wobei
9(u, 0, w) = (U3 (1,0, w) ist
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5 Rekursive Funktionen
(3) z -y ist rekursiv wegen -1 = U} (z) und z- (t +1) = (z-t) + = = g(t,z - t,x), wobei
g(u,v,w) = U (u,v,w) + Uj (u,v,w) ist.

(4) Fiir jedes konstante k ist ci(x) = k als konstante Funktion rekursiv, denn ¢ (z) ist
eine der Anfangsfunktionen und cxy1(x) = cx(x) + c(z).

(5) Jedes Polynom P(zxi,...,x,) mit positiven ganzzahligen Koeffizienten ist rekursiv,
denn jede solche Funktion lasst sich durch endliche Wiederholung von Addition und
Multiplikation von Variablen und ¢(x) beschreiben (beispielsweise ist das Polynom
222y + 3223 +5=co(x) - -z -y +c3(w) - x-2-2- 2+ cs(x) rekursiv, wobei wir (2),
(3), (4) und Komposition benotigen).

Satz 5.3. Fine Funktion ist genau dann diophantisch, wenn sie rekursiv ist.
Beweis.

»<=": Sei f diophantisch. Wir schreiben

7m)

t
)

fiir Polynome P, @ in positiven ganzzahligen Koeffizienten. Nach dem Satz iiber die
Nachfolgerfunktion (3.10) gilt dann:

y=flx1,...,2n) <= (Ft1, ..., tm)[P(x1,...,Tn, Y, t1,..
:Q(xla"‘ 7'In7y7t17--

fx1,...,zn) = S(l,m&n[P(wl, ey Ty S(Lw), .., S(m+ 1, u))
=Q(z1,...,2n,S(L,u),...,S(m+ 1,u))]).

f ist rekursiv, denn P, ) und die Nachfolgerfunktion sind rekursiv.

»=": Wir zeigen, dass diophantische Funktionen unter den Operationen Kompositi-
on, Primitive Rekursion und Minimalisierung abgeschlossen sind. Aus der Definition
folgt sofort, dass die Anfangsfunktionen sowie die Nachfolgerfunktion diophantisch
sind.

Komposition:

Falls h(z1,...,2n) = f(g1(z1,...,Zn), ... gn(x1, ..., xy,)) fir die diophantischen
Funktionen f,g; ..., gn gilt, so ist auch h diophantisch wegen:

y=h(x,...,25)
<:>(E|t1,...,tm)[t1 :gl(l‘l,...,xn)/\...
At = gm(x1, ..., z0) ANy = f(t1, ..., tm)]

Primitive Rekursion:

Falls

h(z1,... 20, 1) = f(z1,...,2)
h(z1,...,xn,t+1)=g(t,h(x1,..., 20, 1), T1,...,Tp)
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5.2 Rekursive Funktionen und Turingmaschinen

fiir die diophantischen Funktionen f und g gilt, dann gilt mit dem Satz {iber
die Nachfolgerfunktion (3.10):

y=h(x1,...,2pn,2)
—(Fu){(Fv)[v=S1,u) ANv = f(z1,...,25)]

ANV <[t =2)V (Fu)(v=5S({t+1,u)

ANv=g(t,S(t,u),z1,...,2,))] ANy = S(z,u)}.

Also ist h nach Satz 4.30 diophantisch. Wir bemerken, dass wir mithilfe des Sat-
zes Uber die Nachfolgerfunktion (3.10) die Funktionswerte von h kodiert haben.

Minimalisierung:

Falls
h(l‘l, s 7xn) = Inyil’l[f(l’l, RN xnay) = g(xh -y Tn, y)]
flir die diophantischen Funktionen f und g, dann ist auch A diophantisch wegen:

y=h(x,...,zy)

—3z[z = f(a1,...,xn,y) ANz =g(z1,...,20n,Y)]
ANVt <y[t =y) VvV Fu,v)(u = f(z1,...,25,1)
Av=g(T1,...,Tn,t) A (u<vVo<u).

Also sind diophantische Funktionen abgeschlossen unter Komposition, Primitiver
Rekursion und Minimalisierung.

O]

5.2 Rekursive Funktionen und Turingmaschinen

Die rekursiven Funktionen bilden ein Berechenbarkeitsmodell, das dquivalent zu Turing-
maschinen ist. Jede rekursive Funktion ist also turing-berechenbar und umgekehrt.

In | ] finden wir einen formalen Beweis fiir die Aquivalenz. Dabei wird keine determi-
nistische Turingmaschine verwendet, sondern eine sogenannte Random Access Turingma-
schine. Nach | , Theorem 4.4.2] sind jedoch beide Varianten dquivalent.

Nach | , Theorem 4.7.1] sind Funktionen genau dann rekursiv, wenn sie turing-bere-
chenbar sind. Im Beweis wird gezeigt, dass rekursive Funktionen turing-berechenbar sind.
Fir die Riickrichtung wird eine rekursive Funktion zu einer Turingmaschine konstruiert.
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6 Negative Losung zu H10

Nach dem vorherigen Abschnitt ldsst sich jedes durch Turingmaschinen entscheidbare Pro-
blem auch mithilfe von rekursiven Funktionen entscheiden und umgekehrt. Weiterhin ist
wohlbekannt, dass es Probleme gibt, die nicht von Turing-Maschinen entschieden werden
konnen, beispielsweise das Halteproblem (vgl. | , Kap. 4.2]). Entsprechend gibt es
auch keine rekursive Funktion, die das Halteproblem beschreibt. Wenn wir zeigen, dass
die Losbarkeit diophantischer Gleichungen nicht durch eine rekursive Funktion beschrie-
ben werden kann, folgt wegen der Aquivalenz der Berechenbarkeitsmodelle sofort, dass
dieses Problem auch nicht von einer Turing-Maschine entschieden werden kann.

In diesem Kapitel wollen wir beweisen, dass die Losbarkeit diophantischer Gleichungen
unentscheidbar ist. Dazu betrachten wir die universelle diophantische Menge U aus De-
finition und Bemerkung 4.32 und die nicht-diophantische Menge V aus Definition 4.33
und konstruieren eine nicht-rekursive Funktion. Damit zeigen wir dann per Widerspruch,
dass es keinen Algorithmus zur Entscheidung diophantischer Gleichungen gibt. Schliefilich
zeigen wir, dass eine Menge genau dann diophantisch ist, wenn sie rekursiv aufzdhlbar ist.
Damit beantworten wir die natiirliche Frage, welche Mengen diophantisch sind.

6.1 Universelle diophantische Menge und nicht-rekursive
Funktion
Wir betrachten D, = {xo : (Jz1,...,20)[Prmn) (%0, - - -, Zn) = Pr)(@o,--.,2n)]} und
U= {(n,z) : v € D,} aus Definition und Bemerkung 4.32.
Satz 6.1. Die Menge U ist diophantisch.
Beweis. Nach dem Satz iiber die Nachfolgerfunktion (3.10) ist
Ju{S(1,u) =1AS2,u) ==z
A (Vi) <n[S(37,u) = S(L(7),u) + S(R(7),u)]
A (Vi)<n[S(3i 4+ 1,u) = S(L(7),u) - S(R(3), u)]
ANS(L(n),u) = S(R(n),u)} = X,.
ein diophantischer Ausdruck. Wir zeigen, dass dieser Ausdruck zu x € D,, 4quivalent ist.
Behauptung: x € D, < x € X,,.
Beweis:

,=“: Sei also x € D, fiir ein gegebenes x und n. Dann gibt es Zahlen ¢y, ...,t, € NT
mit Pr) (2,1, .. tn) = Qrmy(w,t1,...,tn). Nach dem Satz iiber die Nachfolger-
funktion (3.10) kénnen wir ein u wéhlen, sodass gilt:

S(4,u) = Pj(z,t1,...,tn) = Qj(z,t1,...,ty) fir j=1,...,3n+2. (%)
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6 Negative Losung zu H10

Dann gilt insbesondere
S(2,u) =xund S(3i — L,u) =t;—1 firi=2,...,n+1
und damit
x € X,.
»,<=": Sei also x € X, fiir ein gegebenes x und n. Sei
t1 =50,u), t2a=58,u), ..., t,=5S03n+2,u).
Dann gilt schon (x) und wegen
S(L(n),u) = S(R(n), u)
erhalten wir

PL(n)(l',tla ceyty) = PR(n)(l',tla cestn),

also gilt
xz € D,.
[
O
Satz 6.2. Die Menge V ={n : n & D,} ist nicht diophantisch.
Beweis. Wir verwenden Cantors Diagonalargument:
Falls V' diophantisch wére, so gelte V = D; fiir ein festes ¢. Dann folgt:
i1eV<«=ieDundiecV <id D,
ein Widerspruch. O

Satz 6.3. Die Funktion g(n,z), definiert durch

1, fallsx & D,
g(n,z) =
2, falls x € D,

I

st nicht rekursiv.

Beweis. Angenommen, g(n,x) ist rekursiv. Dann ist g diophantisch nach Satz 5.3, also
gilt:

Yy = g(n,x) — (Hyla" . aym)[P(namayayla" aym) = 0]
Dann folgt
V=A{z: 3y, ...,yn)Plx,z,1,y1,...,ym) = 0},

sodass V' eine diophantische Menge ist, im Widerspruch zu Satz 6.2.
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6.2 Die Losbarkeit diophantischer Gleichungen ist unentscheidbar

6.2 Die Losbarkeit diophantischer Gleichungen ist
unentscheidbar

Satz 6.4. Die Lisbarkeit diophantischer Gleichungen ist unentscheidbar.
Beweis. Nach Satz 6.1 gilt:

x € Dy <= (3z1,...,21)[P(n,x,21,...,25) = 0],

fiir ein bestimmtes, aber kompliziertes Polynom P. Angenommen, wir haben einen Algo-
rithmus, um die Lésbarkeit diophantischer Gleichungen zu entscheiden. Dieser Algorithmus
priift fiir ein gegebenes = und n, ob die Gleichung

P(n,x,zl,...,zk) =0

eine Losung hat, also, ob € D,, gilt. Demnach berechnet dieser Algorithmus die Funktion
g(n, k) aus Satz 6.3. Damit ist g(n, k) rekursiv, im Widerspruch zu Satz 6.3. Es gibt also
keinen Algorithmus, der die Losbarkeit diophantischer Gleichungen entscheidet und dieses
Problem ist unentscheidbar. O

6.3 Entscheidbare, rekursiv aufzahlbare und diophantische
Mengen

In diesem Abschnitt gehen wir auf die Zusammenhénge zwischen rekursiv aufzéhlbaren
und diophantischen Mengen ein.

Definition 6.5. (Rekursiv aufzéihlbare Menge) Eine Menge S von n-Tupeln positiver
ganzer Zahlen heifit rekursiv aufzihlbar, wenn es rekursive Funktionen f(x,z1,...,z,)
und g(x, z1,...,x,) gibt mit

S={{x1,...,2n) : Ix[f(x,21,...,20) = g(x,21,...,2p)]}.

Diese Definition ist dquivalent zu Definition 2.1.

Wir nennen eine Menge entscheidbar (in Anlehnung an Definition 2.3), wenn ein Algorith-
mus (oder eine Turingmaschine) existiert, der fir eine gegebene Zahl entscheidet, ob sie
Element der Menge ist.

Bemerkung 6.6. Jede entscheidbare Menge ist offenbar auch rekursiv aufzéhlbar. Die
Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht, denn nach dem Halteproblem gibt es unentscheid-
bare Mengen, die rekursiv aufzédhlbar sind.

Satz 6.7. Eine Menge S ist genau dann diophantisch, wenn sie rekursiv aufzdhlbar ist.

Beweis.

»="“: Sei S diophantisch. Also gibt es Polynome P und ) mit ganzzahligen Koeffi-
zienten, sodass gilt:

(1,...,2p) €8
<:>E|y17"‘7ym[P(z17“'7xn7y17"‘7ym) = Q(xlv'”ameylw"?ym)]
<—Ju[P(x1,...,2n,S(L,u),...,S(m,u)) = Q(z1,..., 25,51, u),...,S(m,u))],
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6 Negative Losung zu H10

also ist S rekursiv aufzahlbar.

,<="“: Sei S rekursiv aufzahlbar. Also gibt es rekursive Funktionen f(x,zq,...

und g(z,1,...,%,), sodass gilt:

(1,...,xp) €S
—Iz[f(r,z1,...,20) = g(z, 21, ..., 2p)]
<—ax,z[z = f(x,21,. .., xn) N2 =g(x,21,...,2,)]

Dieser Ausdruck ist nach Satz 5.3 diophantisch.
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7 Formulierung bekannter Probleme als
diophantische Mengen

Wir haben uns nun eingehend mit diophantischen Mengen beschéftigt und in Abschnitt 6.2
gesehen, dass diophantische Mengen nicht entscheidbar sind. In diesem Kapitel mochten
wir groflere Beispiele diophantischer Mengen betrachten. Entgegen der bisherigen Bei-
spiele mo6chten wir nun auf wohlbekannte Probleme und Fragen eingehen und diese als
diophantische Menge beschreiben.

Wir werden die Vorgehensweise nur skizzieren und verweisen fiir weitere Details auf die
Literatur (| , Kap. 2, S. 331 f1.]).

7.1 Der GroBe Fermat

Als den Grofien Fermat (oder den Groflen Fermatschen Satz) bezeichnet man eine Vermu-
tung, die Pierre de Fermat! im 17. Jahrhundert formuliert hat und erst im Jahr 1994 von
Andrew Wiles und Richard Taylor? bewiesen wurde. Sie besagt, dass fiir eine natiirliche
Zahl n grofler als 2 die n-te Potenz jeder natiirlichen Zahl ungleich Null nicht in die Summe
zweier n-Potenzen natiirlicher Zahlen ungleich Null zerlegt werden kann.

Demnach hat also die Gleichung

" +y" =2" (F1)

fir z,y, z,n € Ny fiir n > 3 keine Losung.

Eine positive Losung des 10. Hilbertschen Problems hétte es uns ermdglicht, diese Ver-
mutung fiir jedes n > 2 zu 16sen. Wir kénnen sogar die Vermutung als Ganzes als dio-
phantische Menge beschreiben, sodass eine positive Losung sofort eine Bestéatigung oder
eine Verneinung geliefert hitte. Wir konstruieren nun die diophantische Menge, die den
Groflen Fermatschen Satz beschreibt.

Nach Satz 4.17 kénnen wir die Exponentialfunktion als diophantischen Ausdruck angeben.
Also gibt es ein Polynom A, sodass

A(x7y7zvy17”'7ym) :0

genau dann gilt, wenn
=1

gilt. Daher ist (F1) fiir die Werte von n lésbar, fir die

A(p,x,n,a:l,...,xm)2 —I—A(q,y,n,yl,...,ym)2 =Alp+q,z,n,21,...,2p) =0 (F2)

!Pierre de Fermat (*ca. 1607, +1665) war ein franzosischer Mathematiker und Jurist, der vor allem fir
seine Arbeit in der Zahlentheorie bekannt ist.

2Der grofie Fermatsche Satz wurde erst nach iiber 350 Jahren mit Beweisversuchen vieler bedeutender
Mathematiker im Jahr 1994 von Andrew Wiles und Richard Taylor bewiesen.
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7 Formulierung bekannter Probleme als diophantische Mengen

Losungen besitzt. Eine dquivalente Formulierung fiir den Groflien Fermat ist dann die
Behauptung, dass die diophantische Gleichung

A(p,x—l—l,n—{—?), Tly.-- 7$m)2+A(qu+1a n+37y17 “e 7ym)2+A(p+q7 Z,’I’l+3, Zlyeeny Zm) =0

keine Losung iiber N hat. Damit konnten wir die Vermutung fiir alle n > 2 in einem Schritt
durch einen hypothetischen Algorithmus, der diophantische Mengen entscheidet, zeigen.
Die Gleichung (F2) kann man explizit angeben, vergleiche dazu | ], wo ein solches
System diophantischer Gleichungen konstruiert wird.

7.2 Die Goldbach-Vermutung

Ein schwierigeres Beispiel einer diophantischen Menge liefert die Goldbach-Vermutung.
Diese Vermutung ist Hilberts 8. Problem und bis heute ungelost. Sie besagt, dass jede
gerade Zahl grofler als 2 die Summe zweier Primzahlen ist.

Erneut méchten wir eine diophantische Gleichung konstruieren, die das Problem be-
schreibt:
Die Gleichung

B(payla'--aym):() (Gl)

ist in den Variablen y, ...,y genau dann 16sbar, wenn p prim ist (vgl. Beispiel 4.31 i)).
Die Gleichung

(u+1)(1_B(p17y1>"'7ym)2_B(anyllw"ayfm)g_(2n+4_p1 _p2)2_t) =a (G2)

ist 16sbar fiir alle nicht-positiven a (mit u = 0, t = —a, p1 = p2 = 2 und Werten fiir
Yty s Yms Yl - - Yh, wie in (G1) mit p = 2), sowie fiir genau die positiven a, fir die
2a+2 die Summe zweier Primzahlen ist (mit u = a—1, t = 0, p1 +p2 = 2a+ 2 und Werten
fir y1,...,ymn wie in (G1) fiir p = p; und Werten fiir y,...,y,, wie in (G1) fir p = p9).
Wir koénnen also die Goldbach-Vermutung als die Behauptung schreiben, dass die linke
Seite von (G2) jede ganze Zahl représentiert, falls die y; nicht-negativ sind. Wir ersetzen
die Variablen durch die Summe der Quadrate vierer neuer Variablen (nach Satz 3.8) und
erhalten ein Polynom, dass jede ganze Zahl genau dann reprisentiert, wenn die Goldbach-
Vermutung zutrifft. Dadurch haben wir die Vermutung auf diophantische Gleichungen
reduziert, aber bisher betrachten wir fiir jede ganze Zahl eine eigene Gleichung, also ein
unendliches System diophantischer Gleichungen. Dieses mdchten wir auf eine einzelne
Gleichung reduzieren:

Bemerkung. Falls wir einen Algorithmus haben, der in endlich vielen Schritten priifen
kann, ob eine beliebige nattirliche Zahl n eine bestimmte Eigenschaft P besitzt (wir sagen
dann, dass P(n) gilt), so konnen wir die Behauptung, dass alle natiirlichen Zahlen die
Eigenschaft P haben auf die Unlésbarkeit einer bestimmten diophantischen Gleichung
reduzieren.

Der Algorithmus liefert uns mit Satz 3.11 die Polynome R und S mit

P(n) <= 3y1,...,ym(R(y1,...,Ym) =n),
—P(n) <= 3z1,...,2k(S(z1,...,2k) = n).
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7.3 Primzahlzwillingsvermutung

Wir kénnen das betrachtete Polynom auf die Behauptung reduzieren, dass die Gleichung

R(yi,.. . ym)=n

fiir jede natiirliche Zahl n l6sbar ist oder auf die Behauptung, dass die Gleichung
S(z1,...,2K) = 20
iiberhaupt keine Lésungen hat.

Man kann leicht einen Algorithmus angeben, mit dem wir priifen kénnen, ob 2n + 4
die Summe zweier Primzahlen ist. Damit lésst sich die Vermutung nicht nur als (G2)
formulieren, sondern auch als Behauptung, dass eine bestimmte diophantische Gleichung
unlosbar ist. Mithilfe einer positiven Losung von Hilberts 10. Problem wéren wir in der
Lage, die Goldbach-Vermutung zu beantworten.

7.3 Primzahlzwillingsvermutung

Wir haben gesehen, dass sich zumindest einige bekannte Probleme auf die Unl6ésbarkeit
diophantischer Gleichungen reduzieren lassen. Wir kénnen aber nicht jedes Problem so
umformulieren. Wir betrachten die Primzahlzwillingsvermutung. Diese besagt, dass es un-
endlich viele Primzahlzwillinge gibt, also Paare von Primzahlen, deren Abstand 2 betragt.
Diese Vermutung lasst sich auch formulieren als

Vn[3p(p > n A p ist prim A p + 2 ist prim)]. (Z1)

Nun ist die Menge der natiirlichen Zahlen n, die (Z1) erfiillen, offenbar eine berechen-
bare Menge. Sie ist entweder die Menge aller natiirlichen Zahlen N oder eine endliche
Teilmenge davon. Da wir allerdings nicht wissen, was von beidem zutrifft, konnen wir kei-
nen Algorithmus angeben, der n auf diese Eigenschaft iberpriift. Dadurch kénnen wir die
Primzahlzwillingsvermutung nicht auf die Unlésbarkeit einer bestimmten diophantischen
Gleichung reduzieren.

Betrachten wir allerdings eine stiarkere Variante, ndmlich
Vn[3p(n +4 < p < 2" A pist prim A p + 2 ist prim)], (Z2)

so koénnen wir priifen, ob ein n die Eigenschaft (Z2) erfiillt. Also kénnen wir diese stérkere
Variante auf die Unltsbarkeit einer diophantischen Gleichung reduzieren.

Zahlentheoretiker gehen im Ubrigen davon aus, dass beide Varianten der Vermutung, also
(Z1) und (Z2) wahr sind.

7.4 Motivation fiir Transformationen in diophantische Mengen

Nachdem wir anhand verschiedener Beispiele gesehen haben, wie man bekannte Probleme
in diophantischen Mengen ausdriickt, stellt sich natiirlich die Frage, welchen Nutzen das
fiir uns hat.
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7 Formulierung bekannter Probleme als diophantische Mengen

Auf diese Weise konnen wir iiberraschende und unerwartete Verbindungen zwischen ver-
schiedenen mathematischen Bereichen entdecken. Dabei gilt es, diese Verbindungen mog-
lichst sinnvoll auszunutzen.

So kénnen wir versuchen, Kriterien zu finden, die die Unlésbarkeit diophantischer Glei-
chungen hinreichend implizieren. Bestenfalls lassen sich diese Kriterien leicht und mogli-
cherweise mithilfe von Computern fiir betrachtete diophantische Gleichungen priifen.
Womoglich kénnen wir auch eine Klassifikation diophantischer Gleichungen und Definitio-
nen vornehmen, sodass die Ubersetzung bekannter Probleme in diophantische Gleichung
bestimmten Typs zusitzliche Informationen liefert. Denn die Ubersetzung eines Theorems
passender Form zeigt, dass die zugehorige diophantische Gleichung keine Losungen besitzt.
Daher lasst sich mit allen Methoden, die im Beweis des Theorems niitzlich waren, auch zei-
gen, dass eine bestimmte diophantische Gleichung keine Lésung hat. Moglicherweise lésst
sich mit diesen Methoden die Unlésbarkeit eines bestimmten Typs diophantischer Glei-
chungen zeigen, sodass wir niitzliche Erkenntnisse fiir bestimmte Gleichungen erhalten.
Auf diese Weise konnten alle mathematischen Methoden auch Methoden in der Theo-
rie der diophantischen Gleichungen sein. Das Ziel muss sein, diese Methoden sinnvoll zu
nutzen.
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8 Ausblick

Wir haben die Entscheidung der Losbarkeit diophantischer Gleichungen in ganzen Zahlen
betrachtet und es stellt sich heraus, dass dieses Problem nicht entscheidbar ist. Natiirlich
stellt sich dann die Frage, ob man dieses Problem iiber anderen Ringen entscheiden kann.

Eine iibliche Verallgemeinerung der Entscheidung der Losbarkeit diophantischer Mengen
auf einen Integrititsring R (wir sagen H10 tber R) ist die Betrachtung von Gleichungen
mit Koeffizienten und Lésungen in R.

Man kann zeigen, dass fiir einen Integritétsring R, dessen Quotientenkorper nicht den
algebraischen Abschluss des Primkérpers! enthilt, folgende Aussagen #quivalent? sind:

e H10 ist iiber R l6sbar,
e die existenzielle Theorie Th3(R) von R ist entscheidbar.

Die existentielle Theorie der ganzen Zahlen beispielsweise ist die Menge aller wahren Aus-
sagen der Form
Jzq,..., 3z, F(x1, ... 20)

fir zq,...,x, € Z, wobei F(z1,...,x,) eine quantorenfreie Konjunktion von Disjunktio-
nen von Polynomgleichungen ist. Das zugehorige Entscheidungsproblem ist die Frage, ob
eine vorliegende Formel dieser Art wahr oder falsch ist. Aus der negativen Losung des 10.
Hilbertproblems folgt also die Unentscheidbarkeit der existenziellen Theorie der ganzen
Zahlen.

Wir wissen, dass H10 iiber Z unlésbar ist. Und vermutlich wiirde sich Hilbert mit dieser
Antwort zufrieden geben. Dennoch stellt sich die Frage, ob Hilberts Interesse tatsichlich
der Losbarkeit diophantischer Gleichungen iiber den ganzen Zahlen galt. So vermutet Ma-
tijasevic, dass einzig Hilberts Optimismus die Formulierung von H10 auf ganze Zahlen
beschrinkte. Ein Algorithmus zur Losung diophantischer Gleichungen iber Z wiirde es
uns auch erlauben, diese iiber Q zu lésen. Es liegt die Vermutung nahe, dass Hilbert mit
einem Algorithmus {iber Z eben auch das Problem iiber den rationalen Zahlen l6sen wollte.
Insbesondere die Tatsache, dass bereits Diophantos? die Losung algebraischer Gleichungen
in rationalen Zahlen betrachtete, unterstiitzt diese Vermutung.

'Es ist bekannt, dass Primkérper von Kérpern mit Charakteristik 0 isomorph zum Kérper Q der ra-
tionalen Zahlen sind. Ist die Charakteristik eine Primzahl p, so ist der Primkérper isomorph zum
Restklassenkorper Fy, ([ , Satz 2 in Kapitel 3.1]).

2 , Observation 4.1.

3Diophantos von Alexandria war ein antiker griechischer Mathematiker und gilt als bedeutendster Alge-
braiker der Antike. Die diophantischen Gleichungen sind nach ihm benannt.
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8 Ausblick

H10 ist unter anderem losbar iiber C* und R°. Man kann H10 auch {iber algebraischen
Zahlkorpern oder Funktionskorpern betrachten. Fir manche dieser Korper ist die Unlds-
barkeit gezeigt (vgl. | , Abschnitt 6]).

Hilberts 10. Problem iiber Q ist hingegen noch offen und damit die Frage nach der Ent-
scheidbarkeit der existenziellen Theorie der rationalen Zahlen. Um die negative Losung
von H10 {iber Z auf die rationalen Zahlen zu iibertragen, ist eine existentielle Definition
von Z in Q notwendig. Dadurch kénnte man Ths(Z) in Th3(Q) interpretieren und die
negative Losung iibertragen. Die Frage, ob man Z existenziell in QQ definieren kann, ist
allerdings auch noch unbeantwortet. Ein anderer Ansatz fiir die Lésung von H10 {iber Q
ist die Betrachtung von Ringen zwischen Z und Q. Auf diese Weise versucht man, sich der
Losung tiber Q zu nahern.

Wir sehen also, dass Hilberts optimistische Forderung nach einem Algorithmus zur Ent-
scheidung diophantischer Mengen weitaus mehr Fragen aufwirft, als man zunéchst ver-
muten wiirde. Dariiber hinaus liefert H10 interessante Verbindungen zur mathematischen
Logik und zu offenen Fragen aus verschiedenen Bereichen der Mathematik.

Auf diese Weise schafft es David Hilbert mehr als 100 Jahre nach der Formulierung seiner
Problemliste noch immer, dass Mathematiker auch heute interessiert den Fragen um die
Entscheidung diophantischer Mengen nachgehen.

4C ist algebraisch abgeschlossen, also hat jede Gleichung vom Grad grofer 0 eine Losung,.
®Das folgt aus Alfred Tarski’s Untersuchungen von semialgebraischen Mengen.
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