Musterlosung fiir die Klausur zur Vorlesung Lineare Algebra I, WS 2015/16,
16.04.2016

Vokabelbuch

In diesem Teil soll getestet werden, inwieweit Sie in der Lage sind, wichtige Definitionen und
Sétze aus der Vorlesung korrekt zu formulieren bzw. zu interpretieren. Fiir jede richtig geloste
Teilaufgabe bekommen Sie einen Punkt. Sie kénnen also in diesem Teil insgesamt 12 Punkte
erwerben.

Aufgabe 1. Seien X und Y nichtleere endliche Mengen mit |X| = n und |Y| = m, wo-
bei |B| fiir eine endliche Menge B die Anzahl der Elemente von B bezeichnet. Ferner sei
f: X — Y eine Abbildung.

(a) Sei n < m. Welche der folgenden Aussagen sind nicht mdoglich:
[z] f ist surjektiv.
[ ] f ist injektiv.
[z] f ist bijektiv.
(Zutreffendes bitte ankreuzen.)

(b) Sei ) # A C X mit |A| = I. Welche der folgenden Aussagen sind méglich:
[ ] (A =0.
[z] |f(A)] <.
[z ] [f(A)] =1
[T > 1

(Zutreffendes bitte ankreuzen.)

Aufgabe 2. Sei A € M(m x n, K) eine Matrix.
(a) Wie sind Kern(A) und Bild(A) definiert?
Kern(A) ={z € K" : Ax =0} Bild(4) ={Az:2z € K"}.
(b) Sei b € K™ und sei xp € K" eine spezielle Losung des LGS Az = b. Geben Sie dann

eine Formel fiir die allgemeine Losung des LGS Ax = b an.
Fiir die Losungsmenge L der Gleichung Ax = b gilt L = zg + Kern(A).

(c) Sei dim(Kern(A)) = 1. Wie grof ist dann die Dimension von Bild(A)?
Es gilt dim(Bild(A)) =n —[.

Aufgabe 3. Seien V und W endlich erzeugte K-Vektorraume und sei F': V — W eine lineare
Abbildung. Ferner seien B = {vy,...,v,} und B = {wy, ..., wy} Basen von V und W.

(a) Geben Sie eine Formel fiir die Eintréige der Darstellungsmatrix BA}B, von F' an.
Fiir die Eintrdge a;;, 1 <4,j < n der Matrix BA? gilt die Formel

m
F(Uj) = Zaijwi.
=1

(b) Sei B = {w},...,w,} eine weitere Basis von W. Welche Beziehung besteht zwischen den
Darstellungsmatrizen BAI‘? und BAI‘??
Es gilt BA% = BA% . gA%, wobei BA% die Basiswechselmatrix fiir den Wechsel von der

Basis B zur Basis B bezeichnet.



Aufgabe 4. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum.

(a)

Sei wy,...,wy ein System von linear unabhéngigen Vektoren in V' und sei {v1,...,v,}
eine Basis von V. Was besagt der Basisergdnzungssatz fiir die Vektoren wi, ..., w; und
die Basis {v1,...,v,}7

Der Satz sagt, dass wir die Vektoren {vi,...,v,} so umordnen koénnen, so dass
nach der Umordnung das System {wy, ..., wg, Vg+1,- .., 0y} wieder eine Basis von V ist.

Sei {v1,...,v} ein Erzeugendensystem von V und sei vg € V mit vy = Zle Aiv;
fiir geeignete Koeffizienten Ai,..., Ay € K. Was besagt das Austauschlemma fiir
{v1,..., vt} und vg?

Das Austauschlemma besagt folgendes: Ist ¢ € {1,...,k} mit \; # 0, so ist auch
{v1,...,0i—1,00,Vit1,..., v} wieder ein Erzeugendensystem fiir V.

In anderen Worten: ist A\; # 0, so kénnen wir im Erzeugendensystem {v1,...,v;} den
Vektor v; durch den Vektor vg ersetzen, und das dadurch entstandene neue System ist
wieder ein Erzeugendensystem.

Aufgabe 5. Sei A € M(n x n, K) eine Matrix.

(a)

(b)

(c)

Welche der folgenden Aussagen treffen zu?

[2] det(A) # 0 < Kern(A) = {0}.

x ] det(A4) # 0 < Bild(A) = K™

x| det(A) # 0 & A ist invertierbar.

x| det(A) # 0 & Fiir jedes b € K™ ist die Gleichung Az = b eindeutig 1osbar.
Zutreffendes bitte ankreuzen.)

[
[
[
(

Wann heifit die Matrix A diagonalisierbar?

A heifit diagonalisierbar, wenn eine invertierbae Matrix S € M(n x n,K) exi-
stiert, so dass S™'AS eine Diagonalmatrix ist.

Formulieren Sie ein hinreichendes Kriterium fiir die Diagonalisierbarkeit von A mit Hilfe
der Eigenwerte von A .

A ist diagonalisierbar, wenn A n paarweise verschiedene Eigenwerte besitzt.



Rechnen

In den folgenden Aufgaben soll getestet werden, inwieweit Sie die in der Vorlesung bespro-
chenen Rechenverfahren beherrschen. Bitte geben Sie nur die Ergebnisse und die wichtigsten
Rechenschritte an. Sie konnen in diesem Teil insgesamt 17 Punkte erwerben.

Aufgabe 1. (3 Punkte) Berechnen Sie alle Losungen der Gleichung z* = —1, z € C.

Die Losungen sind: % + %, —% + %, —% — %, % — %
1

Aufgabe 2. (2 Punkte) Sei A = (1 2 3) € M(1 x3,R) und B = (2] € M(3 x L,R).
3

Berechnen Sie die Matrixprodukte AB und BA. Welche dieser Matrizen ist invertierbar?
Es gilt AB = (14) € M(1 x 1,R). Da 14 # 0 ist diese Matrix invertierbar mit Inverser Matrix
().
1 2 3 2 0
Esgilt BA= |2 4 6 |. Diese Matrix ist nicht invertierbar, da z.B. BA|[ —-1] =10
3 69 0 0
1 0 ¢
Aufgabe 3. (3 Punkte) Sei A+ = [2 ¢ 0|, t € R. Fiir welche ¢t € R ist die Matrix
010
Ay invertierbar? Berechnen Sie gegebenenfalls die Inverse A, L

Losung: Die Matrix ist genau dann invertierbar, wenn ¢t # 0 gilt, und dann gilt

0 3 -
A7l =

= O
O NI
—
N—= =

Aufgbabe 4. (3 Punkte) Berechnen Sie alle reellen Polynome p(z) = ag + a1z + agz? + agz®

mit grad(p) < 3 und p(0) = 1,p(1) = 2,p(—1) = 3. Bestimmen Sie dafiir zunéchst ein LGS fiir
die Koeffizienten ag, a1, a2, ag (bitte mit angeben!).

ao
Losung: Durch Einsetzen der Stiitzstellen erhalten wir das LGS Ax = b fiir z = Zl
2
as
mit
1 0 0 O 1
A=(|1 1 1 1], b=12],
1 -1 1 -1 3

wenn aog, a1, as, as die Koeffizienten der gesuchten Polynome sind. Die Allgemeine Losung dieses
LGS ist gegeben durch die Menge

:AeR

Die Menge der gesuchten Polynome ist also gegeben durch

1 3
{p(z) = 1+(—§+/\)x+§x2—)\x3:)\eR}.



1 0 01
. z 1 20 . .
Aufgabe 5. (3 Punkte) Sei 4, = 001 01 mit z € R. Berechnen Sie det(A;)
2 -1 1 2

fir alle x € R. Fiir welche z € R ist A, invertierbar?

Losung: Es gilt det(A,) = —3 — z. Damit ist det(A4;) # 0 & = # —3 und A, ist ga-
nau dann invertierbar, wenn z # —3.

Aufgabe 6. (3 Punkte) Sei V der R-Vektorraum V := LH{cos,sin} C Abb(R,R), und
sei F': V — V der Endomorphismus F(f) = f + 2f’, wobei f’ die Ableitung von f bezeichnet.
Berechnen Sie die Darstellungsmatrix von F beziiglich der Basis B = {cos,sin} von V und
untersuchen Sie F' auf Diagonalisierbarkeit.

Losung: Wegen F(cos) = cos+2cos’ = cos—2sin und F(sin) = sin+2sin’ = sin+2cos
1 2
erhalten wir die Darstellungsmatrix Ag = (_ 9 1). Das charakteristische Polynom ist dann

gegeben durch

2 A—1

Dieses Polynom hat keine Nullstellen in R und damit hat F' keine reellen Eigenwerte. F' ist
daher nicht diagonalisierbar.

xr(A) = det(AEy — AB) = det (A - 2 ) =(A—172+4.



Beweisen

Aufgabe 1. (4 Punkte) Seien V und W zwei K-Vektorrdume und sei F': V' — W eine injektive
lineare Abbildung. Beweisen Sie: Ist v1,...,v; ein System linear unabhéngiger Vektoren in V,
so ist F'(v1),..., F(v;) ein System linear unabhéngiger Vektoren in W.

Beweis: Seien A{,...,\;, € K mit Zizl AiF(v;) = 0. Wir miissen zeigen, dass dann
A ==\ = 0 gilt. Das F linear ist, gilt 0 = >20_, \;F(v;) = F(Xt_, \ivi). Da F injektiv
ist, ist Kern(F') = {0}, woraus nun folgt, dass 22:1 Av; = 0 gilt. Da die Vektoren vy, ...,
linear unabhéngig sind, folgt Ay =--- = A\ = 0.

Aufgabe 2. (4 Punkte) Sei A € M(n x n,K) und sei b € K", so dass das LGS Az = b eine
eindeutige Losung besitzt. Beweisen Sie: Dann ist A invertierbar.

Beweis: Ist xy eine spezielle Losung der Gleichung Az = b, so ist die Menge L aller
Losungen gegeben durch L = {xg} + Kern(A). Nach Voraussetzung besitzt die Gleichung
Ax = b genau eine Losung. Damit folgt {zo} + Kern(A) = {zo} und damit Kern(A) = {0}.
Eine quadratische Matrix ist aber genau dann invertierbar, wenn Kern(A) = {0} gilt.

Aufgabe 3. (4 Punkte) Sei V ein 5-dimensionaler K-Vektorraum und seien U,W C V
Untervektorrdume von V' mit dimg (U) = dimg (W) = 3. Beweisen Sie: Dann gilt UNW # {0}.

Beweis: Nach der Dimensionsformel fiir Summen von Vektorrdumen gilt
dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W) = 6 — dim(U N W).

Da U+ W CV und dim(V) = 5 gilt dim(U + W) < 5, und dann muss dim(U N W) > 1 gelten.
Damit ist U N W nicht der Nullraum.

Aufgabe 4. (4 Punkte) Es seien A, B € M(n x n, K). Beweisen Sie: Es gilt
AB ist invertierbar < A und B sind invertierbar.

Beweis: Eine quadratische Matrix A ist invertierbar genau dann, wenn det(A) # 0 gilt. Ferner
gilt die Formel det(AB) = det(A) det(B). Damit folgt:

AB ist invertierbar
< det(A) det(B) = det(AB) # 0
< det(A) #0Adet(B) #0
<A und B sind invertierbar.

Aufgabe 5. (4 Punkte) Sei A € M(n x n, K) eine quadratische Matrix und sei
XA =N 4 an N a4 ag
die charakteristische Polynomfunktion von A. Zeigen Sie: Dann gilt ag = (—1)" det(A).

Beweis: Fiir alle A € K gilt x4(A\) = det(AE,, — A). Damit folgt fiir A = 0:
14(0) = det(—A4) = (—1)" det(4),

wobei die zweite Gleichung daraus folgt, dass wir jede Zeile der Matrix A mit —1 multiplizieren
um die Matrix A zu erhalten, und bei Multiplikation einer Zeile mit dem Faktor —1 &dndert sich
die Determinante durch Multiplikation mit demselben Faktor.



