Ubungen zur Vorlesung Lineare Algebra II, SoSe 2016,
Blatt 10

Miindliche Aufgaben

Zur Erinnerung: Ist V ein K-Vektorraum und sind Vi,...,V, Untervektorrdume von V', so
sagen wir, V ist die direkte Summe der Vi,...,V, (Schreibweise: V = @;_, V;), wenn gelten
(1) Esgilt V=57 Vie={>_jvi:v;eVfirl <i<r}
(2) Fiir jedes j € {1,...,r} gilt V; N 32, Vi = {0}.
Uberlegen Sie sich (bzw. wiederholen Sie aus der LA I):
(1) Ist V = @;_, Vi, so besitzt jedes v € V eine eindeutige Zerlegung v = Y ;_; v; mit
v, eVifirl <i<r.
(2) Ist B; Basis von V; fiir 1 <14 <r, so ist B = U]_,B; eine Basis von V.
(3) Es gilt dim(V) = 337, dim(V}).
Sei nun V = @;_, V; und sei F € End(V) mit F(V;) C V; fiir alle 1 < ¢ < r. Dann wird
fiir jedes i € {1,...,r} durch F; : V; — Vj; F;(v) :== F(v) ein Endomorphismus F; € End(V})
definiert. Zeigen Sie:
(1) Es gilt dann F(Zzzl vi) = Y i Fi(v) fiir alle v = Y/, v; mit v; € Vj fur alle
1 <4 <r. (Schreibweise: F' = @;_, F;).
(2) Es gelten Kern(F) = @;_, Kern(F;) und Bild(F) = @._, Bild(F;).

Schriftliche Aufgaben
Aufgabe 1. Eine Matrix A € M(n x n,R) heiit schiefsymmetrisch wenn AT = —A gilt.
Zeigen Sie:
(1) Ist A € M(n x n,R) schiefsymmetrisch, so ist A normal und jeder Eigenwert von A
von der Form 48 fiir ein 8 € R.

(2) Ist A € M(n x n,R) schiefsymmetrisch, so existiert ein k& < & und eine orthogonale
Matrix O € O(n), so dass OT AO die folgende Blockgestalt hat:

I, 0 -+ v 0 -+ 0
0 I, 0 Lo :
Do .0 : 0 B
I = eM2x2,R
ofao=1|¢ ... o I. 0 -+ 0 mit 7 (—@ 0) ( )
0 -+ o i 0 -0 fir1 <j <k.
0 0 0
0 1 0
Aufgabe 2. Berechnen Sie fiir die Matrix A = | -1 0 1| € M(3 x 3,R) eine
0 -1 0

Matrix O € O(3), so dass OT AO eine Blockgestalt hat wie in Aufgabe 1.
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Aufgabe 3. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und sei £ € End(V), so dass

Ji
eine Basis B = {v1,...,v,} in V existiert, so dass A = eine Matrix in
Iy
Jordan-Normalform ist. Fiir ein A € K und ein k£ € N schreiben wir im folgenden
A1
T\ k) = R e M(k x k, K)
-
A

fiir den A-Jordan-Kasten der Lange k. Ferner schreiben wir fiir A € K und [ € N:
EL(F) := Kern(F — Xid)".
Dann ist E}(F) gerade der Eigenraum E)(F) von F zum Eigenwert \. Zeigen Sie:

(1) AIB; besitzt genau dann einen A-Jordan-Kasten, wenn A ein Eigenwert von F' ist, und
die Anzahl der A-Jordan-Kisten in A% ist gegeben durch dim(E}(F)).

(2) Fiir jedes | € N gilt: Die Anzahl der A-Jordan-Kisten J(\, k) in AS mit k& > [ ist
gegeben durch dim(E} (F)) — dim(Ei‘l(F)).

(3) Folgern Sie aus (1) und (2): Die Jordan-Normalform A¥ von F ist bis auf die Rei-
henfolge der Jordan-Kisten eindeutig durch den Endomorphismus F festgelegt.

Hinweis: Betrachten Sie den “Beitrag” der einzelnen Jordan-Kisten an den Raumen
EL(F).

2 0 0 O
: 4 4 . 3 -1 0 0 . )
Aufgabe 4. Sei F' : R* - R* F(v) = B-v mit B = 5 1 -1 o | Zeigen Sie,
0 -1 0 -1
dass eine Basis B = {v1,...,v4} von R* existiert, so dass A% in Jordan-Normalform ist, und

berechnen Sie Ag.
Bemerkung: Eine Basis B wie in der Aufgabe miissen Sie hierzu nicht explizit berechnen!

Abgabe: Montag, den 27.06.2016 um 10Uhr in den in der Ubung genann-
ten Abgabekisten.



