Ubungen zur Vorlesung Lineare Algebra II, SoSe 2016,
Blatt 6

Miindliche Aufgaben
Eine alternative Schreibweise fiir das Standard-Skalarprodukt im R™ erhélt man mit
1
Hilfe der Matrix-Multiplikation. Wenn wir einen Vektor x = | : | € R™ als eine n x 1-
T
Matrix auffassen, so ist 27 € M (1 x n,R) und es gilt fiir das Standard-Skalarprodukt:
(x,y) =2Ty=yTz Vr,yeR™

Im C" erhalten wir entsprechend die Formel (z,y) = y*z mit y* = g7

Schriftliche Aufgaben

Aufgabe 1. Ein Polynom zweiten Grades auf R” ist eine Funktion der Form

n n

p((a:l, e ,xn)T) = Z bijxix; + Zaim + b,
ij=1 i=1

wobei die b;;, die a; und b reelle Koeffizienten sind.

(a) Zeigen Sie: Es existiert eine symmetrische Matrix A € M (nxn,R) (also A = AT)

und ein Vektor a € R™, so dass fiir alle x € R™ gilt:

p(z) = (Az,z) + (a,z) + b (=27 Az +a'z +),

wobei (-, -) das Standard-Skalarprodukt auf R™ bezeichnet.
(b) Sei nun p : R* — R gegeben durch

p((xl, ce ,x4)T) e x% + 295% — xg + :vi — 2(x1x9 — x223) + 11 — 314 + 5.

Bringen Sie p auf die Form p(z) = (Ax,x) + (a,z) + b wie in Teil (a).

Aufgabe 2. Eine Abbildung ¢ : R®™ — R heifit quadratische Form, wenn ei-
ne symmetrische Matrix A € M(n x n,R) existiert mit ¢(z) = (Az,z). Ist
p : R - Rp(z) = (Az,z) + (a,z) + b ein Polynom zweiten Grades wie in
Aufgabe 1, so heifit ¢ : R™ — R; g(x) = (Az, x) die zugehorige quadratische Form.
(a) Zeigen Sie: Ist xg € R™ mit 2Az¢ = a, so existiert ein b € R mit

plx —x0) = q(z) +b Yz e R™
Das heifit in diesem Fall ldsst sich p durch Verschieben des Ursprungs in eine quadra-
tische Form (plus eine Konstante) {iberfiihren.

(b) Uberfithren Sie das Polynom p : R* — R aus Aufgabe 1.(b) durch eine geeignete
Verschiebung des Ursprungs auf die Form ¢(z) + b wie in (a).

Aufgabe 3. Sei (V,(-,-)) ein endlich dimensionaler unitdrer oder euklidischer K-
Vektorraum und sei U C V ein Untervektorraum von V. Wir fassen die orthogonale
Projektion Py : V — U C V als Endomorphismus von V' auf. Zeigen Sie:
(1) Es gilt Py = P}, = P2.
(2) Ist P € End(V) ein beliebiger Endomorphismus mit P = P* = P2, so existiert
genau ein Untervektorraum U von V mit P = Py.
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Aufgabe 4. Seien (V,(-,-)v) und (W, (:,-)w) endlich-dimensionale unitére bzw. or-
thogonale K-Vektorraume und sei F' : V' — W eine lineare Abbildung. Wir sagen, F'
ist unitdr, wenn F* o F = idy und F o F* = idy gilt. Zeigen Sie die Aquivalenz der
folgenden Aussagen:

(1) F ist unitér (bzw. orthogonal).

(2) Es gilt dim(V) = dim(W) und fiir alle vy, v € V gilt

(F(v1), F(v2))w = (v1,v2)v-

(3) Es gilt dim(V') = dim(W) und fiir alle v € V gilt |[F(v)|lw = ||v||v-

(Vergleichen Sie mit Satz 6.8 der Vorlesung.)

Abgabe: Montag, den 30.05.2016 um 10Uhr in den in der Ubung ge-
nannten Abgabekéisten.



