Ubungen zur Vorlesung Lineare Algebra II, SoSe 2016,
Blatt 4
Miindliche Aufgaben
1 1
Aufgabe 1. Sei U C R3 der von den Vektoren w; = | 0 | ,wy = | —1 | aufgespannte
1 1
Untervektorraum des R3. Ferner sei (-,-) das Standard-Skalarprodukt auf R®. Dieses
definiert dann durch Einschridnken beider Variablen auf U ein Skalarprodukt auf U
(warum?).
(1) Berechnen Sie eine ONB {wj,v2} von U. Skizzieren Sie die Vektoren vy, vs so
gut es geht in einer rdumlichen Skizze.
(2) Berechnen Sie die orthogonalen Projektionen Py (e1), Py (ez2), Py (es) fiir die Ein-
heitsvektoren e, ea, e3 in R3.
(3) Berechnen Sie die Absténde d(e;,U), i = 1,2, 3.
(4) Ergénzen Sie {v1,va} zu einer ONB {v1, v9,v3} von R3.
(5) Berechnen Sie eine ONB fiir U+ C R3.

Aufgabe 2. Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) und sei 0 # vy € V. Ist
dann U = K - vg, so ist die orthogonale Projektion Py : V — U fiir alle v € V' gegeben

durch

<UaU0>
Py(v) = TN 0.

Der Abstand d(v,U) eines Elements v € V zur “Geraden” U = K - v ist dann gegeben
durch

_ <U, UO>1}0
[[vol|?

i(w,0) = o= o)l = o

Versuchen Sie sich die Aussagen dieser Aufgabe durch eine geeignete Skizze in der
Ebene zu veranschaulichen!

Schriftliche Aufgaben

Aufgabe 1. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) und sei
U C V ein (n — 1)-dimensionaler Untervektorraum von V' (U ist dann eine Hyperebene
in V). Ferner sei 0 # vg € U+. Zeigen Sie:

(1) ULt =K - .

(2) Die orthogonale Projektion Py : V' — U ist gegeben durch die Formel

<U,U0>

Py(v)=v—Pyi(v)=v— .
v [[vo][?

(3) Der Abstand von v € V' zur Hyperebene U ist gegeben durch die Formel

d(?}, U) _ |<U, 1)()2>’
[[voll
I Y1
Aufgabe 2. Fiir zwei Vektoren z = | 25 | und y = [ y2 | € R? sei das Kreuzprodukt
T3 Y3
21
x x y € R3 definiert durch o x y = | 2o | mit
23

z1 = det <x2 y2) , 2o = —det (xl yl) ,  zg3 =det <:c1 yl) .
T3 Y3 r3 Y3 T2 Y2

1



2

Zeigen Sie:
(1) Esgilt e xy Lzund z xy L y.
(2) Es gilt X y # 0 < z,y sind linear unabhéingig.
(3) Ist U = LH{x,y} der von x,y aufgespannte Untervektorraum von R?, so lisst
sich die orthogonale Projektion P : R? — U schreiben als
(v, X y)

Py(v)=v— ——5=x
[l < y?

X .

Aufgabe 3. Es seien z,y € R? gegeben durch

1 1
rz=12 |,y=11
-2 2

und sei U = LH{x,y}. Ferner seien ey, e, e3 € R? die Einheitsvektoren. Berechnen Sie
die orthogonalen Projektionen Py (e;) und die Absténde d(e;, U) fiir i = 1,2, 3.

Aufgabe 4. Sei (-,-); das in Blatt 3, Aufgabe 4 definierte Skalarprodukt auf
R[T]. Berechnen Sie eine ONB {qo,...,q3} des Untervektorraums U = Rs[T] der
Polynome vom Grad < 3 beziiglich (-, -);. Berechnen Sie dann fiir alle n € N:

(1) Die orthogonale Projektion Py (T™) des Polynoms 7" auf U, und

(2) den Abstand d(1",U) von T™ nach U.
Die Aufgabenteile (1) und (2) sind freiwillige Zusatzaufgaben und geben
jeweils einen extra Punkt!

Abgabe: Montag, den 09.05.2016 um 10Uhr in den in der Ubung ge-
nannten Abgabekésten.



