Ubungen zur Vorlesung Lineare Algebra II, SoSe 2016,
Blatt 1

Miindliche Aufgaben

Die Aufgaben aus diesem Blatt bestehen zu einem grofien Teil aus den Aufgaben von
Blatt 13 der LA1. Sie dienen vor allem der Wiederholung der Inhalte von LA1, §16.
Das Verstédndnis dieses Abschnitts ist eine wichtige Grundlage zum Versténdnis des
Stoffes der Linearen Algebra II! Die ersten schriftlichen Aufgaben finden Sich in Blatt2
zur LA2.

Aufgabe 1. Arbeiten Sie den Anhang zur Darstellungsmatrix durch. Bearbeiten
Sie dann die folgende Aufgabe:
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Es seien v = 5 , U = 3 , U3 = 0 eRYundwy = [0 |, wp=]0]| € R
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Seien V' = LH{v1,v2,v3} € R3 und W = LH{wy,ws} C R5.
(1) Zeigen Sie: B = {v1, v2,v3} ist eine Basis von V und C = {w, wsy} ist eine Basis
von W.
(2) Es existierte genau eine lineare Abbildung F': V' — W mit

F(v1) =wi +we, F(vy) =w; —wy, and F(v3)= 5w+ 4w,.

(3) Berechnen Sie die Darstellungsmatrix A% von F beziiglich der Basen B und C.
(4) Berechnen Sie eine Basis von Kern(F) C V.

Aufgabe 2. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, n € N. Wiederholen Sie die
Begriffe “Diagonalisierbarkeit”, “Eigenwert” und “Eigenvektor” eines Endomorphis-
mus F' : V. — V (bzw. einer Matrix A € M(n x n, K)). Wiederholen Sie auch die
Argumente dafiir, dass die Eigenwerte von F' genau die Nullstellen der charakteristi-
schen Polynomfunktion xr : K — K sind.

Zur Bezeichnung: Ist A € M(n x n,K) so sind die Eigenwerte und Eigenvekto-
ren von A definiert als die Eigenwerte und Eigenvektoren der linearen Abbildung
Fy: K" — K", Fa(x)=A-x.

Aufgabe 3. Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und sei F' : V. — V ein
Endomorphismus von V. Sei B = {01,...,0,} eine Basis von V und sei 4 = Ag die

Darstellungsmatrix von F' beziiglich B. Machen Sie sich die folgenden Sachverhalte
klar:

(1) Ist A € K, so ist A ein Eigenwert von F' genau dann, wenn A ein Eigenwert
51
von A ist, und fiir einen Vektor s = | : € K™ gilt: s ist genau dann ein
Sn
Eigenvektor zum Eigenwert X fiir A, wenn v = )" | s;0; ein Eigenvektor zum
Eigenwert A fiir F' ist.

A1
(2) Ist S € GL(n, K) mit S™1AS = , 50 sind Ai,...,\, die Eigen-
An
werte von A (und von F') und die Spalten si,...,s, € K" von S bilden eine
Basis {s1,..., s, } aus Eigenvektoren von A fiir K™. Hierbei ist s; ein Eigenvek-

tor zum Eigenwert \; fiir alle 1 <17 < n.
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(3) Ist S wie in (2), und sind vy,...,v, € V gegeben durch v; = >~ ;| s;;0;, so ist
B ={vi,...,v,} eine Basis aus Eigenvektoren von F' und es gilt

A1

An
Hierbei ist v; ein Eigenvektor zum FEigenwert A; fiir alle 1 < ¢ < n.
(4) Zeigen Sie: Ist B wie in (3), so gilt
xr(X) = det(Nidy — F) = det(AE, — AR) = [J(A = X).
i=1
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Aufgabe 4. (a) Sei A = | -1 0 0] € M(3 x 3,R). Berechnen Sie das cha-
0 01
rakteristische Polynom sowie die Eigenwerte und Eigenrdume von A (iiber R!).
0 10
(b) Seinun A = | -1 0 0] € M(3 x 3,C). Berechnen Sie das charakteristische
0 01

Polynom sowie die Eigenwerte und Eigenrdume von A (iiber C!).
(c) Untersuchen Sie in beiden Féllen die Matrix A auf Diagonalisierbarkeit, und
berechnen Sie gegebenenfalls eine Matrix S € GL(n,K) (K = R oder C) mit

M 0 0
S71AS=10 X O
0 0 )\

Aufgabe 5. Fiir einen Korper K sei Abb(R,K) der K-Vektorraum aller K-
wertigen Funktionen auf R. Sei V' = LH{cos, sin,exp} C Abb(R,R).
(a) Zeigen Sie:

(1) B = {cos,sin,exp} ist eine Basis von V.

(2) Fiir jede Funktion f € V gilt auch f’ € V, wobei f’ die Ableitung von f

bezeichnet, und die Abbildung D : V — V; Df := f’ ist R-linear.

(b) Berechnen Sie die Darstellungsmatrix A = A% und berechnen Sie das charakteri-
stische Polynom sowie die Eigenwerte und Eigenrdume von D. Ist D diagonalisierbar?
(c) Sei nun V' = LH{cos,sin,exp} C Abb(R,C). Dann ist V' ein C-Vektorraum und
D:V = V,Df = f" ist C-linear (eine C-wertige Funktion heiit differenzierbar, wenn
Re f und Im f differenzierbar sind, und dann gilt f' = (Re f)’ + (Im f)’). Zeigen Sie,
dass D : V — V diagonalisierbar ist und berechnen Sie eine Basis aus Eigenvektoren
fir D.

Aufgabe 6. Seien p,q € R[T] gegeben durch p(T) = T® = 5T7% — 9T° + 37? - T + 1
und ¢(T) = T* + 3. Berechnen Sie Polynome h,r € R[T] mit grad(r) < grad(q) und
p = hq + r wie in Satz 1.5 der Vorlesung.

Aufgabe 7. (a) Sei p(T) = T% + T* — T? — 1 € R[T]. Berechnen Sie die Zerle-
gung

p(T) = q(T) (T — A)™ - (T = N)™
wie in Satz 1.6 der Vorlesung. Wie lauten in diesem die algebraischen Vielfachheiten
der Nullstellen von p?
(b) Berechnen Sie nun eine entsprechende Zerlegung des Polynoms p aufgefasst als
Element in C[T].



Zur Darstellungsmatrix linearer Abbildungen

Aufgrund einiger Nachfragen habe ich den Eindruck bekommen, dass einigen Stu-
dierenden der Begriff der Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung F : V — W
zwischen endlichdimensionalen K-Vektorrdumen noch Probleme bereitet. Ich habe mir
daher Gedanken gemacht, wie man diesen Teil des Stoffes noch etwas besser erkléaren
konnte. Hier einige Anmerkungen dazu, die Sie als Ergénzung zur Vorlesung auffassen
sollten.

Wahl einer Basis/Koordinatensystems. Ist V ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum und B = {v1,...,v,} eine Basis von V', so erhalten wir abhéngig von der
Basis B einen Isomorphismus
B V- K"

der durch die Vorschrift ®5(v;) = e, fiir j = 1,...,n, festgelegt ist. Hierbei bezeichnet
S ={ey,...,e,} die Standard-Basis des K™. Ist v € V ein beliebiger Vektor, so besitzt
v eine eindeutige Darstellung v = Z?Zl xjv; fiir geeignete (und eindeutig festgelegte)
Koeffizienten z1, ..., 7, € K. Ist dann = = (z1,...,2,)" = > iy xjej, so folgt

n n n
v) = @p(>_xju;) PEY wi0s(v) = > wie; =
j=1 j=1 j=1

Umgekehrt folgt natiirlich @' (z) = 37 =1 2;v; fir die Umkehrabbildung @ L. K
V. An dieser Stelle macht es vielleicht Sinn eine neue Notation elnzufuhren. Istv e V,
so setzen wir

B[v] = ®p(v) € K"
B Blo]y,..., B[], € K die

In der obigen Diskussion ist dann ®[v] = z. Sind dann n

Koeffizienten von B[v], so gilt v = &' (B[v]) = > i1 B[v]jvj.

Denkweise: Wir stellen uns die Basis B als Koordinatensystem im Vektorraum V
vor. Der Vektor B[v] € K™ gibt dann die Koordinaten des (Orts-)Vektors v beziiglich
dieses Koordinatensystems an! Es ist dann auch sofort klar, dass die Koordinaten
stark von dem gegebenen Koordinatensystem B abhingen!

Die Darstellungsmatrix. Der Sonderfall F': K" — K™.
Ist # : K™ — K™ eine lineare Abbilldung, so existiert genau eine Matrix
Ap € M(m x n,K) mit F(z) = Ap - x, wobei Ap - x das Produkt der Matrix
Ap mit dem Vektor x € K™ bezeichnet. Ist Ap = (a1, ...,ay), so gilt

Ap-ej=a; V1<j<n.
Gilt Ap - x = F(x) fir alle x € K", so folgt F(ej) = Ap -e; = a; fiir alle 1 < j < n,
und daher folgt die Formel

Ap = (Fler),..., Flen)).
Definieren wir umgekehrt die Matrix Ar durch die obige Formel, so folgt fiir alle x =
(21,...,2,) € K™

Ap-x:AF-(Z:Ejej)(;)ij(AF-e] Z:Uj (ej) Zac]ej
j=1

j=1
Die Gleichung (x) folgt aus der leicht zu Verlﬁmerenden Tatsache, dass fiir jede Matrix
A€ M(m x n,K) die Abbildung Fy4 : K™ — K™ Fa(x) = A -z linear ist.
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Die Darstellungsmatrix. Der allgemeine Fall.

Wir wollen jetzt sehen, dass man auch fiir beliebige endlichdimensionale K-
Vektorrdume V und W die linearen Abbildungen F' : V — W mit Hilfe von
Matrizen beschreiben kann. Hierzu ist es aber erforderlich, Basen (d.h. Koordinaten-

systeme) fir V und W zu wéhlen: Im folgenden sei B = {vy,...,v,} eine Basis von
V und C = {wi,...,wy,} eine Basis von W. Wir erhalten dann, wie oben erklirt,
Isomorphismen

Pp:V = K" dp(v) =5[] und &¢: W — K™; de(w) = Cw].

Zur Erinnerung: Es gelten dann

n m

v:ZB[U]jvj und wzzc[w]iwi,
j=1 i=1
wobei Z[v]y,...,B[v], € K die Koeffizienten von ®[v] und ¢[w],...,C[w],, € K die

Koeffizienten von ¢[w] bezeichnen.
Sei nun F': V — W eine lineare Abbildung. Wir wollen dann eine Matrix

CAB e M(m x n,K)

finden, so, dass die Koordinaten ¢[F(v)] € K™ des Vektors F(v) € W gegeben sind
durch Multiplikation der Koordinaten 5[v] von v € V, d.h. fiir alle v € V soll die
folgende Gleichung gelten:

(1) C[F(v)] = AR - B[o].

Benutzt man die Tatsache, dass ¢[F(v)] = ®¢(F(v)) und Bv] = ®&5(v), so ist die obige
Gleichung dquivalent zu

(2) D¢ (F(v)) =CAF - @p(v),

was gerade bedeutet, dass das Diagram

fir A = CA?, kommutiert (vergleiche Bemerkung 10.2 der Vorlesung). Die lineare
Abbildung F': V — W wird also auf der Ebene der Koordinaten durch Multipli-
kation mit der Matrix ‘A% beschrieben.

Beachten Sie: Hierbei wird nicht der Vektor v mit der Matrix CA?, multipliziert
(das macht im Allgemeinen auch gar keinen Sinn, denn ist z.B. V' der Vektorraum der
Polynome vom Grad < n — 1, so sind die Elemente von V' Polynome, und fiir solche ist
das Produkt mit einer Matrix nicht definiert), sondern wir multiplizieren den Vektor
Bly] € K™ der Koordinaten von v beziiglich B mit der Matrix A% und erhalten dann
den Vektor ¢[F(v)] € K™ der Koordinaten von F(v) beziiglich C!

Nachdem wir nun gekldrt haben, was die Darstellungsmatrix leisten soll, ist es

auch leicht, die richtige Formel hierfiir herzuleiten: Schreiben wir CA?, = (a1,...,an),
so erhalten wir mit (1) durch Einsetzen der Basisvektoren vy,...,v, von V die
Gleichungen

U ())] = AF - Bloy] = 4B ¢; = a;
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fiir alle 1 < j < n. Das heifit die j-te Spalte von CA? ist gerade der Koordinatenvektor

C[F(v;)] € K™ von F(v;) beziiglich C. Ist €A% = (a;;) 11§§<m, so folgt die Formel
<j<n

m
F(v) = aiwi,
i=1

die Sie aus 10.1 der Vorlesung kennen. Wie in der Vorlesung gezeigt, gilt fiir die so
definierte Matrix die Gleichung (2), und dann auch die dazu dquivalente Gleichung (1).



