Ubungen zur Vorlesung Lineare Algebra I, WS2015/16,
Blatt 7

Miindliche Aufgaben

Aufgabe 1. Sei A = (; 3) Schreiben Sie A als Produkt von Elementarmatrizen.

Aufgabe 2.(a) Wiederholen Sie die Begriffe “linear unabhingig” und “linear
abhéngig”.

(b) Sei V ein K-Vektorraum und seien vq,...,v, € V. Zeigen Sie: Ist einer der
Vektoren v, ..., v, der Nullvektor, so sind die Vektoren vy, ..., v, linear abhéngig.
(c) Zeigen Sie ferner: Existiert ein beliebiges Teilsystem v;,,...,v; von vy,..., vy
(dh. d1,...,4 € {1,...,n} und i; # i; falls i # j), so dass v;,,...,v; linear
abhéngig ist, dann ist auch vy, ..., v, linear abhéngig.

(d) Zeigen Sie umgekehrt: Sind wvy,...,v, linear unabhingig, so ist auch jedes
Teilsystem v;,,...,v; von v1,...,v, linear unabhéngig.

(e) Die Vektoren vy, ..., v, seien linear abhéingig. Ist dann auch jedes Teilsystem
Uiy, ...,V VO V1, ..., VU, linear abhéngig?

Aufgabe 3. Es seien vy,...,vx € K" gegeben und sei A = (v1,...,v5) €
M(n x k, K) die Matrix mit den Spalten vy, ..., v;. Beweisen Sie: Es git
U1, ...,y sind linear unabhéngig < Kern(A) = {0}.

Hinweis: Uberlegen Sie zuniichst: Fiir z = (z1,...,23)t € K* gilt Az = 3%

=1 xjvj.

Aufgabe 4. Untersuchen Sie die folgenden Systeme von Vektoren auf lineare
(Un-)Abhéngigkeit:

0 (:)-() () ==

1 0 1
@2 12],(1],{1] eRr3.
3 3 3
1 0 1
2 1 1 A
(3) NERRE c R*.
4 4 4



Schriftliche Aufgaben

Aufgabe 1 (a). Bestimmen Sie (analog zu Beispiel 7.6 aus der Vorlesung)
FElementar-Matrizen Dy, ..., D; € M(2 % 2,R) und Fi,..., F, € M(3 x 3,R) derart,

dass
1 2 0 1 00
Dz-'-D1~<2 5 1>'F1"'Fr—<0 ) 0>‘

(b) Sei A € M(m x n, K) eine Matrix. Beweisen Sie: Dann existieren ein k£ € N mit
k <mn,m und Matrizen D € GL(m, K) und F' € GL(n, K) mit

A= DEyH.
Ey Ok,n—k

Hierbei ist Ej die Blockmatrix Ej, = (
Om—kk Om—kn—k

> € M(m xn, K).

Aufgabe 2. Untersuchen Sie die folgenden Systeme von Vektoren auf lineare
(Un-)Abhéngigkeit:

1 1 3 1
2 0 2 0

a 3|, [1],11].]-3] mitteRr.
4 0 0 ¢
5 1 1 -5

(2) P1,DP1,P3,DP4 S R[T] mit
p(T)=T+T* =T po(T)=T—T"+T
p3(T) =1 + T2 - 13, pa(T) =1+T.

Aufgabe 3. Es seien vy, ...,v, € K™ gegeben und sei A = (vy,...,v,) € M(n X
n, K) die Matrix mit den Spalten vq,...v,. Sei Fy : K" — K" Fa(x) = Ax die
zugehorige lineare Abbildung. Zeigen Sie: Dann sind dquivalent:

(1) {v1,..., vy} ist eine Basis von K™.

(2) Fy: K™ — K™ ist injektiv.

(3) Fy : K™ — K™ ist bijektiv.

(4) A ist invertierbar.

Hinweis: Natiirlich diirfen Sie alle geeigneten Resultate der Vorlesung nutzen!

Aufgabe 4. Sei F': V — W eine lineare Abbildung zwischen den K-Vektorrdumen

V und W und seien vy, ...,v, € V. Beweisen Sie:
(1) Ist F injektiv und sind wv1q,...,v, linear unabhingig, so sind auch
F(v1),...,F(v,) € W linear unabhéngig.
(2) Sind F(vy1),...,F(vy,) linear unabhingig, so sind auch vy, ..., v, linear un-
abhéingig.

Abgabe: Montag, den 14.12. 2015 um 8:30Uhr



