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Ubungen zur Analysis III

Serie 4

Aufgabe 1. Sei (X, o7, u) ein Mafiraum. Fiir eine Teilmenge X € o sei
gy =d NXg={ANXy: Ac o}
und po = gt Zeigen Sie:
a) (Xo, %, po) ist ein Mafraum.
b) Ist f: X — R mefbar, so auch fo: Xg — R; =+ f(z).
c) Fiir eine Funktion fo : Xo — R sei

f‘XﬁR'xH{fO(gj)’ wenn x € X

0 sonst

Dann gilt: ist fo mefibar, so auch f.

d) Die Funktion fj ist genau dann po-integrierbar, wenn f p-integrierbar
ist. In diesem Fall gilt: on foduo = [y fdp.

Aufgabe 2. Gegeben sei der Maraum (R, %', \). Zeigen Sie:

a) Es existiert eine Folge (¢, ) nicht-negativer Treppenfunktion ¢, : R — R
mit limy, o ¢, = 0 und lim,,_. f Yn dX\ # 0.

b) Es existiert eine nicht-mefibare Funktion f auf R, so daf |f| integrier-
bar ist.

Aufgabe 3. Sei e > 0 und (¢;);en eine Abzéhlung von Q. Fiir i € N sei

€ €
Ui == (¢ — ﬁﬂlﬂrﬁ)

und U := | J;cn Ui Zeigen Sie:
a) U ist offen und dicht in R.

b) Es gilt A(U) < e.



Aufgabe 4. Konstruieren Sie eine Teilmenge von R, die nicht Lebesgue-
Borel-mefibar ist.

Anleitung. Betrachten Sie ein Vertretersystem K von R/Q. Die Existenz
eines solchen Vertretersystems folgt aus dem Auswahlaxiom. Leiten Sie einen
Widerspruch her, indem Sie zeigen, dass aus der Annahme “K ist meflbar”,
sowohl A(K') > 0 als auch A\(K) = 0 folgt.

Abgabe der Liosungen zu diesem Blatt bis Montag, den 17.11.2008, wm 10.00 Uhr, in dem
zur jeweiligen Ubungsgruppe gehdrigen Briefkasten im Hoérsaalgebdude.



