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Ubungen zur Analysis III

Serie 3

Aufgabe 1. Sei X eine Menge, Z ein Ring in X und &/ (%) die von Z in
X erzeugte o-Algebra. Fiir einen Inhalt y: Z — R U {400} bezeichne p*
das (wie in Satz 3.6 definierte) zu p assoziierte duflere Mafi. Zeigen Sie:

a) Sei B C X mit p*(B) < oo gegeben. Dann existiert A C &7 (%) mit
B C A und p*(A) = p*(B).

b) Gegeben seien M, N C X und p*-mefibare Mengen A, B C X mit M C
Aund N C B.Ist p*(ANB) = 0, so folgt p*(MUN) = p*(M)+u*(N).

Aufgabe 2. Sei & C Z(X) ein N-stabiler Erzeuger einer o-Algebra <7 in
X. In & existiere eine Folge (Ey)nen mit E, T X. Gegeben seien nun zwei
Mafle p1 und ps auf o/ mit folgenden Eigenschaften:

(i) w1 (E) = po(F) fir alle £ € &.
(i) p1(En) = po(FEy) < oo fiir alle n € N.

Zeigen Sie 1 = po.
Hinweise: 1.) Zeigen Sie fiir £ € & mit pu1(E) = p2(E) < oo, dass

I ={Decd :m(DNE)=pu(DNE)}

ein N-stabiles Dynkin-System ist mit Yy = .
2.) Definieren Sie nun induktiv eine Mengenfolge (F},)nen vermittels

F, = n\(El Uu...u En—l)

und zeigen Sie
,ul(Fn N A) = ,LLQ(Fn N A) .



Aufgabe 3. Es bezeichne A das Lebesgue-Borel Mafi auf R?. Zeigen Sie,
dass fiir T € GL(R,d) gilt
1

TO) = o

Hinweis: 1.) Zeigen Sie, dass das MaB T'(\) auf %% translationsinvariant ist.
2.) Betrachten Sie die Abbildung ® : GL(R,d) — R; T + ®(T), definiert
vermittels T(\)(W) = ®(T) - A(W), wobei W C R? den Einheitswiirfel

bezeichnet. Zeigen Sie
O(S-T)=d(5) - 9(T).

3.) Verwenden Sie nun (ohne Beweis) folgende Aussage aus der linearen
Algebra: Ist ® : GL(R,d) — R*\{0} Gruppenhomomorphismus, so existiert
ein Gruppenhomomorphismus « : R*\{0} — R*\{0} mit ® = «(det).

Aufgabe 4. Betrachten Sie auf R := R U {£o00} folgendes Mengensystem:
eine Menge O C R heifit offen, falls gilt: 1.) O N R ist offen in R. 2.) Ist
oo € O, so existiert ein @ € R mit (a, 00] C O. 3.) Ist —oc0 € O, so existiert
ein @ € R mit [—o0,a) C O. Zeigen Sie:

a) Die offenen Teilmengen in R ergeben eine Topologie auf R, welche auf
R die gewohnliche Topologie induziert.

b) Fiir jede Folge (2, )nen in R gilt: 2 € R ist Hiufungspunkt von (z,,)nen
genau dann, wenn fiir jedes € > 0 unendlich viele n € N existieren mit
|z — x| <e.

c) Fiir jede Folge (xy)nen in R gilt: oo ist Hiufungspunkt von (z,,)nen
genau dann, wenn fiir jedes a € R unendlich viele n € N existieren mit
Ty > o

d) Wir definieren lim sup x,, := inf,,cn Sup,,,>,, Tm. Zeigen Sie: lim sup z,,
ist Haufungspunkt der Folge (x,,)nen. Ist # € R weiterer Haufungs-
punkt von (zp)nen, so gilt Z < lim sup x,,.

Erinnerung: In einem topologischen Raum X heifit ein Punkt « Hdufungs-
punkt einer Folge (z,,)nen, wenn in jeder offenen Umgebung U C X von z
unendlich viele Elemente der Folge (x,,) liegen.

Abgabe der Losungen zu diesem Blatt bis Montag, den 10.11.2008, wm 10.00 Uhr, in dem
zur jeweiligen Ubungsgruppe gehdrigen Briefkasten im Hoérsaalgebdude.



