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Aufgabe 1. Sei X eine Menge. Zeigen Sie:

a) Das Mengensystem A := {A ⊂ X : A abzählbar oder {A abzählbar}
ist eine σ-Algebra.

b) Die Abbildung

µ : A → R ∪ {+∞} ; A 7→

{
0, wenn A abzählbar
1, wenn {A abzählbar

ist ein Maß, falls X überabzählbar ist.

Aufgabe 2. Sei X eine Menge mit unendlich vielen Elementen. Zeigen Sie:

a) Das Mengensystem R := {A ⊂ X : A endlich oder {A endlich} ist
ein Ring, aber keine σ-Algebra.

b) Die Abbildung

µ : R → R ∪ {+∞} ; A 7→

{
0, wenn A endlich
1, wenn {A endlich

ist ein Inhalt, aber kein Prämaß, falls X abzählbar unendlich ist.

Aufgabe 3. Zeigen Sie:

a) Sei µ ein Inhalt auf einem Ring R und A1, ..., An ∈ R. Dann ist µ
sub-additiv, d.h. es gilt µ(

⋃n
i=1Ai) ≤

∑n
i=1 µ(Ai).

b) Sei µ ein Prämaß auf einem Ring R und A0, A1, ... ∈ R. Dann gilt:

A0 ⊂
∞⋃

n=1

An =⇒ µ(A0) ≤
∞∑

n=1

µ(An) .

Aufgabe 4. Sei n ∈ N, µ ein endlicher Inhalt auf einem Ring R und
A1, ..., An ∈ R. Zeigen Sie:

µ(
n⋃

i=1

Ai) =
n∑

i=1

µ(Ai)−
∑
i<j

µ(Ai ∩Aj) +
∑

i<j<k

µ(Ai ∩Aj ∩Ak)

+ · · ·+ (−1)n−1 · µ(A1 ∩ · · · ∩An) .

Abgabe der Lösungen zu diesem Blatt bis Montag, den 27.10.2008, um 10.00 Uhr, in dem
zur jeweiligen Übungsgruppe gehörigen Briefkasten im Hörsaalgebäude.


