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Ubungen zur Analysis I

Serie 5

Aufgabe 1.

a.) Sei z € C eine komplexe Zahl. Zeigen Sie: Ist |z| > 1 so strebt die Folge (2"),en
gegen unendlich, d.h. die Folge der Betrige ist unbeschrinkt. Ist |z| < 1 so kon-
vergiert die Folge gegen 0.

b.) Bestimmen Sie den Grenzwert der durch
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Ap =

fiir n € N definierten komplexen Folge.

Aufgabe 2. Sei a > 0 eine positive reelle Zahl und r € R reell. Zeigen Sie, dass fiir
eine rationale Folge (g, )nen (d.h. ¢, € Q fiir alle n € N) mit lim,, o g, = 7 € R die
Folge der Potenzen (a?),cn konvergiert. Zeigen Sie ferner, dass dieser Grenzwert nicht
von der Wahl der rationalen Folge (g)nen abhéngt, insgesamt also, dass die Potenz
a” :=lim,_,o a? (insbesondere fiir Exponenten aus R) wohldefiniert ist.

Hinweis:

o Zeigen Sie limy,_.oo /n = 1. (Tipp: Setzen Sie hierzu hy, := {/n—1 und betrachten
Sien = (14 hy)™.)

e Seia > 0. Folgern Sie, dass lim,_.~ /a =1 gilt. (Tipp: Sandwich-Theorem)

e Sei (pn)nen eine Folge rationaler Zahlen mit lim, o p, = 0. Zeigen Sie, dass
lim,, o aP" = 1.

e Zeigen Sie, dass fir eine monoton fallende, rationale Folge (qn)nen mit
limy, oo gn = 7 (Existenz?!) auch (a%),en konvergiert.

o Zu zeigen bleibt die Wohldefiniertheit von a”.



Aufgabe 3. Sei (an)nen eine beschriankte Folge reeller Zahlen und sei H die Menge
ihrer Haufungspunkte. Zeigen Sie die folgenden Identitéten:

limsup a,, = sup H liminfa, = inf H
n—oo n—oo

Aufgabe 4.

a.) Fir eine natiirliche Zahl n € N sei r(n) € Ny die kleinste Zahl, so dass
n — r(n) durch 4 teilbar ist. Bestimmen Sie die Haufungspunkte der fir n € N
durch a,, := r(n) definierten Folge (a,)nen-

b.) Wir definieren nun r’(n) € Ny ganz analog als die kleinste Zahl, so dass n — 7’'(n)
durch [%] teilbar ist. Bestimmen Sie die Hadufungspunkte der fiir n € N durch
by, := r'(n) definierten Folge (b,)nen-

(Fiir x € Ry U {0} setze dabei [z] := min{n € Ny | n > x})

Abgabe der Lésungen zu diesem Blatt bis Montag, den 19.11.2007, um 16.00 Uhr, in dem zur
jeweiligen Ubungsgruppe gehorigen Briefkasten im Horsaalgebdude.



