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Ubungen zu Differentialgeometrie I
Serie 7

(Oberes Halbebenenmodel der Hyperbolischen Ebene) Es bezeichne H := {(z,y) €
C : y > 0} die obere Halbebene der komplexen Zahlenebene C. Die Identitét

1
g(w,y)(va w) = P ) <an>0

definiert die sogenannte hyperbolische Metrik g auf H; die Riemannsche Mannigfal-
tigkeit (H, g) nennt man die hyperbolische Ebene. Zeigen Sie:

(a) Fiir A= (2 %) €SI(2,R) ist die Abbildung
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eine biholomorphe Abbildung von H in sich (ein ,,Automorphismus®).

(b) Die Diffeomorphismen h, : H — H, A € S1(2,R) sind Isometrien der hyperbo-
lischen Ebene.

(c) Die Abbildung p : (SI(2,R),-) — (Aut(H),0); A~ h, ist ein Gruppenhomo-
morphismus.

(d) Die Gruppe SI(2,Z) operiert eigentlich diskontinuierlich auf H.

(e) Fiir a, 8 > 0 ist die Kurve c¢: [0,1] — H; ¢ — t6i + (1 — t)ai kiirzeste Kurve
zwischen den Punkten ai und (i. Konnen Sie auch Kiirzeste zwischen zwei
beliebigen Punkten in der hyperbolischen Ebene angeben?

(Positiv definite Matrizen) Es bezeichne S die Menge der positiv definiten, symme-
trischen (n x n)-Matrizen und Sym(n, R) = R+ der Vektorraum der symme-
trischen (n x n)-Matrizen. Zeigen Sie:

(a) S ist eine offene Teilmenge von Sym(n,R).

(b) Die Identitt

gp(V,W) :=Spur (VP'WP™), PeS, V,W € TpS=Sym(n,R)

definiert eine Riemannsche Metrik g auf S.

(c) Die Gruppenaktion Gl(n,R) x S — S, (G, P) — GPG" ist isometrisch und
transitiv.

Sei g die von ¢g%" := (-, -)o|rsnxrs~ induzierte Metrik auf RP" = S"/{+id}. Der
Vektorraum Mat(n + 1,R) sei versehen mit dem Skalarprodukt (A, B) := 1/2 -
Spur(A - BT). Zeigen Sie, dass die Veroneseeinbettung

(anag)_)vnc (Mat(n+15R)’<'a'>)a [p]'_)p'pT

eine Isometrie ist.
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