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Ubungen zu Differentialgeometrie I
Serie 5

(Tangentiale Vektorfelder lings Untermannigfaltigkeiten) Sei M™ eine n-dimensio-
nale Untermannigfaltigkeit des R***. Dann nennt man ein differenzierbares Vektor-
feld X : R*"* — R"** tangential lings M™, falls X (p) € T,M™ C R*"* fiir alle
p € M™ gilt. Zeigen Sie:

(a) Tst X tangentiales Vektorfeld lings M™ und c : I — R"** Integralkurve von X
mit ¢(0) € M", dann existiert € > 0 mit ¢(t) € M" fiir t € (—¢,€).

(b) Die Einschréinkung von X auf M" definiert ein differenzierbares Vektorfeld X
auf der Mannigfaltigkeit (M™", a%/¥), gegeben durch X (p) = [c], ¢ Integralkurve
von X mit ¢(0) = p.

Sei Y € Mat(n,R) eine schiefsymmetrische Matrix. Zeigen Sie, dass das Vektor-
feld Xy : Mat(n,R) — Mat(n,R); V — Y -V tangential lings SO(n) ist, und
bestimmen Sie die Integralkurven von Xy | 50(n)-

(Umbkehrsatz auf Mannigfaltigkeiten) Seien M und N differenzierbare Mannigfal-
tigkeiten und f : M — N eine differenzierbare Abbildung. Zeigen Sie: Ist fiir ein
p € M das Differential dfy, : T,M — Ty, N ein Vektorraum-Isomorphismus, so ist
f ein Diffeomorphismus nahe p.

Sei M eine n-dimensionale, differenzierbare Mannigfaltigkeit, G eine Gruppe von
Diffeomorphismen von M, welche frei und eigentlich diskontinuierlich operiert, und
M /G der Bahnenraum. Ferner bezeichne 7 : M — M/G; p — [p] die Projektions-
abbildung. Ein differenzierbares Vektorfeld X auf M nennt man G-invariant, falls
dgy(X(p)) = X (g.p) fiir alle g € G und alle p € M gilt. Zeigen Sie:

(a) Ist X ein differenzierbares, G-invariantes Vektorfeld auf M, so ist das Vektor-
feld X : M/G — TM/G; [p| — dm,(X(p)) wohldefiniert und differenzierbar.

(b) Ist X differenzierbares G-invariantes Vektorfeld auf M und c Integralkurve von
X, so ist 7 o ¢ Integralkurve von X.

(c) Sei v € R? und X,(z) := v das entsprechende konstante Vektorfeld auf RZ.
Bestimmen Sie fiir M = R? und G = Z2, Gruppe der ganzzahligen Transla-
tionen des R?, die Integralkurven des Vektorfeldes X, ([z]) = dm,X,(z) und
untersuchen Sie, fiir welche v € R? diese Kurven periodisch sind.
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