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Serie 11

41. Zeigen Sie, dass homogene Riume geodétisch vollstindig sind.
42. Zeigen Sie, dass symmetrische Rdume homogen sind.

43. (Weihnachtsaufgabe) Seien (M, g) und (N, ¢') vollstindige Riemannsche Mannigfal-
tigkeiten gleicher Dimension mit induzierten Abstandsfunktionen d, bzw. dy. Zeigen
Sie: Ist f: (M,dy) = (N, dy) eine Isometrie zwischen metrischen Raumen, d.h. gilt
dg (f(p), f(q)) = d4(p, q) fiir alle p,qg € M, soist f: (M, g) = (N, ¢') Isometrie zwi-
schen Riemannschen Mannigfaltigkeiten. Gehen Sie dabei in folgender Weise vor:

(a) Seipe M, ¢= f(p) € N und v € T,M. Dann existiert genau ein Tangential-
vektor L(v) € TyN mit f(exp,(tv)) = exp,(tL(v)) fiir alle t € R,

(b) Die Abbildung L : (T,M,g,) — (T;N, g;) ist abstandserhaltend, d.h. es gilt
o]l = | L(v)|l; fiir alle v € T, M.

(c) Die Abbildung L : (T,M, g,) — (T;N, g,) ist eine lineare Isometrie.
(d) Die Abbildung f ist differenzierbar und es gilt df, = L.
(e) Die Abbildung f ist ein Diffeomorphismus.

44. Betrachten sie die Isometrien ha,(z) = z 4+ 1 und ha,(z) = 2z der hyperbolischen
Ebene (H, g"), sowie die hiervon erzeugten Gruppen 'y = (h4,) und Ty = (hy,).
Wir bezeichnen mit M; = H/T'; und M, = H/T'; die entsprechenden Bahnenrdume,
versehen mit der von ¢" induzierten Riemannschen Metrik g; bzw. ¢y. Zeigen Sie:

(a) Die Bahnenrdume M; und M, sind diffeomorph.
(b) Die Riemannschen Mannigfaltigkeiten (M;, g;) und (Ms, g2) sind nicht isome-

trisch.

45. (Kovariante Ableitung von Tensoren) Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltig-
keit, T" ein (r,i)-Tensor, i € {0,1}, » € N und V ein Zusammenhang auf M.

(a) Zeigen Sie, dass durch die Identitét

(VT)(X, Xl, e 7Xr) =

T

=Vx(T(X1,..., %) =Y T(Xy,...,VxX;,..., X,)

=1

ein (r 4+ 1,7)-Tensor VT auf M definiert wird.

(b) Ist (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, so gilt: Ein Zusammenhang V auf
M ist genau dann metrisch, falls Vg = 0 gilt.
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