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Ubungen zu Differentialgeometrie 1T
Serie 9

(Killingfelder) Sei (M™,g) Riemannsche Mannigfaltigkeit und X ein differenzier-
bares Vektorfeld mit Fluss (¢;):cr. Zeigen Sie, dass die Diffeomorphismen ¢; Isome-
trien sind (fiir alle ¢ € R) genau dann, wenn fiir alle Vektorfelder V, W gilt:

g Vv X, W) = —g(V,VwX).
Ist eine der beiden Bedingungen erfiillt, so nennt man das Vektorfeld X Killingfeld.

Sei (M™, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, X Killingfeld und T'(A) := V4 X. Zeigen
Sie, dass die kovariante Ableitung VT des (1,1)-Tensors 7" ebenso wie T schief-
symmetrisch ist, d.h. fiir alle Vektorfelder V, W gilt:

g(VeT)(V),W) = —g(V.(VsT)(W)).

Sei (M™, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit und X Killingfeld. Zeigen Sie

(Vv(VX))(W) + RxyW = 0.

Sei (M", g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, X Killingfeld und

fo= g a(XX).

Zeigen Sie:

(a) Vf=-T(X) = —VyxX.
(b) (Hessf)(V,W) = —g((T* + VxT + Rx)(V),W), wobei Rx(V) = Ry xX.
() Af=>"" (Hessf)(e;, e;) = —Ric(X, X) —tr (T?), (e1, ..., e,) lokale Orthonor-
malbasis von (M™, g).
(Satz von Bochner) Sei (M™, g) kompakte orientierbare Riemannsche Mannigfaltig-
keit mit Ric(g) < 0. Dann ist jedes Killingfeld parallel.
Hinweis: Es gilt 0 = [}, Af .
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