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27. (Krümmungstensor und Schnittkrümmungen) Sei (M, g) Riemannsche Mannigfal-
tigkeit. Zeigen Sie, dass der (4, 0)-Krümmungstensor R(X, Y, Z, W ) := g(RXY Z,W )
durch Schnittkrümmungen bereits vollständig bestimmt ist.

Hinweis: Es gilt

6 ·R(X, Y, Z, W ) = R(X, Y + Z, Y + Z,W )−R(X, Y − Z, Y − Z,W )

−R(Y,X + Z,X + Z,W ) + R(Y,X − Z,X − Z,W ) .

28. (Krümmungsoperator) Sei (Mn, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, p ∈ Mn.

Zeigen Sie, dass die Bilinearform

bRp : Λ2(TpM
n)× Λ2(TpM

n) → R ; (xp ∧ yp, zp ∧ wp) 7→ −R(xp, yp, zp, wp)

wohldefiniert und symmetrisch ist. Zeigen Sie ferner, dass das Skalarprodukt gp auf
TpM

n ein Skalarprodukt 〈·, ·〉p auf Λ2(TpM
n) induziert, so dass für eine Orthonor-

malbasis (e1, ..., en) von (TpM
n, gp) die 2-Formen e1 ∧ e2, e1 ∧ e3, ..., en−1 ∧ en eine

Orthonormalbasis von (Λ2(TpM
n), 〈·, ·〉p) bilden. Folgern Sie, dass der durch die

Identität

〈Rp · (xp ∧ yp), zp ∧ wp〉p = bRp(xp ∧ yp, zp ∧ wp)

definierte Krümmungsoperator Rp : Λ2(TpM
n) → Λ2(TpM

n) wohldefiniert und
selbstadjungiert ist.

29. Wir versehen den Euklidischen Raum Mat(n, R) mit der Riemannschen Metrik
ĝ(U, V ) := Spur(U · V t) und bezeichnen mit (SO(n), g = ĝ|TSO(n)) die Riemannsche
Untermannigfaltigkeit der speziellen orthogonalen Matrizen. Sei X ein linksinvari-
antes Vektorfeld auf SO(n), d.h. X(g) = d(Lg)e(X̄) für X̄ ∈ TeSO(n).

Zeigen Sie für linksinvariante Vektorfelder X, Y, Z folgende Identität:

g(RX,Y Z,W ) =
1

4
· g([X, Y ], [W, Z]) .

Machen Sie sich klar, dass die gleiche Identität für jede kompakte Untergruppe von
SO(n) gilt, welche Untermannigfaltigkeit von SO(n) ist.

Hinweis: Weisen Sie zuerst die Identitäten∇XX = 0,∇XY = 1
2
·[X, Y ] und RX,Y Z =

1
4
· [Z, [X, Y ]] nach, ∇ Levi-Civita-Ableitung von (SO(n), g).

30. Zeigen Sie, dass der Krümmungsoperator der in Aufgabe 29. betrachteten Riemann-
schen Mannigfaltigkeit (SO(n), g) nichtnegative Eigenwerte besitzt. Können Sie auch
das Bild dieses Krümmungsoperators im Punkt I ∈ SO(n) bestimmen?
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