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Ubungen zu Differentialgeometrie 1T
Serie 7

(Der Satz von Toponogov fiir Sekanten) Sei k € R und (M™, g) vollstdndige Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit mit K > k. Seien ferner o € M", py,po € M™\{o}
Punkte und ¢; : p; ~ o, ¢ : p1 ~ p2 nach Bogenlinge parametrisierte Kiirzeste. Die
entsprechenden (nach Bogenldnge parametrisierten) Kiirzesten im Vergleichsdreieck
A@ﬁl@ C M} bezeichnen wir mit ¢; : p; ~ 0, bzw. ¢ : Py ~ Po. Zeigen Sie:

dg(ci(t), c(s)) = dp2(Ei(t), €(s)) -

Hinweis: Mehrfaches Anwenden von Toponogov; fiir eine Kiirzeste v, : 0 ~ ¢(s)
betrachten Sie auch das Dreieck A, o5 € M™ mit Kanten ¢, ¢l und 7.

(Kritische Punkte von Abstandsfunktionen) Sei (M, g) vollstindige Riemannsche
Mannigfaltigkeit und A C M abgeschlossene Teilmenge. Man nennt p € M singuldr
bzgl. der Abstandsfunktion d4 von A, falls fiir jeden Tangentialvektor v € T, M eine
Kiirzeste ¢, : [0,d4(p)] — M von p = ¢,(0) nach A existiert mit

Nicht-singulédre Punkte werden reguldr genannt. Zeigen Sie:

(a) Ist p reguldrer Punkt, so existiert eine offene Umgebung U von p und ein
differenzierbares Vektorfeld X auf U mit | X|| = 1, so dass fiir jede Kiirzeste
¢y 2 [0,da(u)] — M von u = ¢,(0) € U nach A

9(c,(0), X(u)) <0

gilt. Ein solches Vektorfeld X nennt man gradientenartig bzgl. d.
(b) Die Menge Uy der regulidren Punkte bzgl. d4 ist eine offene Menge.
(c¢) Auf der Menge U, existiert ein bzgl. d4 gradientenartiges Vektorfeld X.
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