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20. Sei A : I → Mat(n, R) eine differenzierbare Kurve invertierbarer (n× n)-Matrizen.
Dann gilt

d

dt
det A(t) = spur(A−1(t) · A′(t)) · det A(t) .

21. Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, p ∈ M und γ : [0, a] → M eine nach
Bogenlänge parametrisierte Geodätische. Ferner sei J(t) Jacobi-Feld längs γ mit
J(0) = 0 und J ′(0) = w. Zeigen Sie folgende “Identität“:

J(t) = t · w − t3

6
·Rw,γ′(0)γ

′(0) + o(t3) .

Hinweis: Identifizieren Sie die Tangentialräume Tγ(0)M und Tγ(t)M mit Hilfe einer
parallelen Basis von Vektorfeldern längs γ.

22. Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, p ∈ M und γ : [0, a] → M eine nach
Bogenlänge parametrisierte Geodätische. Seien J1, ..., Jn−1 Jacobi-Felder längs γ mit
Ji(0) = 0 und J ′

i(0) = ei für eine Orthonormalbasis e1, ..., en−1 von 〈γ′(0)〉⊥, i =
1, ..., n− 1. Die symmetrische Matrix g(t) sei gegeben durch

gij(t) :=
1

t2
· g(Yi(t), Yj(t)) , 1 ≤ i, j ≤ n− 1 .

Bestimmen Sie g(0), g′(0) und g′′(0).

23. Sei b eine symmetrische Bilinearform auf Rn. Ferner bezeichne Sn−1 ⊂ Rn die Sphäre
vom Radius eins. Zeigen Sie∫

Sn−1

b(x, x) µSn−1 =
1

n
· vol(Sn−1) · spur(b) ,

wobei spur(b) =
∑n

i=1 b(ei, ei) für eine Orthonormalbasis (e1, ..., en) von Rn.

Hinweis: Gaußscher Integralsatz.

24. Sei (Mn, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, p ∈ Mn. Zeigen Sie:

vol(Bg(p, t)) = tn · V n
0 (1) ·

(
1− scal(g)p

6(n + 2)
+ o(t2)

)
Hier bezeichnet scal(g)p = spur(Ric(g)p) die Skalarkrümmung der Metrik g.

Hinweis: Berechnen Sie mit Hilfe von Aufgabe 20. und 22. die Taylorentwicklung
von

√
det gij(t) in t = 0.
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