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Ubungen zu Differentialgeometrie 1T
Serie 4

(Isometrie-Invarianz von V und R) Es seien (M, g) und (N, g) Riemannsche Man-
nigfaltigkeiten mit Levi-Civita-Ableitungen V und V und f : (M,g) — (N, g) eine
lokale Isometrie, d.h. fiir alle v, w € TM gilt: g(v,w) = g(df - v, df - w). Ferner seien
XY, Z Vektorfelder auf M, die f-verwandt zu Vektorfeldern X,Y, Z auf N sind.
Zeigen Sie:

(a) VxY ist f-verwandt zu VY (Hinweis: Koszul-Formel).
(b) Lokale Isometrien bilden Geodétische auf Geodétische ab.

(c) Bezeichnen R und R die Kriitmmungstensoren beziiglich der kovarianten Ablei-
tungen V und V, so ist RxyZ = VxVyZ — VyVxZ — Vixy)Z f-verwandt
zu R)gyZ .

Es sei (M, g) zusammenhéngende vollstdndige Riemannsche Mannigfaltigkeit und
f1, f2 Isometrien von (M, g). Zeigen Sie: Gelten in einen Punkt p € M die Identitéten

fi(p) = fo(p) und (df1), = (df2),, so folgt fi = fa.

Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit und ¢ : [0, L] — M eine Geodétische.
Zeigen Sie, dass ein differenzierbares Vektorfeld X léngs ¢ genau dann ein Jacobi-
Vektorfeld ldngs c ist, wenn X das Variationsvektorfeld einer geodétischen Variation
von c ist.

(Normalkoordinaten) Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M, r = inj(p)
und (ey, ..., €,) Orthonormal-Basis von (1,M, g,). Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung 27" : B,(0) — exp,(Br(0p)); (21, ..., 2n) — exp, (D7 Zi - €;)
ist ein Diffeomorphismus.

(b) Fiir die Karte x : exp,(B,(0,)) — B.(0) C R" um p gilt:

gij(p) = 6;; und Ffj(p) =0 furallel<i,j5,k<n.
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