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Ubungen zu Differentialgeometrie 1T
Serie 3

Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit und ¢ : [0, L] — M stiickweise differen-
zierbare nach Bogenlédnge parametrisierte Kurve mit L(c) = d,(c(0),c(L)). Zeigen
Sie, dass ¢ eine Geodétische ist.

Sei (M, g) eine vollstdndige Riemannsche Mannigfaltigkeit und p € M. Dann exi-
stiert eine offene Umgebung U von p und € > 0, so dass fiir alle ¢ € U der Injekti-
vitéatsradius inj(¢) im Punkt ¢ der Abschitzung inj(q) > € geniigt.

Hinweis: Sei 7 : TM — M die Fupunktabbildung. Zeigen Sie, dass die Abbildung
F:TM — Mx M ; v (7(v),exp,,(v))
ein lokaler Diffeomorphismus ist.

Sei (M , §) Riemannsche Mannigfaltigkeit und M Untermannigfaltigkeit von M ver-
sehen mit der induzierten Metrik g = §|rarxrar- Sei vM = (TM)* das Norma-
lenbiindel von M und seien V und V die Levi-Civita-Ableitungen von (M, §) bzw.
(M, g). Zeigen Sie:

(a) Eine (lokales) differenzierbares Vektorfeld X auf M kann zu einem (lokalen)
differenzierbaren Vektorfeld X auf M fortgesetzt werden.

(b) Fir differenzierbare Vektorfelder X, Y auf M gilt:

A ~

Fiir p € M ist die zweite Fundamentalform von M im Punkt p gegeben durch
ap : TyM X T,M — vy M ; (2, yp) prupM((@XYxp))

fiir Fortsetzungen X , Y von differenzierbaren Vektorfeldern X Y auf M mit X (p) =
xp und Y (p) = y,. Zeigen Sie:

(c) Die zweite Fundamentalform «,, ist wohldefiniert und symmetrisch.

Man nennt M totalgeoddtische Untermannigfaltigkeit von M, falls jede Geodétische
in (M, g) auch Geodétische in (M, g) ist. Zeigen Sie:

(d) Die Untermannigfaltigkeit M ist totalgeoddtisch genau dann, wenn ihre zweite
Fundamentalform verschwindet.
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