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Übungen zu Differentialgeometrie II

Serie 2

4. Zeigen Sie, dass eine freie Gruppenaktion ρ : Z → Diffeo(R2) von G = Z auf R2

existiert, so dass

(a) für alle x ∈ R2 eine Umgebung Ux von x existiert mit Ux ∩ g(Ux) = ∅ für alle
g ∈ Z\{0}.

(b) Die ”Quotienten-Mannigfaltigkeit” R2/Z nicht Hausdorffsch ist.

5. Sei (M, g) eine vollständige n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit. Zeigen
Sie, dass die universelle Überlagerung π : M̂ → M , versehen mit der zurückgeholten
Metrik ĝ = π∗g, eine vollständige n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit ist.

6. Sei (M̂, ĝ) vollständige Riemannsche Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie, dass jede lokale
Isometrie π : (M̂, ĝ) → (M, g) eine Überlagerungsabbildung ist.
(Hinweis: Für jedes p ∈ M existiert ein ε > 0, so dass die Exponentialabbildung
expp : Bε(0p) → Bε(p) ein Diffeomorphismus ist. Bestimmen Sie nun die Zusam-

menhangskomponenten von Û = π−1(Bε(p)).)

7. Es sei (M2, g) eine Riemannsche Fläche, p ∈ M2 und (ê1, ê2) eine Orthonormalbasis
von (TpM

2, gp). Sei ε > 0 so klein, dass expp : Bε(0p) → Bε(p) Diffeomorphismus
ist. Betrachten Sie die Immersion

F : (0, ε)× R → M2 ; (r, ϕ) 7→ expp (r · (cos(ϕ) · ê1 + sin(ϕ) · ê2))

und setzen Sie

f(r, ϕ) :=
√

g(DF(r,ϕ) · e2, DF(r,ϕ) · e2) .

Zeigen Sie:

(a) Die Christoffelsymbole für die Immersion F sind gegeben durch: Γ1
11 = Γ2

11 =
Γ2

12 = 0, Γ2
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f
· ∂f

∂r
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(b) Es gelten die Identitäten

lim
r→0

f(r, ϕ) = 0

lim
r→0

∂f

∂r
(r, ϕ) = 1

∂2f

∂r2
(r, ϕ) = −f(r, ϕ) ·K(F (r, ϕ))

lim
r→0

∂3f

∂r3
(r, ϕ) = −K(p)

(c) Es gilt

K(p) =
3

π
· lim

r→0

2πr − L(Sr(p))

r3
,

wobei L(Sr(p)) die Länge des Abstandskreises Sr(p) vom Radius r um p in
(M2, g) bezeichnet.
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