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)** �� &�#�+'(,# &�	� -� .
���

���������	��

�� � ��	
�� �� 	���� ����	�� ������	 ��� ���	��
���
�
 ������ ����� ������

����� ����� ���� ����
�� �
 �	��� ������ �� ����
��� �� �������
�� �!��"#


�� �!���"�� �	
�
�� �	�" �"���
$��
��� %
�� ��	�
���	 �	���	�
��& '����

��	 �(�"���� � 	���#������ ���
����� ����
�� �� � G#���� X "
��� )� ������

��	
��
�� 
���	��	��	���������� ������ ������ ��	
��
�� ��������	��	��������� �	

����� ��� ����� ������ ��	" � �
�	�	�!

*+(X) ⊂ ,
�)(X) ⊂ -*+(X) ⊂ *��(X) ⊂ '�"�(X) ⊂ ./0(X)

�� ��)����)	�� �� ��� ���� �� 	
��� ��
��	��� ����
����� ����
���& '���� ��#

��)	�� �� )� ��$��� 
� �
 �	��� %�!�& '�� �����	 �
�
��� %
�� ��� ���� ��

����
��� ���� �� )� 
� ��"� ����� 	��	������� ��	���� � 1���� ����� ���

�	�" ��
� ��
�� �� �
�% ��� �	��
��� ��)����)	�� �� )� 
����
$��� 	�����
���!�

%
�� ��� ���� %��� ��� 1���� ���� 
� ��2�� �� )� 3��
����� ,
�)�	�� 	�#

4�(
��� *������ �	 .��������& -��� X = G ��� ��� ��
�� 
� �
��� )! �	���

"���
��
��
��� ����
��� "
��� ���� )� ���� ��
��	��� ����
������ ��� 
� ���!

�	� �
"����������! 
� ./0(G) ���! ��	" ��	� �� ��� ����)	� /0(G) �� �������

��
��	��� ����
����� ����
���&

-� ����! ����� ����)	�� ��	 ��� ��� �� .���2� �	��"��� +��
�� �	����� )!

"���� �� ��� "����#����	��
 �	������
�� ��������� )! 1�� 5���� ��� '���2��

�1'�6�& *� ����)�
���� 
� ���
	 %�	2� .���2� �	��"��� +��
�� �	���� �	� �(#

���! ����� �	
�
�� �� ����"�	��
�" �	���� �� ℵ0#�����	
�� "��	
 ��	���	��&

��	����	� ��� "
��� ��	� ���
����� ����
��� �� ��� �	��� 
��� ��$��)��

�	��
���� �� ��� ��	���	�& /���	 ��
� �		����
��� ��� �����	� ���%��� %��2�!

��"��� ��	
��
 ����
��� �	������� 
��� ������ ��	"����7 � "��� ����
�� ��#

��� �� �������
�� �!��"
� ����� �� ��� �� ��� 	�
�� ���
��� �� "���� ����	!&

'�
� �	��
��� � ��
$�� ����	�����
�� �� ����	�� �	��
����! ����
�� �(�"����7

��� ��	"����
�� �	��� S(N)� ��� ��
��	! �	��� U(�2)� ��� �	��� �� "����	�

�	���	�
�� �	�����	"��
��� �� ��� ��
� 
���	��� *��(μ)� ��� �	��� *��(RG)

�� ����"�	��
�"� �� ��� 	����" �	��� �	 ��� 
��"��	! �	��� ���(U1) �� ���

/	!���� ����	�� �"��� "��! ����	 8)
�9 �	����� �	� ����"�	��
�" �	���� ��

ℵ0#�����	
�� ��	���	��� ���� .���2� �	��"���& �� ��� $	�� ��	�� ���� ���

��	���	�� �	� ���)��� ���� -*+(G) = /0(G)7 ���
	 -*+ ��� .���2� �"#

���
$��
��� �
�
��& /�
�� "����#����	��
 
��
���� ��� �����	� %�	� �)�� ��



/��� 012� 031* �45+(65 ��5(4.�#(� �4+&78 9�4'�7 )*:

�	��� ��	 �(�"��� ����� %������	 ��� �����	 
� ��� ���� ��� �	��� G 
� ������!

"
�
"��&

'�� ��#����� �����
��� �
�	�	��� �	������� �)��� ��� )��� ��	�
���! ��#

�	
)�� ��	 ��"� �� ��� ��)
���� �(�"����& :�	 ��� �	���� S(N)� U(�2) �	

*��(μ) %� ���� 
� ��� ,
�)(G) = /0(G); ��� ����6)� <�&�=�&6�& :	�" �1'�6�

<�� %� 2��%� ��	 
������� ���� ��� 
����
�� -*+(G) ⊂ /0(G) 
� ��	
� ��	

��� �	��� *��(Q, <) �� "������� )
>��
��� �� ��� 	��
�����& ��	� �	���
���!�

���	��
���
�
 ������� ��� ���%� ���� ��� �	��� H+[0, 1] �� �	
�����
�� �	�#

��	�
�� ��"��"�	��
�"� �� ��� ��
� 
���	���� ���� .���2� �	��"���� ��� �

�	
�
�� -*+#�"���
$��
��7 -*+(G) 
� ��� ����)	� �� ��������; 
� ������

<��� ��
� �����
�� %�� �(������ �� ��� ����)	� *��(G) ?��� 
����� �� ��� ��#

��)	� @/0(G) �� ��	����� ��
��	��� ����
����� �����
���� ����
�
�� *��(G)A&

'�� ��"� %�� ����)�
���� ��	 ��� �	��� ���(U1)& �� ��� �	��� ��� 	�B�
	�"���

�� .���2� �	��"�������� ��� 
����
��� 
� ��� �
�	�	�! �	� 2��%� �� )� ��	
�


� ���	��	
��� �(�"����&

-� ���% ���� 
� ��� -*+(G) = *��(G) = @/0(G) ��	 ���	! .���2� �	�#

�"��� +��
�� �	��� G& �� ���
�
��� %� �)��	�� ���� .���2� ��
��	"�! ��#

�
����� ��"� ����
��� �		������ �� C�+ ��	"���� �� ��� "����#����	��
 �
��&

'���� ��	 
������� *��(G) � '�"�(G) ∩ /0(G) = /0(G) ��	 G = *��(Q, <)�

%�
�� -*+(G) = '�"�(G) ∩ /0(G) � /0(G) ��	 G = *��(RG) �	 G =

,�"��(2ω)& -� ���� ����� ���� ��� '�"�∩/0#�"���
$��
�� �� ���(U1) 
�

�	
�
��&

D�	 ���	��� 
� "����#����	��
� ��� %� ����� ����"� ��"� ��"
�
�	
�! %
��

���
����� ���
 �� �	������� 
� �1/��� �	 �11,/���; ����	�������� %� �
�� ��

������� 
��	����
�� �� ℵ0#�����	
�� "��	
 ��	���	�� ���� %� ���� �� )�

������� �� �� 
���	����� 	����	 %
�� �� )�2�	���� 
� ���
& -� %
�� "�
��!

����! ��� �!��"
� �� ℵ0#�����	
�� ��	���	��� ���� ��	
�� ��� �		������
��

�����
��� ��	 ���
	 ����"�	��
�" �	����&

'�� ����)	� ,
�)(G) %
�� ��� )� ���	����� 
� ��
� ����	& /��
2� ��� �	���	�
��

�� ���)
�
�! ��� ���������� %�
� �� )� ����
�� �����! ?���� 
�� ��	"���#)!#

��	"���A� ��� "����#����	��
 
���	�	����
�� �� ��� ����)	� ,
�)(G) �	������ �

�
 �	��� �����"����� ��� %
�� )� ���
��	�� 
� � ����	� %�	2&


��������������� � �" ��	! "�� 
���)��� �� ���E 1�� 5����� %�� 
��	�#

���� "� �� �
� %�	2 %
�� '���	 '���2�� ��� ��2�� %�����	 � �������
�� ���#

����� �� "����#����	��
 ��������� ���� )� �����& � �" �	������ �� �
����
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���

���	��
���
�
 ��	 �����)�� �
����
��� ��� �)��	���
���� ��	�
���	�! '���	�"

6&�� )���%& � %��� �� ����2 3�
 ������	 ��� *�	
��� F�E���� ��	 ���
	 
���	#

��� 
� 	���
�� � �	��
"
��	! ��! �� ��
� �	�
�� ��� ��	 ���
	 �""����& :
����!�

� ����2 ��� ����!"��� 	���	�� ��	 �
� ����
��� �������
��� ��� �		��
���; ���!

������ �� 
"�	��� �
��
$����! ��� �(���
�
�� �� ��
� ����	&

�� ��� ����	�� ��� ���	� �����

�&�& G������� ��� ������������������ ���� �� ��� "���	
�� �� �������! 
�

��
� ��� ��)��B���� ���
��� �"�� �	�" ��� %�	2� �� ������	 ��� ���	��
���
�


	���		�� �� 
� ��� 
��	����
��&

* G������ X 
� �
��� )! � ���
����� ���� ��
�� �� � �������
�� �	��� G ��

� �������
�� ���� X & '��� G ��� �� %��� �� ��� ���� C(X) �� ���
�����

)������ 	���#������ ����
��� �� X � )! gf(x) = f(g−1x)& �� X 
� ��� �"����

��%���	� ��� ��
�� �� C(X) ���� ��� )� ���
����� ��	 ��� �������! �� ���

��
��	" ��	" �� C(X)& '�� ����
��� f ∈ C(X) ��	 %�
� ��� �	)
� "�� g ∈
G �→ gf ∈ Gf ⊂ C(X) 
� ��	"#���
����� �	� ����� 	
��� ��
��	��� ����
�����

?./0A& '��� 
�� f ∈ ./0(X) 
� ��	 ���	! ε > 0 ���	� 
� � ��
��)�	���� U ��

��� 
����
�! �� G ��� ����

|f(g−1x) − f(x)| < ε

��	 ��� x ∈ X ��� g ∈ U & -��� X = G 
� ���
��	�� �� � G#���� %
�� ���

	�����	 ���� ��
��� %� ���� ���� ��� ��"
�! G/0(G) �� ���� ��
��	��� ����
�����

�����
���� %��	� ��� ���
�
�� 
� ���� |f(xg)− f(x)| 
� �"��� ��	 ��� x ∈ G ���

g ���� �� ��� 
����
�!& '�� 
���	���
�� /0(G) = ./0(G)∩G/0(G) ��	"� ���

����)	� �� ������� ��
��	��� ����
����� �����
��� �� G& '�� ��"
�! ./0(X)


� � ��
��	"�! ����� G#
���	
��� ��)����)	� �� C(X)� ��� ��� ��"� 
� �	�� ��	

G/0(G) ��� /0(G) 
� ��� ��� X = G&

�� X 
� �"���� ���� ./0(X) = C(X); ��� %��� X = G� /0(G) = C(G)&

��	����	� 	���� ���� � �"��� ,�����	 ���� X ��"
�� � ��
B�� �"���
)��

��
��	"
�! ?���� ��	 �(�"���� �1��H�� ��� <6����A� ��� ���� ��! ���
����� ���#

�
�� �	�" X �� ������	 ��
��	" ���� 
� ����"��
���! ��
��	"�! ���
�����&

���� ���� D�	 ������ %��� ��� �"���� %
�� )� "��	
� ��� G %
�� �� �� X )!

��
��	"�! ���
����� �	�����	"��
��� ?
� �	��
�� )! 
��"��	
��A& �� ��
� ����

%� %
�� ������! 	���	
� ��	 ������
�� �� ����� ����
��� f ∈ ./0(X) ���� �	�

���� ��
��	"�! ���
����� %
�� 	����� �� ��� "��	
 ��X ; %� ������ ��
� ��"
�!



/��� 012� 031* �45+(65 ��5(4.�#(� �4+&78 9�4'�7 )*)

�� ����
��� )! ./0u(X)& �� 
� � ��
��	"�! ����� G#
���	
��� ��)����)	�& '��

��"� ��)�	
�� u"
��� )� ����� �� ��� ����	 ����
�� ����)	�� 
� ��� �!��"
��

�
�	�	�!� 
� �	��	 �� 2��� ��
� 	���	
�
�� 
� "
��&

D�	 �	���� %
�� )� +��
��& -��� %� ��2� X = G� %� ����"� ���� � ����#


���	
���� �"���
)��� )������ "��	
 dL �� G ��� )��� $(��; 
�� �(
�����


� ����	�� )! ��� 1
	2�� =F�2����
 ����	�"; ��� ��	 �(�"��� �1�	H6� �& ���&

'�� ��)�	
�� u %
�� ���� 	���	 �� ��
� "��	
; ���
� ���� ./0u(G) = /0(G)&

'�� ����)	� @/0(G)� ����
�
�� *��(G) ?)��� �� )� ��$��� ����	A� 
� ��%�!�

� ��)����)	� �� /0(G) ?��� @��
�� �A; 
� ��	�
���	� @/0u(G) = @/0(G) ���

*��u(G) = *��(G)& *� ��
���� ��� �� �� )! �& ���	��
���
�
� ��
� 
� ��� ���

��� ��	 ��� ����)	� '�"�(G) ?��� ��� �
����
�� ����	 '���	�" 6&��A� �� %� %
��

"
�� ��� �
��
��
�� )��%��� '�"�(G) ��� '�"�u(G) = '�"�(G) ∩/0(G)&

:	�" ��� �B���
�! ./0u(G) = /0(G) %� ��� ���� ./0u(G) ���� ��� ������

�� ��� ��	�
���	 ��
� �� dL& '���� �� ��	� %� ���� �"
� ��� "��	
 dL ���

���
��	 �
"��! ��� ����	�� ��
��	"
�
�� �� G ?���� ��	 
������� �1��H�� ���� <��

��� ��	 �� �(������
�� �� �����A& ,�%���	� ��	 ���	��� %
�� 	�B�
	� �� ���
��	

"��	
 ������ ��� 
� ��� �"����� ����& '�
� 
� %�! %� %
�� ���
��	 ��� ����

(G, dL)� ��� "�
��! 
�� �"����
�� ĜL = ̂(G, dL)� %�
� 
� ����	���! � G#����&

-� 	�"�	2 ���� ��� 	���	
�
�� "�� ./0u(ĜL) → /0(G) 
� � ��	"#�	���	�
��

G#
��"�	��
�"&

* �������
����
�� �� � G#���� X 
� � ���
����� G#"�� ν : X → Y 
���

� �"��� ,�����	 G#���� Y � %���� 	���� 
� ����� 
� Y & �� ��	 ����(� 
�

%
�� )� 
"��	���� �� ���
��	 �"���
$��
��� ���� �	� ��
��	"�! ���
�����7


� ��
� ��� %� ����� ��!� �� "�2� ��� �
��
��
��� ���� ν 
� � u��������
����
��

�� X & * ����
�� f ∈ C(X) ����� �	�� � �������
����
�� ν : X → Y 
� ���	�


� f̃ ∈ C(Y ) ��� ���� f = f̃ν; ���� ���� ��� �(����
�� f̃ 
� ��
B��&

�� f �"�� �	�" � �"���
$��
�� �� X � ���� �	��
��! f ∈ ./0(X)& '��

����	�� 
� �	��& �� ���� ���	� 
� � ����
�� ���#��#��� �		��������� )�#

�%��� �"���
$��
��� �� X ��� ��
��	"�! ����� G#
���	
��� ��)����)	�� ��

./0(X) ?� ��)����)	� 
� ��%�!� ����"�� �� ����
� ��� ��������A& '�� ��)��#

��)	� Aν �		������
�� �� � �"���
$��
�� ν : X → Y 
� �
��� )! ��� ��"
�!

�� ��� ����
��� f ∈ C(X) ���� �"� �	�" ν& 0����	���!� ��� �"���
$��
��

XA �		������
�� �� ��� ��� ����)	�A ⊂ ./0(X) 
� ��� ����XA �� "�(
"��


����� �� A �������	 %
�� ��� "�� νA : X → XA� νA(x) = {f ∈ A : f(x) = 0}&
-� 	���� ���� ��� �������! �� XA 
� ����	���� )! )��
 ���� ���� �� ��� ��	"
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Uf,δ = {p ∈ XA : |f̃(p)| < δ} ��	 f ∈ A ��� δ > 0; ��	�� f̃(p) 
� ��� ��
B��

������� r ∈ R ��� ���� f − r ∈ p&

�� ��
� %�! %� ��%�!� ���� ��� �B���
�! A = AνA ��� � ��
B�� G#

��"��"�	��
�" jν : X
Aν → Y %
�� ν = jννAν & �� ��	�
���	� 
� f ∈ A� ���� f

�"�� �	�" νA ?��� ��� �(����
�� f̃ ∈ C(XA) 
� ��$��� �� �)���A& :
����!� ���
�		��������� 
� �����	
��� 
� ��� ����� ���� 
����
��� A ⊂ B �� ��)����)	��

�		������ )
>��
���! �� ���
����� G#"��� j : XB → XA ��� ���� νA = jνB&
-��� %� ��! ���� � �
��� �"���
$��
�� 
� "
�
"�� �	 "�(
"�� %
��
� � �	#

��
� ��"
�!� %� 	���	 �� ��� �	��	 
����� )! ����� "�	��
�"�; 
� ��� �	��
���

�
����
��� ��	 �(�"���� νB 
� ��	��	 ���� νA&
��	� ����
�� �� ��
� �		��������� �� )� ����� 
� ��I��� �I� <��� ��	#

�
���	�! '���	�" �&�� ?������ ��� ����	��
�� �
��� ���	� 
� B�
�� �
 �	����

��� )���� �� "�(
"�� 
���� �����; ��	 ��� )��
� �� "�(
"�� 
���� ����� ���

�0����� I��� <��A&

-� ��
�� ��� ��	� ���� ��� �		��������� 	���	
�� %��� �� ��	 "��	
 ����
���

��"��!� 
� 
����� � ���#��#��� �		��������� )��%��� u#�"���
$��
��� ��

X ��� ��
��	"�! ����� G#
���	
��� ��)����)	�� �� ./0u(X)& D� ��	��� 
�

ν 
� � u#�"���
$��
�� �� X ���� ��! ����
�� �"
�� �	�" ν 
� ��
��	"�!

���
������ �� Aν ⊂ ./0u(X)& 0����	���!� %� ���� ��� �����%
��&

���� ���� �	 A 
� � �
	����� ������ G�
����
��� ��������� �	 ���u(X) ����

νA : X → XA 
� �
	����� ����
����

����	� @������ �� ��� ���	�	! ���� ���	� 
� �� �����	��� ε �� ��� ��
��	"
�!

�� XA ��� ���� ��	 ���	! n ���	� �	� xn, yn ∈ X %
�� �
����� d(xn, yn) < 1/n

)�� ��� ���� (νA(xn), νA(yn)) /∈ ε& -� �� ����"� ��� �����	��� 
� �� ��� ��	"

ε =
⋃

i<k Ui × Ui ��	 ��"� ���	 �� X
A )! )��
 ���� ����

Ui = {p ∈ XA : |f̃i(p)| < δi}

�
��� )! ����
��� fi ∈ A ��� ���
�
�� 	���� δi&

+���
�� �� � ��)��� %� �� ����"� ���� νA(xn) ����	��� �� p ∈ XA� ��!
p ∈ Ui ��	 ��"� i < k& @
�� A 
� ����
��� 
� ./0u(X) ?��� "�	��! 
�

./0(X)A ��	 n )
� ������ %� ���� |fi(xn)− fi(yn)| < 1
2 (δi − |f̃i(p)|)� ��� ����

|fi(xn)− f̃i(p)| < 1
2 (δi−|f̃i(p)|)& '��� ��	 ��� ��"� n %� ���� |fi(xn)| < δi ���

|fi(yn)| < δi& '�
� 
"��
�� (νA(xn), νA(yn)) ∈ ε� � ���	��
�
��&
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������ ���� G�� G )� � +��
�� �	���& 3��	! u#�"���
$��
�� �� G ����	
J��

��	���� ��� ���� �"����
�� ĜL� ��� %� ���� � ����
�� ���#��#��� �		�����#

���� )��%��� u#�"���
$��
��� �� G ��� �� ĜL&

'�� "�(
"�� u#�"���
$��
�� �� � +��
�� �	��� G� ���� 
�� ��� �"���
$#

��
�� G�� ����
���� �� ��� ����)	� /0(G)� 
� ����� ��� ������� �������
����

�
�� �� G& �� %� $( ��! g ∈ G� ��� ����
�� dg(h) = dL(g, h) 
� 
� /0(G)& '�
�


"��
�� ���� ��� �"���
$��
�� G → G�� 
� ��%�!� � �������
�� �")���
��&

D� ��� ����	 ����� ��	 ��! f ∈ ./0(X) ���	� 
� � "
�
"�� �"���
$��
��

�� X �	�" %�
� f �"��� ��"��! ��� ��� �		������
�� �� ��� ����� ��
���

����)	� ����	���� )! ��� �	)
� Gf 
� C(X)& �� 
� ����� ��� ����
� G������ �� f �

��� ������� )! Xf &

*� 
"��	���� ��	� �� ��� �	�>�� ��������� 
� ������ ����� ���6)� ���

)��� �� ����
�! ��� �!��"
�� �!���"� ?��� ��	�
���	�! ���
	 �"���
$��
���A

)! ��� ����
)
�
�! �� 	��	�����
�� ���" �� �� 
��"��	
 ��
�� �� � 8����9 1����

����& *������� %� %
�� ��� "�2� ��� �� 
� 
� ��� �	����� ����	� ��� �	�
��

"���
�� �� � 	��	�������
�� �� � G#���� X �� � 1���� ���� V 
� �
��� )! �

��
	

h : G → ���(V ), α : X → V ∗,

%��	� h 
� � ���
����� ��"�"�	��
�" ��� α 
� � %��2∗#���
����� )������
G#"�� %
�� 	����� �� ��� ���� ��
�� G× V ∗ → V ∗� (gφ)(v) = φ(h(g)−1(v))&

'�� �������! �� ���(V ) 
� ���� �� ��
��%
�� ����	����& '�� 	��	�������
�� 
�

��
����� 
� α 
� � �������
�� �")���
��&

:�	 � ��"
�! K �� 1���� ������ � G#���� X 
� K�	��	��������� 
� 
� ��"
��

� ��
����� 	��	�������
�� �� � "�")�	 V ∈ K� ��� 
� 
� K����	��
����� 
� 
� ��

)� �������
���! G#�")����� 
��� � �	���� �� K#	��	������)�� G#�����&

�&�& ���
��� �	�������� ��
��� �	����� :����%
�� /�����2
> �/����� <6��

��� 
�$"�" �� ��� ���� ��� 	
��� ��
��	"
�
�� �� � +��
�� �	��� G 
� ����� ���

������� ��
��	�
�� �� ��� �	���& *�	�
���!� G 
� ������� �	�������� 
� 
��

�"����
�� %
�� 	����� �� ��
� ��
��	"
�! 
� �"��� K��� ���� �
�
��� %
��

��� .���2� �"���
$��
�� �� G �� ��$��� �)���& '�
� �	�������� �� ��� ��#

�
�
�� ���� ��	 ���	! ���#�"��! ��
��)�	���� U �� ��� 
����
�! ���	� 
� � $�
��

��� F ⊂ G ��� ���� UFU = G&

G�� G )� � +��
�� �	��� ��
�� )! 
��"��	
�� �� � �"����� "��	
 ���� X &

�
��� � ��
�� x ∈ X � %� ������ )! [x] = Gx ��� ����� �	)
� �� x ����	 ���
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��
��& '���� %� ��$�� ��� "��	
 B���
��� X � G �� ��� ���� {[x] : x ∈ X}
�� ����� �	)
�� ����%�� %
�� ��� 
����� "��	
 d([x], [y]) = infg∈G d(gx, y)&

�� ��� 	��� �� ��� ����	� �
��� � �����)�� ?����
)�! $�
��A ��� α� %� %
��


����
�! 
� %
�� �� �	�
��� α ≤ ω ��� ���
��	 ��� ��%�	 Xα �� � "��	
 G#

���� %
�� ��� �
����� d(x, y) = supi<α 2−id(xi, yi) ��� ��� �
������ ��
��

gx = (gxi)i<α& D� ��	��� ��� �	�
�� ��
� �� ��� �
����� 
� �	)
�	�	! ���

%� %
�� ���! ��� ���� 
� 
� �"���
)�� %
�� ��� �	���� ��
��	"
�! ��� ���� ���

�
������ ��
�� 
� )! 
��"��	
��&

'�� ��
�� �� G �� X 
� ���	��
������ ��
����	��
� 
� ��� B���
���� Xα �G

�	� �"��� ��	 ���	! α < ω ?�B�
�������!� ��	 α = ωA& '���� '���	�" �&6 
�

�1'�6� ���%�� ��� �����%
��&

����	�� �� �  ���
�� ���!G 
� ������� !�����!��� 
	 ��� ���� 
	 ��� ���
��

�	 G �� 
�� ��	� ���!���
�� ĜL 
� �!!��"
������ ��
�����!�
� ��# �$
��������# 
	

G ��� �� �������� 
� ��� ���! �	 
������
�� �	 � ���!���� ����
� �!��� X 
�

��� � %�� ���� ��� 
����� ���
�� �	 G �� X 
� �!!��"
������ ��
�����!�
��

.���� ���� ��� �	��� �� 
��"��	
�� �� � �"����� "��	
 ���� 
� ���
��	��

�� � +��
�� �	��� %
�� ��� �������! �� ��
��%
�� ����	����&

.���2� �	��"��� +��
�� �	���� �	��
�� � 	
� ��"
�! �� �(�"���� �� ����#

���
�� �	���� %
�� 
���	���
�� �!��"
�� �	���	�
��& 1! "���� �� ��� �	��
���

��	���	
J��
��� 1�� 5���� ��� '���2�� 
�
�
���� ��� ����! �� ����� �	����

�	�" ��� �
�%��
�� �� ���
����� ���
&

�&�& ℵ0�������	���
 ���	�� ��	����	�� �� G�������� '��� %� ��	� ��

���
& -� �	����� ��� )��
 ������ ��� ���� �� ��� "���� ����	! �� "��	


��	���	��& *)��� ��� ����	�� ����	! %� ����� )� ��	��� ��� %� 	���	 ��� 	����	

�� ��� ���	���� �	���"���� �� �1/��� ��� �11,/���; 
� ���� %� %
�� "����!

���
� ��� �!����
�� ����� �� ���
& �������� %� %
�� �
�� �	�
�� �������
��

	���	"����
��� ��	 ��� ��� �� ℵ0#�����	
�� ��	���	��& *� ��� ��"� �
"�� %�

�(���
� ��� 	����
�� �� ��� �!��"
�� ���
��� 
��	����� )���	�&

* "��	
 $	��#�	��	 ��	���	� 
� � �"����� "��	
 ���� (M,d) �� )������

�
�"���	 �������	 %
�� � ��"
�! �� �
��
���
���� ���
� �	��
����� fi : M
ni → R

?ni < ωA� i ∈ I� %�
� �	� ��
��	"�! ���
����� ��� )������& ?'�� ��	���	�

"�! ���� ���� �
��
���
���� ���"���� ��� )��
 ����
��� �	�" $�
�� ��%�	� ��

M 
��� M � �� 
� ��� ��� �� ��� )������ ����)	� B ���
��	�� 
� ��� �(�"����;

)�� ����� �� )� ���� %
�� ���	��	
��� )��
 �	��
����&A *� ����"�	��
�"
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�� ��� ��	���	� 
� �� 
��"��	! g ∈ ���(M) ��� ���� ��� )��
 �	��
��� fi


� 
���	
��� ��	 ��� �
������ ��
�� �� g �� Mni � ���� 
�� fi(gx) = fi(x) ��	 ���

x ∈ Mni & :�	 � ����	�)�� ��	���	�M � ��� ���� *��(M) �� ��� ����"�	��
�"�

�� M 
� � +��
�� �	��� ����	 ��� �������! �� ��
��%
�� ����	����&

�� M 
� ����	�)�� ��� 
��"�	��
 �� ��! ����	 ����	�)�� ��	���	� %
�� ���

��"� �	����	��	 �	���	�
��� ����M 
� ℵ0�������	
���& * ����
�� 	����� 
� "����#

����	! ?��� �11,/���� '���	�" ��&��A 
"��
�� ���� ��
� 
� �B�
������ �� ��!
��

���� M 
� ����	�)�� ��� ��� ��
�� �� *��(M) �� M 
� ���	�(
"����! ��
��#

"�	��
& �� ��	�
���	� )! '���	�" �&6� *��(M) 
� .���2� �	��"���&

'�� ��	���	�M 
� �����
��� 
� d 
� ��� L
	� �
����� ��� ��� )��
 �	��
����

�	� {0, 1}#������& �� ��
� ���� M 
� ℵ0#�����	
�� 
� ��� ���! 
� 
� 
� �����)��

��� ��� ��
�� �� *��(M) ��M 
� ��
����	��
�� 
&�& ��� B���
����Mn�*��(M)

�	� $�
�� ��	 ���	! n < ω&

* �������� �	��
���� 
� � ����
�� f : Mα → R� %
�� α � �����)�� ����

����	���� �	�" ��� )��
 �	��
���� ��� ��� �
����� )! ���
����� �")
#

���
���� 	��		���
�� �� ��� ��	
�)���� ���	�(
"��� B����
$��
�� ?
&�& ���	�"�

��� 
�$"�A ��� ��
��	" �
"
��& 3��	! ��$��)�� �	��
��� 
� *��(M)#
���	
����

��
��	"�! ���
����� ��� )������& �� M 
� ℵ0#�����	
��� ���� f : Mα → R 
�

� ��$��)�� �	��
��� 
� ��� ���! 
� 
� 
� ���
����� ��� *��(M)#
���	
���; ���

��	 �(�"��� �1F���� +	����
�
�� �&�&

&�'�
�
�� ��(� �� ��
� ����	� %� ����� ��� ��� ��	" ��	���� �� ������ � ��$��)��

�	��
��� 
� �%� �����)�� ���� �� ��	
�)���� 
&�& � ����
�� f : Mα×Mβ → R� ��	

�����)�� ���� α, β� %�
� 
� � ��$��)�� �	��
��� ��� %� 	�%	
�� ��� ��"�
�

�� � �����)�� ��%�	 �� M & -� %
�� ������ 
� )! f(x, y) �� ���
�! ��� �%�

��	
�)��� �� ��� ��	"���& �
��� � ��	"��� f(x, y) ��� � ��	�"���	 a ∈ Mα�

%� ������ )! fa ∈ C(Mβ) ��� ���
����� ����
�� ��$��� )! fa(b) = f(a, b)&

-��� %� "�2� �� 	���	��� �� α �	 β� %� %
�� ����"� ���� α = ω ��� β = 1&

-������	 %� ���2 �� � "��	
 ��	���	� M �� � G#����� %� ����	����� ����

��� �	��� 
� G = *��(M) ��� ���� 
� ��� �� M 
� ��� �)�
��� %�!& '�
�

G#���� �"�� %
�� � �
��
���
���� ����
�� ����)	�7 ��� ��"
�! �� ����
��� ��

��� ��	" fa ��	 � ��	"��� f(x, y) ��� � ��	�"���	 a ∈ Mω& -� %
�� ������ 
�

)! L��(M)� ��� 
� 
� 
� ��� � ��
��	"�! ����� G#
���	
��� ��)����)	� �� C(M)&

��	� ����	���!� 
� a ∈ Aω ��	 � ��)��� A ⊂ M ?��� ��� ��	
�)�� y 
� �� ��!

������ βA� %� %
�� ��! ���� fa 
� �� A��������� �	��
���� 
� ��� ��	
�)�� y& *

∅#��$��)�� �	��
��� 
� >��� � ��$��)�� �	��
���& '�� ��"
�! �� A#��$��)��
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���

�	��
���� 
� y 
� ���	�! � ��)����)	� �� C(Mβ)� %�
� 
� ��
��	"�! ����� ��

��� �����%
�� ���%�&

���� ��!�  �
	��� �
�
� �	 A���'����� !���
����� 
� �� A���'����� !���
�����

����	� @�! %� ���� ��	"���� fn(x, y) ��� ��	�"���	� an ∈ Aω ��� ���� fn
an

����	��� ��
��	"�!; %
����� ���� �� ����	��
�! %� �� ����"� ���� ��� ������

�	� ��� ��"�� ��! a = an& +���
�� �� � ��)��B���� %� �� ����"� ���� fn
an

����	��� ���� ������� ���� ��$�� f(x, y) �� ��� ��	��� �
�
� �� ��� ��	"����

fn(x, y) ?��� �1/��� <�&��� ��� �"��	� %
�� G�""� �&�� ���	�
�A& '��� ���

�
"
� �� ��� �	��
���� fn
a 
� fa&

'�� ���	�
�� ��
�� ��	 ��	 ����!�
� 
� ��� �����%
�� �)��	���
��� )���� �� ���


���� �	�" �1'�6� <��&

�	��������� ��"� )�� � ����
� ������� M %� ���� &�	(M) ⊂ ���u(M)� �	

M 
� ℵ0��������
���# ���� �������� &�	(M) = ���u(M)�

����	� :�	 ��� $	�� ��	� ���
��	 � ��	"��� f(x, y) �������	 %
�� � ��	�"���	

a ∈ Mω& '�2� � ��
��)�	���� U �� ��� 
����
�! ��� ���� d(a, ga) < Δf (ε)

��	 g ∈ U � %��	� Δf 
� � "������ �� ��
��	" ���
��
�! ��	 f(x, y)& '���

‖gfa−fa‖ = ‖fga−fa‖ < ε %������	 g ∈ U & '�
� ���%� ���� ���	! fa ∈ L��(M)


� 
� ./0u(M)&

C�% ��� h ∈ ./0u(M)� ��� ��� a ∈ Mω �� ���"�	��� � ����� ��)��� �� M &

-� ��$�� f : Ga×M → R )!

f(ga, b) = gh(b) = h(g−1b).

'�
� 
� %��� ��$��� )����� a 
� ����� 
� M ; ���� ���� ���� f 
� G#
���	
��� ���

��
��	"�! ���
�����& ������� %� ����

|f(ga, b)− f(g′a, b′)| ≤ |gh(b)− gh(b′)|+ |gh(b′)− g′h(b′)|.
'�� $	�� ��	" �� ��� 	
��� �
�� 
� �"��� 
� b ��� b′ �	� ����7 �
"��! �)��	��

���� d(g−1b, g−1b′) = d(b, b′)� �� %� ��� ��� ��
��	" ���
��
�! �� h& :�	 ���

������ �
��� ε > 0 ���	� 
� � ��
��)�	���� U �� ��� 
����
�! �� G ��� ����

‖gh− g′h‖ < ε %������	 g−1g′ ∈ U � )����� h 
� ./0; �
�� a 
� ������ ���	�


� δ > 0 ��� ���� d(ga, g′a) < δ 
"��
�� g−1g′ ∈ U ; ���� 
� d(ga, g′a) < δ %�

���� |gh(b′)− g′h(b′)| < ε&

'�
� "���� ���� f �� )� �(������ ���
������! �� [a] × M ?%� 	���� ���

�����
�� [a] = GaA& '�� �(����
�� 	�"�
�� G#
���	
���� �� %� "�! 	���	�
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f �� ��$��� �� ([a] × M) � G� %�
� 
� � ����� ��)��� �� ��� "��	
 ����

(Mω×M)�G& '��� %� �� ����! '
��J� �(����
�� ����	�" �� ��� � ���
�����

�(����
�� �� (Mω×M)�G& 0�"���
�� %
�� ��� �	�>��
�� %� ��� � G#
���	
���

���
����� ����
��

f : Mω ×M → R.

:
����!� 
� M 
� ℵ0#�����	
�� ���� ��� G#
���	
��� ���
����� ����
�� f 
� 
�

��� � ��	"��� f(x, y)& ,��� %� ���� h = fa� �� ���
	��&

�� �
��� �� ��
� 	������ 
� M 
� ℵ0#�����	
��� %� �� ����"�� �� ����! ���

��)����)	�� �� ./0u(M) %
�� "����#����	��
 �����; ��
� 
� ��	 �
"&

D�	 �����
��� %
�� �	������� ���
�! �	�" ��	���	�� �� �	����� ��� �����	

)�
�� ��� "�
� ��)>�� �� 
���	��� �	�" ��� �������
�� �
�%��
��& ������� 
� G


� � +��
�� �	���� ���	� 
� � ����
�� ����	��
�� ?$	�� ���	
)�� )! M& �����	�!


� ������� <��A ���� 	����	� ��� ���� �"����
�� M = ĜL � "��	
 $	��#�	��	

��	���	� %
�� ����"�	��
�" �	��� *��(M) = G& �� ��N�� �� ��2� ��	 I ���

��� �� ��� ����� �	)
�� 
� ��� $�
�� ��%�	� �� ĜL� ���� 
� I =
⊔

n<ω Mn � G�

���� ��$�� ��� )��
 �	��
���� Pi : M
ni → R ?
� i ∈ Mni � GA �� ��� �
�����

����
��� �� ��� �		������
�� �	)
��7 Pi(y) = infx∈i d(x, y)& 1! '���	�" �&6�


� G 
� .���2� �	��"��� ���� G ��� ���	�(
"����! ��
��"�	��
���! �� 
��

���� �"����
�� ��� ���� M 
� �� ℵ0#�����	
�� ��	���	�& �� ���
�
��� %�

���� ��� ����	�� ��	"#�	���	�
�� G#
��"�	��
�" ./0u(ĜL) � /0(G)& 1!

��
� "����� ��	 �����
��� �)��� ��� �!��"
� �� ℵ0#�����	
�� ��	���	��

%
�� �		! 
""��
����! �� .���2� �	��"��� +��
�� �	����&

C���	�������� ��	 ��� ����!�
� �� ��� �(�"���� ���� 
� @��
�� 6 %� ����� ���

��� ���	��� 
�
�
���� 
� �1'�6� <�=�� ��	 ��� ����! �� -*+(G)& '��� 
�� %� %
��

���	
)� ��� ����
��� �� G 
� ��	"� �� ��� ��	"���� �� ��� 8����	��9 ��	���	�

M ��	 %�
� G = *��(M) ?��� ��	�
���	�! G�""� �&� �� ��� 	���		�� ����	A&

'� ��
� ��� %� ���� ��� �����%
�� ��	�
�� �� +	����
�
�� �&H&

�	��������� ��#� *�� M �� � ����
� �������# G =  �(M)� �	 f(x, y) 
� ��

���
����� 	����� ��� a, b ��� �!��� 	��� M �	 ��� �!!��!�
��� ������# ����

��� 	���
�� g �→ f(a, gb) 
� 
� ��(G)� �	 M 
� ℵ0��������
��� ��� h ∈ ��(G)#

���� ����� ��� � 	����� f(x, y) 
� ω����
����� x, y ��� � !�������� a ∈ Mω

��� ���� h(g) = f(a, ga) 	�� ����� g ∈ G�

����	� '�� �	��� �� +	����
�
�� �&H �� )� ������� 	���
�!& *���	���
���!�

%� 	�"�	2 ���� 
� a ∈ Mω ���"�	���� � ����� ��)��� �� M ���� [a] ��



):* �� &�#�+'(,# &�	� -� .
���

)� 
����
$�� %
�� ĜL ?��� �1'�6�� G�""� �&�A& '��� ��� )��
 �	��
����

Pi : (ĜL)
ni → R ��$��� �)��� �	� �
"��! ��� 	���	
�
��� �� [a]ni �� ��� ���#

�
��� fi(y) = infx∈i d(x, y) : (M
ω)ni → R� %�
� �	� ��$��)�� �	��
���� 
� M 
�

ℵ0#�����	
��; �
"
��	�! ��	 ��� ����	�� ��$��)�� �	��
���� �� ĜL& '�� �����

��
" 
� ��� �����"��� ���� �����%� �	�" ��
� �������	 %
�� ��� 
����
$��
���

/0(G) � ./0u(ĜL) = L��(ĜL)&

�&6& �$���% �&��������% �������	���
��� 1���	� %� �� ��� %� 	���� ��"�

���
�
���� ��	"
�����! �	�" "���� ����	! ���� %� ��� 
� ��	 �(���
�
��� ���

�	����& ���� �� 
� ���� )� ���
��� 
� %� ��
��� �� �
�� � �	���
�
���! �������#


�� �	�������
�� �� ��	 	������� )�� %� ���� ����� �� �"����
J� ��� 
���	���!

)��%��� ��� �%� ��"�
��&

G�� M )� � "��	
 ��	���	�� A ⊂ M � ��)��� ��� ��� y )� � ��	
�)�� ��

������ β& * ���������� ���� ���	 A �
� M� 
� ��� ��	
���� y �� )� ��$��� ��

� "�(
"�� 
���� �� ��� ��
��	"�! ����� ����)	� �� A#��$��)�� �	��
���� �� M


� ��� ��	
�)�� y& '�� �!�� ���	 A �� �� ���"��� b ∈ Mβ 
� ��$��� )!

��(b/A) = {fa : a ∈ Aω , f(x, y) � ��	"��� %
�� f(a, b) = 0}.
:�	 A = ∅ %� ������ ��(b/∅) = ��(b)& * "�	� "����#����	��
 �	�������
�� ��

�!��� 
� ���
����� ���
 
� �
��� 
� �11,/��� <�� �	 
� �1/��� <��; ���	�� �

�!�� 
� � ��� �� ����
�
��� %�
� �� ���"��� "�! ���������! ���
��!& * �!�� p

�
��� �� �� 
���� 
� 
����
$�� %
�� ��� ��� �� ���
�
��� �� ��� ��	" h(y) = 0 ��	

h ∈ p&

'�� ���� �� �!��� ���	 A ?���� 
�� ��� "�(
"�� 
���� ���� �� ��� ����)	�

�� A#��$��)�� �	��
����� %
�� 
�� ����	�� �������!A 
� ������� )! SM
y (A)� �	

)! S(A) %��� β = 1 ��� ��� ��	���	� 
� ���	 �	�" ��� ����(�& �� A 
� G#


���	
���� ���� ��� ����)	� �� A#��$��)�� �	��
���� 
� G#
���	
��� ��� ���	�


� � ����	�� ��
�� �� G �� SM
y (A)& '���� ��	 �(�"���� ��� �!�� ���� S(M)

?�������	 %
�� ��� ����	�� "�� �� : M → S(M)A 
� >��� ��� �"���
$��
��

M���(M)& �� ��	�
���	� 
� G 
� .���2� �	��"���� ���� )! +	����
�
�� �&H�

.�"�	2 �&� ��� ��� �
����
�� �)��� ��� ��	���	� ĜL �)���� %� ���� ����

S(ĜL) = G�� 
� >��� ��� .���2� �"���
$��
�� �� G&

������ ��+� G�� f = f(x, y) )� �� �	)
�	�	! ��	"��� ��� ��� a ∈ Mα )� �

��	�"���	& '�� !�
 G#���� �� fa ?�� ��$��� ����	 .�"�	2 �&�A ���� ��� �

��"� 
� ��� "����#����	��
 �
��	���	�� �� ����� ��	 ��"� �����	�7 
� �
�
���

%
�� ��� ���� �� f ������ ���	 ��� �	)
� Ga �� ��$��� 
� �'O��� �& ����& '��
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��$�
�
�� 
� 
� ��� ����
�� ����
��� )�� %� �� ����� 
� �� ��� "��	
 ���

)! ��$�
�� � ?�"�����A f #�!�� ���	 A ⊂ Mα �� )� � "�(
"�� ���
�����

��� �� ���
�
��� �� ��� ��	" f(a′, y) = r ��	 a′ ∈ A ��� r ∈ R& �� ����	

%�	��� �� f #�!�� 
� � "�(
"�� 
���� �� ��� ����� ��
��� ����)	� ����	���� )!

{fa′ : a′ ∈ A}& '�� ���� �� f #�!��� ���	 A 
� ������� )! Sf (A)� ��� ���


����
$��
�� Sf (Ga) = Xfa �����%�&

C&1& '�
� ���� ��� �
�
�� 
� ����	�� %
�� ��� ���� Sf (A) �� ��$��� 
�

�1/���� L�$�
�
�� �&�� �	 
� �+
���� �& �6�& '� "�2� ��� �"��	
��� �
"���	�

��! A = Bα ��	 ��"� B ⊂ M & '�� �%� ��$�
�
��� ��	�� %��� B = M & �� ���

��� B ⊂ M � ��� �����	 �����	� ��$�� Sf (A) ?�	 Sf (B) 
� ���
	 �����
��A �� ���

"�(
"�� 
���� ���� �� ��� ����)	� �� B#��$��)�� �	��
���� 
� M ���� �"�

�	�" ��� �"���
$��
�� Sf (M)& '�
� 
� ��	��	 ���� ��� ��� ��$��� �)����

��� 
� $�� )����	 ��	 ��� ����! �� ���� ���)
�
�!&

-� ����� ����	����� Sf (A) 
� ��� ��	"�	 ����� ?�(��� 
� G�""� 6&�A&

* ����� b ∈ Mβ 	���
��� � �!�� p ∈ SM
y (A) 
� %� ���� ��(b/A) = p& * ��� q

�� M #��$��)�� �	��
���� 
� ��� ��	
�)�� y 
� ���	��
������ ��
���� 	���
��� 
�

B ⊂ M 
� ��	 ���	! ε > 0 ��� ���	! $�
�� ��� �� �	��
���� fi ∈ q� i < k� ���	�


� b ∈ Bβ ��� ���� |fi(b)| < ε ��	 ��� i < k& .�"�	2 ���� ��! p ∈ SM
y (M) 
�

���	�(
"����! $�
���! 	���
J�� 
�M 7 
� ��	 �(�"��� fa ∈ p 
� )������ �%�! �	�"

J�	� 
� M � ���� 1/fa 
� �� A#��$��)�� �	��
���� ���� 1 = 1/fa · fa ∈ p ��� p


� ��� � �	���	 
����& 0����	���!� )! O�	�P� G�""�� ��! ��� �� A#�	��
���� 
�

y ���	�(
"����! $�
���! 	���
J�� 
� M �� )� �(������ �� � �!�� p ∈ SM
y (A)&

'�� �����%
�� ��	"
�����! 
� ��� ������	�� �� %� �
���� 
� ���&

&�'�
�
�� ���,� -� %
�� ��! ���� � ��	���	� M 
� ∅�����	���� 
� ���	! �!��

p ∈ SM
y (∅) 
� ��! �����)�� ��	
�)�� y 
� 	���
J�� 
� M &

@������ M 
� ℵ0#�����	
��& '��� ��� �	�>��
�� Mβ → Mβ � G 
� � �"#

���
$��
��� ��� ��� ����
��� ���� �"� �	�" 
� �	� �	�
���! ��� ���
��#

��� G#
���	
��� ����� 
&�& ��� ∅#��$��)�� �	��
����& ,��� ��� �	�>��
�� ��

Mβ � G �� )� 
����
$�� %
�� ��� �"���
$��
�� �� : Mβ → SM
y (∅)& *

$	�� ����B���� �� ��
� 
����
$��
�� 
� ��� �����%
�� ��"�����
�! �	���	�!7


� ��(a) = ��(b) ��	 a, b ∈ Mβ ��� %� ���� ε > 0� ���� ���	� 
� g ∈ G %
��

d(a, gb) < ε& * ��	���	 ����B���� 
� ��� �����%
��&

���� ����� -���� ℵ0��������
��� ������� 
� ∅����������
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* ��	����	 ����	��
�� �	���	�! 
� �	�� ��	 ℵ0#�����	
�� ��	���	�� ?���! �	�

���	��
������ ℵ0�����	����� ��� L�$�
�
�� �&� 
� �1/�H�A� )�� %� %
�� ��� ���


�&

������ ���.� '�� ���� �"����
�� M = ĜL� %��� ���� �� � "��	
 ��	���	�

�� ��$��� )���	�� 
� ∅#����	���� 
� ��� ���! 
� 
� 
� ℵ0#�����	
��& ������� 
� 
�


� ��� ℵ0#�����	
�� ���� ��� B���
��� Mn �G 
� ��� �"��� ��	 ��"� n < ω�

%�
� "���� ���� ���	� �	� ε > 0 ��� � ��B���� �� �	)
�� (ik)k<ω ⊂ Mn�G ��!

�%� �� %�
� �	� �� �
����� �� ����� ε& -� "�! "�	����	 ����"� ���� (ik)k<ω


� "�(
"�� ���� �
�� Mn 
� ����	�)��& ��� �� )���	�� Pi : M
n → R ������� ���

�
����� �� ��� �	)
� i ∈ Mn � G� ���� ��� ���
�
��� {Pik(y) ≥ ε}k<ω 
����

� �!�� ���	 ∅ ��� 	���
J�� 
� M &

C�% ������� ���� %� ���� � "��	
 ��	���	�M �
��� )! ��� )��
 �	��
����

fi : M
ni → R� i ∈ I& *� ��������	� ������
�� �� M 
� � ��	���	� N %
��

)��
 �	��
���� f̃i : N
ni → R� i ∈ I� ��� ����7 ?
A M 
� � "��	
 ��)���� ��

N � ?

A ��� f̃i �(����� fi� ��� ?


A ���	! �!�� p ∈ SN
y (M) 
� ���	�(
"����!

$�
���! 	���
J�� 
� M ⊂ N & D�� �� ����� ���� ��� M #��$��)�� �	��
����

�� M �	� �(���! ��� 	���	
�
��� �� M �� ��� M #��$��)�� �	��
���� �� N

?������
���!� )����� ?


A ����	�� ���� ���	�(
"��� B����
$��
�� ���	 M ���

���	 N �
�
��A� ��� ��� 	���	
�
�� 
� ���#��#���& ,���� ��� ����� SM
y (M)

��� SN
y (M) �� )� 
����
$��& * "��	
 ���	���%�	 ����	��
�� �� 
� �11,/���

<�� �� )� ���� �� �	��� ��� �����%
��&

���� ���'� -���� ����
� ������� M ���
�� �� ���������� �"����
�� N ���

���� ����� ��!� 
� Sy(M) 
� ��� �������� ���
���� y 
� ����
/�� 
� N � 0��

!���
����# ����� ������� ��� � ∅��������� ���������� �"����
���1
'���� ��	 "��� ��	������ %� �� 	���	 �� �!��� ���	 M �	 �� ���"���� 
�

���"����	! �(����
��� �� M 
���	������)�!& :�	 �(�"���� 
� p ∈ S(M)� fa ∈
L��(M)� ��� b 
� �� ���"��� 
� �� ���"����	! �(����
�� N �� M 	���
J
�� p� %�

"�! �	���	 �� %	
�� f(a, b) 
������ �� f̃a(p)& -� 	���� ���� ��� ��	"��� f(x, y)

�� M �(����� ��
B���! �� � ��	"��� �� N � ��� %� 
����
�! ���"&

*� 
��
���	�
��� �� ����� 
� � ��	���	� M 
� � ��B���� (ai)i<ω ⊂ Mβ ���

����� ��	 ��! i1 < · · · < ik < ω� %� ���� ��(ai1 . . . aik) = ��(a1 . . . ak)& �� �

$�
��	! ��	�
��� 
� Δ 
� � $�
�� ��� �� ��$��)�� �	��
���� ��� δ > 0 
� � 	���

��")�	� ���� � ��B���� (ai)i<ω 
� Δ�δ�
��
���	�
��� 
� ��	 ���	! i1 < · · · < ik�
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j1 < · · · < jk ��� ���	! ��$��)�� �	��
��� φ(y1, . . . , yk) ∈ Δ�

|φ(ai1 , . . . , aik)− φ(aj1 , . . . , ajk)| ≤ δ.

:
����!� %� ����� ��! ���� � ��)��� A ⊂ Mα 
� ������������� 
� 
� 
� �� ��� ��	"

{a ∈ Mα : fj(a) = 0 ��	 ��� j ∈ J} ��	 � ��"
�! �� ��$��)�� �	��
���� fj(x)�

j ∈ J & �� ��	�
���	� ���	! �!��#��$��)�� ��� 
� G#
���	
��� ��� �����& �� M


� ℵ0#�����	
��� ���� ��! G#
���	
��� ����� ��� 
� �!��#��$��)��� ���� )! �

�
���� �	��
���� ��"��! ��� ?���
�����G#
���	
���A �
����� ����
�� PA(x) =

d(x,A)& �� ����	��� A 
� ����� �������� �	�
���! %��� ��� �
����� ����
�� PA


� � ��$��)�� �	��
���& �� ��� �����	 ���� 
� f(x, y) 
� ��! ��	"���� ���� F (y) =

supx∈A f(x, y) 
� � ��$��)�� �	��
��� ���� ��� �
"
��	�! ��	 ��� 
�$"�" ?���

�11,/���� '���	�" �&�HA& �� A 
� ��$��)�� ��� N 
� �� ���"����	! �(����
��

�� M � PA %
�� ������ ��� ��$��)�� �	��
��� ���� �
�
��� %
�� d(x,A) ��Mα;

���� �� ���"��� a ∈ Nα ���
��!
�� PA(a) = 0 ���� ��� )� 
� A&

�&�& (
���� ��	����� ���������� -� ��� ��
� ���
�� %
�� ��"� �""����

�)��� ��� �"������ ����
�� ����)	� �	������� 
� ��� 
��	����
��& * ���
�����

)������ ����
�� h �� � "��	
 G#���� X 
� ������ ��	
��
� ��!� 
� ��� �	)
�

Gh 
� � �	��"��� ��)��� �� C(X) ?%
�� 	����� �� ��� �������! �� ��� ��	"A&

*� 
� ���! �� ��2� ��� ��"
�! *+(X) �� ��"��� ��	
��
 ����
��� �� X 
�

� ��
��	"�! ����� G#
���	
��� ��)����)	� �� ./0(X)& ��	����	� 
� h �"��

�	�" � �"���
$��
�� ν : X → Y � 
� 
� ���	 ���� h 
� *+ 
� ��� ���! 
� 
��

�(����
�� �� Y 
� *+& 1! ��� *	J��Q=*���
 ����	�"� %� ���� ���� h ∈ *+(Y )


� ��� ���! 
� ��	 ���	! ε > 0 ��� y ∈ Y ���	� 
� �� ���� ��
��)�	���� O �� y

��� ����

|h(gy)− h(gy′)| < ε

��	 ���	! y′ ∈ O ��� g ∈ G& :	�" ��� ��
�� �� �
�% �� 1���� ���� 	��	����#

���
���� ��"��� ��	
��
 ����
��� �	� �	�
���! ����� �"
�� �	�" 3��
����#

���	�(
"�)�� �"���
$��
��� �� X ; ��� ����6)� <�&�� ��� �������� +	����
#

�
�� �&H&�&

'�� ��$�
�
�� �
��� 
� ��� �����%
�� �	����
�
�� %
�� )� ������ ��	 ��� ��#

�	
��
�� �� *+ ����
��� 
� ��� �(�"���� �� @��
�� 6& ?'�� ��	"
�����! 
� ���

������	�&A

�	��������� ��� � *��M �� � ∅��������� �������� *�� f(x, y) �� � 	�����
��� A ⊂ Mα# B ⊂ Mβ �� ��'����� ����� 2�� 	����%
�� ��� �$
������# ��� 
�

��� �	 ����� ����� %� %
�� ��� ���� f(x, y) 
� ����)	�
 �� A×B�
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���

?�A ��� ��� {fa|B : a ∈ A} 
� !�����!��� 
� C(B)3

?�A 	�� ����� 
��
�����
��� ��$���� (ai)i<ω ⊂ A# ��� !���
����� f(ai, y) ���

��� �$
������ 
� B# 
��� %� ���� f(ai, b) = f(aj , b) 	�� ��� i, j ��� b ∈ B�

����	� (1) ⇒ (2)& 1! �	��"�������� ��� ��B���� (fai)i<ω ��� � 0���!

��)��B����� �� 
� ��	�
���	 ���	� �	� i ��� j ��� ����

sup
y∈B

|f(ai, y)− f(aj , y)| ≤ ε.

1! 
��
��	�
)
�
�!� ��
� 
� �	�� ��	 ��� i, j� ��� ��� ��
" �����%�&

(2) ⇒ (1)& G�� ε > 0& �� ��� ��� �� ���
�
��� 
� ��� ��	
�)��� (xi)i<ω �
���

)!

|φ(xi1 , . . . , xik )−φ(xj1 , . . . , xjk)| = 0, PA(xi) = 0, sup
y∈B

|f(xi, y)−f(xj, y)| ≥ ε

?%��	� φ ��	
�� ���	 ��� ��$��)�� �	��
���� �� M � i1 < · · · < ik� j1 < · · · < jkA

%�� ���	�(
"����! $�
���! 	���
J�� 
� M � ���� )! ∅#����	��
�� %� ���� ��� ��

��
��	�
)�� ��B���� 
� M ���	��
�
�� ?�A& '��	���	�� ���	� �	� � $�
�� ���

Δ �� ��$��)�� �	��
���� ��� δ > 0 ��� ���� ��! Δ#δ#
��
��	�
)�� ��B����

(ai)i<ω ⊂ A ���
�$�� supy∈B |f(ai, y)− f(aj , y)| < ε ��	 ��� i, j&

:�	 ���	! n < ω ��� Δn� δn �		������ �� ε = 1/n �� )���	�& @��	�
�� %
�� ��

�	)
�	�	! ��B���� (ai)i<ω ⊂ A� )! .�"��!P� ����	�" %� �� �(�	�� � Δ1#δ1#


��
��	�
)�� ��)��B����� ��! (a1i )i<ω & �����
���!� ��� (an+1
i )i<ω )� � Δn+1#

δn+1#
��
��	�
)�� ��)��B���� �� (a
n
i )i<ω& �� %� ��2� aωj = ajj ���� (aωj )j<ω 
�

� ��)��B���� �� (ai)i<ω ��� (faω
j
)j<ω 
� � 0���! ��B���� 
� C(B)&

������ ���(� *� ��� 	����	 �� ��2� ��� �	��
��� �	����
�
�� ����� �	�� 
�

A ��� B �	� "�	��! �!��#��$��)��& �� ��	�
���	� ��� "�! ���
��	 ��� ���

%��	� A = {a′ ∈ Mα : ��(a′) = ��(a)} ��	 ��"� a ∈ Mα� ��� B = Mβ& �� ���

�)��� �B�
������ ���
�
��� ���� 
� ��
� ��� ?��	 � ����	���� "���� MA� 
� 
�

������	� ��	"
�����! �� ��! ���� ?��� �����
��� ��	�����	 ��A fa 
� �����	�
�

���	 ��� ����� ���� 
� �!")��� fa ∈ ��(∅)& *���	���
���!� 
� ��� ��	"
�����! ��
+
���! �+
���� �& ��� fa 
� ������ ∅���������&
@�� β = 1& @������ M 
� ℵ0#�����	
��� �� 
� ��	�
���	 A = [a] = Ga&

C�%� �
�� f(x, y) 
� ��
��	"�! ���
������ ��� ��"
�
�� Gfa ��� {fa′ : a′ ∈ [a]}
���� ��� ��"� ����	� 
� C(M)& -� �� ������ )! +	����
�
�� �&H ����

h ∈ *+u(M) 
� ��� ���! 
� h = fa ��	 ��"� �	��
��� fa ∈ ��(∅)&
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'�� �"���
$��
�� b : G → bG = G�� ����
���� �� ��� ����)	� *+(G) 
�

��� "��	 �������
����
�� �� G& '�� ���� bG ��� ��� ��	���	� �� � ?�"���A

�	��� "�2
�� b � ��"�"�	��
�" ?��� ��I��� ?L&��A� ��� �I?�&��A��A& �� ����

��� �"���
$��
�� b 
� ��� ��
��	��� �	��� �������
����
�� �� G7 
� ν : G → K


� � �"���
$��
�� ��� ���� � ��"�"�	��
�" 
��� � �"��� �	��� K� 
� 
�

���! �� ��� ���� Aν ⊂ *+(G)� %���� ν ����	� ��	���� b& �& 1�� 5���� ���

�)��	��� ��� �����%
�� ���&

����	�� ���!� 2�� 4��� ���!���
'���
�� b : G → bG �	 � ������� !������

!��� ���
�� ���! 
� ��%��� ��5���
���

@�� �1������ 0�	����	! �&�& *� "���
���� ���	� 
� ��� 
��	����
��� ���

"����#����	��
 �����	��	� �� ��
� 	����� 
� ��� ��� ���� ℵ0#�����	

�! 
�

�	���	��� ����	 ��"
�� ��� ����)	�
 ����	� �� ��� �"��! ��� ?��� +	����
�
��

�&��A&

D�� ���� ��� � "��	
 G#���� X ������ ��	
��
� 
� *+(X) = ./0u(X)&

'�
� 
� � ��	! ��	��� ���
�
��& ������� ��	 �� ��
�� �� � �������
�� �	��� G

)! 
��"��	
�� �� � �"����� )������ "��	
 ���� (X, d)� ��� ����
�� Pa(y) =

d(a, y) ?%�
� 
� 
� ./0u(X)A 
� *+ 
� ��� ���! 
� ��� ����� �	)
� [a] 
� �"���&

�� ��� ���� �� ����� �	)
�� X �G 
� �"���� %� �� ����� ���� X 
� ��"���

��	
��
 
� ��� ���! 
� X 
� �"��� ?��� 	���	�� 
"��
��
�� �����%
�� �	�" ���

*	J��Q=*���
 ����	�"A& '�
� 
� ��� ��� ��	 ℵ0#�����	
�� ��	���	��& *���� 
�

G 
� ��! +��
�� �	��� %
�� *+(G) = /0(G) ���� b : G → bG 
� � �������
��

�")���
�� 
��� � �"��� ,�����	 �	���� %�
� 
"��
�� ���� G 
� ��	���!

�"��� ?��� ��I��� L&��&6� �������	 %
�� �1F��� �& �=6�A&

�� �
� � 
�� � �� 

G�� f : Mα×Mβ → R )� ��! ��	"��� �� � "��	
 ��	���	�M � ��� ��� A ⊂ Mα�

B ⊂ Mβ )� ��! ��)����& -� 	���� ���� f(x, y) ��� ��� �	��	 �	���	��� ��� ��

��!� �� A × B 
� ���	� �	� ε > 0 ��� ��B����� (ai)i<ω ⊂ A� (bj)j<ω ⊂ B

��� ���� |f(ai, bj) − f(aj , bi)| ≥ ε ��	 ��� i < j < ω& �� f(x, y) ��2� ��� �	��	

�	���	�! �� A× B %� ��! ���� 
� 
� ������ �� A× B& -� 
���2� ��� �����%
��

	�
�� 	������ ������
���! ��� �� �	������
�2� �� ��
���� ��� )! 1�� 5����


� �1���6� ?��� :�� � ��� ��� �
����
�� )���	� '���	�" � ���	�
�A&
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���� ���� 2�� 	����� f(x, y) 
� ������ �� A×B 
	 ��� ���� 
	 {fa|B : a ∈ A}

� %����� !�����!��� 
� C(B)�

�#� ��� 	��� �� ��
� ����
�� �� �
�� ���� ���� ��� ���� B = M �β = 1�$ �� ��

����� ���� ����
�� A ���� 	���		
�� �� ����
�
�� �	 ��� �	��	 �	���	��%�

D� ��� ����	 ����� � ����
�� h ∈ C(X) �� � G#���� X 
� ������ ������

��	
��
� �&�!� 
� ��� �	)
� Gh ⊂ C(X) 
� %��2�! �	��"��� ?���� 
�� �	��"#

��� %
�� 	����� �� ��� %��2 �������! �� C(X)A& �� 
� ��� �
N��� �� ��2 ����

��� ��"
�! -*+(X) �� %��2�! ��"��� ��	
��
 ����
��� �� X 
� � ��
��	"�!

����� G#
���	
��� ��)����)	� �� C(X) ?��	 
������� 	���	�
�� �� �	������
�2P�

���)�� �
"
� 	
��	
��7 :�� � 
� �1���6�A� )�� 
� 
� � )
� 
������� �� �	��� ����

-*+(X) 
� 
� ��� � ��)����)	� �� ./0(X); ��� :�� �&H 
� ������� ��� ���

	���	���� ���	���& �� ��� 2��%� ���� � ����
�� h ∈ C(X) �"�� �	�" � �"#

���
$��
�� ν : X → Y � 
� 
� �� 
""��
��� ����B���� �� �	������
�2P�

���)�� �
"
� 	
��	
�� ?
� ��� ��	" ������ 
� �1���6�A ���� h ∈ -*+(X) 
� ���

���! 
� h̃ ∈ -*+(Y )&

:	�" :�� �&� �)��� %� ����� ��	 M #��$��)�� �	��
����� ���� fa 
� -*+ 
�

��� ���! 
� f(x, y) 
� ���)�� �� Ga ?�B�
�������!� �� 
�� ����	� [a]A& 1! +	���#

�
�
�� �&H ��� ������� ��� �����%
�� ?�"��	� %
�� G�""� �&� 
� �1'�6�A&

)���� ���� �	M 
� ℵ0��������
���# ���� � ����
��� 	���
�� 
� 
� 6 �u(M)


	 ��� ���� 
	 
� 
� �	 ��� 	��� fa 	�� � 	����� f(x, y) ������ �� [a]�

'�� ����)	� -*+(X) �� ���� )� ��	���	
J�� �� ��� ���� �� ����
���

�"
�� �	�" � 	�4�(
���!#	��	������)�� �"���
$��
�� �� X & '�
� %�� $	��

�	���� 
� �������� '���	�" 6&�; ��	 �� ����	���
�� �(���
�
�� ��� '���	�" �&� 
�

�������& ?-� ���� ��
�� ��� ��� ����	 �� ���
�� ������� ��	 �� ��	�
�	 �	���"���

�� ��� �����
�� )��%��� ���)
�
�! ��� 	�4�(
�� 1���� �����&A

* ����	�� ����	��
J��
�� �� %��2 ��"��� ��	
��

�! 
� ���� �� 	����� 	�'��
��

)! ������� 
� ��� �����	 ��	���	
J��
��& .���� ���� � 1���� ���� 
� *������


� ��� ���� �� ���	! ����	�)�� ��)���� 
� ����	�)��� ��� ���� ���	! 	�4�(
��

���� ��� ��
� �	���	�!& �� ��
� %�! ��� ���� ��� ��"
�! �� ������� �����
����

*��(X)& '�
� 
� � ��
��	"�! ����� G#
���	
��� ��)����)	� �� ./0(X)& @��

������� <H�&

:�	 � ������� G#���� Y � � ����
�� h ∈ C(Y ) 
� ���%� �� )� *������ 
�

��� ���! 
� ��� �	)
� Gh ⊂ C(Y ) 
� � �	�������� ���
�� ; ��� '���	�" �&�� 
�

������& '�
� "���� ���� ��	 ��! ����"��! B ⊂ Y ��� ��! ε > 0 ���	� �(
���
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�� ���� ��� O ⊂ Y ��� ���� B ∩O 
� ����"��! ���

|h(gy)− h(gy′)| < ε

��	 ���	! g ∈ G ��� y, y′ ∈ B ∩O& �� X 
� �� �	)
�	�	! G#����� ���� h ∈ C(X)

)������ �� *��(X) 
� ��� ���! 
� 
� �"�� �	�" �� *������ ����
�� �� ��"�

�"���
$��
�� �� X & �� � ����
�� h �"�� �	�" �%� �"���
$��
��� Y

��� Z %
�� Y ��	��	 ���� Z� 
� 
� �� �(�	
�� ?��
�� ��� ��	���	
J��
�� )!

�	��"����)
�
�!A �� ��2 ���� ��� �(����
�� �� h �� Y 
� *������ 
� ��� ���!


� �� 
� 
�� �(����
�� �� Z ?��� ��� �	��� �� G�""� �&6 
� ������A& '��� 
��

��! �(����
�� �� h �� ��"� �"���
$��
�� �� )� ���� �� ��2 %�����	 h


� *������; ��	 �(�"���� � �	��
��� fa ∈ L��(M) 
� *������ 
� ��� ���! 
� 
��

�(����
�� �� S(M) �	 �� Sf (Ga) ���
�$�� ��� �	��"����)
�
�! ���
�
��&

�� %
�� )� 
���	���
�� �� )	
�� 
� � ��	���	 %��2�	 ���
��� 
��	����� 
�

������& * ����
�� h ∈ C(Y ) �� � �"��� G#���� 
� ��	����� ��
��	���

����
����� �()*� 
� ��	 ���	! y ∈ Y ��� ε > 0 ���	� �(
��� � ��
��)�	���� U

�� ��� 
����
�! �� G ��� ����

|h(gy)− h(guy)| < ε

��	 ��� g ∈ G ��� u ∈ U & �� ��
� ��� 
� 
� 
""��
��� ����� 
� j : Y → Z 
�

� �"���
$��
�� )��%��� �"��� G#������ ���� h ∈ C(Z) 
� @/0 
� ���

���! 
� hj ∈ C(Y ) 
� @/0& * ����
�� h ∈ ./0(X) �� �� �	)
�	�	! G#����

X 
� ����� @/0 
� 
�� �(����
�� �� ��"� ?��!A �"���
$��
�� ?�	�" %�
�

h �"��A 
� @/0& D�� �� ��� 	���
�! ����7 ?
A ��� ��"
�! �� ��� ��	����!

��
��	"�! ���
����� ����
��� �� � G#���� X ��	"� � ��
��	"�! ����� G#


���	
��� ��)����)	� @/0(X) �� ./0(X); ?

A ���	! *������ ����
�� 
� @/07


� ��� �	��"����)
�
�! ���
�
�� %� ��2� B = Gy ⊂ Y � ���� ��� ��� ���
��
�!

�� ��� ��
�� �� G �� Y &

�� �����%� �	�" ��	 	�"�	2� �� ��	 ����� 
� ����	���

-*+(X) ⊂ *��(X) ⊂ @/0(X) ⊂ ./0(X).

�� 
� ���� ���	 ���� @/0(G) ⊂ /0(G) ��	 ��� 	�����	 ���� ��
�� �� G �� 
�����7

%� ����! ��� �	���	�! ��$�
�� @/0 �� ��� �"���
$��
�� Y = G��� ?��	


������A ��� ��� 
����
�! ���"��� y = 1 ∈ G ⊂ Y &

*� 
"��	���� "��
���
�� ��	 ��� ����)	� �� @/0 ����
��� �"�� �	�" ���

�
�%��
�� �� ��"
�	��� �"���
$��
��� �� G& -� ���� ��	���! "���
����



);= �� &�#�+'(,# &�	� -� .
���

��� ��
��	��� �	���	�! �� G��& @
"
��	�!� G	�� 
� ��� ��
��	��� ���
��������


��� ���
�	��� �������
����
�� �� G ?��� �/����� <��A& :�	 ���
	 ��	�� G�
�

��� G��� �	� 	
��� �������
��� ���
�	��� �������
����
��� �� G& �� ���
	 %�	2

������� ��� �����	� ���%�� ���� ��� �"���
$��
�� G��� 
� ���� � 	
���

�������
�� ��"
�	��� �"���
$��
�� �� G� ��� ���� @/0(G) 
� ��� ��	����

��)����)	� �� /0(G) %
�� ��
� �	���	�! ?��� '���	�" 6&� ���	�
�A& �� ��	�
�#

��	� ��� .���2� �"���
$��
�� G�� ��� ��� ��	���	� �� � 	
��� �������
��

��"
�	��� 
� ��� ���! 
� @/0(G) = /0(G)&

-� �
" �� �	��� ��� �B���
�! -*+ = @/0 ?	���	
��� �� ./0uA ��	 ℵ0#

�����	
�� ��	���	�� ��� ��	 ���
	 ����"�	��
�" �	����&

@%
��
�� �� ���
 ��������� ��� �� ��! ���� � ��	"��� f(x, y) 
� ()* �� �

������ A ⊂ Mα 
� ��	 ��! b 
� ��! ���"����	! �(����
�� �� M ��� ���	! ε > 0

���	� �	� δ > 0 ��� � $�
�� ����� c �	�" M ��� ���� ��	 ���	! a ∈ A ��� ���	!

����"�	��
�" u ∈ G ���
��!
�� d(uc, c) < δ %� ����

|f(a, b)− f(ua, b)| < ε.

-� 	���
�! ��� ��� �����%
��&

)���� ��'� )�� � ����
� ������� M # � 	���
�� fa ∈ &�	(M) 
� 7�� 
	 ���

���� 
	 ��� 	����� f(x, y) 
� 7�� �� [a]�

'�� "��� )��
 �(�"��� �� � ���#���)�� ��	"��� 
� �� ℵ0#�����	
�� ��	���	�


� ��� �	��	 	����
�� �� ��� �����)�� ����� �
���	 �	��	 %
����� �����
���& ��


� %�	�� ���2
�� 
��� ��
� ���&

-"��!�� .�8� '�� �	��	 	����
�� x < y �� ��� ?����
��A ��	���	� (Q, <) 
� ���

@/0 �� Q& ������� ��� r ∈ R \ Q� c1, . . . , cn ∈ Q& @������ ci < ci+1 ��	 ���

i� ��� ��! ci0 < r < ci0+1& '�2� a ∈ Q� ci0 < a < r& '��	� 
� � "�������

)
>��
�� u $(
�� ���	! ci ��� ��� ���� r < ua < ci0+1& '�� ��
" �����%�&

-� %
�� ����	��
J� ��� ����!�
� �� ��
� �
"��� �(�"��� �� ��! ���#���)�� ��	#

"��� 
� ��! ℵ0#�����	
�� ��	���	�& '� ��
� ��� %� ����� ��� ��� �����%
��

������	� ��""�&

���� ��*� *��M �� ∅���������# A ⊂ Mω � ��!����'����� ������ �	 � 	�����

f(x, y) ��� ��� ����� !��!���� �� A# ���� ����� ��� �� ���������� �"����
�� N

�	 M # �
��
��� ���� ������ r, s ∈ R ��� �������� (ai)i∈Q ⊂ A# (bj)j∈R ⊂ N

��� ���� f(ai, bj) = r 	�� i < j ��� f(ai, bj) = s 	�� j ≤ i�
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����	� @������ ���	� �	� ε > 0 ��� ��B����� (a′k)k<ω ⊂ A� (b′l)l<ω ⊂ M

��� ���� |f(a′k, b′l) − f(a′l, b
′
k)| ≥ ε ��	 ��� k < l < ω& @
�� f 
� )�������

����
�� �� ��)��B����� �	�����! %� �� ����"� ���� limk liml f(a
′
k, b

′
l) = r

��� limk liml f(a
′
l, b

′
k) = s� ������	
�! %
�� |r − s| ≥ ε > 0& C�% %� ���
��	

��� ���
�
��� 
� ��� �����)�� ��	
�)��� (xi)i∈Q� (yj)j∈Q ����	�
��� ��	 ���

��
	 �� 	��
���� ��")�	� i < j�

xi ∈ A, f(xi, yj) = r ��� f(xj , yi) = s.

'�� ���"���� a′k, b
′
l �� )� ���� �� ���% ���� ����� ���
�
��� �	� ���	�(
"����!

$�
���! 	���
J�� 
� M & 1! ����	��
��� ���	� �	� (ai)i∈Q ⊂ A� (bj)j∈Q ⊂ M

���
��!
�� ��� ���
�
���&

:
����!� ��� ���
�
��� f(ai, yj) = r ��	 i < j� i ∈ Q� j ∈ R \Q� �������	 %
��
f(ai, yj) = s ��	 j ≤ i� i ∈ Q� j ∈ R \ Q� �	� ���	�(
"����! $�
���! 	���
J��


� {bj}j∈Q& ,��� ���! �	� 	���
J�� )! ���"���� (bj)j∈R\Q 
� ��"� ���"����	!

�(����
�� �� M &

�	��������� ��!� *�� M �� ℵ0��������
���� �	 f(x, y) ��� ��� ����� !��!����

�� � ��'����� ��� A# ���� f(x, y) 
� ��� 7�� �� A�

����	� -� ����! ��� �	��
��� ��� �� $�� ���"���� (ai)i∈Q ⊂ A� (bj)j∈R 
�

��"� ���"����	! �(����
�� �� M ��� 	��� ��")�	� r �= s ��� ���� f(ai, bj) = r


� i < j� f(ai, bj) = s 
� j ≤ i& @������ f(x, y) ��� ��� @/0 �	���	�! ��	

ε = |r − s|/2; �
�� G 
� ����� �����)�� ��� R 
� �������)��� ���	� 
� ��

���� ��
��)�	���� U �� ��� 
����
�! ���� %
������� ��� �	���	�! ��	 �� 
�$�
��

��")�	 �� ���"���� bj� ��! ��	 ���	! bj %
�� j 
� �� 
�$�
�� ��� J ⊂ R& 1!

����
�� �� � ��)��� %� "�! ����"� ���� J 
� �
�	���� ��� ���� ��	 ��� j ∈ J

%� "�! ��2� � 	��
���� i(j) < j ��� ���� j′ < i(j) ��	 ���	! j′ < j� j′ ∈ J & -�

"�! ����"� ���� U 
� ��� ��"
�! �� ����"�	��
�"� "��
�� � $�
�� ����� c �� �

�
����� ���� ���� δ; ��! n 
� ��� ������ �� ��� ����� c& C�% ��� η = Δf (|r−s|/2)�
%��	� Δf 
� � "������ �� ��
��	" ���
��
�! ��	 f(x, y)&

@
�� M 
� ℵ0#�����	
�� ��� B���
��� M
ω �G 
� �"���� �� ���	� "��� )�

� ��
	 j < j′ 
� J ��� �� ����"�	��
�" u ��� ����

d(u(cai(j)), cai(j′)) < min(δ, η/2n).

�� ��	�
���	 d(uc, c) < δ� �� u ∈ U & �� ���
�
��� �
�� d(uai(j), ai(j′)) < η�

f(ai(j′), bj) = s ��� f(ai(j), bj) = r� %� ����

|f(ai(j), bj)− f(uai(j), bj)| ≥ |r − s|/2,



);* �� &�#�+'(,# &�	� -� .
���

� ���	��
�
�� �� ��� ��� ���� U %
������� ��� @/0 �	���	�! ��	 bj ��� ε =

|r − s|/2&
������ .�9� -� �� � �	 � "�!)� "�	� �������� �	��"��� �� � "����#

����	
��& @������ M 
� ℵ0#�����	
��� ��2� fa ∈ @/0u(M) ⊂ L��(M) ?%�

	���� +	����
�
�� �&HA ��� ��� p )� � �!�� 
� Sf (Ga)& 0���
��	 dpf : Ga → R

�
��� )! dpf(ga) = gf̃a(p)� %�
� 
� %���#��$��� ��� ��
��	"�! ���
�����&

C�%� ��� @/0 ���
�
�� ��	 ��� �(����
�� f̃a : Sf (Ga) → R �
���� ��	 ���	!

ε > 0� � ��
��)�	���� U �� ��� 
����
�! �� G ��� ����

|dpf(u−1ga)− dpf(ga)| < ε

��	 ���	! g ∈ G ��� u ∈ U & '��� 
� �� ��!� dpf ∈ ./0u(Ga)& * "
�� �������
��

�� +	����
�
�� �&H ����%� �� �� ����� ���� dpf 
� �� M #��$��)�� �	��
��� ��

Ga& �� ����	 %�	��� ���	� f ����� ���	 Ga 
� �������� 
� M � %�
� ?)��	
��


� "
�� ���� M 
� ����	���� ��� ���� [a] 
� ��$��)��A 
� %���#2��%� �� )�

�B�
������ �� ��� ���)
�
�! �� f(x, y) �� Ga& :�	 "�	� �� ��$��)
�
�! �� �!��� 
�

���
����� ���
 ��� �1/��� <H� ?��	�
���	�! +	����
�
�� H&H ��	 ��� �B�
�������

�� ���)
�
�!A� ��� ��� ���
�� �
����
�� �� �1���6�& 5�� �� �	��"��� )���� ��

��"� ��	
��
�� �� :�� �&� 
� ������ �� �	��� ���� ��$��)
�
�! �� �!��� 
"��
��

���)
�
�!&

'�� �	����
�
�� ��� �	��
��� ��""�� !
��� ��� ���
	�� �����
��&

+�	�

�	$ ��#� *�� M �� �� ℵ0��������
��� �������� 2��� 6 �u(M) =

 �!u(M) = 7��u(M)�

����	�� ��,� *�� G �� � ������� !�����!��� ���
�� ���!� 2��� 6 �(G) =

 �!(G) = 7��(G)�

����	� :	�" .�"�	2 �&� %� �� ����� ���� ��� 
��"�	��
�" ./0u(ĜL) �
/0(G) �	���	��� -*+ ��� @/0 ����
���& '��� 
� f ∈ @/0(G) ���� 
�� ��#

�
����� �(����
�� f̃ �� ĜL 
� @/0� �� )! ��� �	��
��� �	����	! f̃ ∈ -*+(ĜL);

���� f ∈ -*+(G)&

:�	 ��� ��� �� *������ ����
��� %� �� �
�� � ��
��� ����	��
J��
��� %�
�

����
�� ��	 �(�"��� �� ��! M #��$��)�� �	��
��� 
� �� ���	�(
"����! ℵ0#

����	���� ����	�)�� ��	���	�&

�� c 
� �� n#����� ?�� ������A ��� I 
� �� n#����� �� 
���	���� �� R� ��� �� %	
��

f(c, d) ∈ I 
������ �� (f(ck, d))k<n ∈ ∏
k<n Ik& G�� �� ��� � ��	"��� f(x, y)
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������� �� � ������ A ⊂ Mα �� � "��	
 ��	���	� M 
� 
� ����� ��� �����%
��

�	���	�!7 ?@+A '��	� �(
�� ε > 0 ��� � ��� B 
� ��"� ���"����	! �(����
�� ��

M ��� ����� 
� f(c, d) ∈ I ��	 ��"� d ∈ B� ��"� ����� c �	�" A ��� ��"� �����

I �� ���� 
���	���� �� R� ���� ���	� �	� b, b′ ∈ B� a ∈ A %
�� f(c, b), f(c, b′) ∈ I

��� |f(a, b)− f(a, b′)| ≥ ε& '�
� "�2�� � ����
�� fa ∈ L��(M) *������ 
� ���

�������
�� ����� 
� ��� ���! 
� f(x, y) 
� *������ �� ��� �	)
� Ga� �	 �� 
��

����	� [a]&

�	��������� ���-� *�� M �� � ��!������ ∅��������� �������� *�� f(x, y)
�� � 	����� ��� a ∈ Mα � !��������# ��� �!!��� ���� ��� ������ ���
� [a] 
�

��!����'������ �	 fa ∈  �!(M)# ���� fa ∈6 �(M)�

����	� @������ f(x, y) ��� ��� �	��	 �	���	�! �� [a]& G�� (ai)i∈Q ⊂ [a]� (bj)j∈R

��� r, s ∈ R )� �� �
��� )! :�� �&�& @
�� M 
� ����	�)��� 
� 
� ������ �� ��2

��� ���
�
�� @+ ��	 � �����)�� ��"
�! C �� ��
	� (c, I)& '��	� 
� �� "��� �

�����)�� ��")�	 �� 	���� l ��� ����� ��	 ��"� (c, I) ∈ C� %� ���� f(c, bj) ∈ I


� ��� ���! 
� j = l& @� )! ��	�%
�� ���" �%�! %� "�! ����"� ����� %������	

f(c, bl) ∈ I� (c, I) ∈ C� ���	� 
� j �= l %
�� f(c, bj) ∈ I; 
� %� ���� ����� i ∈ Q

�!
�� )��%��� l ��� j� %� ���� |f(ai, bl)− f(ai, bj)| = |r− s|& ,��� f(x, y) ���
@+ ��	 ε = |r − s| ��� B = {bj}&
'�� �	��
��� �	����
�
�� �� )� ���� �� ��� 
���	"��
�� �)��� �	��
� ��#

�
����� ����
��� �� ��"� ?��� .���2� �	��"���A +��
�� �	����� )�� ���

�
� ��� ��	���	� M = ĜL� %�
� 
� ����	�� 
� ��� ∅#����	���� �� "���
���� 
�

.�"�	2 �&��& �������� 
� "�! )� ����
�� �� ����"�	��
�" �	���� �� ����	����

��	���	�� ��� ����
��� �� ��� ��	" g �→ f(a, gb)&

-"��!�� .���� G�� �� ���
��	 ��� �
���	�! �	��	�� ��� M = (Z, <) ?%�
�� ��

� G#����� �� )� 
����
$�� %
�� 
�� ����"�	��
�" �	���� G = ZA& '�� )��


�	��
��� 
� �
��� )! P<(x, y) = 0 
� x < y� P<(x, y) = 1 ����	%
��& '��


��
���	 ����
�� �� ��� ���#���
�
�� 
�����	�� f = �Z≤0
∈ C(Z)� 
� �� M #

��$��)�� �	��
���� f(y) = P<(0, y)& �� 
� ���	�! ��� 
� -*+(Z)& ,�%���	� 
�

�"�� �	�" ��� �%�#��
�� �"���
$��
�� X = Z ∪ {−∞,+∞}� ��� 
� 
� ���!

�� ��2 ���� 
�� �(����
�� �� X ���
�$�� ��� �	��"����)
�
�! ���
�
��� %����


� ��� f ∈ *��(Z) ?"�	� ����	���!� ��� ������� 0�	����	! ��&�A& D� ��	��� M


� ��� ∅#����	����&
D� ��� ����	 ����� ���
��	 ��� �
���	�! �	��	�� ��� N =

⊔
i∈(Q,<)(Z, <)i

?%��	� ��� (Z, <)i 
� � ��! �� (Z, <)A� %�
� 
� � ∅#����	���� ���"����	!



);; �� &�#�+'(,# &�	� -� .
���

�(����
�� �� M ?��! M = (Z, <)0A& '�� ����"�	��
�" �	��� �� N 
� G =

ZQ �*��(Q, <)& *� �� M #��$��)�� �	��
��� �� N � f 
� ��� 
��
���	 ����
��

�� ��� ��� �� ���"���� �� N ���� �	� ��� �	����	 ���� 0 ∈ M ⊂ N & *� )���	��

f /∈ -*+(N)� )�� ���� )! +	����
�
�� �&�� %� ���� f /∈ *��(N) �
���	 ?����

���� ��� �	)
� �� 0 
� NA& *� ��	 +	����
�
�� �&�� ��� ����
�� h : g �→ f(g(0))


� 
� /0(G)& @
�� ��� ���
����� G#"�� g ∈ G �→ g(0) ∈ N 
� ��	>��
���

��! �"���
$��
�� �� N 
����� � �"���
$��
�� �� G& �� �����%� ����

h ∈ /0(G) \ *��(G)& ?,�%���	� ��	� ��� �� ���� ����� ��� �	��"��� ��

3(�"��� �&6 �� ���% ���� 
� ��� f /∈ @/0(N) ��� ���� h /∈ @/0(G)&A

!� ���� ∩� � "�� � "� ∩� 
'�"� ����
��� ���� )��� ����
�� )! ������	 ��� ���	��
���
�
 
� ������� ����	

��� 
��	����
�� �� ��"� �!��"
�� �!���"� )! FR���	 �FR���� ?%�� �����

���" 	�����	 �������A ��� ����	 )! ������	 
� �������& �� ��� �	������
�� ��

1�� 5���� ��� '���2�� ��	 .���2� �	��"��� +��
�� �	���� 
����
$�� -*+

����
��� %
�� ���)�� ��	"����� %� 	�"�	2 
� ��
� ���
�� ���� ��"� ����
���

�		������ �� +#! ?�	 ���������A ��	"����& '�� ����! �� ��
� "����#����	��


���
��� � ����	��
J��
�� �� ���� ���)
�
�! 
��	����� )! @����� �@��H��� 
� ��

��
�� ��� 
"��	���� ��"�
� �� 	����	�� "�
��! 
� ��� ����
�� $	��#�	��	

����
�� K������� �� ��� ��
	� 
��" �� ��� �����%
�� �	����
�
�� ��
��� ���� ���

���
�� ��� � ��	! ����	�� "��	
 �	�������
��&

�	��������� '��� *�� M �� � ∅��������� �������� *�� f(x, y) �� � 	�����
��� A ⊂ Mα# B ⊂ Mβ �� ��'����� ����� 2�� 	����%
�� ��� �$
������3 
� ���

�	 ����� �����# %� %
�� ��� ���� f(x, y) 
� ��� �� A×B�

?�A 2���� �� ��� �"
�� ���� ������ r �= s# � ��$���� (ai)i<ω ⊂ A ��� �

	��
�� (bI)I⊂ω 
� ���� ���������� �"����
��# %
�� PB(bI) = 0 	�� ���

I ⊂ ω# ��� ���� 	�� ��� i < ω# I ⊂ ω#

f(ai, bI) = r 
	 i ∈ I ��� f(ai, bI) = s 
	 i /∈ I.

?�A )�� ����� 
��
�����
��� ��$���� (ai)i<ω ⊂ A ��� ����� b ∈ B 0�$
��

�������# 	�� ����� b 
� ��� ���������� �"����
�� ���
�	�
�� PB(b) = 01#

��� ��$���� (f(ai, b))i<ω ��������� 
� R�

?�A -���� ��$���� (ai)i<ω ⊂ A ���
�� � ����$���� (aij )j<ω ��� ����

(f(aij , b))j<ω ��������� 
� R 	�� ��� b 
� ��� ���������� �"����
��

���
�	�
�� PB(b) = 0�
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����	� (1) ⇒ (2)& G�� (ai)i<ω ⊂ A )� 
��
��	�
)��� b �	)
�	�	! %
�� PB(b) = 0&

�� (f(ai, b))i<ω ���� ��� ����	��� ���	� �(
�� 	���� r �= s ��� ���� ?	����
��

(ai)i<ω )! � ��)��B����A f(a2i, b) → r� f(a2i+1, b) → s& 1! ∅#����	��
�� %�

"�! ����"� ���� f(a2i, b) = r ��� f(a2i+1, b) = s ��	 ��� i& �
��� I ⊂ ω� ��2�

� ��	
��! 
�	���
�� ����
�� τ : ω → ω ��� ���� τ(i) 
� ���� 
� ��� ���! 
� i 
�


� I& 1! 
��
��	�
)
�
�!� ��� ��� �� ���
�
���

{f(ai, y) = t : t ∈ {r, s}, f(aτ(i), b) = t}, PB(y) = 0,


� ���	�(
"����! $�
���! 	���
J�� 
� M ; ��2� bI �� )� � 	���
J��
�� 
� ��"�

"����& '���� ��	 ��� i ��� I� f(ai, bI) = r 
� i ∈ I ��� f(ai, bI) = s 
� i /∈ I�

���	��
�
�� (1)&

(2) ⇒ (3)& -� ��
" ���� ��	 ���	! ε > 0 ���	� �	� ��"� δ > 0 ��� � $�
�� ���

�� ��	"���� Δ ��� ����� ��	 ��! b %
�� PB(b) = 0 ��� ���	! Δ#δ#
��
��	�
)��

��B���� (ai)i<ω ⊂ A� ���	� �(
��� N < ω %
�� |f(ai, b) − f(aj, b)| < ε ��	

��� i, j ≥ N & D���	%
��� ���	� �	� ε > 0 ���� ��	 ��! Δ� δ �� )���	�� � Δ#

δ#
��
��	�
)�� ��B���� (ai)i<ω ⊂ A ��� � ����� b %
�� PB(b) = 0 ��� ����

|f(a2i, b) − f(a2i+1, b)| ≥ ε ��	 ��� i < ω& 1! ∅#����	��
��� %� �� ����"� ����

(ai)i<ω 
� 
��
��	�
)�� ��� b ∈ B& '���� )! (2)� ��� ��B���� (f(ai, b))i<ω

������ ����	��� )�� �����& '�� ��
" �����%�&

C�% ������� ���� Δn� δn �		������ �� ε = 1/n �� ��	 ��� �	��
��� ��
"&

�
��� ��! ��B���� (ani )i<ω %� �� �(�	��� ��
�� .�"��!P� ����	�"� � Δn+1#

δn+1#
��
��	�
)�� ��)��B���� (an+1
i )i<ω & *� 
� ��� �	��� �� +	����
�
�� �&�6�

���	�
�� %
�� ��! (ai)i<ω = (a0i )i<ω� �	����
�� 
����
���! ��� ��2
�� ���

�
������� %� ��� � ��)��B���� (aij )j<ω ��� ���� (f(aij , b))j<ω ����	��� ��	

��! b ���
��!
�� PB(b) = 0&

(3) ⇒ (1)& *���"� %� ���� (ai)i<ω � (bI)I⊂ω ��� r, s ���	��
�
�� (1)& ��

(aij )j<ω 
� �� �
��� )! (3) ��� J ⊂ ω 
� 
�$�
�� ��� �
�$�
�� 
� {ij : j < ω}�
���� (f(aij , bJ))j<ω ����	��� �� )��� r ��� s� � ���	��
�
��&

* ��)��� �� � �������
�� ���� 
� ��
� �� )� �� ����
���� �	�������� 
� ���	!

��B���� �� ���"���� �� ��� ��)��� ��� � ����	���� ��)��B����; %� �� 	������

��� ��
	� 
��" �� ��� �	��
��� �	����
�
�� 
� ��� �����%
�� "����	&



))3 �� &�#�+'(,# &�	� -� .
���

+�	�

�	$ '��� *�� M �� ∅��������� ��� A ⊂ Mα# B ⊂ Mβ �� ��'�����

�����  	����� f(x, y) 
� ��� �� A × B 
	 ��� ���� 
	 {f̃a|B∗ : a ∈ A} 
�
��$���
���� !�����!��� 
� RB∗

# %���� f̃a|B∗ 
� ��� �"����
�� �	 fa �� B∗ =

{p ∈ Sy(M) : PB ∈ p}� �	 A′ ⊂ A 
� � ����� �����# 
� 
� ����� �� ����� ����

{f̃a|B∗ : a ∈ A′} 
� ��$���
���� !�����!��� 
� RB∗
�

'�� �	����
�
�� ��� �	����	! ���� �	��� %
�� ��� ��"� �	��� ��� ��� �)�
#

��� �������
��� 	���	�
�� PB � 
� A ��� B �	� "�	��! �!��#��$��)��& �� ���

�
��	���	�� � ��	"��� 
� � �
��� ����	! 
� ��
� �� )� �
"��! +#! 
� ��� �	��
���

���
�
��� �	� ���
�$�� �� Mα×Mβ ��	 ��"� ����	���� "���� M �� ��� ����	!&

-� ��	� �� ��� �������
�� �
��& '�"� �!��"
�� �!���"� %�	� �	
�
����!


��	����� 
� ��	"� �� ��� �������
�� ��"
�	��� �� � �!��"
�� �!���"� ���

��"
� ����	�� �B�
������ �	�������
���& '�� �""�� ���"� �	� �	��
� �
#

����"! ����	�"� ���� ���� ���
	 	��� 
� ��� �����"����� 	����� �� .��������

�.��H6�7 � 1���� ���� �
���	 ����
�� �� 
��"�	��
 ��! �� �1 �	 ��� ���

�	���	�! ���� ���	! )������ ��B���� ��� � %��2#0���! ��)��B����&

* 1���� ���� 
� ���� ����� ��������� 
� 
� ����
�� �� 
��"�	��
 ��! ��

�1& '���� � ���
����� ����
�� f ∈ C(X) �� �� �	)
�	�	! G#���� 
� ���� 
�


� �"�� �	�" � .��������#	��	������)�� �"���
$��
�� �� X & @�� �������

L�$�
�
�� �&� ��� '���	�" �&H& @�� ���� G�""� �&6 ���	�
� ��� ��� 	���	���

����	 L�$�
�
�� �&� �� ��� � �� ���� ��� ��"
�! '�"�(X) �� ��� ��"� ����
���

�� X ��	"� � ��
��	"�! ����� G#
���	
��� ��)����)	� �� ./0(X)& :�	 "��	


X %� ����� "�
��! ���
��	 ��� 	���	
�
�� '�"�u(X) = '�"�(X)∩./0u(X)�

�� ��	 C��� �&�&

:	�" +	����
�
�� �&� ��� :�� 6&� �	�" ������ %� ���� ��� �����%
�� ��	#

���	
J��
�� �� ��"� ����
��� �� �"��� �!���"�&

���� '�'�  	���
�� f ∈ C(Y ) �� � ���!��� G��!��� Y 
� ���� 
	 ��� ���� 
	

����� ��$���� �	 	���
��� 
� ��� ���
� Gf ���
�� � %��������� ����$����

��# �$
��������# 
	 Gf 
� ��$���
���� !�����!��� 
� RY �

������ ��8� * �
	�� ����B���� �� ��
� ��	���	
J��
�� 
� ��
� �	���	�!7 
�

j : Y → Z 
� � �"���
$��
�� )��%��� �"��� G#����� ��� h ∈ C(Z)�

���� h ∈ '�"�(Z) 
� ��� ���! 
� hj ∈ '�"�(Y )� %�
� ��!� ���� � ����
��

�� �� �	)
�	�	! G#���� X 
� ��"� 
� ��� ���! 
� ��� ?�	 ��!A �� 
�� �(����
���

�� �"���
$��
��� �� X �	� ��"�& ?-� ��� ��	���! ��
���� ��� ��� ��"�

�	���	�! ��	 *+� -*+� *������ ��� @/0 ����
���&A �� ���� �)��	�� ����
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��� �	���	�! ����� �	�� 
� j : Y → Z 
� >��� � ���
����� G#"�� %
�� �����


"��� )��%��� �	)
�	�	!G#������ �
�� 
� ��
� ��� j 
����� � �"���
$��
��

jh : Yhj → Zh )��%��� ��� �		������
�� ?�"���A !�
 G#�����&

'�� �
�2 %
�� C�+ ��	"���� 
� ���� 
""��
���&

�	��������� '�*� *��M �� �� ℵ0��������
��� �������� 2��� h ∈ 2���u(M)


	 ��� ���� 
	 h = fa 	�� � 	����� f(x, y) ���� 
� ��� �� [a] × M � :���

���������# 
	 f(x, y) 
� � 	�����# a ∈ Mα# ��� B ⊂ Mβ 
� ��'�����# %� ����

fa|B ∈ 2���(B) 
	 ��� ���� 
	 f(x, y) 
� ��� �� [a]×B�

����	� '�� $	�� ��
" �����%� �	�" ��� ����� )! +	����
�
�� �&H& :�	 $(��

f(x, y)� a ��� B� ��� ����
�� fa ∈ ./0u(B) 
� ��"� 
� ��� ���! 
� 
�� �(����
��

�� B 
� ��"�� %��	� B 
� ��� ����	� 
� Sy(M) �� ��� 
"��� �� B ����	 ���

�"���
$��
�� Mβ → Sy(M)& '��� ��� ����� ��
" �����%� �	�" :�� �&�

��� 0�	����	! �&�� ��2
�� A′ = Ga& :�	 ��
�� ��� �� ��� ���� 0�	����	! �&�

����� �	�� %
�� B 
������ �� B∗ �	� ����	���
���!� ���� B = B∗ ��
�� ���� M


� ℵ0#�����	
��& -� ���% ��� �����	& 0���	�!� B ⊂ B∗& G�� p ∈ B∗ ���

��2� b � 	���
J��
�� �� p 
� � ����	�)�� ���"����	! �(����
�� M ′ �� M & G��

φ(z, y) )� � ��	"���� c ∈ M |z| ��� ε > 0& 1! ℵ0#�����	

�! ���	� 
� ��


��"�	��
�" σ : M ′ → M & '��� ��(c) = ��(σc)� ��� )! ��"�����
�!� ���	� 
�

���� �� ����"�	��
�" g ∈ *��(M) %
�� d(c, gσc) < Δφ(ε)& ,��� gσb ∈ B ���

|φ(c, b)− φ(c, gσb)| < ε& -� ����� ���� p ∈ B&

L�	
�� ��� %	
�
�� �� ��
� ����	 %� �"� �� 2��% ����� 
�����������! �	�"

��� *& 0��	�
2�� ��� +& @
"�� ���� ���
�� ��� �����
�� )��%��� ��"����� 
�

�������! ��� C�+ 
� ���
� 
� ��� ��"���% ��	����� ����(� �� ��$��)�� �!��"
�

�0@���& ��	� �� ��
� �����
�� ��� )��� ���)�	���� )! +& @
"�� 
� �@
"��)�&

�� ���� 
� 
� ��	�	
�
�� ���� ��� �
�2 %�� ��� "��� )���	�� �
�� ��� ��	�����
�"

�� ����� 
���� 
� ���
 ��� �������! 
� B�
�� 	�"�	2�)��& *� %� ���� ��	���! ��
��

C�+ ��	"���� %�	� 
��	����� )! @����� �@��H�� 
� ��H�� 
� ��� ����
�� $	��#

�	��	 ����(�& ,� ��$��� ���" )! ��� ��2 �� �� 
����������� �	���	�� �#!��

%���� ��� ��"� +#!& '�
� 
���������� �	���	�! 
� ��� ���
�
�� �������


� ��� $	�� 
��" �� +	����
�
�� �&�& �� ��� ����
�� $	��#�	��	 ����
�� 
� �� )�

	��� �
2� ��
�7 � ��	"��� ϕ(x, y) ��� �+ 
� ��	 ��"� ��B���� �� ���"���� (ai)i<ω

��� ���	! ��
	 �� ���#�"��! $�
�� �
�>�
�� ��)���� I, J ⊂ ω� ���	� 
� b 
� ��"�
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���

"���� ���� ���
�$�� ��� ��	"���
∧
i∈I

ϕ(ai, y) ∧
∧
j∈J

¬ϕ(aj , y).

�� ����	 %�	��� ϕ(x, y) ��� �+ 
� ��	 ��"� (ai)i<ω ��� ��B���� ({b : ϕ(ai, b)})i<ω

�� ��� ���� ��$��� )! ϕ(ai, y) �� ��"� )
� ������ "���� �� ��� ����	! 
� ��


���������� �� ����� 
� ��� ����� �� "�	� ����7 ��� )������ 
���	���
��� �	�

���#�"��!&

�� ��� 
��	�����	! ���
�� �&� �� ��� ��	��! ����6)� �� 1���� 	��	����#

���
��� �� �!��"
�� �!���"�� ������	 ��� ���	��
���
�
 %	
��7 ,#� ���
�
�� ��

����� ���	����	
���
��� ��	���� ����
����$ �������� ��� ���� �� ���	����	
���

�� ��� ���� �� �� -
����������� �	���	��.$ ���	� ����
����	
�� ������ ����

�	������� ���� � ����
�� 	��� /% % % 01& '�� ��	���	
J��
�� ���! ������ �� 
�

+	����
�
�� �&� �	�" F�		 ��� G
 �FG�H�� ��� ��� 
���������� �	���	�! 
�#

������ ���	� �� 
����� )� ���� �� � �������
�� ����	��
J��
�� �� @�����P� �+

?��� ���� :�� �&� )���%A& 1�� ��� ���
�� �� 
���������� 
� ��	���! �	�����


� ��� ��"
��� %�	2 �� .�������� �	�" ��H6 �.��H6�� %��	� � 	�
�� $	�� ����

��%�	�� �
� �
����"! ����	�" 
"��
�� ���%
�� ���� � ��B���� �� ��)���� �� �

��� S %
�� �� ����	���� ��)��B���� ?
� ��� �	���� �������! �� 2SA ��"
��

� )������ 
���������� ��)��B����& ��	����	� �� ��
���� ��� 
� �@
"��)�� ���

?���A 
���������� �	���	�! �� @������ 
� 
�� ���
����� ��	"� �����	� ���B�
�#

����! 
� ��� %�	2 �� 1��	��
�� :	�"�
� ��� '����	��� �1:'H��; ��� �:&?�
A&

D� ��� ����	 ����� ��
� 
� ��� ��� $	�� �
"� ���� ��� ����� �� C�+ 
� �
�2��

%
�� � ���
�� �� ������	 �	��& �� ���� G��2�%�2
 �G����� ����� ���� � ��	"���

ϕ(x, y) ��� ��� 
���������� �	���	�! 
� ��� ���! 
� ��� ��"
�! �� ��$��)��

���� �� ��� ��	" ϕ(a, y) 
� � 2���
�3*��	������
� ������ � ����� �"
�� �	�"

�	�)�)
�
�! ����	!� ��� ���� �	�" ��� H�P� �I0H��& ,� ���� �	�$��� �	�" ��� �(#

�"���� �	��
��� )! "���� ����	! �� �(�
)
� ��% I���
2=0��	�����2
� ������&

�� @��
�� 6 %� ����� �� ��� ��"� ��
�� %
�� 	����� �� ��"� �!��"
�� �!���"��

�"���"���
�� ��� ����!�
� �� ��� �(�"���� ���� )! 1�� 5���� ��� '���2��

�1'�6� <��&

-� ��� ��
� ���
�� )! ��
��
�� ��� ���� '�"�u(G) �
�
���� ��	 .���2� �	�#

�"��� +��
�� �	����� %
�� ��� 	���	
�
�� �� /0(G) �� ��� ����)	� C���(G) ��

���� �����
��� �� G& C��� ����
��� �	
�� �	�" ��� ����! �� �������
�� ��B����

���	��! �� �!��"
�� �!���"�� 
�
�
���� 
� ����H6�& * �"��� G#���� Y 
�

���� 
� 
�� �������
�� ��B���� ���	��! ����� ��! ��B���� 
� J�	�; %� 	���	 ��
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�FG�H� <�� ��	 ��� ��	�
���� ��$�
�
���& -� ����� ��! ���� � ����
�� f �� ��

�	)
�	�	! G#���� X 
� ���� 
� 
� �"�� �	�" � ���� �"���
$��
�� �� X � ���

)! 0�	����	! �&� 
� �FG�H� ��
� 
� �B�
������ �� ��2
�� ���� ��� !�
 G#����

�� f 
� ����& :�	 �"��� X ��
� ��$�
�
�� �
�
��� %
�� L�$�
�
�� �&H �� ���

��"� 	���	��� ?��� G#����� ���
��	�� ���	� �	� ��%�!� �"���A� �� �����%�

�	�" ��� �����"���� �&� ��� �&6&?�#6A ���	���& '�� 	�����
�� ����)	� C���(X)


� ��%�!� � ��
��	"�! ����� G#
���	
��� ��)����)	� �� '�"�(X) ?��������� 
�

�	���� �� ��	 '�"�(X); ��	 ��� 
����
�� C���(X) ⊂ '�"�(X) �"��	� <� ���

<� 
� �FG�H�A&

'�� �����%
�� ��� 
� � 	���	��
�� �� ��� ��	���	
J��
��� �� F�		 ��� G
&

���� '�!�  	���
�� f ∈ ���(X) 
� ��� 
	 ��� ���� 
	 ����� ��� �� ����

������ r < s ��� ���� 	�� ����� n ��� ��� '�� (gi)i<n ⊂ G ��� (xI)I⊂n ⊂ X

��� ����

f(gixI) < r 
	 i ∈ I ��� f(gixI) > s 
	 i /∈ I.

����	� �� f 
� ���#���� ���� 
�� �(����
�� �� ��! �"���
$��
�� 
� ���#�����

��� ��� �(
����� �� ���"���� r� s ���� ��	 ���	! n� (gi)i<n ��� (xI)I⊂n �� 
�

��� �����"��� �����%� 	���
�! �	�" +	����
�
�� �&� ?��� L�$�
�
��� �&� ��� �&�A


� �FG�H�; %� �)��
� ��� ���"���� xI 
� ��� �"���
$��
��� )�� %� �� ��#

�	�(
"��� ���" )! ���"���� x̃I 
� X � �
�� %� ���! ���� ���� f(gix̃I) )� ����

�� f(gixI) ��	 ��� $�
���! "��! 
��
�� i < n&

0����	���!� 
� %� ���� r < s %
�� ��� �	���	�! ������� 
� ��� �����"���� ��2�

u, v %
�� r < u < v < s ��� ���
��	 ��� ���� A0 = {p ∈ Xf : f̃(p) ≤ u}�
A1 = {p ∈ Xf : f̃(p) ≥ v}; ��	�� f̃ 
� ��� �(����
�� �� f �� ��� !�
 G#����

Xf & '��� A0 ��� A1 �	� ����� ���� %
�� �	)
�	�	
�! ��	�� $�
�� 
�����������

����& ,��� )! +	����
�
�� �&6&?�A 
� ��� ��"� ����	 ���	� 
� �� #+���
	 (x, y) ∈
A0 ×A1� ��� )! �&� %� ����� ���� f 
� ���#����&

-��� X = M 
� �� ℵ0#�����	
�� ��	���	�� 
� 
� 
""��
��� )! ∅#����	��
��
���� � ��	"��� f(x, y) 
� C�+ �� [a] × M 
� ��� ���! 
� fa 
� ����& '���

C���u(M) = '�"�u(M)� ��� )! ���
��	
�� M = ĜL ?��� 	����
�� .�"�	2

�&�A ��� ���� C���u(G) = '�"�u(G) ��	 ���	! .���2� �	��"��� +��
�� G&



))= �� &�#�+'(,# &�	� -� .
���

#� ��� �	������$ 	� ���� �%�����

@���	�� 
���	���
�� +��
�� �	���� ���� � ����	�� �	�������
�� �� ����"�	��
�"

�	���� �� %���#2��%� $	��#�	��	 ��	���	��& ��	����	� "��� �� ����� ��	���	��

��"
�  ����
��	 ��
�
���
��� %�
� ���)��� �� ���	
)� ���
	 ��$��)�� �	��
#

���� 
� � �
"��� %�!& *� � 	������ ��� ��)����)	�� �� /0(G) ���� �		������

�� �
� ��"
�
�� �� ��	"���� �� )� ����	����� �	���! %��� 
� ����� �(�"����&

G�� G )� ��� ����"�	��
�" �	��� �� �� ℵ0#�����	
�� ��	���	� M & -�

	���� �	�" +	����
�
�� �&� ���� ��� ����
��� h 
� UC(G) �	� �(���! ����� ��

��� ��	" h(g) = f(a, gb) ��	 � ��	"��� f(x, y) ��� ������ a, b �	�" M & '��� h

����	� ��	���� ��� �	)
� "�� g ∈ G �→ gb ∈ [b]& 1��	
�� 
� "
�� .�"�	2 �&6�


� �����%� ����

?�A h ∈ *+(G) 
� ��� ���! 
� f(x, y) 
� ����)	�
 �� [a] × [b] ?+	����
�
��

�&�6A;

?�A h ∈ -*+(G) 
� ��� ���! 
� f(x, y) 
� ���)�� �� [a]× [b] ?:�� �&�A;

?�A h ∈ '�"�u(G) 
� ��� ���! 
� f(x, y) 
� C�+ �� [a]× [b] ?+	����
�
�� �&�A&

,�%���	� � ����
�� �
N���! 
� ���� f(x, y) "�! )� � ��	"��� 
� 
�$�
�� ��	
#

�)���� %��	��� 
� 
� ������! ���
�	 �� %�	2 %
�� �	��
���� 
�����
�� ���! $�
��

������& '�
� 
� ����
���! ��� ��� 
� ��� ����! �� ����
�� ��	���	��� ��	 %�
��

"�	����	� ��� 	������ 
� ��� �
��	���	� �	� ������� ����	���!� ��	 {0, 1}#������
��	"���� 
� $�
���! "��! ��	
�)���& �� ��� �����%
�� ��)���
�� %� ���)�	��� �

%�! �� ���� %
�� ��
� �
N���!& '�� 	����	 %
��
�� �� �� �
	���! �� ��� �(�"����

"�! �2
� ��� ����
�� ��� 	���
� "�	��! ��� �����
�� �� '���	�" 6&�&

6&�& (��	�&������� �$ ��	��
�� �� ������ .�	���
��� �� ��
� ��)���
�� x

��� y %
�� ������ ��	
�)��� �� ������ ω� ��� M %
�� )� � ∅#����	���� ��	���	�&
*�! ��	"��� f(x, y) 
�� )! ����	��
��� � ��
��	" �
"
� �� ��	"���� ��$���

�� $�
�� ��)#��	
�)��� �� x, y& ��	����	� 
� f(x, y) 
�� ��	 
������� ���)�� ��

Mω×Mω� ���� ��� �� ��
��	"�! ���	�(
"��� f )! ���)�� ��	"���� ������
��

���! �� $�
�� ��)#��	
�)��� �� x, y& �� ��N�� �� ��2� n < ω ��	�� ������ ��

����� )! ��
��	" ���
��
�!� |f(a, b) − f(a′, b′)| < ε %������	 a<n = a′<n ���

b<n = b′<n; ���� ��$�� ��	 �(�"��� fn(x, y) = f(x′, y′)� %��	� x′
nk+i = xi ���

y′nk+i = yi ��	 ��� i < n� k < ω&

,�%���	� 
� f(x, y) 
� ���! 2��%� �� )� ���)�� �� A × B ��	 ��"� ��)����

A,B ⊂ Mω� ���� ��� �	��
��� �
"��� ����	��
�� ���� ��� ����	� ��� ���)
�
�!
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�� fn& 1��
���� 
� "�! ��� )� ����
)�� �� $�� � ��	"��� ���)�� �� Mω × Mω

���� ��	��� %
�� f �� A×B&

�� �1'�6�� +	����
�
�� 6&H� � �������
�� �	��"��� 
� �
��� ���� ��	"
�� ��

���	�(
"��� -*+ ����
��� )! ���)�� ��	"���� 
� $�
���! "��! ��	
�)���& ��

%��� �����%� %� �
�� �� ����	���
�� "����#����	��
 �	��"��� ��	 ��
� ��� ����

�� ���� )� ����
��� 
� ����	�� ����� �� C�+ ��	"����&

�� %��� �����%�� �
��� � ��� A ⊂ M � ��� ��	" ��(A) %
�� ������ ��� �����	�
�

�����	� �� A� 
����
�� 
���
��	� �������� �� M & '�� 	����	 "�! %
�� ��

������ �11,/��� <��=��� ��	 �� ����� �� ����)	�
 ����	� ��� 
"��
��	!

��	�� 
� ���
����� ���
& *���	���
���!� ��� %
�� �� ���� ��	 ��� �(�"����

���
��	�� ����	� ��� 	����	 "�! ����"� ���� ��(A) = A&

&�'�
�
�� 8��� G�� M )� � "��	
 ��	���	�� f(x, y) � ��	"���&

?�A -� %
�� ��! ���� f(x, y) 
� 
� ��
�� ��	
����� 
� ���	� 
� n < ω ��� ����

f(a, b) = f(a′, b′) %������	 a<n = a′<n ��� b<n = b′<n&

?�A G�� a ⊂ Mω )� � ����� ��� B ⊂ Mω � ��$��)�� ���& -� %
�� ��!

���� f(x, y) ��� �������� ������
��� �� ����� ���	 ��
�� ���� �� a,B 
�

��	 ���	! ��	�� ������ n < ω ���	� �	� �� ��(a<n)#��$��)�� �	��
���

df(y) ��� � 	���
J��
�� a′ �� ��(a/a<n) ?
� ��"� ���"����	! �(����
��

�� MA ��� ����

f(a′, b) = df(b)

��	 ���	! b ∈ B&

?�A -� %
�� ��! ���� M ��� �������� ������
��� �� ����� ���	 ��
�� ���� 
�

��� �	��
��� ���
�
�� 
� �	�� �� a,Mω ��	 ���	! ��	"��� f(x, y) ���

��! a ∈ Mω&

)����  ��� 7!!��� f(x, y) 
� ������ �� A × B 	�� ��'����� ���� A,B� �	

a ∈ A# ���� f(x, y) ��� ��'����� �"����
��� �	 ��!�� ���� '�
�� ���� �� a,B�

����	� G�� n < ω& @
�� A ��� B �	� ��$��)�� ���� %� �� ���
��	 ���"

�� ��	�� 
� ���
	 �%� 	
��� ?��!� �� �� �(������ ��	���	� M ′A� ��� ���
��	

f(x, y) �� � ��	"��� ��$��� ���! �� A × B ?�� x ��� y )��"� 1#��	
�)���

�� ��� �		������
�� ��	��A& '��� f 
� � ���)�� ��	"��� 
� ��� ����� ����� ��

�1/���� L�$�
�
�� H&�� ��� %� "�! ����! ��� 	������ ���	���& ��	� �	�
���!� %�

�� ���
��	 ��� f #�!�� �� a ���	 C = ��(a<n)� ��� 
� p ∈ Sf (C)& ,�	�� p 
� ��

f #�!�� ?
� ��� ��	
�)�� xA 
� ��� ����� �� �1/���� L�$�
�
�� �&�& 1! +	����
�
��

H&�� �� ��� ��"� ����	� p ��"
�� � ��$��)�� �(����
�� q ∈ Sf (M
′)& ��	����	�



))* �� &�#�+'(,# &�	� -� .
���

��� �!�� q 
� ���
����� %
�� ��(a/C)� )! ��� �	��"��� �(���
��� 
� �1/���

<�&��; ���� ����� )! ���
�� ��""! ��	
�)���� ��� �	��
��� h(x) ∈ ��(a/C)

�� )� ���� �� � ��	"��� h(x, y) ?
� ��� ��	���	� �(������ %
�� �������� ��	

��� ���"���� �� CA� %�
� 
� �	
�
���! ���)��& '��� 
� 
� ������ �� ��2� ��	 a′

��! 	���
J��
�� �� q ∪ ��(a/C)&

)����  �'� *�� A,B ⊂ Mω �� ��'����� ����� ;
��� � 	����� f(x, y)# ��'��

f̃(y, x) = f(x, y)� 2��� f(x, y) 
� �������
�# ������ �� ��� �� A×B 
	 ��� ����


	 �� 
� f̃(y, x) �� B ×A�

����	� '�
� 
� ���	 ��	 ��� ���)�� ���& :�	 ��� C�+ ���� ��� �	��� 
� ��


� �@
"����� G�""� �&�& �� f(x, y) 
� ����)	�
 �� A × B ��
� "���� ����

K = {fa|B : a ∈ A} 
� �	��"��� 
� C(B)� �� �
��� ε > 0 ���	� �	� ai ∈ A�

i < n� ��� ���� ��� ����
��� fai |B ��	" �� ε#��� ��	 K& G�� Ij ⊂ R� j < m� )�

� ��	�
�
�� �� ��� 
"��� �� f �� ���� �� �
�"���	 ���� ���� ε& :�	 ��� ����
��

τ : n → m ��� bτ ∈ B )� ��� ���� f(ai, bτ ) ∈ Iτ(i) ��	 ���	! i < n� 
� ��� ��

���"��� �(
���& '��� ��� ����
��� f̃bτ |A ��	" � 3ε#��� ��	 K̃ = {f̃b|A : b ∈
B} ⊂ C(A)& '�
� ���%� ���� K̃ 
� ���� �	��"���� ���� ���� f̃ 
� ����)	�


�� B ×A&

�� ��� �����%
�� ����	�" %� ��2 M �� )� ℵ0#�����	
�� �� ����	� ���� ���

����� �	)
�� %� ���
��	 �	� ��$��)�� ����& '�� ���
�
�� �� 
"��
��	! ��	��

���� ��� � �� ��� ℵ0#�����	

�! �� M &

�	���������  � � *�� M �� ℵ0��������
���# f(x, y) � 	�����# a, b ∈ Mω�

7!!��� �
����

?�A f(x, y) 
� �������
� �� [a]× [b]#

?�A f(x, y) 
� ������ �� [a]× [b]# ��

?�A M ��� ��'����� �"����
��� �	 ��!�� ���� '�
�� ����# ��� f(x, y) 
� ���

�� [a]× [b]�

2��� 	�� ����� ε > 0 ����� 
� � 	����� f0(x, y) 
� '�
�� ���
����� ��� ����

sup
x∈[a],y∈[b]

|f(x, y)− f0(x, y)| ≤ ε

��� f0(x, y) 
� �������
�# ������ �� ���# ���!���
����# �� [a]× [b]�

����	� G�� n )� ��	�� ������� �� ���� 
� ��	�
���	 |f(u, v) − f(u′, v)| ≤ ε/2

��	 ��! ������ u, u′, v %
�� u<n = u′
<n& /�
�� G�""� 6&� ��	 ���� ?�A ���

?�A ?	�"�	2 ���� � ��	"��� ����)	�
 �� A × B 
� ���)�� �� A × BA %� ����
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���� 
� ��! ��� ���	� �	� � ��	"��� df(z, y)� � ��	�"���	 c ∈ ��(a<n) ���

� 	���
J��
�� a′ �� ��(a/a<n) 
� ��"� ���"����	! �(����
�� �� M � ��� ����

f(a′, b′) = df(c, b′) ��	 ���	! b′ ∈ [b]&

G�� C )� ��� ��� �� 	���
J��
��� �� ��(c/a<n)& @
�� c ∈ ��(a<n)� ��
� ��� 
�

�"���� a<n#��$��)�� ��� ����
��� 
� ��� ���	��	
��� 
"��
��	! ��	� �� M

?��� �11,/���� 3(�	
�� ��&� ��� +	����
�
�� ��&�A& ,�	�� a<n#��$��)�� "����

���� C 
� � ��$��)�� ��� 
� ��� ��	���	� M ���"����� %
�� �������� ��	 ���

���"���� �� a<n ?���� 
�� d(x,C) 
� �� a<n#��$��)�� �	��
���A� ��� ���� %�

�� B����
�! ���	 C 
� ��
� ���"����� ��	���	�7 
� ��	�
���	� supz∈C df(z, y) 
�

�� a<n#��$��)�� �	��
���& '�
� ��!� ���� ���	� 
� � ��	"��� f
′ : Mn×Mω → R

��� ����� ��	 ���	! b′ ∈ [b]�

f ′(a<n, b
′) = sup

z∈C
df(z, b′).

:�	 ��! a′′ %
�� a′′<n = a<n %� ���� supy∈[b] |f(a′′, y) − df(c, y)| ≤ ε/2� ���

��� ��"� 
� �	�� 
� %� 	����� c )! ��! c′ ∈ C& '��	���	� %� �)��
� ����

supy∈[b] |f(a, y)− f ′(a<n, y)| ≤ ε/2, ��� ����

sup
x∈[a],y∈[b]

|f(x, y)− f ′(x<n, y)| ≤ ε/2.

C�% %� ���
��	 ��� �� ��� ���� �� ��� �����"��� ����	����!&

?�A G�� (bj)j<ω )� �� 
��
��	�
)�� ��B���� 
� [b]& 1! ��� �!������
� ���

G�""� 6&�� ��� ����� �� f(a, bj) 
� ������� 
� j� ��� ��� ��"� �����

��	 a′ 
������ �� a& '��� df(c, bj) 
� ������� 
� j� ��� %� �� �����

���� df(z, y) 
� ����)	�
 �� [c] × [b]& @
�� C ⊂ [c]� 
� �����%� ����

f ′(a<n, bj) 
� ������� ���& -� �� ������ ���� f ′(x<n, y) 
� ����)	�


�� [a<n]× [b]&

?�A @
�� f(x, y) 
� ���)�� �� ?��� ��$��)�� ����A [a] × [b] ��� M 
� ∅#
����	����� �� ��B����� a′i, b

′
j� 
� ��! ���"����	! �(����
��� ���
��!#


�� ��(a′i) = ��(a)� ��(b′j) = ��(b)� �� %
����� ��� �	��	 �	���	�! ��	

f(x, y)& ,���� ��� ����
�� fa′ ∈ C([b]) 
� -*+& @
�� fa′ = dfc �� [b]�


� �����%� ���� df(z, y) 
� ���)�� �� [c]× [b]& @
�� C 
� �"���� 
� 
� ���

�
N��� �� ����� ���� f ′(x<n, y) 
� ���)�� �� [a<n]× [b]& :�	 �(�"����

%� 2��% ���� maxl<k dfcl 
� 
� -*+([b]) ��	 ���	! (cl)l<k ⊂ C� ���

f ′
a<n

|[b] 
� � ��
��	" �
"
� �� ����
��� �� ��
� ��	"&

?�A ,�	�� 
� (bj)j<ω ⊂ [b] 
� �� 
��
��	�
)�� ��B���� ��� g 
� �� ����"�	#

��
�" �� M � ��� ��B���� (df(gc, bj))i<ω "��� ����	�� 
� R& �������
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df(gc, bj) = f(a′, g−1bj)� �� ��� ��
" �����%� �	�" ��� ��� ���� f(x, y)


� C�+ �� [a] × [b] ��� (g−1bj)j<ω 
� ���� 
��
��	�
)��& 1! ��
��	"

���
��
�! ��� � ����
�! �	��"���� ��� ��"� 
� �	�� 
� %� 	����� gc

%
�� ��! c′ ∈ [c]& -� ����� ���� df(z, y) 
� C�+ �� [c]× [b]& *� 
� ���

�	��
��� 
��"� ��
� 
"��
�� ���� f ′(x<n, y) 
� C�+ �� [a<n]× [b]&

'�
� 
� ���� %��� %� 
�������& '� �"����� ��� �	��� 
� ��N�� �� ����! ���

��"� ����	��
�� �� ��� ��	"��� f̃ ′(y, x) = f ′(x<n, y)& -� �)��
� � ��	"���

f ′′(y<m, x); %� ��$�� f0(x, y) = f ′′(y<m, x)� ���� f0(x, y) 
� 
� $�
�� ��	
�)���

��� ���
�$�� ��� ����	 ���
�
��� �� ��� �����"���&

<���
�� 8�(� �� ��� �	��
��� 	����� �	�� 
� ��� C�+ ��� %
����� ��� ����"��
��

�� MS

-� 	�"�	2 ���� � {0, 1}#������ ��	"��� 
� ������	
�! 
� $�
�� ��	
�)���& *����
��! ��	"��� %
�� $�
�� 	���� �� )� %	
���� �� � �
���	 �")
���
�� �� {0, 1}#
������ ��	"����& �� M 
� �����
��� ℵ0#�����	
��� ����� ����	���!� ��! ��	"���


� $�
�� ��	
�)��� ��� $�
�� 	����� �
�� 
� ����	� ��	���� ��� $�
�� ����Mk�G

��	 ��"� k < ω& :�	 G = *��(M) 
� �����%� ���� /0(G) 
� ��� ����� ����)	�

����	���� )! ��� ����
��� �� ��� ��	" g �→ f(a, gb) %��	� a, b �	� ��	�"���	�

��� f(x, y) 
� � �����
��� ?
&�& {0, 1}#������A ��	"���&
G�� �� ��$�� c'�"�u(G) ?	�����
���!� c*+(G)� c-*+(G)A �� ��� �����

��)����)	� �� /0(G) ����	���� )! ��� ����
��� �� ��� ��	" g �→ f(a, gb) ��	

{0, 1}#������ C�+ ?	���&� ����)	�
� ���)��A ��	"���� f(x, y)& '��� 
�� ����� �	�

��� ����)	�� ����	���� )! ����
�� ��	"���� �� ��� ���	��	
��� �		������
��

2
��& ,�	�� ����"
��M 
� ����
�� ℵ0#�����	
��� 
� 
� 
��
 �	��� �� ��2 f(x, y)

�� )� C�+ ���! �� [a]× [b] �	 
� 
�� %���� ��"�
�� �
�� ��� �� ���
�! "��
�!

f �� ���� 
� )� C�+ ?	���&� ����)	�
� ���)��A ���	!%��	�� %
����� ����
�� ���

����
�� g �→ f(a, gb)& ������� ��� �� ����"� ���� a, b ∈ Mk ��	 ��"� k < ω�

���� ��� f �� )� 0 ����
�� [a]× [b] ?�
�� Mk 
� �
�	��� ��� [a]× [b] 
� ��$��)���

��� "��
$�� f 
� ��
�� ��$��)��A&

:	�" ��� �	��
��� �	����
�
�� ��� �
����
�� %� �)��
� ��� �����%
�� ����#

�
��� %�
� �(����� '���	�" �&6 
� �1'�6�&

����	��  �!� *�� M �� � �����
��� ℵ0��������
��� �������# G 
�� �������

!�
�� ���!� 2��� c �(G) =  �(G) ��� c6 �(G) = 6 �(G)� �	 M ���

��'����� �"����
��� �	 ��!�� ���� '�
�� ����# ���� ���� c2���u(G) = 2���u(G)�
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*� %� %
�� ��� ���	��!� ��� ����"��
�� ����M ��� ��$��)�� �(����
�� �� �!���

���	 $�
�� ���� 
� ���
�$�� 
� "��! 
���	���
�� ����& '�� �����%
�� 
� � ������

��N
��� ���
�
��&

)����  �"� 7!!��� M 
� �����
���# ℵ0��������
���# ��� ���� 	�� ����� a ∈ Mω

��� n < ω ����� 
� � ��!� p ∈ Sx(M) ��� ���� p �"����� �!(a/a<n) ��� p


� a<n�
����
��� 0
��� p 
� '"�� ���� ��� ������!�
��� �	 M '"
�� ��� �!��

a<n1� 2��� M ��� ��'����� �"����
��� �	 ��!�� ���� '�
�� �����

����	� G�� a ∈ Mω� n < ω; ��2� p �� 
� ��� �!������
� �� ��� ��""�� a′ � 	���#

J��
�� �� p& �
��� � ��	"��� f(x, y)� ��� ����
�� df ��$��� )! df(b) = f(a′, b)

� a<n#
���	
���& @
�� M 
� ����
�� ℵ0#�����	
��� ��� ��	���	� M �(������

%
�� �������� ��	 ��� ���"���� �� a<n 
� ℵ0#�����	
�� ��� ?��� �'O���� 0�	��#

��	! 6&�&HA& �� �����%� ���� df(y) 
� �� a<n#��$��)�� �	��
���� ���� ��� ��#

�
�
��� �� L�$�
�
�� 6&� �	� ���
�$��&

6&�& ��� �&���
��� -� ���	
)� ��� �!��"
�� �
�	�	�! �� ����
�� ����#

)	�� ��	 ��� ����"�	��
�" �	���� �� ��"� %���#2��%� ?�����)��A ℵ0#�����	
��

��	���	��& -� ���	� %
�� ��� ��
��"�	��
 �	���� *��(Q, <)� *��(RG) ���

,�"��(2ω)&

'�� ��
B�� �����)�� ����� �
���	 �	��	 %
����� �����
���� (Q, <)� ��"
��

B����
$�	 ��
"
���
�� ?��� �'O��� <�&�&��A& '�
� 
"��
��� ��	 G = *��(Q, <)�

���� /0(G) 
� ��� ����� ��
��� ����)	� ����	���� )! ��� ����
��� �� ��� ��	"

g �→ (a = gb) ��� g �→ (a < gb) ��	 ���"���� a, b ∈ Q K%��	� %� ��
�2 �� ���

����
�� �	��
���� x = y ��� x < y �� {0, 1}#������ ����
���& '�� ��	"���

x < y 
� C�+ ?��� x = y 
� �� ��	�� ���)��A� %���� %� ����� ���� ���	! /0

����
�� 
� ��"�& D� ��� ����	 ����� x < y 
� �����)��� �� g �→ (a < gb) 
� ���

-*+ ?
� ���� �� �����%� �	�" �1'�6�� 3(�"��� �&�� -*+(G) 
� �	�
���! ���

��
��� ����)	� ����	���� )! ��� ����
��� �� ��� ��	" g �→ (a = gb)A&

C�% ������� f(x, y) 
� � ��	"��� ����)	�
 �� [a]× [b]& :�	 ��
��� �����
���

%� "�! ����"�� )! '���	�" 6&�� ���� f 
� ����
�� ��� ��� ������ 
������� �	�

$�
��& :�	 ������ c, d� ��� �� %	
�� c < d �� "��� ���� ���	! ���"��� �� ��� �����

c 
� ���� ���� ���	! ���"��� �� d& G�� b′ ∈ [b]& -� �� ����� � ��B���� �� ������

(ai)i<ω 
� Q ?�	 
� �� ���"����	! �(����
�� 
� %� �
� ��� ����"� ��� ������ �	�

$�
��A ��� ���� a � ai �� �
���	 �	��	�� a = a0� b < a1� b′ < a1� ��� ai < aj


� i < j& 1! B����
$�	 ��
"
���
��� ��� �!�� �� � ����� ������� ���! �� 
��


��"�	��
�" �!�� �� � �
���	 �	��	; ���� (ai)i<ω 
� �� 
��
��	�
)�� ��B����&
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1! ��� �!������
� �� f %� ���� ���� (f(ai, b))i<ω 
� �������� ��� ��� ��"�

%
�� b′ 
������ �� b& 1��� ���
� )! B����
$�	 ��
"
���
��� f(a1, b) = f(a1, b′)&
�� �����%� ���� f(a, b) = f(a, b′)& -� ���� ���� ���%� ���� g �→ f(a, gb) 
�

�������� ��� �� ����� ���� G 
� *+#�	
�
��& ?�� ���� �� 
� %���#2��%�� G 
�

�(�	�"��! �"���)�� ?�+�����A� %�
� 
� � "�� ��	����	 �	���	�!7 
� f ∈ *+(G)

���� ��� �"��� G#���� Gf "��� ���� � $(�� ��
��; �
�� ��� ��
�� �� G ��

Gf 
� )! 
��"��	
�� %� ������ ���� Gf 
� � �
�������� 
&�& ���� f 
� �������&A

+���
�� ����� �����
��� �������	 %� ��� ��� �����%
�� ?%��	� R ������ ��	

��� ����)	� �� ������� ����
��� �� GA&

+�	�

�	$  �#� )�� G =  �(Q, <) %� ���� R =  �(G) � 6 �(G) �

2���u(G) = ��(G)�

'�� �
����
�� 
� �
 �	��� ��	 ��� 	����" �	��� RG� ��� ��
B�� �����)���

��"��������� ��
��	��� �	���& �� ��� B����
$�	 ��
"
���
��� %�
� 
� ��
� ���


"��
�� ���� /0(*��(RG)) 
� ��� ����� ��
��� ����)	� ����	���� )! ��� ���#

�
��� �� ��� ��	" g �→ (a = gb) ��� g �→ (a R gb) ?%��	� R ������� ���

��>���! 	����
�� �� ��� �	���A& *���� ���)�� ��	"���� �� [a] × [b] �	� ���
�

�(���! ����� �(�	���
)�� 
� ��� 	���� �� RG �� ��� 
����
�! 	����
�� ?�1'�6��

3(�"��� �&�A& 1�� 
� ��
� ��� �� ����	 ��	"��� 
� C�+ �� [a]× [b]&

)����  �,� =� ��� ������ ���!�# ����� �����
��� ��� 	����� 
� �������

����	� '���	�" 6&H 
� �@����� 0�& ��� ���%� ���� 
� ���	� 
� �� �����)�� C�+

��	"��� ���� ���	� 
� � ��	"��� %
�� ��� ��	
�� �	��	 �	���	��& '�� ����	! ��

��� 	����" �	���� )�
�� �
����� ���� ��� ��"
� � ��	"��� %
�� ��� ��	
� �	��	

�	���	�!; ��� �'O���� 0�	����	! H&�&�6 ��� 3(�	
�� �&�&6&

�� �����%� ��	 G = *��(RG) ���� c'�"�u(G) = c-*+(G)& C�% %� �	���

���� RG ��� ��$��)�� �(����
��� �� �!��� ���	 $�
�� ����� %���� '�"�u(G) =

-*+(G) )! '���	�" 6&�& :�	 ��! a ∈ RGω ��� n < ω� ��� �	�� �������

�� a ��� RG ���	 a<n 
� � �	��� ����
�
�� RG ��� � ��! a′ � a ��� ����

a<n = a′<n ���� ��	 ���	! i ≥ n� ai 
� ��� R#	������ �� ��! ���"��� �� RG

����
�� a<n& '�� ��"�����
�! ��� ��
��	���
�! �� RG ����	� ���� ��� � ��!

a′ 
� 	���
J�� �� � ����� 
� ��"� ���"����	! �(����
�� �� RG& @
�� RG ���

B����
$�	 ��
"
���
�� 
� 
� ���	 ���� a′ 	���
J�� ��(a/a<n) ��� ���� ��� �!��

��(a′/RG) 
� a<n#
���	
���� ���� G�""� 6&H ����
��& -� �� ������ ����

'�"�u(G) 
� ��� ����� ��
��� ����)	� ����	���� )! ��� ����
��� �� ��� ��	"



/��� 012� 031* �45+(65 ��5(4.�#(� �4+&78 9�4'�7 1331

g �→ (a = gb)� a, b ∈ RG& *� �(�"��� �� � ���#��"� ����
�� 
� /0(G) 
� ��

��	�� g �→ (a R gb)&

�� f(x, y) 
� � ��	"��� ����)	�
 �� [a]× [b] ��� b′ ∈ [b]� %� �� ��2� � ��B����

(ai)i<ω �� �
�>�
�� ��
�� �� a ��� ���� a = a0 ��� �� ���"��� �� ai� i ≥ 1� 
� R#

	������ �� �� ���"��� �� b� b′ ��	 aj ��	 j �= i& �� �����%� )! B����
$�	 ��
"
���
��

���� (ai)i<ω 
� 
��
��	�
)�� ��� ���� f(a1, b) = f(a1, b′)& @
��� )! �!������
��
(f(ai, b))i<ω ��� (f(ai, b′))i<ω "��� )� �������� %� �)��
� f(a, b) = f(a, b′)&
'��� g �→ f(a, gb) 
� �������&

+�	�

�	$  ��-� )�� G =  �(RG) %� ���� R =  �(G) � 6 �(G) =

2���u(G) � ��(G)�

'�� �	��� G = ,�"��(2ω) �� ��"��"�	��
�"� �� ��� 0����	 ����� �		!
��

��� �"���#���� �������!� �� )� 
����
$�� ����	���! %
�� ��� ����"�	��
�"

�	��� �� ��� )������ ����)	� B �� ����� ��)���� �� 2ω� %
�� ��� �������! ��

��
��%
�� ����	����& /� �� 
��"�	��
�"� B 
� ��� ��
B�� �����)�� ���"����

)������ ����)	�& -� ���
��	 
� �� � ��	���	� 
� ��� �������� �� )������

����)	��� ���� 
�� %� ���� )��
 ����
��� ∧,∨ : B2 → B ��� ¬ : B → B ��	

"���� >�
�� ��� �"���"�����
�� 
� ��� ����)	�� ��� �������� 0 ��� 1 ��	 ���

"
�
"�" ��� "�(
"�" �� B& �� ��
� �������� B ��"
�� B����
$�	 ��
"
���
��

?��� �+�
���� '�T�	U"� �&��A& '�
� "���� ���� �%� ������ c, d �� ��� ��"� ������

���� ��� ��"� �!�� ���	 ∅ 
� ��� ���! 
� c � d ?
&�& ��� "�� ci �→ di �(�����

�� �� 
��"�	��
�" �� ��� ����	���� )������ ����)	��A& �� ���� 
"��
�� ����

/0(G) 
� ��� ����)	� ����	���� )! ��� ����
��� �� ��� ��	" g �→ (0 = t(a, gb))�

%��	� t(x, y) 
� � )������ ��	" 
� $�
�� ��	
�)���� 
&�& � ����
�� Bn ×Bm → B
����	���� %
�� ��� )��
 )������ ���	��
��� ∧,∨,¬&
,�	� 
� 
� ���! �� ��� ���� 0 = x ∧ y 
� ��� C�+ �� [a]× [b] ?��	 a, b /∈ {0, 1}A�

�� ��� ����
�� g �→ (0 = a ∧ gb) 
� ��� ��"�& -
�� ��
� 
� "
��� ��� �����%
��

��� 
��� �� �1'�6�� 3(�"��� �&�� ��� ���� ��� �����%
��&

)����  ���� =� ��� �������� �������� ������� �������# ����� �����
��� ���

	����� 
� �������

����	� G�� f(x, y) )� � ����
�� ��	"���& �� f 
� ��� ���)��� ���� 
� 
� ��� ���)��

�� [a]×[b] ��	 ��"� ������ a� b �	�" B& -� "�! "��
�! f(x, y)� a ��� b ?%
�����

����
�� ��� ����
�� g �→ f(a, gb)A �� ���� ��� ���"���� �� ��� ����� a ��	" �

$�
�� ��	�
�
�� �� 1� ��� ��� ��"� ��	 b&
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@�! a ∈ Bn� b ∈ Bm& �� �1'�6�� 3(�"��� �&�� 
� 
� ���%� ���� f(x, y) 
�

�����)�� �� [a] × [b] 
� ��� ���! 
� ���	� 
� b′ ∈ [b] ��� ���� f(a, b) �= f(a, b′)
)�� ��� xy#������ ab ��� ab′ ���
��! ��� ��"� ��	"���� �� ��� ��	" t(x) = s(y)

��	 )������ ��	"� t, s& ��	����	� 
� 
� ���%� ���� 
� ��
� ��� ��� �� ����� b′

�� ����� ��	 ��"� 
��
�� i0, i1 < n� j0, j1 < m� %� ���� ?����
)�! ����
�� b )!

� ��>�����A7

?�A ai0 ∧ bj0 = 0� ai0 ∧ bj1 �= 0� ai1 ∧ bj0 �= 0 ��� ai1 ∧ bj1 �= 0;

?�A ai ∧ b′j �= 0 ��	 i ∈ {i0, i1} ��� j ∈ {j0, j1};
?�A ai ∧ bj = 0 
� ��� ���! 
� ai ∧ b′j = 0� ��	 ���	! ��
	 (i, j) �= (i0, j0);

?6A f(a, b) �= f(a, b′)&

C�% %� $( �� �	)
�	�	! l < ω ��� ����� � ��	�
�
�� c0, . . . , cl �� ai1 ∧ bj1 &

:�	 ��� k < l %� ��� aki0 = ai0 ∨ ck ��� aki1 = ai1 ∧ ¬ck& -� ���� ��� aki = ai

��	 ���	! i /∈ {i0, i1}� ���� ��$�
�� � ����� ak ∈ [a]& @
"
��	�!� ��	 ���	! K ⊂ l

%� ��� bKj0 = bj0 ∨ (
∨

k∈K ck) ��� bKj1 = bj1 ∧ ¬(∨k∈K ck)& -� ��� bKj = bj ��	

j /∈ {j0, j1}� ��� ��
� ��$��� � ����� bK ∈ [b]& 1! B����
$�	 ��
"
���
��� ���

�!�� �� ��� ����� akbK 
� ����	"
��� )! ��� ��� �� ��
	� i, j ��� ���� aki ∧bKj = 0&

�� �����%� ����

f(ak, bK) = f(a, b′) 
� k ∈ K, ��� f(ak, bK) = f(a, b) 
� k /∈ K.

,��� f(x, y) 
� ��� C�+ �� [a]× [b]&

'�� ��""� ���%� ���� c'�"�u(G) = c-*+(G) ��	 G = *��(B)� ��� ����

��
� ����)	� 
� ����	���� )! ��� ����
��� �� ��� ��	" g �→ (a = gb)& �������

��� �	��� ���%� ���� �� C�+ ��	"��� �� [a]× [b] 
� � �")
���
�� �� ��	"���� ��

��� 2
�� t(x) = s(y) ��	 )������ ��	"� t, s; ���� �
"��! ���� ���� s(gb) = gs(b)�

�� ��� ����
�� �� G ����
���� �� � ��	"��� �� ��� �����	 2
�� 
� g �→ (c = gd)

%��	� c = t(a) ��� d = s(b)& C�(� %� ���% ���� B ��� ��$��)�� �(����
��� ��

�!��� ���	 $�
�� ����� 
� �	��	 �� ������� )! '���	�" 6&�� ���� ����� ����
���

������! ����	��� '�"�u(G)&

G�� a ∈ Bω� n < ω; %
�� �� ���� �� ����	��
�! %� "�! ����"� ���� a<n 
�

� ��	�
�
�� �� 1& -� ���
��	 ��� �	�� �"����" �� a ��� B ���	 a<n� %�
�


� � )������ ����)	� ����	���� )! B �������	 %
�� � ��! a′ � a ��� ����

a′<n = a<n ���� ��	 ���	! i < n� ���	! d ∈ B ��� ���	! c 
� ��� )������ ����)	�

����	���� )! a′� %� ���� c ∧ ai ∧ d �= 0 ������ c ∧ ai = 0 �	 ai ∧ d = 0& @�� �

��! a′ 
� 	���
J�� �� � ����� 
� ��"� ���"����	! �(����
�� �� B� ��� ��� �!��
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��(a′/B) 
� ���	�! a<n#
���	
���& 1! G�""� 6&H� B ��� ��$��)�� �(����
��� ��

�!��� ���	 $�
�� ����&

:
����!� �� %
�� *��(Q, <) ��� *��(RG)� %� ���% ���� ���	! *+ ����
�� ��

,�"��(2ω) 
� �������& �� f(x, y) 
� ����)	�
 �� [a]×[b] ��� b′ ∈ [b]� %� �� $��

��
�� ai �� a ��� ���� a = a0 ��� ��� ai� i ≥ 1� ��	"� � �	�� �"����" %
��

Bi ���	 ∅� %��	� Bi 
� ��� ����)	� ����	���� )! b� b′ ��� ��� aj � j < i& '��� 
��

c∧d �= 0 ��	 ���	! ���#J�	� d ∈ Bi ��� ���	! ���#J�	� c 
� ��� ����)	� ����	����

)! ai& '��� (ai)i<ω 
� 
��
��	�
)�� ��� f(a1, b) = f(a1, b′)& 1! �!������
�

(f(ai, b))i<ω ��� (f(ai, b′))i<ω �	� �������� ��� ���	���	� f(a, b) = f(a, b′)&

+�	�

�	$  ���� )�� G = >����(2ω) %� ���� R =  �(G) � 6 �(G) =

2���u(G) � ��(G)�

'�� �	��
��� �(�"���� �"� �	�" ����
�� ��	���	��; %� ���
��	 ��% �

��	��! "��	
 ���7 ��� /	!���� ����	� U1& '�
� 
�� �� �� 
��"��	!� ��� ��
B��

����	�)��� �"����� ��� ��"�������� "��	
 ���� �� �
�"���	 � ���� 
� ��
#

��	��� ��	 �����)�� "��	
 ����� �� �
�"���	 �� "��� �7 ��! ��� "��	
 ����

�� )� �")����� 
� U1& *� � "��	
 ��	���	� %
�� �� )��
 �	��
���� ?����	

���� ��� �
�����A� U1 
� ℵ0#�����	
�� ��� ��� B����
$�	 ��
"
���
��� %�
�


� ��
� ��� "���� ���� ��� �!�� �� � ����� b ������� ���! �� ��� 
��"�	��
�"

���� �� b �� � "��	
 ����; ��� �/����� <��& �� ���� ��!� ���� /0(���(U1)) 
�

����	���� )! ��� ����
��� �� ��� ��	" g �→ d(a, gb) ��	 a, b ∈ U1&

-� ���% ���� ���(U1) 
� '�"�u#�	
�
��&

����	��  ��'� -���� 	���
�� 
� 2���u(���(U1)) 
� ���������

����	� @������ f(x, y) 
� ��� ������� �� [a]× [b]� �� %� ���� f(a, b) �= f(a′, b′)
%��	� a � a′ ��� b � b′ �� "��	
 �����& -� %
�� ���� �� ����"� ���� ���

���"���� �� a �	� ����	���� ������ �	�" ��� ���"���� �� b ?��� ��"� ��	 a′, b′A�
��� ���� ��� "��	
 ���� ab 
� �
"
��	 �� a′b′; �� %� "�2� 
� �	�
�� ��� >���
�!
��
�& G�� 0 < ε < 1& C��� $	�� ����� )! ��� ��
��	���
�! ��� ��"�����
�! ��

��� /	!���� ����	�� ��	 ��! ������ x, y 
� U1 ?�	 
� �� ���"����	! �(����
��

���	���A %� �� $�� ỹ 
� �� ���"����	! �(����
�� ��� ���� y � ỹ� d(yn, ỹn) = ε

��� d(xn, ỹm) = (d(xn, ym)+ ε)∧1 ��	 ��� ��	�
����� n,m ?%��	� r∧s �������

min(r, s)A& C��� ������! ���� $�
���! "��! 
��	��
��� �� ��� �	���� �� 	����
��

y )! ỹ ���������! ��� %
�� d(xn, ym) = 1 ��	 ��� n,m&



133= �� &�#�+'(,# &�	� -� .
���

�� %� ����� ε �"��� ������ ��� �� ��� 
��	��
�� �� ��� �	��
��� �	���� ��	

xy = ab� )! ���
��
�! �� f %� �� ����"� ?	����
�� ab )! ab̃A ����

d(an, am) ≤ d(an, bk) + d(bk, am)− ε, d(bn, bm) ≤ d(bn, ak) + d(ak, bm)− ε

��	 ��� n,m, k K��� ��
�� f(a, b) �= f(a′, b′)& @� %� ���� ����	���� ��� ���"����

�� a �	�" ����� �� b� ��� %� �� ��� ��"� ��	 a′, b′&
C�(� %� 
��	��� ��� �	���� ���	
)�� �)��� ��	 ε/2� ���	�
�� %
�� xy =

ab� ���� �	���
�� � $�
�� ��B���� �� ��
�� �� b� ��� ���� ��! b̃ ��	
�!
��

d(an, b̃m) = 1 ��	 ��� n,m& -� �� ��� ��"� ���	�
�� %
�� a′, b′� $�
��
�� %
��

� ��! b̃′ %
�� ��� ��������� �	���	�!& @
�� ��� ����	! �� U1 ��� B����
$�	

��
"
���
��� %� ���� f(a, b̃) = f(a′, b̃′)& @� f �
 �	� 
� �%� ������
�� ����� ��

��� �	����� ��� )! 	����
�� ��	 ������ ab� a′b′ )! ����� ������
�� ������ %�
"�! ����"� ���� ���� a = a′ ��� |d(an, bm)− d(an, b

′
m)| ≤ ε/2 ��	 ��� n,m&

-
�� ��� �	��
��� ����"��
��� 
� "
��� %� ��% ����	�� � "��	
 ����

����
�
�� � ��B���� (ai)i<ω �� �
 �	��� ��
�� �� a ���� ��	 ��� I ⊂ ω�

� ��! bI �� b � b′ ��� ���� aibI � ab 
� i ∈ I ��� aibI � ab′ 
� i /∈ I&

:�	 i �= j� I �= J ��� ��� n,m %� ��$�� d(ain, a
j
m) = (d(an, am) + ε/2) ∧ 1�

d(bIn, b
J
m) = (d(bn, bm) + ε/2) ∧ 1& '�� �	
����� 
��B���
�
�� �	� ���
�$��; ��	

�(�"���� ��	 ain, a
j
m, bIk� i �= j� i ∈ I� %� ����

d(ain, a
j
m) = (d(an, am) + ε/2) ∧ 1

≤ d(an, bk) + d(bk, am)− ε/2 ≤ d(ain, b
I
k) + d(bIk, a

j
m),

��� ����

d(ain, b
I
k) ≤ (d(ain, a

i
m) + ε/2) ∧ 1 + d(aim, bIk)− ε/2 ≤ d(ain, a

j
m) + d(ajm, bIk).

'�� ����	 
��B���
�
�� �	� �	���� �
"
��	�!&

1! ��� ��
��	���
�! �� ��� /	!���� ����	� %� �� ����"� ���� ��� ������ ai

�
� 
� U1� ��� ������ b
I 
� ��"� ���"����	! �(����
��& 1! B����
$�	 ��
"
���
���

f(ai, bI) = f(a, b) 
� i ∈ I ��� f(ai, bI) = f(a, b′) 
� i /∈ I& '�
� ���%� ����

f(x, y) 
� ��� C�+ �� [a]× [b]& �� �����%� ���� ���	! ��"� ����
�� �� ��� ��	"

g �→ f(a, gb) 
� �������� %�
� �	���� ��� ����	�"&

�� V����
�� H&�� �	�" ������ 
� %�� ��2�� %�����	 ��� ����)	� '�"�(G)

����	���� ��
��� ��� ����� ��)���� �� G ��	 ���	! +��
�� �	��� G& *� %� ����

����� ��
� �� ��
� �	���
���! ��	 ��� ����)	� '�"�u(G)& /���	�������!� %� ��

��� 2��% ��% )
� ��� ��� )��%��� '�"�(G) ��� '�"�u(G) "�! )�&
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<���
�� 8��8� *	� ���	� ��"� ���#������� ����
��� �� ���(U1)S �� ���	� �

%�! �� 	�����	
�� � ?���#�������A ����
�� f ∈ ./0(G) �� ��� ?� ���#�������A

f̃ ∈ /0(G)� 
� ��� � "����	 ���� ��"����� 
� �	���	���S

:
����!� %� ���
��	 ��� �	��� G = H+[0, 1] �� 
�	���
�� ��"��"�	��
�"�

�� [0, 1] %
�� ��� �"���#���� �������! K%�
� �
�
��� �� G %
�� ����� ��

��
��%
�� �	 ��
��	" ����	����& �� ��
�� �� ��� )�
�� ����	���! �	������� ��

�� ����"�	��
�" �	��� �� ��"� ℵ0#�����	
�� "��	
 ��	���	�� ��
� �	��� 
�

.���2� �	��"���& @�� �/������ 3(�"��� 6&6� ��	 � ���	
��
�� �� 
�� .���2�

�"���
$��
��&

'�� �����%
�� 	����� %�� �(���
��� �� �� )! �& ���	��
���
�
&

����	��  ��*� ��(H+[0, 1]) ⊂ 2���(H+[0, 1])�

@�� ����6��� '���	�" �&�& *� 	�"�	2�� ���	�� ��� 
����
�� 
� ��	
�7 ���

����
�� f : G → R �
��� )! f(g) = g(1/2)� ��	 �(�"���� 
� ��"� ?
� �"��
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