AUSGEWAHLTE KAPITEL DER GEOMETRIE Angela Holtmann

VORLESUNG ,,AUSGEWAHLTE KAPITEL DER GEOMETRIE"

— LEITFADEN —

1 Grundlagen aus der Gruppentheorie
Definition 1.1. Eine Verkniipfung auf einer Menge M ist eine Abbildung
o: M x M — M, (x,y) — zeoy.
Beispiel 1.2. o Sei M :=7Z:={1,2,...}. Dann liefert die Addition
+: L XL =7, (x,y)—~>x+y

eine Verkniipfung.

e Sei X irgendeine Menge und M = {h: X — X} die Menge aller Abbildungen von
X in X. Dann liefert die Hintereinanderschaltung o von Abbildungen f,g € M eine
Verkniipfung:

(go f)z) =g (f (z))
fir f,ge M und z € X.
Definition 1.3.
Eine Verkniipfung e: M x M — M, (x,y) — x ey heifdit assoziativ, falls fiir alle x,y,2 € M
gilt:
(roey)ez==zxe(yez).
Definition 1.4. Eine Gruppe ist eine Menge GG mit einer Verkniipfung e: G x G — G, fiir
die gilt:

(G1) e ist assoziativ

(G2) Es gibt ein Element e € G, so dass fiir alle g € G gilt: c@eg=gee =g.

(G3) Zu jedem Element g € G gibt es ein Element ¢! € G, sodass g leg=gegl=c¢
ist.

Beispiel 1.5. Symmetriegruppe eines regelmdjsigen Dreiecks

Zeichnungen!

Gruppentafel! (Drehgruppe, Spiegelungsuntergruppen, gesamte Gruppentafel der Symme-
triegruppe, aber nur exemplarisch explizit mit Bildchen berechnet, Rest: zu Hause hinsetzen
und aufmalen)
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Bezeichnungen: Ecken des Dreiecks gegen den Uhrzeigersinn mat 1,2,3 beschriftet, D,,
Drehung um den Mittelpunkt des Dreiecks mit Drehwinkel o, o € {x-120° | x € Z}, A; ==
Spiegelung an der Geraden durch den Eckpunkt i und den Mittelpunkt der gegentiberliegen-
den Seite

DaOD5:D5+a:Da+B:D50Da, daﬁ—i—oz:oz—i-ﬁinR

Beispiel 1.6. Symmetriegruppen endlicher Mengen, S,

fAL ..o on} = A{1,...,n},

1o 1)

nes f(n)
so dass gilt: f(x) # f(y), falls x £y (x)
Beispiel in der S

Kurzschreibweise: < f(11> le”) )

Beispiele in der S3

Hintereinanderschaltungen von zwei Abbildungen in der S, mit Kurzschreibweise

Haben f,g die Figenschaft (%), so hat auch go f die Eigenschaft (x).
Beweis: Sind x,y € {1,...,n} mit x # vy, so ist auch f(x) # f(y) (nach Eigenschaft (x)

fir f)) Dann ist aber auch go f(x) = g(f(x)) # g(f(y)) = go f(y) (nach Eigenschaft ()
fiir g).

Hintereinanderschaltung von zwei Abbildungen in der Ss (ausfihrlich und in Kurzschreib-
weise)

Definition 1.7. Eine Gruppe (G, o) heifit kommutativ (oder abelsch'), falls fiir alle g, h €
G gilt:
geh=heg.

Beispiel 1.8. Die Gruppe (Z,+) ist kommutativ.

Die Symmetriegruppe eines regelmdfsigen Dreiecks = Ss ist nicht kommutativ.

Definition 1.9. Ist G eine Gruppe, so nennen wir die Anzahl der Elemente von G die
Ordnung von G. Wir bezeichnen sie mit |G].

Wir wollen Teilmengen von Gruppen haben, die wiederum Gruppen sind.

Definition 1.10. Eine Teilmenge H einer Gruppe G = (G, e, ¢) heifit Untergruppe, falls
gilt:

(UGl) ee H

!Niels Hendrik Abel, Hinweis/Abelpreis
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(UG2) Fiir alle hy, hy € H ist auch h; @ hy € H.
(UG3) Fiir alle h € H ist auch h™* € H.

Einstieg: Wollen Gruppenstrukturen miteinander vergleichen, mit Abbildungen Verkniipfun-
gen der linken Seite in Verkniipfungen der rechten Seite iiberfithren. Beispiel: Drehgruppe
eines regelméfligen Dreiecks und Z/3Z (nicht unter diesem Namen, nur als Menge {0, 1, 2}
mit der ,entsprechenden Verkniipfung*)

Definition 1.11. Seien (G, e) und (H, %) zwei Gruppen. Eine Abbildung f: G — H heifit
Gruppenhomomorphismus®3, falls fiir alle z,y € G gilt:

flxey) = f(z)* f(y).

Ein Gruppenhomomorphismus f: G — H heifit Gruppenisomorphismus?, falls es zu f eine
Umbkehrabbildung f~! gibt, also eine Abbildung f~1': H — G existiert, fiir die gilt:

[lof@) ==

fir alle x € G und
fofy) =y
fiir alle y € H.

Beispiel 1.12. Wir betrachten die Gruppe (Z,+). Sein € Z fest. Dann ist die Abbildung
f:Z —Z, x— n-x ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Seien x,y € Z. Dann ist f(x +y)=n-(z+y)=n-z+n-y= f(x)+ f(y). Das
mittlere Gleichheitszeichen ist gerade das Distributivititsgesetz fiir Z. [

Beispiel 1.13. Wir betrachten die Drehgruppe C5 eines regelmdffigen Dreiecks und die
Drehgruppe Cy eines regelmdfiigen Sechsecks. Drehungen mit Drehwinkel o gegen den Uhr-
zeigersinn um die Mittelpunkte des Drei- bzw. Sechsecks bezeichnen wir mit D,,.

Alle Drehungen aus C3 lassen sich schreiben als D,.q000 mit x € Z, alle Drehungen aus Cg
als D,.g00 mit x € 7.

Dann ist die Abbildung f: C3 — Cgs, Dy — D, ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. f(DyoDg) = f(Dgia) = Dgra = DyoDg, da die Winkel bei Hintereinanderschal-
tung von Drehungen addiert werden miissen (1. und 3. Gleichheitszeichen) und f gerade
so definiert ist (2. Gleichheitszeichen).

Zeichnungen! ]

Beispiel 1.14. (G, e) Gruppe, H Untergruppe.
Dann ist f: H — G, h— h, ein Gruppenhomomorphismus. (Ob man die Elemente aus H
als spezielle Elemente von G ansieht, macht fir die Verknipfung keinen Unterschied.)

Zhomos (altgriechisch) — gleichseiend
3morphé (altgriechisch) — Gestalt
4{so (altgriechisch) — gleich
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Lemma 1.15. (Eigenschaften von Gruppenhomomorphismen) Seien (G, ®) und (H, %) zwei
Gruppen, e das neutrale Element in G, €' das neutrale Element in H, y=* das zuy € G
bzw. y € H inverse Element in G bzw. H und f: G — H ein Gruppenhomomorphismus.
Dann gilt:

fle)=¢,
(f(2)™" = fl=™)
fiir alle x € G.

Ist f: G — H ein Gruppenisomorphismus, so ist auch die Umkehrabbildung ein Gruppen-
1somorphismus.

Beweis.
¢ =(f(e) " xfle)=(fle) " x flewe) = (f(e))™" * (fe) * f(e))
= ((f(e)) ' = f(e)) x f(e) = ¢ x f(e) = fl(e).

Die Gleichheitszeichen gelten, denn:
o (f(e))!ist gerade das (Links-)Inverse zu f(e),

e ¢ ist neutral zu sich selbst,

f ist ein Gruppenhomomorphismus,

die Verkniipfung x: H x H — H ist assoziativ,
e (f(e))~!ist das (Links-)Inverse zu f(e) und

e ¢ ist (links-)neutral.

Fiir den zweiten Teil nutzen wir die in den Ubungen zu zeigende/gezeigte Information aus,
dass inverse Elemente zu vorgegebenen Elementen eindeutig bestimmt sind.

Es reicht also, fiir fest gew#hltes x € G zu zeigen, dass f(z~!) ein Element ist, was links
und rechts verkniipft mit f(z) das neutrale Element ¢’ aus H ergibt. Denn dann muss
schon f(z7!) = (f(z))™!, das inverse Element zu f(z), sein.

[Wir rechnen das durch:]

List invers zu z in G, und nach Teil 1 wissen

denn: f ist Gruppenhomomorphismus, x~
wir, dass f(e) = ¢ gilt.

Auf der anderen Seite geht das analog.
Also ist f(z™) = (f(x))~".

Wir bezeichnen die Umkehrabbildung zu f mit f~!. (Dann ist natiirlich auch f die Um-
kehrabbildung zu f~1.)
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Wir miissen fiir den letzten Teil zeigen, dass gilt:

FHyx2)=f"(y) e ()

fiir alle y, 2z € H.

[Da wir nur Informationen iiber f, nicht jedoch iiber f~! haben,] betrachten wir zunfichst,
was passiert, wenn wir auf der rechten Seite f(—) anwenden:

Es gilt:

FUTH ) o =) = fU )+ f(f7H(2) =y * 2
fiir alle y, 2 € H, denn f ist Gruppenhomomorphismus und f Umkehrabbildung zu f~*.

Wenden wir nun noch einmal f~!(—) auf die Gleichung (in umgekehrte Reihenfolge) an,
so erhalten wir:

FHy2) =W e ) =F ) e fH(2)

fiir alle y, 2 € H.

Damit ist also auch f~! ein Gruppenhomomorphismus (und sogar ein Gruppenisomorphismus,
weil f ja die Umkehrabbildung zu f~! ist, also f~! zusétzlich auch eine Umkehrabbildung
besitzt.) O

Einstieg: Wir wollen nun Gruppenhomomorphismen betrachten und schauen, ob es natiirli-
che Untergruppen der beiden am Gruppenhomomorphismus beteiligten Gruppen gibt.

Definition 1.16. Seien (G, e) und (H, %) zwei Gruppen, ¢’ das neutrale Element in H und
f: G — H ein Gruppenhomomorphismus.
Dann betrachten wir die folgenden beiden Teilmengen von G bzw. H:

Kern f:={reG| f(x)=€}CG

— das sind also alle Elemente, die unter f auf das neutrale Element aus H abgebildet
werden —
und
Bild f:={y € H | esgibt ein x € G mit f(x) =y} C H
— das sind also alle Elemente, die mit Hilfe von f von Elementen aus G getroffen werden.

Beispiel 1.17. Wir betrachten die Abbildung f: Z — Z, x — n - x, wobei n € Z fest
gewdhlt ist. Das neutrale Element aus (Z,+) ist 0.

Falls n # 0 ist, so ist Kern f ={x € Z | n-x =0} = {0}, denn ist in den ganzen Zahlen
ein Produkt 0, so ist mindestens einer der Faktoren 0. (,Alternativ® kann man natirlich
beide Seiten der Gleichung durch n(# 0) teilen und erhdlt die Gleichung x = 0.)
Fallsm = 0 ist, so ist Kern f ={x € Z | 0-2 =0} =Z, denn 0 -z = 0 fir alle x € Z.
(Die definierende Gleichung liefert also keine Einschrinkung.)

Fallsn # 0 ist, so ist Bild f = {y € Z | es gibt einx € Z mit n-x =y} = nZ, also die
Menge der ganzzahligen Vielfachen von n.

Falls n = 0 ist, soist Bild f ={y € Z | esgibt einx € Z mit0-x =y} = {0}, denn
0-2 =0 fir alle x € Z, also kann nur y = 0 diese Gleichung erfiillen.

-5
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Satz 1.18. Seien Gruppen (G, e) und (H, *) und ein Gruppenhomomorphismus f : G — H
gegeben. Dann ist Kern f eine Untergruppe von G und Bild f eine Untergruppe von H.

Beweis. Wir zeigen hier in der Vorlesung nur, dass Kern f eine Untergruppe von G ist;
der zweite Teil ist Ubungsaufgabe 1 auf Ubungsblatt 3.

Wir miissen also nachpriifen, ob die Untergruppenbedingungen fiir Kern f gelten.

Sei e das neutrale Element von G und ¢’ das neutrale Element von H.

(UG1) Wir haben bereits in Lemma 1.15 gesehen, dass f(e) = ¢’ ist. Also ist e €Kern f.

(UG2) Seien x,y €Kern f. Dann gilt also f(x) = ¢’ und f(y) = €¢’. Daraus folgt:

flzey)=f(x)*fly) =€+ =¢"
Das erste Gleichheitszeichen gilt, weil f ein Gruppenhomomorphismus ist, das zweite,
weil  und y im Kern liegen, und das letzte, weil ¢’ neutrales Element von H ist.

Damit ist also auch x e y €Kern f.

(UG3) Sei x €Kern f, also f(x) = ¢'. Dann ist:

fla™)=fla )« = fla™h)« f(x) = fla™ ox) = fle) = ¢

Das erste Gleichheitszeichen gilt, weil €/ neutrales Element aus H ist, das zweite, weil
x im Kern liegt, das dritte, weil f ein Gruppenhomomorphismus ist, das vierte, weil
2! invers zu x ist, und das letzte haben wir schon in Lemma 1.15 gesehen.

Damit ist also mit jedem x, das im Kern von f liegt, auch das dazu Inverse z=! €Kern f.

]

Definition 1.19. Wir nennen eine Abbildung f : X — Y injektiv, falls fiir alle z, 2" € X
mit z # a’ auch f(x) # f(2') gilt. (Verschiedene Elemente sind als nach Anwendung der
Abbildung immer noch verschieden.)

Lemma 1.20. Sind f: X =Y und g: y — Z injektiv, so ist auch go f: X — Z injektiv.

Der Beweis geht genauso wie der aus Beispiel 1.6. (Wir haben dort gar nicht die genaue
Form der Abbildungen, sondern nur deren Injektivitédt benutzt, auch wenn wir das damals
noch nicht so genannt hatten.)

Injektive Gruppenhomomorphismen kann man wie folgt charakterisieren:

Satz 1.21. Sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus zwischen Gruppen (G, e) und
(H,x). Sei e das neutrale Element aus G. Dann ist f genau dann injektiv, wenn Kern f =

{e} ist.
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(Wir kénnen also herausfinden, ob ein Gruppenhomomorphismus injektiv ist, indem wir
einfach die Elemente im Kern zdhlen. Gibt es genau ein Element im Kern, so ist der
Gruppenhomomorphismus injektiv, gibt es mehr als ein Element im Kern, so ist er es
nicht.)

Beweis. Sei €' das neutrale Element von H. Wir wissen bereits nach Lemma 1.15, dass
f(e) =€ gilt, also e €Kern f ist.

Ist Kern f # {e}. Dann gibt es also noch ein weiteres Element x €Kern f mit x # e. Fiir
das gilt (nach Definition des Kerns) auch f(z) = ¢’. Dann ist aber f nicht injektiv.®

Sei nun umgekehrt Kern f = {e}. Zu zeigen ist nun, dass f injektiv ist. Gegeben seien also
Elemente x, 2" € G mit der Eigenschaft f(z) = f(z’). (Wir miissen nun zeigen, dass dann
auch z = ' gilt.)

Da f(z) = f(') ist, gilt ¢ = f(z) * (f()) = f(@) + (f(2) " = fla' o).

Das erste Gleichheitszeichen gilt, weil (f(z))™! invers zu f(z) ist, das zweite, weil wir
vorausgesetzt hatten, dass f(x) = f(z’) sein sollte, und das dritte, weil f ein Gruppenho-
momorphismus ist.

Damit ist aber 2’ @ 7! €Kern f. Da aber der Kern nur aus e besteht, muss 2’ e 27! = ¢
sein. (x)

Dann ist aber 2/ =2’ ee=2'e (z7 1 ez)= (' ex7 ) ex =cox =1.

Das erste Gleichheitszeichen gilt, da e neutrales Element aus G ist, das zweite, da x~
invers zu x ist, das dritte, weil die Verkniipfung e von G als Gruppe assoziativ ist, das
vierte nach (%) und das fiinfte wiederum, weil e neutral in G ist. O

1

Einstieg: Um solche Dinge zu beschreiben, wie die Lage eines Korpers im Raum, benétigen
wir jedoch nicht nur Informationen iiber Abbildungen, die ihn in sich iiberfithren, sondern
auch iiber den Korper selbst. Um das mathematisch genauer zu fassen, betrachten wir
so genannte Gruppenoperationen. (Gruppenoperationen kommen aber auch in anderen
Zusammenhé&ngen vor.)

Definition 1.22. Gegeben seien eine Gruppe (G, e) mit neutralem Element e und eine
Menge M. Wir nennen eine Abbildung ¢: G x M — M, (g, m) — g<om eine Gruppenope-
ration, falls gilt:

(GO1) (geh)om =go (hom) fiir alle g,h € G und alle m € M, und
(GO2) eom =m fiir alle m € M.

Beispiel 1.23. G := Drehgruppe des Wiirfels und M := Menge der Ecken des Whiirfels.
[Zeichnungen!]

Definition 1.24. Gegeben seien eine Gruppe (G, @) und eine Menge M sowie eine Grup-
penoperation ¢: G x M — M.

Wir haben nun (mit Kontraposition) gezeigt: Ist f injektiv, so besteht der Kern f nur aus dem
neutralen Element e von G.

-7 -
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e Wir nennen m € M einen Fixpunkt von g € G, falls gilt: g om = m.

e Sei m € M fest. Der Stabilisator von m ist gegeben durch
Gn:={9€G|gom=m} (CGqG).

(Das sind also alle Elemente aus G, die das gegebene m festlassen.)

Der Stabilisator ist eine Untergruppe von G.°

e Seim € M fest. Wir nennen die Menge
Gom:={gom|geG} (CM)

die Bahn von m unter G' (bzw. der Gruppenoperation ¢).

(Die Bahn von m enthélt also alle Elemente aus M, die man mit Hilfe von Elementen
aus GG aus dem vorgegebenen m ,erreichen® kann.)

Beispiel 1.25. G := Drehungen der euklidischen Ebene um einen festen Punkt O, M :=
euklidische Ebene.

Mit D, bezeichnen wir die Drehung um O mit Drehwinkel o

[Zeichnungen!]

o I[stm € M, so ist m Fizpunkt der Drehung Dge. Ist m € M mit m # O, so ist m
kein Fixpunkt der Drehungen D,, falls a kein ganzzahliges Vielfaches von 360° ist.
m = O st ein Fixpunkt jeder Drehunyg.

o Ist m = O, so ist der Stabilisator von m die gesamte Drehgruppe. Ist m # O, so

besteht der Stabilisator G,, genau aus den Drehungen D,, fir die o ein ganzzahliges
Vielfaches von 360° ist.

o [stm = O, so besteht die Bahn G om nur aus dem Element O. Ist m # O, so besteht
die Bahn genau aus denjenigen Elementen der euklidischen FEbene, die denselben
eukidischen Abstand zum Punkt O haben wie der Punkt m.

Einstieg (zum Fundamentallemma): Wir mochten die Anzahl der Elemente einer endlichen
Gruppe bestimmen, aber das kann oft sehr kompliziert sein. Der folgende Satz hilft uns
dabei, uns mit Hilfe von Gruppenoperationen auf den Stabilisator eines Elementes und
seine Bahn zu beschranken, die evtl. einfacher zu bestimmen sind.

Satz 1.26 (Fundamentallemma). Sei G eine endliche Gruppe und o: G x M — M eine
Gruppenoperation von G auf einer Menge M und m € M. Dann gilt:

Gl =G om|-|Gnl.

6Beweis: Ubungsaufgabe!
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(Mit anderen Worten: Die Gruppenordnung lésst sich als Produkt von ,, Bahnenlénge* und
der Stabilisatorordnung berechnen.)

Zunéchst aber noch ein paar Eigenschaften von Stabilisatoren und Bahnen:

Lemma 1.27. Seio: G x M — M eine Gruppenoperation einer Gruppe (G, ) auf einer
Menge M.

e [stge G undm € M, so gilt:
Gom ={goheg™ | h € Gy}

(Man kann den Stabilisator eines Elementes, was in derselben Bahn wie m liegt,
also ganz leicht aus dem Stabilisator von m berechnen, indem man das entsprechende
g und sein Inverses g~ den Elementen des urspriinglichen Stabilisators vor- und
nachschaltet.)

e Sind m,m' € M, so gilt entweder GomNGom' =0 oder Gom =G om'.

(Zwei Bahnen sind also entweder disjunkt oder gleich. Es kann nicht vorkommen,
dass eine nicht-leere Bahn eine echte Teilmenge einer anderen Bahn ist.)

[Zeichnungen!|
Beweis. Ubungsaufgabe 1 auf Ubungsblatt 4. [
Nun zum Beweis des Fundamentallemmas:

Beweis von Satz 1.26 (Fundamentallemma,).

[Die Idee dabei ist, zu einem vorgegebenen Element m den Stabilisator anders zu be-
schreiben und andere (disjunkte) Teilmengen von G zu finden, die die gleiche Anzahl von
Elementen haben. Wenn wir von diesen Teilmengen nur endlich viele haben, die ganz G
abdecken, und es insgesamt genau |G ¢ m| Stiick sind, dann sind wir fertig.]

Wir betrachten die Abbildung
F:G—>Gom, g+ gom.

Natiirlich werden alle Elemente auf der rechten Seite getroffen, denn jedes Element rechts
lasst sich ja schreiben als ein gom mit g € GG, damit ist dann aber natiirlich g ein Element,
das unter F' auf g ¢ m abgebildet wird, also F(g) = gom.

Wir betrachten nun fiir jedes Element y € G o m sein Urbild

F ' y):={9eG|Flg) =y} ={9€G|gom=y},
also diejenigen Elemente aus GG, die unter F' auf y abgebildet werden.

Eines der Urbilder kennen wir bereits:

Flim)={9eG|Flgg=m}={geG|gom=m} =Gy,

-9 -
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der Stabilisator von m.” Die Menge F~!(m) = G,, hat also |G,,| Elemente.

Es gilt: _
o
yeGom

und jedes F~!(y) ist nicht leer, da — wie oben gezeigt — jedes y € G ¢ m von einem
Element aus G getroffen wird. Alle Mengen F'~1(y) sind fiir verschiedene y disjunkt, da
sonst F keine Abbildung wére. (Mindestens eines der Elemente z € G wiirde sonst auf zwei
verschiedene(!) Elemente y # z abgebildet.) Auch ist G in der Vereinigung aller F~!(y)
enthalten, denn irgendwohin wird ja unter F' jedes g € G abgebildet.

Wenn wir jetzt noch zeigen kénnen, dass alle F~!(y) gleich viele Elemente haben, dann
sind wir fertig, denn dann ist:

Gl= Y IF'l= > [F ' (m)|=|Goml|-[F(m)| = |Gom|-|Gpnl.

yeGom yeGom

Wir zeigen, dass jedes F~!(y) mit y € Gom genauso viele Elemente hat wie F_ ( )= G-
Dazu geben wir fiir jedes Element y € G ¢ y eine Abbildung f: F~1(m) — (y) an, d1e
eine Umkehrabbildung besitzt. (Dann haben die beiden (endlichen) Mengen F~Y(m) u
F~Y(y) gleich viele Elemente.)

Sei y = g o m. Wir definieren:
frF7H(m) = F~(y)
durch
h— geh.

Wir miissen zunéchst zeigen, dass wir so iiberhaupt eine Abbildung erhalten, denn a priori
ist nicht klar, dass wir mit dieser Vorschrift in der Menge F~!(y) landen:
Sei also h € G, = F~!(m). Dann gilt:

F(geh)=(geh)om=go(hom)=gom=y,

wobei das erste Gleichheitszeichen die Definition von F' ist, das zweite folgt, weil ¢ eine
Gruppenoperation ist, das dritte, weil h € G, ist, also m festlésst, und das letzte die
Darstellung von y als Element in G o m ist. Es ist also g e h € F~1(y).

Die Umkehrabbildung f~! zu f ist dann gegeben durch
L F Y y) = FYm), We—gleh

Wir miissen uns zunéchst wieder davon iiberzeugen, dass das wirklich eine Abbildung
liefert, wir also durch die Vorschrift iiberhaupt in F~!(m) landen:

"Achtung! Im Allgemeinen ist F'~!(y) nicht der Stabilisator von y, denn hierfiir miisste die Bedingung
ja goy =y (und nicht g om = y) lauten.

~10 -
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Sei also i/ € F~!(y). Dann gilt:
Flgleh)=(g'eh)om=glo(Wom)=g 'oF(h)=gloy=g'o(gom)

=(gleg)om=com=m,

wobei e das neutrale Element aus G bezeichnet.

Die erste Gleichheit gilt nach Definition von F', die zweite, weil ¢ eine Gruppenoperation
ist, die dritte nach Definition von F, die vierte, da h’ € F~!(y) ist, die fiinfte nach der
Darstellung von y, die sechste, da ¢ eine Gruppenoperation ist, die siebte, da ¢g~! invers ist
zu ¢, und die achte, da e das neutrale Element von G ist und ¢ eine Gruppenoperation.
Also ist g7 @ ' € F~1(m).

Dass das f~! wirklich die Umkehrabbildung zu f liefert, sieht man ganz leicht, [denn wenn
man zunichst ¢ vorschaltet und dann ¢~!, so hat man nichts getan, und wenn man zunéchst
g~! vorschaltet und dann g, so hat man ebenfalls nichts getan]:

Ist h € F~1(m), so ist

flof(h)y=f""f(h) =g e(geh)=(g'eg)eh=ceh=h,

und ist &' € F~1(y), so ist
fofil(h/) = f(fil(h/)) =gqge (gfl Oh/) = (gogfl) oh =coehl="H,

wobei e das neutrale Element von GG bezeichnet.

Die zweiten Gleichheitszeichen gelten aufgrund der Definition von f und f~!, die dritten
wegen der Assoziativitit der Gruppenverkniipfung, die vierten, weil ¢! invers ist zu g,
und die fiinften, weil e das neutrale Element in G ist. ]

Beispiel 1.28. Wir betrachten die Drehgruppe G eines Wiirfels und dessen Eckenmenge
M als Menge. Die Drehgruppe D operiert auf der Eckenmenge M durch Anwendung der
Drehungen, wir haben also eine Gruppenoperation o: G x M — M, (D, m) +— D(m).

Wir halten nun eine der Ecken fest, sagen wir die Ecke m € M. Die Bahn G ¢ m besteht
dann aus allen Ecken in M, also Gom = M, da es fiir jede Ecke m’ € M eine Drehung
des Wiirfels gibt, die die urspriinglich gewdhlte Ecke m auf m' abbildet.

Der Stabilisator G, der Ecke m besteht aus allen Drehungen, die die FEcke m und die
gegentiberliegende FEcke festlassen, also aus allen Drehungen um die Achse durch m und
die gegeniiberliegende FEcke, die den Wiirfel in sich diberfihren. Davon g¢ibt es genau drei
Stiick: Die drei Nachbarecken von m konnen gedreht werden, aber mehr nicht.

Also erhalten wir |G| = |Gom|- |G| = |M|- |G| = 8-3 = 24. Es gibt also 24 Drehungen,
die den Wiirfel in sich tiberfiihren.

Entsprechend geht das auch mit den Seitenflichen des Wiirfels:

— 11 —
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Wir betrachten nun die Seitenmenge S als Menge. Die Drehgruppe D operiert auf der
Seitenmenge S durch Anwendung der Drehungen, wir haben also eine Gruppenoperation
x: G xS — 8, (D,s)— D(s).

Wir halten nun eine der Seiten fest, sagen wir die Seite s € S. Die Bahn G x s besteht
dann aus allen Seiten in S, also G x s = S, da es fir jede Seite s € S eine Drehung des
Wiirfels gibt, die die urspriinglich gewdhlte Seite s auf s’ abbildet.

Der Stabilisator G4 der Seite s besteht aus allen Drehungen, die die Seite s und die ge-
gentiberliegende Seite festlassen, also aus allen Drehungen um die Achse durch den Mit-
telpunkt von s und den Mittelpunkt der gegeniiberliegende Seite, die den Wiirfel in sich
tiberfiihren. Davon gibt es genau vier Stiick: Die vier Ecken der Seite s konnen gedreht
werden, aber mehr nicht.

Also erhalten wir |G| = |G * s| - |Gs| = |S| - |Gs| =6 -4 = 24.

Entsprechend geht das auch mit den Kanten des Wiirfels:

Wir betrachten nun die Kantenmenge K als Menge. Die Drehgruppe D operiert auf der
Kantenmenge K durch Anwendung der Drehungen, wir haben also eine Gruppenoperation
x: Gx K — K, (D,k)— D(k).

Wir halten nun eine der Kanten fest, sagen wir die Kante k € K. Die Bahn G % k besteht
dann aus allen Kanten in K, also G*xk = K, da es fir jede Kante k' € K eine Drehung
des Wiirfels gibt, die die urspringlich gewdhlte Kante k auf k' abbildet.

Der Stabilisator Gy, der Kante k besteht aus allen Drehungen, die die Kante k und die
gegeniiberliegende Kante festlassen, also aus allen Drehungen um die Achse durch den
Mittelpunkt von k und den Mittelpunkt der gegeniiberliegende Kante, die den Wiirfel in sich
tberfiihren. Davon gibt es genau zwei Stick: einmal die Identitit und einmal die Drehung
um 180°, die die Orientierung der beiden Kanten umdreht.

Also erhalten wir |G| = |G *x k| - |G| = | K| - |Gg| =12 -2 = 24.
Eine Folgerung aus dem Fundamentallemma ist der folgende Satz:

Satz 1.29 (Satz von Lagrange). Sei (G, e) eine endliche Gruppe und H eine Untergruppe
von G. Dann ist |H| ein Teiler von |G]|.

Beweis. Mit e bezeichnen wir das neutrale Element von G.

Wir betrachten folgende Abbildung:
o HxG— G, (h,g)—heg.
Diese liefert eine Gruppenoperation, denn:
(heh'Yeg="he(h' eg)

— 12 —
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fiir alle h, h’' € H C G und alle g € GG, da die Verkniipfung von G assoziativ ist, und

ceg=yg
fiir alle g € GG, da e das neutrale Element von G ist.

Mit dem Fundamentallemma fiir die Gruppe H und die Menge G erhalten wir:
|H| = |H e g|-[H,|.

Nun ist aber H, = {e} fiir alle g € G, denn ist h € H,, so ist

h:hoezho(gog_l):(hog)og_lzgog_lze,

Das erste Gleichheitszeichen gilt, da e das neutrale Element in G ist, das zweite und das
letzte, da ¢! invers zu ¢ ist, das dritte, weil die Verkniipfung e assoziativ ist, und das
vierte, weil h € H ist.

Damit erhalten wir also
|H| = |H o g]

fiir alle g € G.
Da aber

G=|JHeg=|JHey

geG gel
mit einer Teilmenge I C G ist®, folgt:

Gl=) |Hegl=) |H|=|I|-|H|.

gel gel
Damit ist |H| ein Teiler von |G]|. O

Beispiel 1.30. Die Drehgruppe C3 eines regelmdfiigen Dreiecks ist Untergruppe der Dreh-
gruppe Cg eines regelmdafigen Sechsecks, und es gilt:

ICs| =6=2-3=2-|C4.

Beispiel 1.31 (Warnung!!). Die Umkehrung gilt nicht!
Ein einfaches Beispiel dafiir ist etwa Folgendes:

Die Menge, die aus der Drehung um 120° gegen den Uhrzeigersinn um den Mittelpunkt
eines regelmdfigen Dreiecks besteht, ist eine einelementige Teilmenge der (dreielementigen)
Drehgruppe des Dreiecks, aber keine Untergruppe, obwohl 1 ein Teiler von 3 ist.)

$Wir wiihlen hier fiir jede Bahn nur einen Reprisentanten aus, da wir bereits aus Ubungsaufgabe 1 auf
dem Ubungsblatt 4 wissen, dass Bahnen entweder gleich oder disjunkt sind
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2 (Erinnerung:) Grundlagen der euklidischen Geome-
trie

Einstieg: Wir wollen uns Dingen im dreidimensional Raum beschéftigen, brauchen dazu
aber zunéchst eine Beschreibung der Punkte dieses Raumes. Wir formulieren die ersten
Definitionen und Sétze ganz allgemein, die Spezialfille der euklidischen Ebene und des
dreidimensionalen euklidischen Raumes kann man mit n = 2 bzw. n = 3 sofort daraus
ableiten.

Definition 2.1. Sei n € N fest. Wir definieren
4o
R"™ .= : T1,...,T, €ER
Tn
Auf R™ definieren wir eine Addition @ durch
@: R" x R" —- R"
1 U1 1+
: ) : = :
(Wir bilden also einfach die komponentenweise Addition in den reellen Zahlen.)

[Zeichnung zur Anschauung fiir den Fall n = 2:
Die Summe zweier Elemente aus R? ergibt sich durch ,, Parallelogrammbildung®.]

Wir definieren weiterhin eine Skalarmultiplikation e auf Paaren von Elementen aus R und
R? durch

o: R xR" —R"

x, a-xy
a, : —
Tp a- T,
(Wir multiplizieren also einfach jeden Eintrag z;, ¢ = 1,...,n, mit dem festen a in den

reellen Zahlen.)

[Zeichnung zur Anschauung fiir den Fall n = 2:

Die skalare Multiplikation von einer reellen Zahl @ mit Elementen aus R? macht Folgendes:
0 < a < 1: Beibehaltung der Pfeilrichtung, Stauchung der Pfeilléinge;

1 < a: Beibehaltung der Pfeilrichtung, Streckung der Pfeillénge;

—1 < a < 0: Umkehrung der Pfeilrichtung, Stauchung der Pfeilléinge;

a < —1: Umkehrung der Pfeilrichtung, Streckung der Pfeillénge;

a = 1: Beibehaltung der Richtung, Beibehaltung der Pfeilldnge;

a = —1: Umkehrung der Richtung, Beibehaltung der Pfeillinge]
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Definition 2.2 (Euklidischer Abstand). Der euklidische Abstand fiir R" ist gegeben durch
d: R" xR" =R

x1 Y1

d ) = \/(xl_y1)2+"'+(xn_yn)2'

Bemerkung 2.3. Dieses liefert wirklich einen Abstand, d. h., es gilt:
d(x,y) 20

fiir alle x,y € R,
dix,y) =0 x=y,

(das beides nennt man auch ,Definitheit®)
d(x,y) = d((y,x)
fir alle x,y € R™ (,Symmetrie“) und
d(x,y) < d(x,2) +d(z,y)
fiir alle x,y,z € R" (,Dreiecksungleichung®).
Definition 2.4 (Euklidische Norm). Die euklidische Norm fir R™ ist gegeben durch
[=1:R* =R
a1

=T 4. 42

Iy
Bemerkung 2.5. Dieses liefert wirklich eine Norm, d. h., es gilt:
Ix|[ =0
fur alle x € R™

Ix|=0=x=0=] : |,
0

la o x| = |af - [Ix|
fiir alle a € R und alle x € R™ und
Ix @&yl <[] + [yl

fiir alle x,y € R™.
(siche Aufgabe 2, Ubungsblatt 6).
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Bemerkung 2.6 (Zusammenhang zwischen Abstand und Norm). Der euklidische Abstand
zunschen zwei Punkten im R™ ist die Norm der Differenz der beiden Punkte:

d(x,y) =[x -yl
fiir alle x,y € R™.

Die euklidische Norm eines Punktes im R"™ ist der euklidische Abstand zwischen dem Punkt
und dem Nullpunkt O:
|x[| = d(x,0)

fiir alle x € R™.

Definition 2.7 (Skalarprodukt im R™). Das Skalarprodukt fiir den R™ ist gegeben durch

(—,—=):R"xR" >R

X U1
< : , : > =Yt TpYn.
T, Yn

Bemerkung 2.8 (Zusammenhang zwischen Norm und Skalarprodukt). Die Norm eines
Punktes im R™ st die Wurzel des Skalarproduktes des Punktes mit sich selbst:

1x[] = v/ {x,x)
fiir alle x € R™.

Folgende Ungleichung ist niitzlich, um die Dreiecksungleichung zu beweisen, und liefert
auch die Grundlage fiir die Definition von (euklidischen) Winkeln.

Lemma 2.9 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Sind x,y € R", so ist

|6y [ < il - [y [l

Beweis. Wir schreiben x = : Yy =

Falls y = 0 ist?, so ist
(x,y)=a1-0+...2,-0=0,

(x,y) =0<0=x][-0= |-yl

aufgrund der Definitheit der Norm.
Es folgt:

(¢, ) = 108 < [0] = [l - Iy l[F = [T Tl Il = [l - llyll,

9Das ist genau dann der Fall, wenn |y|| = 0 ist.
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da ||z]| > 0 fiir alle z € R", und damit |||z||| = ||z| fiir alle z € R™.
21

(Ist z = : € R", so ist ||z]| = 23 + ...+ 22 > 0 — als Summe von Quadraten, also
Zn

als Summe nicht-negativer Zahlen.)

Sonst!® berechnen wir:
(r-x+s-y,r-x+s-y)>0

fiir r, s € R.
Eine kleine Rechnung ergibt:

(r-x+s-y,r-x+s-y)=r2x,x) + 2rs(x,y) + s*(y, y).
Nun setzen wir r := (y,y) und s := —(x,y) und erhalten

0<(r-x+s-y,r-x+s-y :rz(x,x>—|—27’3<X,y)+52<y,y>

= ((y, y)Hx,x) — 20y, y) ((x, y)? + (—(x, y) 4y, y) = ({y, y)?(x,x) — (y,y)((x,y))?
= (y.y) (7. ¥)(x,%) - ((x,¥)?).

)’
y) -
Wenn y # 0 ist, ist auchr—( Y) =vyi 4 ...+ y2 # 0, sogar r = (y,y) > 0, und wir
kénnen die Ungleichung mit + = % > 0 multiplizieren, ohne dass sich die Ordnung (<)
umkehrt.

Wir haben also

0 < {y,y){x,x) — ({(x,y))%
und daher
(%, ¥))* < {y,y){x,%).

Daraus ergibt sich:

[, 3) = V(% ¥)? < Vi x)y.y) = Vixx) Vv y) =l -

also die behauptete Ungleichung. [

Definition 2.10 (Winkel im R"). Der (euklidische) Winkel zwischen x,y € R" mit
x # 0 # y ist gegeben durch

(x,y)

<(x,y) := arccos :
[} Iy |

Bemerkung 2.11. Die Definition ist sinnvoll, weil nach der Cauchy-Schwarzschen

Ungleichung der Quotient ”)((” T@,” nur Werte im Intervall [—1,1] annimmt, man also den

Arkuskosinus davon bilden kann, und der Nenner ||x|| - ||yl eufgrund der Definitheit der
Norm nur dann Null wird, wenn schon x = 0 oder y = 0 ist.

0falls also y # 0 ist, was genau dann der Fall ist, wenn ||y|| > 0 ist

17 -



