AUSGEWAHLTE KAPITEL DER GEOMETRIE Angela Holtmann

3 Hyperbolische Geometrie
]

Im Folgenden betrachten wir nun spezielle gebrochen-lineare Abbildungen, namlich solche,
fiir die (mit den Bezeichnungen ¢, .4 wie oben) die Parameter a,b, ¢, d € R sind, so dass
gilt:

ad —bc = 1.
Der folgenden Satz liefert uns einige Eigenschaften von gebrochen-linearen Abbildungen,
mit Hilfe derer wir Kongruenz von Strecken und Winkeln im Poincaré-Modell der oberen
Halbebene definieren konnen.

Satz 3.11. Sei @apca: 2 % eine gebrochen-lineare Abbildung.

e Ist (a,b,c,d) € R* mit ad — bec = 1, so liefert popca eine bijektive Abbildung der
oberen Halbebene in sich.

o Ist (a,b,c,d) € R* mit ad —bc =1 und @apcd (((1))) = ((1]), so ist d = a und ¢ = —b.

e Sind P,Q Punkte in der oberen Halbebene mit P # Q, so gibt es (a,b,c,d) € R* mit

ad — bc =1, so dass
0
‘;Oa,b,c,d(P) = (1>

Qpa,b,c,d(Q) = (?5)1)

[Diese Abbildung ist eindeutig, denn es gilt:]

und

mat yp > 1.

Ist Qo1 iy o0 €ine gebrochen-lineare Abbildung mit (a/,V,¢,d') € R* und o’d' —b'c =1

sowie 0
pemetor= ()

cever@=(°)

Y2
mit yo > 1, so ist (a',0,c,d") = (a,b,c,d) oder (a',V/,c,d") = (—a,—b, —c, —d).

und

(ohne Beweis)
Einige Kommentare:

Zum ersten Punkt: Dass die Abbildung ¢, 4 €ine bijektive Abbildung bildet, haben wir
bereits in Satz 3.10 gesehen. Allerdings ist die Abbildung ¢, 4.4 im Fall ¢ # 0 nicht auf
ganz C definiert, und ihr Bild ist auch nicht ganz C. Es fehlt jeweils ein Punkt, so dass
wir diese beiden aufeinander abbilden konnen, um eine bijektive Abbildung C — C zu
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erhalten. Dass die Abbildungen die obere Halbebene in sich iiberfithren, haben wir bereits
auf Ubungsblatt 8, Aufgabe 3, gesehen.

Zum dritten Punkt: Die Abbildung ¢, i o @ ist dieselbe wie ¢, 4, denn es ist:

az+b (=1)-(az+0b) —az+(=b)
cz+d (=1)-(cz+d) —cz+(=d)

fir alle a,b,c,d, z € C.

Der folgende Satz zeigt uns, dass Geraden auf Geraden abgebildet werden, die Zwischenrela-
tion erhalten bleibt, weiterhin, dass es genau eine der Abbildungen gibt, die wir betrachten,
die Strahlen in entsprechende Strahlen {iberfiihren.

x
y
Vabed eine gebrochen-lineare Transformation (Bez. wie oben). Dann gilt:

Satz 3.12. Sei E := {( ) eER? |y > 0}, G = G1UGy wie oben und Z = Z,UZ, wie oben,

e Ist (a,b,c,d) € R* mit ad —bc=1 und g € G, 50 ist Papcalg) €G.

o Ist (a,b,c,d) € R* mit ad —bc =1 und (P,Q,R) € Z, so ist
(Qoa,b,c,d(P>7 @a,b,c,d(@)7 Qoa,b,c,d(R)) S Z.

e Sind PQ,P,QQ' € E, P+#Q und P # (), so gibt es genau eine gebrochen-lineare
Abbildung pqpeq mit (a,b,c,d) € R* und ad — be = 1, so dass gilt:

SOa,b,c,d(P> - P,

und
90(17b7c,d(S(P7 Q)) = S(P/7 Ql)a

wobei S(P, Q) den Strahl ausgehend vom Punkt P in Richtung Q) bezeichnet (S(P', Q")
entsprechend).

(ohne Beweis)

Folgerung 3.13. Sind P, P’ Punkte und g,q" Geraden in der oberen Halbebene mit P € g
und P' € ¢, so gibt es (a,b,c,d) € R* mit ad — bc = 1, so dass

Soa,b,c,d(P> =P

und
/

Papedlg) =9
1.8t.

Wir definieren jetzt die Kongruenz von Strecken und Winkeln in der oberen Halbebene:
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Definition 3.14. E, G und Z wie oben, ¢, .q gebrochen-lineare Transformation (Bez.
wie oben).

Eine Strecke ist gegeben durch zwei Punkte P, Q) € E.

Wir sagen, dass zwei Strecken (P,Q),(P',Q') € E x E kongruent sind, wenn es
(a,b,c,d) € R* mit ad — bc = 1 gibt, so dass

Spa,b,c,d(P> = Pl

und
PapeaQ) = Q'
ist.
Wir schreiben:
(P,Q) = (P, Q")

Dieses liefert eine Aquivalenzrelation auf F x E.!

Definition 3.15. F, G und Z wie oben, ¢, .4 gebrochen-lineare Transformation (Bez.
wie oben).

Ein Winkel ist gegeben durch drei Punkte P, @, R € E, die nicht auf einer Geraden liegen.
Wir sagen, dass zwei Winkel ZPQR,Z/P'Q'R' € E x E x E kongruent sind, wenn es
(a,b,c,d) € R* mit ad — be = 1 gibt, so dass

Qpa,b,c,d(Q) = Ql

ist und weiterhin

(pa,b,c,d(P> S S(Qlu P/) und (pa,b,c,d(R> S S(Q/7 Rl)

oder
Paped(P) € S(QL,R)  und  papea(R) € S(Q, P
ist.
Wir schreiben:
/PQR~ /P'Q'R.

Dieses liefert eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Winkel in der oberen Halbebene.

nsbesondere braucht man, um das zu zeigen, Satz 3.10. Jede Strecke ist zu sich selbst kongruent (wiihle
als Abbildung ¢1,0,0,1); ist eine Strecke kongruent zu einer anderen, so ist die andere auch kongruent zu
der einen (wihle hierzu als gebrochen-lineare Abbildung die Umkehrabbildung der benutzten gebrochen-
linearen Abbildung); ist eine Strecke kongruent zu einer zweiten und die zweite zu einer dritten, so ist
auch die erste kongruent zur dritten (wihle als gebrochen-lineare Abbildung die Hintereinanderschaltung
der beiden benutzten gebrochen-linearen Abbildungen).
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Bemerkung 3.16. Die Definition der Kongruenz von Strecken liefert uns eine Méglichkeit
der ,Lingenmessung“ in der oberen Halbebene. Wenn zwei Punkte P, Q) in der oberen Halb-
ebene gegeben sind, konnten wir den hyperbolischen Abstand zwischen den beiden Punkten
dadurch definieren, dass wir uns eine gebrochen-lineare Abbildung vqpca mit a,b,c,d € R

und ad — bc = 1 nehmen, die P auf (?) und Q auf (51) mit y; > 1 abbildet, die nach Satz
3.11 existiert und eindeutig ist. Den hyperbolischen Abstand wiirden wir dann definieren

als den euklidischen Abstand der beiden Bildpunkte (?) und (;1)

Nachteil dieser Definition ist, dass wir wirklich erst einmal die Parameter a,b,c,d bzw.
die gebrochen-lineare Abbildung bestimmen miissten, die die Punkte entsprechend abbildet,
und auch nicht klar wire, dass das wirklich eine Abstandsfunktion liefern wiirde — das tut

es namlich nicht (s.a. folgendes Kapitel)!!

4 Langenmessung im Poincaré-Modell der oberen Halb-
ebene

Um Léngen fiir Strecken in der oberen Halbebene zu definieren, benutzen wir eine Kon-
struktion in den komplexen Zahlen, das so genannte Doppelverhéltnis.

Definition 4.1. Seien 21, 29, 23, 24 € C mit {21, 20} N {23, 24} = 0.
Dann definieren wir das Doppelverhdltnis von 2z, z2, 23, z4 durch

21 — 23 k1 — 4

DV (21, 29, 23, 24) 1= e C.

22—23'22—24

Beispiel 4.2.
1—(-1) 1—-4 2 -3 4
DV(1,2,—1,4) = : 2.2 _Z
(1,2,-1,4) 2—(-1) 2—-4 3 =2 9

Bemerkung 4.3. Seien 21, 29, 23,24 € C mit {21, 20} N {23, 24} = 0. Dann gilt:
DV<Zla 29y %3, Z4) == DV(Z27 21y %3, 24)_1 - DV(Zla 29y %4, 23)_1'
Bewets. Durchrechnen! O]

Wir wollen das Doppelverhéltnis nutzen, um hyperbolische Langen zu definieren. Da wir
den Logarithmus auf ein Doppelverhéltnis anwenden wollen, miissen wir sicherstellen, dass
die Zahl, die wir erhalten, nicht nur komplex, sondern reell und positiv ist. Der folgende
Satz liefert eine Charakterisierung der Bedingung:

Satz 4.4. Seien 21, 29, 23,24 € C mit 21 # 2o und 2, # z3 und 2o, 23, 24 paarweise verschie-
den.

Dann ist DV(z1, 29, 23, 24) € R genau dann, wenn gilt:
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Es gibt zo € Cundr € R, r > 0, so dass ||z; — zo|| = r fiir alle j = 1,2,3,4 ist, wobei || — ||
den euklidischen Abstand bezeichnet, ? oder
es gibt a,b,c € R mit a®> +b* # 0, so dass gilt:

a Rezj+bImzj+c=0
fiir alle j = 1,2,3,43.

Weiterhin gilt:

DV(zy, 29, 23, 24) > 0 genau dann, wenn gilt:

Es gibt einen Weg auf der Kreislinie, der die Punkte z3 und z, verbindet, ohne dass dieser
Weg einen der Punkte z, oder zy trifft (im ersten Fall oben), oder

z3 und zy liegen beide (euklidisch) zwischen z; und zy bzw. zs und zy4 liegen beide nicht
(euklidisch) zwischen zy und zy (im zweiten Fall oben).

(ohne Beweis)

Wir nutzen nun das Doppelverhéltnis, um Abstédnde zwischen zwei Punkten P = (“;i) und

Q= (;;) in der oberen Halbebene zu definieren. (Dann ist insbesondere y; > 0 und 3, > 0.)

Definition 4.5. Falls wir zwei Punkte P und ) wie oben haben, kénnen wir sie als
Elemente in C auffassen. Nach dem ersten Inzidenzaxiom gibt es, falls P # @ ist, genau
eine Gerade in der oberen Halbebene, die diese beiden Punkte enthélt. Diese betrachten
wir.

Entweder ist die Gerade nun von der ,,zweiten Form*, also

Jar = {(z) ER’/(z—a)2+y?=r, y>0}

mit a,” € R und r > 0, oder sie ist von der ,ersten Form“, falls x; = x5, also

ga:{(x)ERQMZa, y>0}7
Yy

wobei a = x1 € R sein muss. .
Im ersten Fall definieren wir den hyperbolischen Abstand d zwischen P und () durch

ir.Q) = ogovr, (") (5T

im zweiten Fall und dem Spezialfall, dass P = @ ist, durch

)

P.Q) = 1og 5—

2D.h., alle z; liegen auf einem euklidischen Kreis.
3D. h., alle z;j liegen auf einer euklidischen Geraden.
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Damit die Definition sinnvoll ist, miissen wir sicherstellen, dass der Ausdruck, auf den wir
den Logarithmus anwenden, positiv ist.

Im ersten Fall konnen wir das, da die beiden letzten Punkte diejenigen Punkte sind, wo die
Kreislinie, auf der P und @) liegen, die z-Achse schneidet. Damit haben wir auf der unteren

Hilfte der Kreislinie einen Weg von (aar) zu (“:)rr), der weder P noch @ trifft, denn die

beiden Punkte P und (@ liegen ja in der oberen Halbebene, wiahrend die untere Hélfte der
Kreislinie in der unteren Halbebene liegt.

Im zweiten Fall rechnet man einfach durch:
P=) -0 _ () O
Q-0 (-0 () w0

da y1,92 € R und yp, 92 > 0 nach Voraussetzung.

Der folgende Satz liefert nun, dass es sich bei der Definition des hyperbolischen Abstan-
des tatséchlich um eine Abstandsfunktion handelt, und dass der so definierte Abstand
kompatibel ist mit der Kongruenz von Strecken, wie wir sie definiert hatten.

Satz 4.6. Sei d wie oben definiert. Dann gilt:
d(P,Q) >0

fur alle P,Q, die Punkte in der oberen Halbebene sind, und
d(P,Q) =0

genau dann, wenn P = @) ist. 3 .
d(P,Q) = d(Q, P)
fiir alle P,Q, die Punkte in der oberen Halbebene sind.

d(P,Q) <d(P,R) +d(R,Q)

fir alle P,Q, R, die Punkte in der oberen Halbebene sind.
Weiterhin gilt: Sind P, Q, P', Q" Punkte in der oberen Halbebene, so ist

d(P,Q) = d(P', Q")
genau dann, wenn es (a,b,c,d) € R* mit ad — bc = 1 gibt, so dass

apedP) =P und ¢.p.4(Q) = Q'

ist, wobei g pca die gebrochen-lineare Abbildung z — % bezeichnet.

(ohne Beweis)

Der hyperbolische Abstand ist also genau dann gleich, wenn die entsprechenden Strecken
kongruent sind.



