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Auf Ubungsblatt 2 hatten wir folgende Aufgabe:

Aufgabe 3 (Kleinsche Vierergruppe). (4 Punkte)
Gegeben sei die Menge M := {a, b, ¢, d} mit folgender Verkniipfung x :

xla b ¢ d
ala b ¢ d
blb a d c
clec d a b
dld ¢ b a

Zeigen Sie, dass es sich bei der Menge M mit der Verkniipfung * um eine abelsche Grup-
pe handelt! (Insbesondere ist hierbei das neutrale Element zu bestimmen und zu jedem
Element sein Inverses.)

Wir hatten bei der Besprechung der Ubungen mit Hilfe der Gruppentafel bereits nachge-
wiesen, dass es sich um eine Verkniipfung handelt, dass a das neutrale Element der Gruppe
ist, jedes Element zu sich selbst invers ist und dass die Gruppe abelsch ist.

Es fehlte noch, die Assoziativitit der Verkniipfung % nachzurechnen. Insgesamt hétten wir
dafiir 4> = 64 Gleichungen nachzurechnen — fiir alle drei zu besetzenden Positionen bei
der Assoziativitat gibt es je 4 Moglichkeiten: a, b, ¢ oder d. Man kann sich das Ganze aber
einfacher machen, indem man strukturell gleiche Gleichungen zusammenfasst. :-)

Wir betrachten zunéchst diejenigen Gleichungen, an der an (mindestens) einer Position
das neutrale Element a auftritt:

o (axx)xy=xxy=ax(xxy) fir alle z,y € {a,b,c,d}
o (zxa)xy=xxy=u1xx*(axy) fir alle z,y € {a,b, c,d}
o (zxy)xa=xxy=u1xx*(yx*a) fir alle z,y € {a,b,c,d}

Die Gleichheitszeichen gelten, weil a das neutrale Element von M ist.

Damit haben wir nun schon 37 =42 +4+1+14+14+4+14+1+14+4+1+4+1+1 Félle
abgehandelt.

Es bleibt also nur noch, die Kombinationen der drei iibrigen Elemente zu iiberpriifen, was
3% = 27 Fille ergibt.

Falls x # y # z # x ist, so gilt:

o (zxy)xz=zxz=a=c*xr=2x%(y*2).
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Damit sind weitere 3! = 6 Moglichkeiten abgehandelt, und es bleiben noch 21 Fille.

Es bleiben uns noch die Fille, wo zwei Elemente iibereinstimmen, wobei wir zunéchst die
Falle betrachten, wo = # vy ist.
In dem Fall ist

TRY=Yy*xr =2, (%)

wobei z gerade das Element ist, was weder mit  noch mit y {ibereinstimmt, was verkniipft
mit einem von sich (und a) verschiedenen Element das jeweils dritte ergibt, und es gilt:

o (zxx)xy=axy=y=x*xz=xx*(rxy)

*

(
o (zxy)xx=zxr=y=a%xz=0xx(yxx)
o (yxz)kxx=zxx=y=ykxa=yx*(r*x1)
Die Gleichheitszeichen gelten hier, weil (x) gilt und a das neutrale Element von M ist.

Hiermit sind nun weitere 3 - 3 - 2 = 18 Félle nachgewiesen, und es bleiben noch genau die
drei Fille iibrig, wo dreimal dasselbe Element auftritt.

Hier haben wir:
o (zxx)xr=axx=x=x%xa=2xx%(T*xx),

denn jedes x ist zu sich selbst invers und a das neutrale Element von M.

FERTIG! )

'Wenn man unbedingt will, kann man die acht nachgerechneten Gleichungen noch einmal um vier Glei-
chungen reduzieren, indem man bei den jeweils drei zusammenstehenden Gleichungen die Kommutativitét
ausnutzt. . . ;-)
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