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Einleitung

Ein Kdcher Q = (Qo, Q1, s,t) ist gegeben durch eine Punktmenge @, eine Pfeilmenge )y
und zwei Abbildungen s,t : Q1 — Qo, die jedem Pfeil o« € Q)1 seinen Startpunkt s(«) und
seinen Endpunkt t(«) zuordnen. Man nennt einen Kécher sternférmig, wenn er von folgender
Form ist:

« — o .
o ———» o [} \1\1
——_ A
T
.
X
e —» o0 .

Ist @ ein Kocher, so nennt man D = (V}, V,)icQpacq, €ine Darstellung des Kochers, wenn
alle V; Vektorraume iiber einem fest gewéhlten Korper K und alle V, : V) — Vi(q) lineare
Abbildungen sind. Damit 1afst sich eine Darstellung auffassen als ein Element in

Sei V' ein Vektorraum iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper K und (V])ieq, eine
Menge von Untervektorrdumen von V. Eine Darstellung eines sternférmigen Kochers ) wird
Unterraumdarstellung genannt, wenn fiir alle o € @)y fiir die Vektorrdume Vi) C Vi) gilt
und V,, die Inklusionsabbildung des Vektorraumes Vj(,) in den Vektorraum V() ist (vgl.
auch Kapitel 1).

Im folgenden wird vorausgesetzt, dafs )y eine endliche Menge und die Dimensionen aller
Vektorrdume V; fiir [ € Qg iber K endlich sind. Auf der Menge rep @) der Darstellungen
eines Kochers () ist eine Funktion

dim : rep Q — 7!/

gegeben, die jeder Darstellung ihren Dimensionsvektor zuordnet. Dabei wird D = (V}, Vi)ieQp.acon
abgebildet auf (dimg V})ieq,. Zwei Darstellungen Dy = (V}, Va)icgo.acq, und Do = (W, Wa)i1c0g.ac0:
eines Kochers () heifsen isomorph, wenn es fiir jeden Punkt [ € )y einen Isomorphismus

@1 : Vi = W, von Vektorraumen gibt, so daf fiir alle o € @) die entstehenden Diagramme

Va
V@) — Vi(o)

ws(a)l Wt(a)i

Wte) 5 Wit

kommutativ sind.

Ein  Dimensionsvektor =~ von  Unterraumdarstellungen  heifst  unterraumendlich,
wenn es zu ihm nur endlich viele Isomorphieklassen von Unterraumdarstellungen gibt.
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Im folgenden sei @) ein sternférmiger Kocher. Man kann zeigen, daft jede Darstellung D =
(Vi, Va)icgo.acq, des Kochers @, bei der die V, fir alle a € @y injektiv sind, isomorph zu
einer Unterraumdarstellung ist (vgl. Kapitel 2).

Jede Darstellung 14ft sich nach Krull-Remak-Schmidt (vgl. [8], S. 441) als direkte Summe
von unzerlegbaren Darstellungen schreiben. Jede Unterraumdarstellung léft sich sogar als
direkte Summe von unzerlegbaren Unterraumdarstellungen schreiben (vgl. Kapitel 6). Die
Dimensionsvektoren von Unterraumdarstellungen sind somit Summen von Dimensionsvek-
toren von unzerlegbaren Unterraumdarstellungen.

Auf ZI9! ist eine quadratische Form ¢ definiert, die sogenannte Titsform (vgl. Kapitel 5).
Kac hat in [6] gezeigt, dal es fiir einen algebraisch abgeschlossenen Korper K zu d € NBQO‘

e keine unzerlegbare Darstellung mit  Dimensionsvektor d  gibt, wenn
q(d) > 1,

e hochstens eine  Isomorphieklasse von  unzerlegbaren  Darstellungen  mit
Dimensionsvektor d gibt, wenn ¢(d) = 1,

e keine oder unendlich viele Isomorphieklassen von unzerlegbaren Darstellungen mit
Dimensionsvektor d gibt, wenn ¢(d) < 0.

Dieses Ergebnis wird bei der Klassifizierung der unterraumendlichen Dimensionsvektoren
benutzt.

Die unterraumendlichen Dimensionsvektoren sternférmiger Kocher entsprechen den Tupeln
von Kompositionen einer Zahl, die von endlichem Typ sind. Um den Zusammenhang zu
erkldren, wird zunéchst noch eine Definition eingefiihrt:

Eine Fahne eines Vektorraumes V ist eine Kette
0=WCWVc---CV=V

von Untervektorraumen von V. Fir einen Vektorraum V und ein Tupel
a=(a,...,a,) € Nj sei {(a) = p und Fl,(V') die Menge der Fahnen

F=(0=VWCWC---CV,=V)

von Untervektorriumen mit

dimg V;/ Vi1 = a;
firyg=1,...,p.
Man kann jedem k-Tupel

F:((OQVHQ'-'QVLZH:V)>"'v(0gvk1g'--ngvpk:V))

von Fahnen eines Vektorraumes V folgende Unterraumdarstellung eines sternformigen Ko-
chers zuordnen:
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Vii— Vig -+ ‘/171’1—1

.

Vor— Voo -+ Vap,o1~

s
/’/’

Vii— Via -+ Vipa1

wobei als Abbildungen die Inklusionsabbildungen der Vektorraume gewéhlt werden. Umge-
kehrt liefert jede Unterraumdarstellung des Kochers () ein Tupel von Fahnen eines Vektor-
raumes. Die Tupel von Fahnen entsprechen also bijektiv den Unterraumdarstellungen.

Die Gruppe GL(V) operiert auf F1,(V) durch

x:  GL(V) x F,(V) = Fl(V)

Entsprechend operiert GL(V) auf dem Produktraum Fl,, (V) x ... x Fl, (V).

Es wird in Kapitel 2 gezeigt, dak zwei Tupel von Fahnen eines Vektorraumes V' genau dann
in derselben Bahn unter der Gruppenoperation von GL(V') liegen, wenn die zugehorigen
Unterraumdarstellungen isomorph sind.

Ein Tupel a = (a,...,a,) € Nj heikt Komposition von n € Ny, wenn

37:1 a; = n gilt. Falls sogar a € NP gilt, heifit a strikte Komposition von n. In Kapitel 3
wird gezeigt, dal Tupel von Kompositionen einer Zahl n bijektiv den Dimensionsvektoren
von Unterraumdarstellungen eines Vektorraumes der Dimension n entsprechen.

Auf ZPr*Pk kann man ebenfalls eine quadratische Form g definieren (siehe Kapitel 5). Fiir
ein Tupel von Kompositionen einer Zahl nimmt die quadratische Form § denselben Wert an
wie die quadratische Form ¢ fiir den zugehorigen Dimensionsvektor von Unterraumdarstel-
lungen.

Eine allgemeine Fragestellung ist, unter welchen Bedingungen es fiir eine Gruppenoperation
G x X — X mit einer Gruppe G auf einer Menge X nur endlich viele Bahnen gibt. Bisher
konnte dies nur in wenigen Féllen gekldrt werden. Die Losung fiir den Fall G = GL(V)
und X = Fl,, (V) x ... x Flp (V) wurde durch Magyar, Weyman und Zelevinsky in [9]
gegeben. Dazu wird folgende Definition eingefiithrt: Ein k-Tupel (ay,...,ax) von Kompo-
sitionen einer Zahl heikt von endlichem Typ, wenn die Gruppe GL(V') nur endlich viele
Bahnen in Fl,, (V) x ... x Fl,, (V) hat. Ein Tupel von Kompositionen einer Zahl ist genau
dann von endlichem Typ, wenn der zugehorige Dimensionsvektor unterraumendlich ist (vgl.
Kapitel 2).

Das Thema dieser Arbeit ist (wie in [9]) die Klassifikation der Tupel von Kompositionen
einer Zahl, die von endlichem Typ sind, und damit die Klassifikation der unterraumendlichen
Dimensionsvektoren. Es wird ein vollstdndiger Beweis fiir die Klassifikation der Tupel von
Kompositionen einer Zahl, die von endlichem Typ sind, geliefert.

Zunachst kann man sich bei der Klassifikation der Tupel auf Tupel von strikten Komposi-
tionen beschranken:
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Ist eine Komposition a = (a4, ..., a,) einer Zahl mit a; = 0 fiir ein j € {1,...,p} und eine
Fahne FF = ({0} =V, C V4 C ... CV, = V) € Flo(V) gegeben, so gilt V;_; = V;. Also
kann man die Fahne auch als Element in Fl,/ (V') mit

A
a = (al, ceey @1, A4, - ,Clp)

auffassen, indem man V; in der Kette der Unterraume streicht.

Weiterhin muf man nur 7ripel von strikten Kompositionen betrachten. Denn ist ein Kocher
mit vier oder mehr Armen gegeben, so gibt es zu einem Dimensionsvektor d von Unter-
raumdarstellungen des Kéchers unendlich viele Isomorphieklassen, wenn er an mindestens
vier Armen strikt aufsteigend ist. Das liegt daran, daft man in diesem Fall den gegebenen
Dimensionsvektor als eine Summe von

und einem weiteren Dimensionsvektor da von Unterraumdarstellungen schreiben kann. (Ge-
gebenenfalls ist dy durch Nullen zu ergéinzen.) Da es zu d; unendlich viele Isomorphieklassen
von Unterraumdarstellungen gibt, gibt es auch zu d unendlich viele Isomorphieklassen von
Unterraumdarstellungen (vgl. Kapitel 7). Ist eine einzelne Komposition a einer Zahl n bzw.
ein Paar (a, b) von Kompositionen einer Zahl n gegeben, so kann man daraus durch Bildung
von ((n),(n),a) bzw. ((n),a,b) ein Tripel von Kompositionen von n erzeugen. Das Tripel
ist genau dann von endlichem Typ, wenn (a) bzw. (a,b) von endlichem Typ ist.

Eine explizite Beschreibung der Tripel von strikten Kompositionen einer Zahl, die von end-
lichem Typ sind, liefert der folgende Satz (vgl. [9], S. 2), dessen Beweis in Kapitel 8 gegeben
wird.

Satz. Ein Tripel (a,b,c) strikter Kompositionen einer Zahl n mit £(a) = p < {(b) = g <
l(c) = r ist von endlichem Typ genau dann, wenn es einer der folgenden Bedingungen
gentgt:

(Agr)  (pygsr)=(L,q,7), 1<q<r

(DH—?) (p,q,?“) = (27 2>T); 2<r

(EG) (paQar> = (2’373)

(E7) (p, q, T) = (2’ 37 4)

(ES (p,q,r) = (27375)

(B\Y)  (p.a.7) = (2,3,1), 3 <7, min(a) =
(E®)  (p.q.r) = (2,3,r), 3<r, min(b) = 1
(Sq,r (PaQaT) = (2,(1,7”), 2<q<r, mm(a) =

Die ersten Fille in diesem Satz beschreiben die Situation, dafs der zugehorige Kécher ein
Dynkin-Kécher, also von der Form A, ,, D, 12, Eg, E7 oder Eg ist. Da es in diesen Fallen
nur endlich viele Isomorphieklassen von unzerlegbaren Darstellungen gibt, mufs das Tripel
von endlichem Typ sein. In den anderen Féllen wird durch die Bedingungen an die Lange
der Arme und die Dimensionsspriinge entlang der Arme sichergestellt, daft man bei einer
Unterraumdarstellung mit einem Dimensionsvektor dieser Form keine Unterraumdarstellung
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mit einem der kritischen Dimensionsvektoren von IE6, E, oder Eg abspalten kann, zu denen
es unendlich viele Isomorphieklassen von Unterraumdarstellungen gibt (vgl. [3]). Zu zeigen
ist dann noch, daf die Tripel von Kompositionen in den Fillen (Eﬁi):}), (Eﬁ?:}) und (S,,)
tatsédchlich von endlichem Typ sind. Dies geschieht mit Hilfe der quadratischen Form g, die
in diesen Féllen positiv ist.
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1 Grundlagen und Notationen

1.1 Notationen

In der gesamten Arbeit sei vorausgesetzt, daft K ein algebraisch abgeschlossener Korper und
V ein Vektorraum der Dimension n iiber dem Korper K ist.

Mit N wird die Menge {1,2, 3, ...} der natiirlichen Zahlen und mit Ny die Menge {0,1,2,3,...}
bezeichnet.

Die Komposition zweier Abbildungen f: X — Y und g : Y — Z wird mit g o f bezeichnet.

Die Vektoren in den auftretenden Vektorrdumen werden als Spaltenvektoren geschrieben.
Darstellende Matrizen zu linearen Abbildungen werden von links an die Vektoren multi-
pliziert. Sind U, V und W Vektorrdaume iiber einem Korper K und haben die linearen
Abbildungen f : U — V und g : V — W die darstellenden Matrizen A und B bzgl. fest
gewdhlter Basen von U, V und W, so hat die Komposition go f : U — W die darstellende
Matrix BA bzgl. der Basen von U und W.

Fir a = (a1,...,a,) € ZP wird der Ausdruck

min a;
1<5<p

zur Abkiirzung mit min(a) bezeichnet.

1.2 Fahnenvarietaten und Unterraumdarstellungen

Im folgenden sei ) = @), . p, ein sternféormiger Kécher mit £ Armen:

-----

(171) (172) (Lpl 71)
210 (22 @p- DN
e — > oo e ° 71\;\1:1‘
B L4 (Lpl) = (27p2) == (kvpk)
k1) (k2 (kpr- 1)

Im folgenden seien a; € N?i fiir = 1,..., k und a € NP gegeben.

Wir definieren nun eine Abbildung F von Fl,, (V) x ... x Fl, (V) in die Kategorie rep @
der Darstellungen des Kochers () auf folgende Weise:

Ein Element F' € Fl,, (V) x ... x Fl,, (V) hat die Form
F=(0CVuC-CVip =V),....(0CVia C -+ C Vi, = V).

Diesem wird die folgende Darstellung F(F) zugeordnet, wobei die Abbildungen ¢; ;, : V; ;, —
Vij,+1 durch die Inklusionsabbildungen der Vektorraume gegeben sind:
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.

s
/’/’

Vii— Via -+ Vipa1

Diese Darstellung ist eine Unterraumdarstellung. Umgekehrt erhélt man auch fiir jede Un-
terraumdarstellung eines Kochers @, . ,, ein k-Tupel von Fahnen eines Vektorraumes.

.....
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2 Bahnen in Fahnenvarietaten und Isomorphie von Un-
terraumdarstellungen

Satz 2.1. Zwei Tupel von Fahnen liegen genau dann in einer Bahn unter der Gruppenope-
ration von GL(V'), wenn die dazugehdrigen Unterraumdarstellungen isomorph sind.

Beweis. Seien
Fy = ((Og‘/llgg%7p1:V),7(0ng1ggvlﬁpkzv))

und
Fzz((ogWHgng,p1:V)77(Onglgngapk:V>)

zwel Elemente in Fl,, (V) x...xFl, (V), die in einer Bahn der Gruppenoperation der GL(V)
liegen. Dann existiert ein g € GL(V), so dab fir alle j; =1,... ,p;und allei = 1,... k die
Beziehung

Wl}ji = g(‘/;',jz‘)

gilt.
Alle Diagramme
Vij, —=Vijia
)
9(Vij.) . 9(Viji+1)
sind kommutativ, weil fiir alle v € V; j,, fir alle j; = 1,...,p; — 1 und fir alles = 1,... k

die Gleichung
9(tig,(v) = g(v) = ¢;;,(g(v))
erfiillt ist.

Seien nun umgekehrt Dy und Dy zwei isomorphe Unterraumdarstellungen von V. Dann
existieren nach Kapitel 1.2 zwei Tupel F; und F; von Fahnen des Vektorraumes V' mit der

Eigenschaft, dat D; = F(F)) und Dy = F(Fy) gilt.

Da die Unterraumdarstellungen isomorph sind, existiert fiir jeden Punkt (i, j;) ein Isomor-
phismus ¢; ;, : Vi, = V/. , so dak die Diagramme

7;9.]2"

Li,g,

Vl}ji V;,jﬁ-l

Wi,jil @i,ji+ll

1744 V!
bii ; 3,Ji+1
»Jq

kommutativ sind.
Fir alle v € V; ;,, fiir alle j; =1,...,p; — 1 und fiir alle s = 1,. .., k gilt

/

Pigir1 (V) = @i (15, (0) = 5,(0i5.(0) = i, (v). (2.1)
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Wihlt man jetzt g :== ¢, ,, € GL(V),sogilt fiiralle j; = 1,...,p;—lund firallei =1,...,k
die Beziehung
(2.1)
VVZ}J}' = Spiaji(‘/;7ji) = g(‘/;7ji)‘
(Das i ist beliebig, da Vi, = ... =V, und Wy, = = Wy, .) O

Satz 2.2. Jede Darstellung D = (Vi, Vi )iego.acq, €ines sternformigen Kochers Q, bei der die
Vo, fiir alle o € Qq ingektiv sind, ist isomorph zu einer Unterraumdarstellung des Kochers.

Beweis. Eine Darstellung eines sternférmigen Kéchers mit injektiven Abbildungen ist von
folgender Form:

Vii— Vig -+ Vl,pl—l

\

Vor—— Vag =o+ Vapp1 ~

/

Vii— Via -+ Vipa1

Daalle ¢;;, : Vi j, = Vijma fir ji=1,...,p;—1lund i = 1,..., k injektiv sind, gilt
Vigi = tipi-10... 015 (Vig,)
firalle j;=1,...,p;—lund allei=1,... k.

Wahlt man als Isomorphismen an den Stellen (i,7;) mit j;, =1,...,p; —lund i =1,... k
die Abbildungen

©igi © Vigi = tipi—1 0.0 L5 (Vig,)

VS Lip—10...01 (V)

und an der Stelle (1,p;) = --- = (k,px) die Abbildung
OClpy = =Pyt V=2V
v,

so erhilt man als Bild der Darstellung eine Unterraumdarstellung, die zur gegebenen Dar-
stellung isomorph ist, da

0C tip—10...041(Vi1) € ... Ctlip—1(Vip—1) CV
fiir alle e = 1,..., k gilt und die entstehenden Diagramme

Li,j;

‘Pi,jii l@i,ji+1

Lipi—1 © - 0 Lij,(Vig,) ——=tip—10 .. 0 Lijjir1(Vigi+1)

offensichtlich kommutativ sind. O
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3 Tupel von Kompositionen einer Zahl und Dimensions-
vektoren von Unterraumdarstellungen

Fiir ein Tupel a = (ay,...,a,) € Z sei

2

la| = a1 + - - + ap, Ha||2:a%+--~+ap.

Mit Cp,  p (bzw. D, . ., ) wird die additive (Halb-)Gruppe aller k-Tupel
(ag,...,ax) von  Tupeln (bzw. Kompositionen) bezeichnet,  fiir  die

(l(a1),...,0(ak)) = (p1,...,px) und |ag| = ... = |ay| gilt.

D(rep @)) bzw. D(repiy; @) seien die additiven Halbgruppen der Dimensionsvektoren von
Darstellungen bzw. Unterraumdarstellungen von Q).

Die Tupel von Kompositionen seien im folgenden in der Reihenfolge

(1,1),...,(L,p1)s. oy (K, 1), oo (ki)

und die Dimensionsvektoren der Unterraumdarstellungen in der Reihenfolge

(LD,...,(Lpr—=1)),..., (B, 1), ..., (kypr — 1)), (k, px)
durchnumeriert.

Ein Dimensionsvektor d = ((di1,...,d1p,-1), -+, (dk1, - - -, dipo—1), dip, ) €ntspricht also

dlli d12 dl,pl—l

\

//ﬂ

gy —— dia -+ dk,prl

Satz 3.1. Die Abbildung

o Cps...

((CLH, C.e ,CLle, C. ,CLLpl), <y (akl, C. ,a;m-k, e ,ak,pk))
j p1—1 j pr—1

J Jk Pk
— ((an,...,Zalj,...,Zalj),...,(akl,...,Zakj,...,Zakj),Zakj)
j=1 J=1 J=1 J=1 J=1

st byjektiv und hat folgende Eigenschaften:

o = 7,1 =1+ +(pr—1)+1

e o ist additiv, d. h.
U((ala s 7ak) + (bla s 7bk)) = O-(alv s aak) + O-(bla SR 7bk) (31)

fir alle (ag,...ag), (by,...,bx) € Cp,
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(a1,...,ax) € Dy, . © 0(ay,...,ax) € D(repin; Q) (3.2)

Beweis. Die Umkehrabbildung wird durch

oL 7,P1= DA (pe—1)+1 Cpl

((dy1y- o sdipi—1)s ooy (dias oo dipe—1)s dipy)
— ((dll, c.. 7d1,p171 — dl,p1727 dk,pk — dl’p1,1)7 ey

(dkb s adk7pk—1 - dk,pk—27 dk‘,pk - dk,pk—l))

gegeben.
(3.1) ist erfiillt, denn es gilt

a((al,...,ak)—|—(b1,...,bk)):a(al—l—bl,...,ak—i—bk)

p1—1 pr—1
= ((a11 + b1, -, Z(GU +b1;))s -, (agr + b, - - - Z(akj + bij)),
j=1 j=1
Pk
> (a; + biy))
j=1
p1—1 pr—1 Pk
= ((au,...,Zalj),...,(akj,...,Zakj), akj)
j=1 j=1 j=1
p1—1 pr—1 Pk

+ ((brs o Y bag)s e (g
Jj=1 J

= U(ala"'aak)+J(b17"'7bk)

bj)s > bij)
1 =1

(3.2) ist erfiillt, weil die Dimensionsvektoren von Unterraumdarstellungen entlang der Arme
aufsteigend sind und alle Eintrédge in Tupeln von Kompositionen in Ny liegen. [

Mit apeq wird die reduzierte Komposition einer Zahl bezeichnet. Das ist die Komposition
die man durch Entfernen der Komponenten a; aus a mit a; = 0 unter Beibehaltung der
Reihenfolge der {ibrigen Komponenten erhélt.

N, . sei die Menge {(a, b, ¢) € D, 4 |(ared, Pred, Crea) = ((1%), (13), (13)) oder ((22), (1), (1%))
oder ((3%),(2%), (1%))}.

Bemerkung. Die Tripel von reduzierten Kompositionen, die in N, liegen, entsprechen
den kritischen Dimensionsvektoren von Eg, E; und Eg. Zu diesen gibt es unendlich viele
Isomorphieklassen von Unterraumdarstellungen (vgl. [3]).

Definition 3.1. Ein Tupel (ay,...,ayx) strikter Kompositionen einer Zahl heifst von endli-
chem  Typ, wenn die Gruppe GL(V) nur endlich viele Bahnen in
Fla, (V) X -+ x Fla (V) hat.

Nach Satz 2.1 und (3.2) ist das dquivalent dazu, daf der zugehorige Dimensionsvektor
unterraumendlich ist.
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4 Dimensionsformeln fiir Fl, (V) x -+ x Fl

4.1 Berechnung der Dimension von Fl,(V)

Das folgende Lemma findet man z. B. in [2], S. 69. Hier wird ein kurzer Beweis fiir die
Behauptung gegeben.

Lemma 4.1. Fir einen topologischen Raum (X, X) sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. X ist irreduzibel, d. h., fir je zwei abgeschlossene Teilmengen Ay, Ao ; X qgilt

A U Ay £ X.

2. Jede offene Teilmenge O # () ist dicht in X .
3. Fiir je zwei offene Teilmengen Oy, Oy # () gilt
O1 N Oy # 0.

Beweis. Zu zeigen ist nur die Aquivalenz von 2. und 3., da 1. die zu 3. duale Aussage ist.

3. = 2. (mit Kontraposition):

Wenn 2. nicht erfiillt ist, gibt es eine offene Menge § # O € X mit O & X.

Dann gilt § # (X\O) € X, da O abgeschlossen ist.

Es gilt (X\O)NO C (X\O)NO = .

Es existieren also zwei nicht-leere, offene Mengen O; := O und O, := (X\O) mit O;NO, = .

2. = 3.

Fiir alle ) # O € X gelte O = X.

Seien () # 01,05 € X. Dann gilt O; N Oy € X, und somit O; N Oy = X. Daraus folgt, daf
01N 0Oy # 0. O

Definition 4.1. Die Zariski-Topologie ist die Topologie auf K™, die man erhélt, wenn man
als abgeschlossene Mengen die Mengen wahlt, die man als gemeinsame Nullstellen von end-
lich vielen Polynomen in K[Xj,...,X,] schreiben kann.

Abgeschlossene Mengen bzgl. der Zariski-Topologie sind also die algebraischen Mengen.

Ist ein m-dimensionaler Vektorraum W iiber K gegeben, so ist W isomorph zu K™, und der
Polynomring P(W) ist isomorph zu K[X7,..., X, (vel. [5], S. 579). Die Zariski-Topologie
auf dem Vektorraum W wird dann durch die Zariski-Topologie auf K™ gegeben.

Im folgenden sei fiir die auftretenden Raume als Topologie die Zariski-Topologie gegeben.
Offene (bzw. abgeschlossene) Mengen sind diejenigen, die bzgl. der Zariski-Topologie offen
(bzw. abgeschlossen) sind.

Lemma 4.2. End(V) ist irreduzibel, denn End(V) ist als Vektorraum isomorph zu K™ .

Lemma 4.3. GL(V) ist offen in End(V').



DIMENSIONSFORMELN FUR Fl,, (V) x -+ x Flo (V) 13

Beweis. Zu zeigen ist, daf End(V)\GL(V') abgeschlossen ist.
Es gilt
End(V)\GL(V) = {M € End(V)|det M = 0} = det ~*(0).
Da die Determinante ein Polynom in n? Variablen ist, ist End(V)\GL(V) abgeschlossen. [J

Nach Lemma 4.1 und Lemma 4.2 ist GL(V) dicht in End(V') und hat daher die gleiche
Dimension wie End(V). Es gilt
dim GL(V) = n*. (4.1)

Definition 4.2. Die Grassmannsche Mannigfaltigkeit der m-dimensionalen Unterrdume
eines n-dimensionalen Vektorraumes V' iiber K wird mit Grass,,(V') bezeichnet.

Definition 4.3. Eine lokal abgeschlossene Teilmenge eines projektiven Raumes heifst qua-
siprojektive Varietit.

Eine quasiprojektive Varietédt, die zu einer abgeschlossenen Teilmenge eines projektiven
Raumes isomorph ist, heifst projektive Varietdt.

Nach [5], S. 483ff. ist Grass,,(V') eine projektive Varietédt. Nach [5], S. 606f. sind Produkte
von projektiven Varietaten wieder projektive Varietaten.

Die Menge
Flo, (V) x ... X Fla (V)

ist eine abgeschlossene Teilmenge von

(Grass,,, (V) X ... X Grassa,;+_1a;,, (V)) X ...
X (Grassg, (V) x ... x Grasso, +. +ay,, (V));

also eine (quasi-)projektive Variett.

Das néchste Lemma gibt die Formel zur Berechnung der Dimension von Grass,, (V') an (vgl.
auch [5], S. 484).

Lemma 4.4. Sei V' ein Vektorraum der Dimension n tiber K. FEs gilt
dim Grass,,,(V) = m(n —m). (4.2)

Genauer gilt: Eine Inklusionsabbildung v : W — V' eines m-dimensionalen Vektorraumes W
in den Vektorraum V' hat bis auf Basiswechsel in W und Umnumerierung der Basiselemente
V' eine darstellende Matrixz der Form

1 @)
@) 1
[:= ,
bm+1,1 tm+1,m
lnl lnm

jede solcher Matrizen beschreibt eine Inklusionsabbildung, und der affine Raum dieser Ma-
trizen hat iber K die Dimension m(n —m).



DIMENSIONSFORMELN FUR Fl,, (V) x -+ x Flo (V) 14

Beweis. Da ¢ injektiv ist, gibt es in jeder darstellenden Matrix
I' = (1i;)i; von ¢
m linear unabhéngige Zeilen, denn es gilt
tk(I') = rk(z) = dimg Im(c) = m.

0O.B.d. A. sind dies die ersten m Zeilen:

/ !
Lll’ c ooy le’
e

! L,

b1y - 3 b, -

Ansonsten fiithre man einen Basiswechsel in V' mit Umsortierung der gegebenen Basisele-
mente von V' durch. Die Umnumerierung der Basiselemente von V' entspricht einer Zeilen-
vertauschung in der darstellenden Matrix.

Bildet man nun
/ DY ,
l11 Uim

/ . /

L

bm1 ’ mm

so erhalt man eine Matrix, die einen Basiswechsel in W beschreibt.

Zu zeigen ist jetzt, dals es Elemente

Lm+1,17 s ey Lm+1,m7
ey
lnly -« lnm
gibt mit
[-&y =T.

Die Gleichheit fiir die Zeilen 1 bis m ist erfiillt.
Fiir die Zeilen m + 1 bis n erhélt man fiir jede Zeile ein lineares Gleichungssystem

i U,
(Lila"'>[’im)' :(L;D?L;m)

! /
S mm

mit m Gleichungen und m Unbekannten, das eindeutig auflosbar ist, weil &y als Matrix
des Basiswechsels invertierbar ist.

Es ist klar, dafs
rk(I) = m,

und deshalb beschreibt jede Matrix der Form I eine Inklusionsabbildung.

Der affine Raum der Matrizen der Form I 148t sich schreiben als

ITLX?TL + M7
wobei
1 @)
@) 1
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und

0 -~ 0

o -0 . .

M = Ly € K VYm+1<i<nVli<j<m
lm+1,1 ° lm+41,m

Inl tnm
ist. Da dimg M = m(n — m), hat auch der affine Raum der Matrizen der Form I die
Dimension m(n —m). O

Korollar 4.1. Es gilt
p j—1
dimFl,(V) = Z Z aa; (4.3)

j=1 1=1

Beweis. (Induktion iiber die Lange p von a)
Fiir p = 1 ist die Formel richtig, da Fly(V) = {V'} und

dim{V} =0

p~p+1:
Es gilt

p j—1 D p+1 P
dmFL(V) " N N e+ Y a (Z = al>

j=1 I=1 =1 =1 =1

p j—1 D
= Z a1a; + Z a1ap41

j=1 I=1 =1

p+1 j—1
= apa;

j=1 [l=1

]
Lemma 4.5. Es gilt

p j—1 1
> ey = (laP — [lal?). (4.4)
j=1 I=1

Beweis. (Induktion iiber die Lange p von a)
Fiir p = 1 ist die Formel richtig, denn es gilt

1

p~p+1:
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Es gilt
p+1 j—1 p j-1
qa; = ara; + Ap+1 Z a;
Jj=1[l=1 Jj=1 [=1 =1
v 1 p p
= 5 ( Z a, + Ap+1 Z a;
=1
1 p
= 5( Za —i—QZalaPH

I I
N | — | =
—~
IME I
NN

[\
+
3 [\»}
+
T 19
2
+
)
M
N
)
+
?r@
~__

4.2 Existenz einer dichten Bahn in Fl, (V) x ... x Fl, (V)

Nach [2], S. 292 gilt

Satz 4.1. Sei f: X — Y ein Morphismus zwischen quasiprojektiven Varietaten, X irredu-
zibel und

m :=dim X — dim(f(X)).
Dann gilt

dim(f~'(¢)) > m
fir alle g € f(X).

Weiterhin gibt es eine Menge U C f(X), die offen und dicht ist in f(X), so daf
dim(f~}(q)) =m

fur alle g € U.

Der Beweis dieses Satzes geschieht mit Hilfe der Methode der affinen Uberdeckung von

quasiprojektiven Varietdten (siche [2], S. 292). Der Satz kann zunéchst fiir affine Varietéten

gezeigt werden (vgl. [2], S. 157 oder [7], S. 249) und 1&ft sich dann direkt auf den Fall der
quasiprojektiven Varietiten iibertragen.

Im folgenden sei eine Operation
GxZ—Z
(9,2) = gz

einer algebraischen Gruppe G auf einer projektiven Varietéit Z gegeben.
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Definition 4.4. Fiir z € Z heikt Gz := {gz|g € G} die Bahn eines Punktes z € Z. Mit
G, :={g € G|gz = z} wird der Stabilisator eines Punktes z € Z bezeichnet.

Aus Satz 4.1 kann man zwei wichtige Folgerungen ziehen.

Korollar 4.2. Gz ist offen im Abschluf Gz.

Beweis.

w: G—=Z
g gz

ist ein Morphismus zwischen quasiprojektiven Varietdaten. Nach Satz 4.1 existiert eine Menge
U C Gz, die in Gz offen und dicht ist. Da Gz = gU, ist auch Gz offen in Gz. O

geG

Korollar 4.3. Fiir jeden Punkt z € Z gilt folgende Dimensionsformel:

dim G = dim Gz 4+ dim G,. (4.5)

Bewezs. Man betrachte wieder

w: G—Z
g gz.

Fiir 2/ € Gz existiert ein g € G mit 2’ = gz. Es gilt
:u_l(zl) = gG.,
und daraus folgt
dim (7)) = dim G, = dim pu~'(2).

Nach Satz 4.1 gilt nun
dim G = dim Gz + dim G,.

O

Lemma 4.6. Sei (X,X) ein topologischer Raum und M C X. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

1. M ist offen im Abschluf8 M.

2. M ist lokal abgeschlossen.

Beweis. 1. = 2.:

Sei M offen im Abschluk M. Das heift, es gibt eine offene Menge O € X mit der Eigenschaft,
daf M =ON M.

Insbesondere 1afst sich dann M als Durchschnitt einer offenen und einer abgeschlossenen
Teilmenge von X schreiben. Das heifst aber, dafs M lokal abgeschlossen ist.

2. = 1.
Sei M lokal abgeschlossen. Das heifit, es existieren eine offene Teilmenge O von X und eine
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abgeschlossene Teilmenge A von X mit der Eigenschaft, dak M = O N A.

Wegen dieser FEigenschaft gilt auch M C A, und daraus folgt, dafs
MCMCA=A.

Aufgrund dessen erhilt man M = M NM =0NANM=0NM.

Es existiert also eine offene Menge O € X mit der Eigenschaft, daf M = O N M, was
gleichbedeutend damit ist, daff M offen in M ist. n

Aus Korollar 4.2 und Lemma 4.6 folgt, daf alle Bahnen Gz lokal abgeschlossene Teilmengen
von Z sind. Insbesondere sind auch alle Bahnen GL(V) F fiir alle F' € Fl,, (V) x...xFl,, (V)
lokal abgeschlossen.

Falls es nur endlich viele Bahnen unter der Operation von GL(V) gibt, existieren eine
endliche Indexmenge I und F; € Fl,, (V) x ... x Fl (V), i € I, so dak

Flo, (V) % ... x Flo (V) = | JGL(V)F, (4.6)
i€l
gilt.

Fiir endlich viele lokal abgeschlossene Teilmengen Z; , i € I, von Z gilt

dim U Z; = maxdim Z;.
icl
i€l

Falls es nur endlich viele Bahnen gibt, gilt nach (4.6) also auch

dim Fly, (V) x ... x Fly (V) = maxdim GL(V) .
(S

Daher existiert eine Bahn GL(V)F, die volle Linge hat, fiir die also

dim GL(V)E = dimFl,, (V) x ... x Fl, (V) (4.7)

ak

gilt.
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5 Die Titsform fiir Tupel von Kompositionen einer Zahl

Die Titsform q : Z|9! — Z ist fiir einen Kécher @ definiert durch

q(d) = Z dl2 — Z ds(a)dt(a)

1€Qo a€Q1

fiir d € Z/Qol,

Fiir ein k-Tupel von Vektoren (ay,...,ay) € ZP*"*Px wird durch

g(ay,...,ax) = % (Z lag||® + (2 — k)ng)

ebenfalls eine quadratische Form definiert.

Lemma 5.1. Fir ein k-Tupel (ay,...,ax) von Kompositionen einer Zahl n gilt

g(ai,...,ax) =dimGL(V) —dimFl,, (V) — ... = dim Fl, (V). (5.1)

Beweis. Da
dim GL(V) = n?

und ! !
dim Fla, (V) = & (jauf? — i) = § (n® — flas]?)
fir alle 1 < < k gilt, folgt sofort die Formel (5.1). O

Der folgende Satz beschreibt den Zusammenhang der beiden quadratischen Formen. Die
Form g nimmt fiir ein Tupel von Kompositionen einer Zahl n denselben Wert an wie die
Form ¢ fiir den zugehérigen Dimensionsvektor.

Satz 5.1. Es gilt
Q<al7 s 7ak> = Q(U(a17 s 7ak>)'
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Bewess.

a(al, .

. ak)

N —

(Z Jaul* + (2 - W)

1 k k
> (Z a2 - Z\aﬁ) +n*
pi j—1
—ZZZazlaw—i—n
i=1 j=1 I=1
pi j—1
—ZZZazla”—i—n
i=1 j=2 [=1
k pi—1 j

- Z Z Z Qi j4+1 + n

5 (5] (0§

k,(
i=1 j=1

J

(%]
E il
1—1
Jj=1

q(o(as,...,ax))

)+ (E) S5

q((an, ey Z alj), ey (a;ﬂ, ey Z akj),Zakj)

20
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6 Der Satz von Kac

Definition 6.1. Eine Darstellung D # 0 heifit unzerlegbar, wenn sie sich nicht als direkte
Summe von zwei Darstellungen Dy, Dy # 0 schreiben léft, also fiir alle Dy, Dy mit D1 ® Dy =
D entweder Dy = 0 oder Dy = 0 gilt.

Sind zwei Darstellungen D = (V}, Va)icgo.acg, und D' = (V). V.)icqy.aco, €ines Kochers @
gegeben, so sind die Vektorrdume in der Darstellung D & D’ durch V; @ V/ fiir [ € Qo und
die Abbildungen durch V,, @ V! fir a € )1 gegeben.

Jede Darstellung eines Kochers laft sich nach Krull-Remak-Schmidt (vgl. [8], S. 441) als
direkte Summe von unzerlegbaren Darstellungen des Kochers schreiben. Eine Darstellung
D = (Vi,Va)iego.acq, eines Kochers @ léfst sich ndmlich interpretieren als einen Modul
iiber der Wegealgebra k(). Hat man eine Unterraumdarstellung gegeben, so sind die un-
zerlegbaren direkten Summanden ebenfalls Unterraumdarstellungen, denn jede Abbildung
Ve in einer Unterraumdarstellung (V}, Va)icQy,acq, ist injektiv. Es gilt also Ker V,, = 0 fiir
alle v € (1. Wiire nun einer der unzerlegbaren direkten Summanden (U, U, )icqy.acq, kei-
ne Unterraumdarstellung, so gébe es ein § € ) mit KerUg # 0. Dann wire aber auch

Ker V3 # 0.
Kac hat in [6] fiir algebraisch abgeschlossene Korper folgendes gezeigt:

Satz ‘ 6‘.1. Sei ein  Kdcher @ mit der zugehorigen Titsform q gegeben und
d e Ny,

e Fualls q(d) > 1, gibt es keine unzerlegbare Darstellung mit dem Dimensionsvektor d.

e Fualls q(d) = 1, gibt es hochstens eine Isomorphieklasse von unzerlegbaren Darstellun-
gen mit dem Dimensionsvektor d.

e Fualls q(d) <0, gibt es keine oder unendlich viele Isomorphieklassen von unzerlegbaren
Darstellungen mit dem Dimensionsvektor d.

Korollar 6.1. Ist d ein Dimensionsvektor einer unzerlegbaren Darstellung von @), so gibt
es genau eine Isomorphieklasse von unzerlegbaren Darstellungen mit dem Dimensionsvek-
tor d, wenn q(d) = 1, und unendlich viele Isomorphieklassen von Darstellungen mit dem
Dimensionsvektor, wenn q(d) < 0.

Da man jede Unterraumdarstellung als direkte Summe von unzerlegbaren Unterraumdar-
stellungen schreiben kann, kann man auch jeden Dimensionsvektor von Unterraumdarstel-
lungen als eine Summe von Dimensionsvektoren zu unzerlegbaren Unterraumdarstellungen
schreiben.

Mit (3.1) und (3.2) erhélt man, daf alle (a%,...,a}) € D,, ...
D,, ...p. Tupel von Kompositionen einer Zahl sind, die zu Dimensionsvektoren von direkten
Summanden von Unterraumdarstellungen zu dem Dimensionsvektor o(ay, ..., ax) gehoren.

», mit der Eigenschaft (a; —aj,. ..

, Ak

/

)
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7 Der Fall £ > 4

Definition 7.1. Ein k-Tupel (ay,...,ax) € D,

-----

Satz 7.1. Fir k > 4 ist ein echtes k-Tupel (ay, ..., ax) von strikten Kompositionen einer
Zahl nicht von endlichem Typ.

Das ist nach Satz 2.1 und (3.2) dquivalent dazu, daf es fir einen sternformigen Kdocher
mit vier oder mehr Armen zu jedem Dimensionsvektor von Unterraumdarstellungen, dessen
Dimensionen an jedem Arm strikt aufsteigend sind, unendlich viele Isomorphieklassen gibt.

Beweis. Fiir k > 4 ist ein echtes k-Tupel (ay, ..., ay) strikter Kompositionen von der Form
((1 + e, .-, 1+ el,f(al))v (1 +e21,..., 1+ 62,€(a2))7 ey (1 + ek, .-, 1+ ek,g(ak)>)7
wobei e; ;, € Ny fir alle i =1,..., k und alle j; = 1,...,{(a;) gilt.

Offensichtlich ist

1o.,ay)
((0,...,0,1,1),(0,...,0,1,1),(0,...,0,1,1),(0,...,0,1,1)), (0,...,0),

.,(0,...,0))

(a

ein Tupel, fir das (a; — aj,...,ax — aj ) wieder ein echtes k-Tupel von Kompositionen ist,
daa;j —a,, >0firallei=1,...,kund alle j; =1,... ¢(a;) gilt.

4,Ji

Fiir das Tupel (af,...,a}) gilt

(all,redv s 7ai{,red) = ((17 1)7 (17 1>’ (17 1)7 (17 1))7

was das zu dem kritischen Dimensionsvektor von D gehorige Tupel ist.

Unterraumdarstellungen zu dem kritischen Dimensionsvektor von D, sind u.a. gegeben
durch die folgenden Darstellungen D(\):

D(\) =

K2
Ao o
K K

Diese sind fiir verschiedene A € K jeweils nicht isomorph. Sind n&mlich zwei isomorphe
Darstellungen D(A) und D(p) der obigen Form gegeben, dann sind fiir Isomorphismen, die
durch die Matrizen

( ap G ) ,(a), (b), (c) und (d)

ag1 A2

beschrieben werden, die folgenden Diagramme kommutativ:
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und

(all (112)
a21 a22

KZ

(a)

o (@b as) o
K K

K K
(b)
ol
8 9
K K
()

o (88

23

(7.3)

(7.4)

Mit (7.1) und (7.2) erhdlt man, daf a;; = a, az; = 0, a;a = 0 und agy = b gelten muk.
Wegen (7.3) muk a = b = ¢ gelten, und zuletzt erhilt man aus (7.4), dak ¢ = d und cA = cu
gelten mufs. Da ¢ # 0, folgt A = p.

Da K algebraisch abgeschlossen ist, hat K unendlich viele Elemente. Da es zu dem kritischen
Dimensionsvektor von D4 also unendlich viele Isomorphieklassen von Unterraumdarstellun-

gen gibt, ist das Tupel (ay, ..

., &) nicht von endlichem Typ.

]
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8 Klassifikation der Tupel von Kompositionen einer Zahl,
die von endlichem Typ sind

Bemerkung. Man kann in den Féllen £ = 1 und £ = 2 aus einer Komposition a bzw.
einem Paar (a,b) von Kompositionen einer Zahl n ein Tripel von Kompositionen von n
durch Bildung von ((n),(n),a) bzw. ((n),a,b) erzeugen. Das Tripel ist genau dann von
endlichem Typ, wenn (a) bzw. (a, b) von endlichem Typ ist.

Lineare, injektive Abbildungen zwischen zwei endlichdimensionalen Vektorrdumen gleicher
Dimension sind auch surjektiv, also bijektiv.

Es gentigt also fiir die Klassifikation (zusammen mit Satz 7.1), nur Tripel von strikten
Kompositionen zu betrachten.

Im folgenden sei @ ein sternférmiger Kécher mit drei Armen, und die Tripel (a, b, c) seien
so sortiert, dak f(a) =p < {(b) = g < {(c) = r gilt.

Der folgende Satz gibt Bedingungen dafiir an, wie man einem Tripel von strikten Komposi-
tionen direkt ansehen kann, ob es von endlichem Typ ist.

Satz 8.1. Ein Tripel (a,b,c) strikter Kompositionen einer Zahl n ist von endlichem Typ
genau dann, wenn es einer der folgenden Bedingungen geniigt:

(AQ,T‘) (p7Qar> - (1aQ7T)7 ]- S C] S r

(DH—Z) (p,q,r) = (2a 2,T), 2<r

(E6) (pa%r) = (27373)

(E7) (p>Q7T) = (27374)

(ES) (p,q,r) = (27375)

(E%)  (pog,r) = (2,3,7), 3 < r, min(a) =
(E®)  (p,q,r) = (2,3,7), 3<r, min(b) = 1
(Ser)  (prg,m)=1(2,¢,7),2<q<r, min(a) =

Eine erste Klassifikation der Tripel von endlichem Typ liefert der folgende Satz.

Satz 8.2. Ein Tripel (a,b,c) € D, ., strikter Kompositionen einer Zahl ist von endlichem
Typ genau dann, wenng(a’,b’,c’) > 1 fir alle (a’,b’,c') € D, ,, mit (a—a’,b—b’,c—c')
D

p,q,r-

Nach Satz 2.1 und (3.2) ist das dquivalent dazu, dafi ein Dimensionsvektor d genau dann
unterraumendlich ist, wenn fir alle maoglichen Dimensionsvektoren d’ eines direkten Sum-
manden einer Unterraumdarstellung mit Dimensionsvektor d die Ungleichung q(d’) > 1
erfillt ist.

Beweis. Sei (a,b,c) € D, ,, von endlichem Typ.
Sei S(V') die Untergruppe der Skalarmultiplikationen in GL(V).

Fir alle s € S(V') und fiir alle F' € Flo(V) x Fl, (V') x Fl.(V) gilt

sk =F.
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Zu zeigen ist fiir die Behauptung, daf fir alles € S(V),allei = 1,..., kund alle j; = 1,...p;
die Beziehung

s(Vig.) = Vi,
gilt.

Das ist aber klar, denn mit v € V; ;, liegt auch s(v) = sv mit s € S(V) bzw. § € K in V, ,.
Umgekehrt liegt jedes Element s(v) € s(V;;,) auch in V;;,, denn v ldft sich schreiben als

3Ji )
v=35§" w=sw) mitwe V.

Fiir alle F' € Fl,(V) x Flp(V) x Fl.(V) gilt also
S(V) € GL(V)r,
woraus folgt, daf fiir alle F' € Flo(V) x Flp,(V') x Fl.(V) die Gleichung
1=dimS(V) <dimGL(V)p
erfiillt ist.

Weil die Anzahl der Bahnen endlich ist, kann man nach (4.7) eine Bahn GL(V)F auswiéhlen,
tiir die )
dim GL(V)F = dim Flo(V) x Fly(V) x Fl,(V)

gilt, und wegen der Dimensionsformel (4.5) folgt nun
dimGL(V) > dim(Fl,(V) x Fl,(V) x Flo(V)) + 1
= dimF1l,(V) + dimFl(V) + dim Fl.(V') + 1,
also
g(a,b,c) > 1.

Da alle (a’,b’,c’) mit (a—a’,b—Db’,c —c’) € D,,, ebenfalls von endlichem Typ sein miis-
sen, gilt auch
g(a',v’,c) > 1.

Sei umgekehrt ein Tripel (a, b, c) mit der Bedingung g(a’,b’,c¢’) > 1 fiir alle (a’,b’,¢’) mit
(a—a',b—b,c—c') e D,,, gegeben.

Nach Satz 2.1 und (3.2) kann man anstelle von (a, b, c) den zugehorigen Dimensionsvektor
o(a, b, c) von Unterraumdarstellungen betrachten. Es gilt also

q(o(a’,b',c)) >1

fir alle o(a’,b’, ¢’), die Dimensionsvektoren eines direkten Summanden von Unterraumdar-
stellungen mit Dimensionsvektor o(a, b, ¢) sind. Insbesondere gilt dies auch fiir die Dimen-
sionsvektoren der unzerlegbaren direkten Summanden.

Nach Satz 6.1 gilt fiir alle Dimensionsvektoren d von unzerlegbaren Darstellungen eines
Kochers

Daher folgt
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fiir alle Dimensionsvektoren von unzerlegbaren direkten Summanden von Unterraumdar-
stellungen mit Dimensionsvektor o(a, b, ¢), weshalb die unzerlegbaren direkten Summanden
nach Korollar 6.1 bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt sind.

Da es nur endlich viele Zerlegungen von o(a, b, ¢) in Dimensionsvektoren von unzerlegharen
direkten Summanden gibt, denn die Dimension an jedem Punkt ist beschrénkt, ist o(a, b, c)
unterraumendlich. Das heifit aber, dafs (a, b, c) von endlichem Typ ist. [l

Es folgt nun ein Hilfssatz, der beim Beweis von Satz 8.4 gebraucht wird.

Hilfssatz 8.3. Sei a eine strikte Komposition von n und ¢(a) = p.

Es gelten folgende Ungleichungen:

1. |ja]|* > n.
2. Falls p =3, folgt ||a||* > 3(n —2).
3. Falls p=2 und n = 2m, also gerade, folgt ||al|* > 2m?.
4. Falls p=2 und n = 2m+ 1, also ungerade, folgt ||a||* > 2m?* + 2m + 1.
Bewezs. 1.
lal?=ai+...+a>a+...+a,=n
2. Es gilt
3
lal|* = 3(n — 2) = af + a3 + a3 — 3(a1 + az + a5 — 2) = > _(af — 3a; + 2)
j=1
3
= (a; —1)(a; - 2).
j=1
Die Behauptung ist erfiillt, wenn
(CL]' — 1)((Ij — 2) 2 0 VJ = 1,2,3
gilt.
Fall 1.
aj:1:>(aj—1)(aj—2):O
Fall 2.
aj:2:>(aj—1)(aj—2)20
Fall 3.
aj23:>(aj—1)(aj—2)22-1>0
3.

2

la||> = af + a5 = (m — 2)* + (m + 2)? = 2m? + 22* > 2m?,

falls z € Z.
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lall> =a?4a2=(m—2)>+ (m+1+2)>=2m> +2m + 22> + 22 4+ 1
> 2m? + 2m + 1,

falls z € Z.
L]

Durch den folgenden Satz erhélt man in Verbindung mit Satz 8.2 eine zweite Klassifikation
der Tripel von Kompositionen einer Zahl, die von endlichem Typ sind.

Satz 8.4. Sei (a,b,c) € D, ein Tripel strikter Kompositionen einer Zahl n.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. (p,q,7) und (a,b,c) geniigen keiner der Bedingungen aus dem Satz 8.1.

2. Es existiert ein 0 # (a,b,c) € D,,. mit g@,b,c) < 0 und
(a—a',b—b,c—c)e€D,,,.

3. Es emistiert ein (a',b',c’) € N, 4, mit (a—a’,b—b',c—c)e D,,,.

Beweis. 3. = 2.
Wihle (a’,b’,c¢’) aus 3. Fiir alle (a,b,c) € N, ,, gilt

g(a,b,c) =0,
denn ]
A0, (1), () = 2312 4317 4312 ) =0,
2(2), (19,1 = 52 2 44124412~ ) =0
und
A3, (2%),(10) = 528 +3-2 4617~ 6%) =0.
1. = 3.

Falls die Bedingungen im Satz 8.1 nicht erfiillt sind, mufs eine der folgenden Bedingungen
gelten:

(a) (p,q,7) =(2,3,7), 6 <r, min(a) > 3, min(b) > 2
(b) <p7Q7T> = (27Q7T)7 4<qg<r, min(a) > 2

(C) (p7QJT) - <p7q7r>7 3<p<qg<r

Ein Tripel mit der Bedingung (a) ist von der Form

(a,b,c) =((3+e11,3+€e12),(2+e2,2+e22,2 4+ €23), (L +e€31,...,1 +e3.)),

wobel €11, €12, €21, €22, €23 € NO und €3; € No fir alle ] = 1, o, T gllt
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Offensichtlich ist
(@, b',¢) =((3,3),(2,2,2),(0,...,0,1,1,1,1,1,1))

ein Tripel, fiir das (a — a’,b — b’, ¢ — ¢) wieder in D, ,, liegt, da a;—a; > 0 fiir alle { = 1, 2,
bi —b; >0 fiir alle i = 1,2,3 und ¢; — ¢; > 0 fiir alle j = 1,...,r gilt.

Fiir das Tripel (a’,b’,c’) gilt
( red?b;ed> red) ((3 3) (2v272) (171717171’1))

also
(a',b',c') € Npgor.

Ein Tripel mit der Bedingung (b) ist von der Form

(a,b,c) =((2+e11,24e€12), (L +ea1,..., 1 +eay), (1 +es,...,1+e3)),
wobei eq1,e12 € Ny, e9; € Ny fiir allei =1,...,¢ und e3; € Ny fiir alle j = 1,...,r gilt.
Offensichtlich ist

(@,b',c)=1((2,2),(0,...,0,1,1,1,1),(0,...,0,1,1,1,1))

ein Tripel, fiir das (a — a’,b — b’, ¢ — ¢) wieder in D, ,, liegt, da a;—aj; > 0 fur alle { = 1, 2,
bi—0;>0fiirallei =1,...,gund ¢; — ¢ > 0 fiir alle j = 1,...,r gilt.
Fiir das Tripel (a’,b’,c’) gilt

( red’b;'ed7 red) ((2 2) (1717171>7(1717171))7

also
(a',b',c') € Npgo

Ein Tripel mit der Bedingung (c) ist von der Form

(a,b,c)=(1+e1r,...,1+ep),(I+ea,....,1+ey) (1+es,....,1+es)),

wobei e; € Ny fiir alle l = 1,...,p, es; € Ny flir alle ¢ = 1,...,¢ und e3; € Ny fiir alle
Jg=1,...,r gilt.

Offensichtlich ist
(a,b’,¢) = ((0,...,0,1,1,1),(0,...,0,1,1,1),(0,...,0,1,1,1))

ein Tripel, fiir das (a—a’,b—Db’,c —c’) wieder in D, ,, liegt, da a; — a; > 0 fiir alle
l=1,...,p,b;=b; > 0fiirallei=1,...,qund ¢; — ¢ > 0 fiir alle j = 1,...,7r gilt.

Fiir das Tripel (a’,b’,c’) gilt
( red’bi‘ed7 red) ((1 1 1) (17171)7(1>1a1))7

also
(a',b',c') € Npgo.
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2. = 1. (durch Kontraposition):

Alle Tripel (a’,b’,c¢') € D,,, mit der Bedingung (a—a’,b—b’,c—c') € D,,,, wobei
(a,b,c) zu einer der im Satz 8.1 angegebenen Klassen gehort, gehoren wieder zu den im
Satz 8.1 angegebenen Klassen. (Sonst wiirde eine der Bedingungen (a), (b) oder (c) aus
dem zweiten Beweisschritt gelten, was im Widerspruch zu der Einschréankung der Lange der
Arme des Kochers bzw. der Dimensionsspriinge entlang der Arme wére.)

Daher reicht es zu zeigen, dak G(a,b,c) > 1 fiir alle (a,b,c) aus einer der angegebenen
Klassen gilt.

Fall 1. (a,b,c) gehort zu der Klasse (A4,,), (Dyy2), (Es), (E7) oder (Es).

Dann ist die Titsform ¢ und damit auch g positiv (siche [4], Théoréme auf S. 148). Es gilt
also g(a,b,c) > 1 fiir alle (a, b, c) aus den Klassen (A, ), (Dy+2), (Eg), (E7) oder (Eg).

Fall 2. (a,b,c) gehort zu der Klasse (Eﬁ‘jr)i,)), also (p,q,7) = (2,3,7), 3 < r, min(a) = 2.
Dann gilt

_ 1
dab.c) = L(lall* + bl + ]~ n)
1
> 5(22+(n—2)2—|—3(n—2)+n—n2)
1
= 5(8—4n+4n—6)
= 1

Verwendet wurden bei der Abschétzung min(a) = 2, Hilfssatz 8.3, Teil 2 und Teil 1.

Fall 3. (a,b,c) gehort zu der Klasse (Eﬁbjg), also (p,q,7) =(2,3,7), 3 <7, min(b) = 1.
Bildet man b’ durch Entfernung einer Komponente von b, die gleich 1 ist, so gilt

Ioll* = []]* + 1.
Fiir den Fall, dafs n = 2m gerade ist, gilt

_ 1
d(a,b,c) = S(llal* + I + 1+ [c]* —n)

v

1
5(2m2—|—2m2—2m+1+1+2m—n2)

1
= 5(4m2 +2—n?)

1
= 5((2m)2 +2—n?)
=1
Verwendet wurden bei der Abschétzung Hilfssatz 8.3, Teil 3, Teil 4 und Teil 1.

Fiir den Fall, dak n = 2m + 1 ungerade ist, gilt

~ 1
g(a,b,c) = §(||a!|2 + [P+ 1+ [[e]|* = n?)

v

1

5(2m?+2m+1+2m2+1+2m+1—n2)
1

= 5(4m2—|—4m—|—3—n2)

1
= 5((2m+1)2+2—n2)
=1
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Verwendet wurden bei der Abschétzung Hilfssatz 8.3, Teil 4, Teil 3 und Teil 1.

Fall 4. (a,b,c) gehort zu der Klasse (5,,), also (p,q,7) = (2,¢,7), 2 < ¢ <r, min(a) = 1.
Dann gilt

_ 1
q(a,b,c) = §(|Ia|!2+HbH2+HCII2—n2)
1
> 5(12+(n—1)2+n+n—n?)

1
= 5(1—n2—2n+1+2n—n2)
=1

Verwendet wurden bei der Abschétzung min(a) = 1 und Hilfsatz 8.3, Teil 1.

Satz 8.1 folgt direkt aus Satz 8.2 und Satz 8.4.
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Bemerkung. Es ist wichtig, dafs hier nur die Dimensionsvektoren von Unterraumdar-
stellungen klassifiziert werden. Zum Beispiel hat ((2),(1),(1),(1),2) als Dimensionsvektor
von beliebigen Darstellungen unendlich viele Isomorphieklassen, weil ((2), (1), (1),(1),2) =
((1),(1),(1),(1),2) + ((1),(0),(0),(0),0) und es (wie in Kapitel 7 gezeigt) unendlich viele
Isomorphieklassen von Darstellungen zu dem Dimensionsvektor ((1), (1), (1), (1),2) gibt, als
Dimensionsvektor von Unterraumdarstellungen aber nur endlich viele Isomorphieklassen.
Zu dem Dimensionsvektor ((1), (0), (0),(0),0) gibt es ndmlich keine Unterraumdarstellung.
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