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Aufgabe 1. Sei ϕ : T → T ′ ein Homomorphismus von algebraischen Tori und α : Ť ′ → Ť
der zugehörige Homomorphismus der Charaktergruppen. Zeige:
(a) ϕ ist eine abgeschlossene Einbettung genau dann, wenn α surjektiv ist.
(b) Ist ϕ surjektiv, dann ist α injektiv.

Aufgabe 2. Der Torus (C∗)3 operiert auf A3
C durch (t1, t2, t3)(a1, a2, a3) = (t1a1, t2a2, t3a3).

Dies induziert eine Operation des Torus T = Z(x22−x1x3) ⊂ (C∗)3 auf der affinen Varietät
X = Z(x22 − x1x3) ⊂ A3

C. Dadurch wird der Koordinatenring von X zu einer Darstellung
von T ∼= (C∗)2. Man bestimme die Zerlegung in Eigenräume zu den Charakteren von
T und skizziere die Menge der dabei auftretenden Charaktere in der Charaktergruppe
Ť ∼= Z2.

Aufgabe 3. Sei H eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Wir bezeichnen mit C[H]
die Algebra

⊕
u∈H Cxu mit x0 = 1 und Multiplikation xuxu

′
= xu+u

′
. Sei G die affine

algebraische Varietät zum Koordinatenring C[H]. Zeige:
(a) Mit e : 1→ G, m : G×G→ G, i : G→ G definiert durch e](xu) = 1, m](xu) = xu⊗xu,
i](xu) = x−u wird G zu einer algebraischen Gruppe.
(b) Es gibt einen Isomorphismus G ∼= (C∗)n ×

∏
i µki für gewisse n, ki, wobei µki die

algebraische Gruppe zur Koordinatenalgebra C[Z/kiZ] ist.

Aufgabe 4. Zeige: Eine exakte Sequenz freier abelscher Gruppen

0 −→ Zn′ α−→ Zn β−→ Zn′′ −→ 0

induziert eine Sequenz algebraischer Tori

1 −→ (C∗)n′′ ϕβ−→ (C∗)n ϕα−→ (C∗)n′ −→ 1

wobei ϕβ eine abgeschlossene Einbettung, ϕα surjektiv und ϕβ((C∗)n′′
) = ϕ−1α ({1}). Be-

stimme das Ideal für ϕβ((C∗)n′′
) ⊆ (C∗)n.


