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1 Einleitung

Diese Masterarbeit befasst sich mit der von W. Hugh Woodin aufgestellten HOD-Vermutung
iiber die Klasse der erblich Ordinalzahl-definierbaren Mengen. Nach einer kurzen thema-
tischen Einfithrung in Kapitel 2, wird in Kapitel 3 der Hauptteil dieser Arbeit dargestellt.
Zunichst wird der Einfluss der HOD-Vermutung auf den Zusammenhang zwischen der
Klasse HOD und dem Mengenuniversum V untersucht. In Abschnitt 3.1 wird dazu ge-
zeigt, dass, falls die HOD-Vermutung nicht gilt, viele Nachfolgerkardinalzahlen in HOD
falsch ausgerechnet werden. Auflerdem wird gezeigt, dass, falls die HOD-Vermutung gilt
und eine HOD-superkompakte Kardinalzahl existiert, viele Nachfolgerkardinalzahlen in
HOD korrekt bestimmt werden.

In Abschnitt 3.2 werden dann darauf aufbauend dquivalente Formulierungen der HOD-
Vermutung bewiesen. Insbesondere werden dort Extender und die Aussage, dass HOD
ein geeignetes Extender-Modell ist, behandelt.

Das Kapitel 3 dieser Arbeit basiert auf [Wool0]. Da sich alle dort gezeigten Aussagen
an dieser Quelle orientieren, wird in diesem Kapitel auf explizite Referenzen verzichtet.






2 Hintergrund

In diesem Kapitel werden einige grundlegende Definitionen eingefiihrt, die im Haupt-
teil dieser Arbeit bendtigt werden. Aulerdem werden zwei Resultate bewiesen, die als
FEinfithrung in den weiteren Teil der Arbeit betrachtet werden kénnen.

2.1 Elementare Einbettungen

Wir beschéftigen uns in diesem Abschnitt mit einer kurzen Einfiihrung in elementare
Einbettungen. Dieser Begriff ist fiir den weiteren Verlauf dieser Arbeit sehr zentral.

Definition 1. Seien M, N Modelle. Eine Abbildung
j:M—N

heif$t elementare Abbildung, falls fiir jede Formel o(x1,...,xy) und fir alle my, ..., my
folgendes gilt:
ME plmy,...,my| < N E @[j(mi1),...,5(my,)].

Wir wollen nun ein Resultat von Kunen aus dem Jahr 1971 zeigen, welches besagt, dass
es keine nicht-triviale Einbettung j : V' — V geben kann. Im weiteren Verlauf dieser
Arbeit werden wir, im Zusammenhang mit groflen Kardinalzahlen, haufig die Existenz
von elementaren Einbettungen mit verschiedenen Eigenschaften fordern. Das folgende
Resultat macht deutlich, dass wir die Anforderungen an die elementare Einbettung nicht
zu stark wéhlen diirfen, um eine mogliche Konsistenz mit ZFC nicht auszuschlielen.
Bevor wir das eigentliche Resultat beweisen kénnen, bendtigen wir ein grundlegendes
Lemma.

Lemma 2. Seiv < \ eine regulire Kardinalzahl und sei S C {& < X\ | cf(§) = v} eine

Menge, die stationdr in X ist. Weiter sei C' eine v-abgeschlossene und in A unbeschrinkte
Menge. Dann gilt SN C # (.

Beweis. Sei C' der Abschluss von C. Das heifit C' ist club in A. Dann existiert ein & €
Snc.

Angenommen es gilt £ ¢ C. Dann ist £ = sup;5&; fir ein 6 > v und § € C. (Falls
& ¢ C, ersetze & induktiv durch (fj(-i))i«;i mit & = sup; g, §§i).)

Da £ € S gilt, folgt cf(§) = v. Das heifit es existieren (&} | i < v) mit £ = sup;<,&,. Die
Folge (& | 7 < 0) ist unbeschrinkt in . Daher existiert fiir alle i < v ein j < J so, dass
& =¢ € C mit & > ¢ Dann gilt

¢ =sup&; mit & € C.
<v



2 Hintergrund

Da C v-abgeschlossen ist, folgt also auch & € C, was im Widerspruch zur Annahme
¢ ¢ C steht. O

Nun kénnen wir den Satz von Kunen beweisen. Der hier gefithrte Beweis stammt von
W. H. Woodin und orientiert sich an [Kan09].

Satz 3. (von Kunen)
In ZFC gibt es keine nicht-triviale elementare Einbettung j:V — V.

Beweis. Angenommen es gibe eine solche elementare Einbettung j : V' — V mit kriti-
schem Punkt k = kg. Fiir n € w setze k41 = j(ky) und setze

A = sup K.
new

Betrachte nun die Menge S} := {¢& < AT | ¢f(€) = w}. Da unterhalb von A* club-viele
Ordinalzahlen mit Kofinalitdt w existieren ist die Menge Sff stationdr. Nach dem Satz
von Solovay lédsst sich diese Menge daher in x viele disjunkte stationédre Teilmengen 5;
zerlegen. Das heifit es gilt

{€ <A ef(§) =w} = | S

<K

Weiter gilt j(A) = A, denn: Sei f : w — A, definiert durch f(n) = k,, fir n € w, eine
kofinale Abbildung. Da j eine elementare Abbildung mit kritischem Punkt x ist und
w < Kk gilt, ist j(f) : w = j(A) fiir n € w durch j(f)(n) = j(ky) definiert und kofinal in
j(A). Damit folgt
JON) = SUp () = SUp g1 = .
new new

Wegen der Elementaritéit von j folgt dann auch, dass j(AT) = AT gilt. AuBlerdem folgt
aus der Elementaritdt von j, dass

J (U S;i) = U T;
i<K i<j(k)

fiir disjunkte stationdre Mengen 7T; gilt. Insbesondere ist T}, stationér. Weiter gilt j(S;) =
T; fiir i < k.
Behauptung 1. Es existiert ein ¢ < & so, dass S; NT,; stationdr ist.
Beweis. Angenommen S; N T}, ist fiir alle ¢ < x nicht stationédr. Dann existiert fiir alle
i < k eine club Menge C; so, dass C; N (S; N T,) = 0. Dann ist auch [,_, C; club und,
da T}, stationdr ist, folgt (), C; N T, # 0.
Sei & € ﬂi<HCi NT, # 0. Da

1<K

€0 €T C{E<jANT) | cf(§) =w} ={& < AT |cf(§) =w} =S

<K



2.1 Elementare Einbettungen

auf Grund der Elementaritét von j gilt, existiert dann ein festes i < k so, dass & € S; gilt.
Dann folgt aber & € (S;NT,)NC;, was im Widerspruch zur Annahme C; N (S;NT,) =0
steht. O

Sei also nun ¢ < k wie in der Behauptung gewéhlt. Sei

C={ <A cf(§) =wAj(§) =&}

Diese Menge ist w-abgeschlossen, denn: Sei (& | ¢ < w) eine Folge in C, das heifit
j(&) = &;. Dann gilt

cf(sup&;) = w und j(sup&;) = supj(&) = sup&;.
€W €W 1EW 1EW
AuBerdem ist C' unbeschriinkt in AT, denn: Sei o < AT. Setze ap = o und a1 = j(ay,)

fiir n < w. Setze weiter § = sup,,c,, an. Dann gilt § < AT, da c¢f(AT) = AT > w und da
fiir alle n < w wegen Elementaritéit von j gilt, dass o, < j(AT) = A*. AuBerdem gilt

cf(§) = w und j(0) = supj(an) = sup ap+1 = 6.
new new
Also folgt § € C.
Daher folgt mit der Behauptung und Lemma 2, dass ein & € C N (S; N Ty) existiert.
Daraus folgt, dass
o = j(%) € j(Si) =Ti.

Dies steht allerdings im Widerspruch dazu, dass & € T}, da alle T; fiir ¢ < j(x) disjunkt
sind und ¢ < k gilt. Daher kann es keine nicht-triviale elementare Einbettung j : V — V
geben. O

Bemerkung. Der Beweis dieses Satzes zeigt sogar, dass es keine nicht-triviale elementare
Einbettung
j:V-M

so geben kann, dass Vy;2 C M, fiir A = sup,,¢,, K, wie im obigen Beweis gewéhlt, gilt.
Dies gilt, da man A" durch Elemente von V) kodieren kann.



2 Hintergrund

2.2 Die Klasse HOD

Wir fithren nun die Klasse HOD der erblich Ordinalzahl-definierbaren Mengen ein und
nennen einige grundlegende Eigenschaften, die wir spéater benotigen werden.

Definition 4. FEine Menge X heifit Ordinalzahl-definierbar, falls es ein n € N, eine
Formel p(z,x1,...,2z,) und Ordinalzahlen aq, . .., o so gibt, dass

X ={u|o(u,ai,...,an)}.
Mit OD bezeichnen wir die Klasse aller Ordinalzahl-definierbaren Mengen.

Die Klasse OD ist selbst definierbar, da X € OD genau dann gilt, wenn es ein «, eine
Formel ¢(x,z1,...,z,) und Ordinalzahlen aq, ..., a, so gibt, dass

Vo B, X = {u ‘ @(uvalv s 7an)}”
gilt.

Definition 5. Eine Menge X heifst erblich Ordinalzahl-definierbar, falls jede Menge
im transitiven Abschluss von X Ordinalzahl-definierbar ist. Mit HOD bezeichnen wir die
Klasse aller erblich Ordinalzahl-definierbaren Mengen. Das heifst

HOD = {z | TC({z}) c OD}.
Dabei ist der transitive Abschluss einer Menge X wie folgt definiert:

TC(X) = m{T | X CT AT ist transitiv}.

Der folgende Satz beinhaltet einige elementare Eigenschaften von HOD, die wir im Laufe
dieser Arbeit benutzen werden.

Satz 6. HOD erfillt die folgenden Eigenschaften:
() Ord C HOD C OD.
(79) HOD ist transitiv.
(1i1) HOD NV,, € HOD fiir alle o € Ord.
(iv) (HOD)Y> C HOD NV, fiir alle o € Ord.
(v) (HOD)Y> C (HOD)"? fiir alle o, 3 € Ord mit a < f5.
(vi) Falls V5 <x, V gilt, folgt HOD NVs = (HOD)V.

Beweis. (i) Ord C HOD ist klar, da eine Ordinalzahl transitiv ist und offensichtlich auch
Ordinalzahl-definierbar. Daher besteht der transitive Abschluss einer Ordinalzahl
nur aus Ordinalzahlen. HOD C OD ist ebenfalls klar, denn fiir jede Menge x gilt
xz € TC({zx}).

(77) Die Transitivitét von HOD folgt direkt aus der Definition.

10



2.2 Die Klasse HOD

(7i1) Offensichtlich gilt HOD NV, € HOD. Auflerdem gilt HOD NV, € OD, da man diese
Menge mit Hilfe von « definieren kann. Daher folgt HOD NV, € HOD.

(iv), (v) Diese Eigenschaften folgen, da man V,, mit Hilfe von « definieren kann.

(vi) Die Eigenschaft 2 € HOD lésst sich durch eine Yo-Formel ausdriicken, da z € HOD
genau dann gilt, wenn fiir alle Mengen y im transitiven Abschluss von z gilt,
dass y € OD. Es gilt y € OD genau dann, wenn Ordinalzahlen «,aq,...,a, so
existieren, dass y iiber V, mit «q,...,a, definierbar ist. Diese Formel ist Yo, da
Ve, durch eine IIi-Formel definiert werden kann.

O

Satz 7. FEs gilt HOD E ZFC.
Beweis. Siehe [Kun80], Seite 161f. O

Wir zeigen nun ein Resultat von Vopénka. Die Aussage des Satzes ist, dass HOD in
einem gewissen Sinne nah an V liegt, da jede Menge von Ordinalzahlen generisch iiber
HOD ist. Der Beweis orientiert sich an [Jec03].

Satz 8. (ZF) (von Vopénka)

Sei X C Ord. Dann ist X generisch iiber HOD. Das heifit es gilt X € HOD[G] fiir eine
Boolesche Algebra B € HOD, die in HOD wollstindig ist, und einen HOD-generischen
Ultrafilter G C B.

Beweis. Sei k so, dass X C k. Weiter sei C = OD NP(P(k)) \ {0} die Menge aller
Ordinalzahl-definierbarer Mengen, die Mengen von Teilmengen von k sind. Als partielle
Ordnung auf C, betrachten wir die Inklusion.

Behauptung 1. Es existiert eine erblich Ordinalzahl-definierbare partiell geordnete
Menge (B, <) und ein Ordinalzahl-definierbarer Isomorphismus 7 : (C, C) — (B, <).

Beweis. Es existiert eine definierbare bijektive Abbildung F': OD — Ord. Weiter ist C
eine Ordinalzahl-definierbare Menge von Ordinalzahl-definierbaren Mengen. Deswegen
ist F' | C eine Ordinalzahl-definierbare bijektive Abbildung von C nach F”C =: B. Wir
definieren nun eine partielle Ordnung < auf B so, dass (B, <) isomorph zu (C, C) ist.
Fiir b1, by € B setzen wir

by < by genau dann, wenn F~1(by) € F~1(by).

Dann gilt B € OD, da F, C und C NC? Ordinalzahl-definierbar sind. Auflerdem gilt
B € HOD, da B € Ord € HOD. Also ist B € HOD, das heifit B ist sogar erblich
Ordinalzahl-definierbar. O

(C, C) ist mit U als Summe und N als Multiplikation eine Boolesche Algebra. Falls A C C

Ordinalzahl-definierbar ist, dann sind auch |J A und () A Ordinalzahl-definierbar. Also
gilt dann | J A, A € C. Das heifit C ist Ordinalzahl-definierbar-vollsténdig.

11



2 Hintergrund

Da 7 ein Ordinalzahl-definierbarer Isomorphismus ist, folgt, dass (B, <) in HOD eine
vollstdndige Boolesche Algebra ist, denn: Sei A C B in HOD, das heif3t es gilt A € HOD.
Dann ist 7~!”A C C Ordinalzahl-definierbar und es gilt |J7~!”A4 € C. Daher folgt
Ud=x(Jr !"4)er”C = B.

Setze H = {u € C'| X € u}. Dann ist H ein Ultrafilter auf C.

Behauptung 2. G = 7”7 H ist ein HOD-generischer Ultrafilter auf B.

Beweis. G ist ein Ultrafilter, da H ein Ultrafilter und 7 ein Isomorphismus ist. Damit
G zusétzlich HOD-generisch ist, muss fiir jede dichte Teilmenge D von B, die in HOD
ist, GN D # () gelten.

Sei daher D € HOD eine dichte Teilmenge von B. Dann ist D’ := 7~ D € OD eine
dichte Teilmenge von C. Wir zeigen, dass |J D' = P(k).

Angenommen |J D’ € P(k). Dann gilt P(k) \ |JD’ € C. Da D’ eine dichte Teilmenge
von C' ist, existiert also ein d € D' mit d C P(x) \ |JD'. Dies ist ein Widerspruch, da
d € D’ insbesondere d C |J D" impliziert.

Daher gilt |JD' = P(k). Da X € P(k) gilt, folgt nun, dass X € |JD'. Also existiert ein
d € D', sodass X € d'. Daher gilt d € D' N H und somit auch w(d’') € DNG. O

Es bleibt nun zu zeigen, dass X € HODI[G] gilt. Sei dazu f : kK — B definiert durch
fla) = 7({Z € k| @ € Z}). Dann ist f Ordinalzahl-definierbar und es gilt f C
Ord x HOD € HOD. Dabher gilt f € HOD. Auflerdem gilt fiir jedes o < &

a € X genau dann, wenn f(«) € G.
Denn sei a € X. Dann gilt
Xe{Zckrk|laceZ}e{ueC|X €u}.

Also gilt
fla)=m({ZCr|lacZ})en’{ueC|X cu}=G.

Fiir die andere Implikation gelte
fla)=nm{ZcCcrlaeZ})en’{ueC| X €u}.

Da 7 bijektiv ist, folgt {Z Crk|aeZ} e{fueC| X cu}. Alsogit X e {Z Ck|ac
Z} und daher o € X.
Es folgt also X € HOD|G].

g

Bemerkung. Unter Verwendung des Auswahlaxioms gilt die Aussage des Satzes von
Vopénka sogar fiir beliebige Mengen X. Das heifit dann kann man den Beweis leicht

so verallgemeinern, dass er fiir jede beliebige Menge X zeigt, dass diese generisch iiber
HOD ist.

12



3 Haupttaeil

Dieses Kapitel ist der Schwerpunkt dieser Arbeit. Wir werden uns in einem ersten Ab-
schnitt damit beschéftigen, wie nah HOD an V ist. Dazu werden wir Nachfolgerkardinal-
zahlen in HOD betrachten und zeigen, welchen Einfluss die sogenannte HOD-Vermutung
auf die korrekte Berechnung dieser Nachfolgerkardinalzahlen hat. Im zweiten Abschnitt
dieses Kapitels werden wir dquivalente Formulierungen der HOD-Vermutung betrachten.

3.1 Nachfolgerkardinalzahlen in HOD

In diesem Abschnitt werden wir uns niher mit HOD beziehungsweise der sogenannten
HOD-Vermutung befassen.

Fiir die Betrachtung von Nachfolgerkardinalzahlen in HOD werden HOD-superkompakte
Kardinalzahlen eine grofie Rolle spielen. Daher werden wir uns zunéchst mit diesem Be-
griff beschéftigen, der eine Verschirfung der Bedingungen fiir superkompakte Kardinal-
zahlen darstellt.

Definition 9. Fine Kardinalzahl 6 heifit superkompakt, falls es fir alle X > § ein
transitives M und eine elementare Finbettung

j:V->M

mit kritischem Punkt § so gibt, dass
(7) j(6) > X und
(ii) "M C M.

Im Folgenden werden wir Aussagen, die nicht nur fiir HOD, sondern auch fiir allgemeinere
Modelle der Mengenlehre N gelten, in diesem allgemeineren Zusammenhang beweisen.
Daher werden wir auch die Definition von HOD-superkompakt allgemeiner formulieren.
Dabei wird N C V ein transitives Modell der Mengenlehre sein, sodass N F ZFC und
Ord C N gilt. Ein solches N nennen wir inneres Modell. Da in dieser Arbeit nur Modelle
der Mengenlehre betrachtet werden, sind alle vorkommenden Modelle als Modelle der
Mengenlehre zu verstehen, auch wenn dies nicht explizit angegeben ist. Dass HOD ein
inneres Modell ist, haben wir in den Sétzen 6 und 7 gesehen.

Definition 10. Sei N ein inneres Modell. Fine superkompakte Kardinalzahl 0 heifst
N-superkompakt, falls fiir alle A\ > § eine elementare Finbettung

j:V-M

mit kritischem Punkt § so existiert, dass

13



3 Hauptteil

(1) 7(0) > A,
(ii) *M C M und
(#3i) jJ(NNV5)NVy=NNVj.

Im Folgenden werden wir fiir einige Resultate bendtigen, dass es eine HOD-superkompakte
Kardinalzahl gibt. Um diese Aussage in die Hierarchie der iiblichen groflen Kardinalzah-
len einzuordnen, zeigen wir, dass jede erweiterbare Kardinalzahl schon HOD-superkompakt
ist. Erweiterbare Kardinalzahlen sind dabei wie folgt definiert.

Definition 11. Fine Kardinalzahl k heifit erweiterbar, falls fiir alle « > x eine Ordi-
nalzahl B und eine elementare Abbildung

J:iVa—Vp
mit kritischem Punkt k so existiert, dass o < j(k) gilt.

Lemma 12. Sei § eine erweiterbare Kardinalzahl. Dann ist § HOD-superkompakt.

Beweis. Sei vg > §. Wir miissen zeigen, dass eine elementare Einbettung jo : V — My
mit kritischem Punkt ¢ so existiert, dass

(i) My™ C Mo,

(ii) 0 < jo(d) und
(iii) jo(HODNVs) NV,, = HODNV,,.
Wir wollen v > 7 so wéhlen, dass
(1) V5l =,
(2) cf(y) > |V, | und
(3) (HOD)"Y» = HOD NV,

Die Klasse C1 = {v | |V,| = 7} ist abgeschlossen, da fiir eine Folge (v, | n < A) in C;
mit Supremum ~ gilt:

[V, | =sup{|V,,| | n < A} = sup{y, [n <A} =7~.

AuBerdem ist Cy unbeschrinkt. Sei « eine Ordinalzahl. Definiere eine Folge (o, | n < w)

durch g = @, apq1 = |V, | und ay, = ¢, - Dann gilt

Vool = sup{|Va,| | n < w} = sup{an+1 | n < w} = a.

Das heifit C ist club.

Die Klasse C3 = {y | (HOD)"» = HOD NV, } ist nach Satz 6 ebenfalls club, da die Klasse
{a | V4 <35, V} fiir ein festes n club ist.

Daher erhilt man ein ~y, welches (1) — (3) erfiillt, indem man ein Element mit gentigend
grofler Kofinalitit aus dem club C; N C3 wahlt.

14



3.1 Nachfolgerkardinalzahlen in HOD

Da ¢ eine erweiterbare Kardinalzahl ist, existiert eine elementare Einbettung j : V11 —
Vi(y)+1 mit kritischem Punkt 6 und v < j(4). Wir wollen nun eine elementare Einbettung
Jje : V. — M konstruieren, fiir die jg [ V41 = j gilt.

Hierzu betrachten wir Tupel (f,a) mit f : V, — V und a € V;
setzen wir

(v)- Fiir solche Tupel

(f;a) ~ (g,b) genau dann, wenn (a,b) € j({(u,v) | f(u) = g(v)}).

Behauptung 1. ~ ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Reflexivitét ist klar, da (a,a) € j({(u,v) | f(u) = f(v)}) gilt. ~ ist au-
Berdem symmetrisch, da (a,b) € j({(u,v) | f(u) = g(v)}) genau dann gilt, wenn
(b,a) € j({(u,v) | g(u) = f(v)} gilt.

Fiir die Transitivitit gelte (a,b) € j({(u,v) | f(u)
g(u) = h(v)}). Dann gilt auch (a,c) € j({(u,v) | f(u)

(a,b,¢) € j({(w,v,w) | f(u) = g(v)}) Ni({(w,v,w) | g(v) = h(w)})
= j({(w,v,w) | f(u) = g(v) = h(w)})
Ci{(w,v,w) | f(u) = h(w)}).

Daher ist ~ eine Aquivalenzrelation. O

g(v)}) und (b,c) € j({(uw,v) |
h(v)}), da

I
©

Il
> @

Schreibe nun fiir die zugehorigen Aquivalenzklassen [f,a] = {(g,b) | (9,b) ~ (f,a)} und
definiere auf diesen

[f,a] € [g,b] genau dann, wenn (a,b) € j({(u,v) | f(u) € g(v)}).

Behauptung 2. € ist fundiert.

Beweis. Angenommen es existiert eine Folge ([fn, an])new 50, dass [fni1, @nt1] € [fn, an)
fiir alle n € w gilt. Das heifit es gilt (an+1,a,) € j(X,) fir

Xy = {(w,0) | fura () € Fal0)} S V3 x V, C VA

Wir koénnen die Folge (X, | n € w) durch eine geeignete Kodierung, wie zum Beispiel
{(n,z) |z € Xp,n € w} Cw xV, CV,, als Element von V,; auffassen.

Weiter gilt a, € Vj,) = U, <j(y) Ya, da 7 und damit auch j (7) eine Limeszahl ist.
Daher existiert fiir alle a, € Vj(,y ein a, < j (7) so, dass a, € Vg, gilt. Setze o =
sup{ay, | n € w}. Da cf(y) > w und damit auch cf(j§(v)) > w, gilt a < j(v). Es folgt also
(an | n € w) € Var1 C Vjy), da a, € Vi, C V() fiir alle n € w gilt.
Damit gilt nun

Vj(’y)-i—l F Vn (a’n-‘rlv an) € j(Xn)v

also folgt
Vieye1 F 3a), | new)Vn (a4, a;,) € j(Xn).

15



3 Hauptteil

Da j : V41 — Vj(,)41 eine elementare Einbettung ist, folgt
Voyr F 3(a), | n€w)Vn (a4, a,) € Xy.

Das heift es gilt (a;, 1, a;,) € {(u,v) | far1(u) € fu(v)} fiir alle n € w, also fry1(ay, ) €
fn(al) fiir alle n € w, was im Widerspruch dazu steht, dass € fundiert ist. O

Sei M* die Klasse aller Aquivalenzklassen von [f,a] und sei o : (M*,€) — M der
Mostowski-Kollaps. Dieser exisitiert, da € fundiert, extensional und mengenihnlich ist.
Hierbei meint mengenéhnlich, dass {[f,a] | [f,a] € [g,b]} fiir alle [g, b] eine Menge ist.

Dann definieren wir jp : V. — (M*, €) durch jp(z) = [c.,0], wobei c. die konstante
Funktion mit Wert z bezeichnet. Weiter definieren wir

jp:V—->M

durch jg(z) = o 0 jg(2).
Wir wollen nun zeigen, dass jg [ Vy41 = j gilt. Dazu zeigen wir zunéchst die folgende
Behauptung.

Behauptung 3. Fiir alle a € Vj(,) gilt a = o([id, a]).

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch €-Induktion.
Zuniichst zeigen wir a C o([id, a]). Sei dazu b € a. Dann gilt [id, b] € [id, a], denn

(b,a) € {(u,v) | id(u) € id(v)}
= {(u,v) [ j(id)(w) € j(id)(v)}
= Jj({(w,v) |id(u) € id(v)})

Aus [id,b] € [id,a], folgt o([id,b]) € o([id,a]) und, da nach Induktionsvoraussetzung
o([id, b]) = b, auch b € o([id, a]).

Nun zeigen wir die andere Inklusion o([id, a]) C a. Sei dazu [f, c] € [id, a]. Dann ist zu
zeigen, dass ein b € a so existiert, dass [f, ¢] = [id, b], da dann mit der Induktionsvoraus-
setzung o([f, c|]) = o([id, b]) = b € a folgt.

Definiere f’: V,, — V,, durch

flu), falls f(u) € V-
) { (w) (w) €V,
@, sonst.
Dann gilt f' € V.41, das heit j(f’) ist definiert. Dann folgt aus [f, c] € [id, a], dass

(¢;a) € i({(w,0) | f(u) €id(v)})
< i{(w,v) | f(u) € v})
= {(u,v) [ §(f")(u) € v}.
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3.1 Nachfolgerkardinalzahlen in HOD

Das heift es gilt j(f")(c) € a. Setze b = j(f’)(c). Dann gilt
(c;b) € {(u,v) | i(f)(u) = v}

=j({(u,v) | f'(u) = v})
= i({(w,v) | f(u) =id(v)}).
Dabher folgt [f,c] = [id, b] und hierdurch auch die Behauptung. O

Damit kénnen wir nun folgende Behauptung zeigen.

Behauptung 4. Es gilt jp [V, =7 [ V.
Beweis. Wegen Behauptung 3 ist zu zeigen, dass

ju(2) = 00 ju(z) = o(lc,0)) = o(fid, j(2)]) = j(2)
fur z € V. Wir zeigen daher [c,, 0] = [id, j(z)] fiir z € V. Es gilt
¢j(z)(0) = j(2) = 1d(j(2))
& (0,5(2) € {(w,0) | ¢j() (u) = id(v)}
& (0,5(2)) € j({(u,v) | CZ(U) = id(v)}).
Also folgt [c,, 0] = [id, j(2)]. O
Die Elementaritéit von jg folgt aus der folgenden Variante des Satzes von Lo$.

Satz 13. (von Lo$)
Fiir alle Formeln o(x1,...,xy,) und beliebige [f1,a1], ..., [fn,an] € M* gilt

(M*vé) F SD([flyal]a”'7[fnyan])<:>
(a1,...,apn) € J({(ur,...,un) |V E @(fi(ur),..., fa(un))}).

Beweis. Wir zeigen diese Aussage durch Induktion nach der Komplexitét von .

Sei also ¢ zunéchst atomar. Es gilt
(M*,€) F ,[f.al € g, b]" « [f,a] € [g,}]
& (a,b) € J({(u, v) [ f(u) € g(v)})-

Sei nun ¢ = — fiir eine Formel 4. Dann gilt

(M* €)Fo(lfi,al, ..., [fn an])
& (M, €)E([fr,als- -, [fo, an])
& (ah can) & J{(ur, . un) [V E O(fi(ur), ..., falun))})
& (a1, an) € J({(ur, ... yun) |V E P(fi(ur), ., fa(un))})
< (a1, 7an) € j({(ur, ... sun) |V E o(fi(ur), ..., falun))})-
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3 Hauptteil

Sei nun ¢ = 11 A 9 fiir Formeln 11, ¢9. Dann gilt

(M*, €)Fo(lfi,arls- -y [fnranl)
& (M*, €)F i[fi,ai], ... [fa an]) und (M*, €) F ¢o([fi,anl,- ., [fns an])”
S (aty..yan) €J({(ur, .. yun) |V E Ui(fi(ur), ..., falun))}) N
JHua, - yun) [V E Pa(fi(ur), ..o fu(un))})
< (at,...,an) € J({(ut,...sun) |V E i(fi(ur), ..., falun))} N
(ur, ... un) |V F do(fi(ur),..., fun))})
{(ut, - yun) [V E (b1 Apa)(fi(ur), - fu(un))})

& (a1,...,ap) €7

Sei nun ¢ = dx ¢ fiir eine Formel . Dann gilt

(M*, €)E Tz oz, [fr,a1], .-, [fn,an))

& es existiert ein x = [g,b] so, dass (M™*, € ) E¥([g,b],[f1,a1],-- ., [fn,an])

&< es existiert ein z = [g,b] so, dass
(ba ag,. .. 7an) € j({(’U,’Uq, s 7““) | VE ¢(9(U)a fl(u1)7 R fn(un))})

Hieraus folgt, dass

(a1,...,an) € J{(u1, ..., up) |V F Tz (x, fr(ur),..., fulun))}),

denn es gilt

{(vau17"'7un) ’ VE w(g(v)afl(ul)v'”7fn(un))}
CVyx{(ut,...,un) |V E Jxop(a, fr(ur),..., falun))}

Da j elementar ist, gilt also auch

JH{,ur, . un) [ VB Y(g(v), fi(un), ..., fa(un))})
C Vit X i{(u1, -y un) |V E 3z p(z, fi(ur), ..., falun))}).

Fiir die andere Implikation gelte
(ala e aan) € ]({(ula ce aun) | VEJz 7/)(90, fl(ul)v cee fn(un))})

Nach dem Ersetzungsschema existiert eine Menge a so, dass fiir alle uq, ..., u,, fir die
ein x mit V' F ¢(x, fi(u1),. .., fn(u,)) existiert, ein solches z aus der Menge a existiert.

Sei <, eine Wohlordnung auf a. Definiere

VEY(z, filur),..., fa(uy)), falls dies existiert

das <, -kleinste x € a mit
V), sonst.

Dann gilt, falls V' F 3z ¢¥(x, fi(u1),. .., fo(u,)) gilt, auch
VE w(f((ula s 7un))7 fl(ul)a ) fn(un))
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3.1 Nachfolgerkardinalzahlen in HOD

Also folgt
(a1y...yan) € J{(ur, ... un) | VEO(f((ur,. .. un)), fr(ur), ..., fulun))}).
Damit gilt nun
(b7 a, ... 7an) € j({(v7u1’ .- '7un) ‘ VE 1/}(]0(”)7 fl(u1)7 B fn(un))})
mit b = (a1,...,a,) € Vjey). O
Behauptung 5. Es gilt o([f,a]) = je(f)(a).
Beweis. Es ist zu zeigen, dass
je(f)(@) = jp(f)(o(lid,a)) = (o(lcs, 0)(o([id, a])) = o ([f, a])-

Letzteres gilt nach dem Satz von Los genau dann, wenn

0,a,a) € j({(u, v,w) [V E (¢;(u))(id(v)) = f(w)})
= Ji{(u,v,w) [V E f(v) = f(w)}).

Dies ist offensichtlich erfiillt. O

Es bleibt nun noch zu zeigen, dass jg [ Vy41 = j gilt.

Behauptung 6. Es gilt jg [ V 411 = j.
Beweis. Sei x C V, und a € V(). Wir zeigen zunéchst, dass
a € jp(z) < acj@)

gilt. Es gilt nach Definition jg(z) = o([cg,0]) und a = o([id, a]) nach Behauptung 3.
Daher gilt:

a € jr(z) < lid, a] € [cz, 0]
< (a,0) € j({(u,v) [ id(u) € cz(v)})
& (a,0) € j({(u,v) | u € })
& (a,0) € {(u,v) | u € j(z)}
@aey( ).

Damit gilt nun
JE(®) N Vi) = 3(@) N Vje)

fir alle z C V,. Damit aus dieser Aussage die Behauptung folgt, muss V;_(,) C Vj(,)
gelten. Dann gilt

JB(®) = jB(2) N Vjh () = je(@) N Vi) = j(2) N V) = j(@).
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3 Hauptteil

Angenommen es gilt j(v) < jg(v). Dann gilt j(v) = o([a, f]) = je(f)(a) fir eine
Abbildung f: V;, — V und ein a € Vj(,). Das heifit wegen jg(f)(a) < je(v) gilt

(a,0) € j({(u,v) | f(u) < cy(v)}).

Daher kénnen wir f ohne Beschrénkung der Allgemeinheit so wihlen, dass f: V, — v
gilt. Insbesondere gilt also f C V. Nach dem oben Gezeigten gilt damit

Je(f) N Vi) = 3(f) N Vi) = 5(f)-

Mit j(v) = je(f)(a) und a € V() folgt daraus nun

(a,0) € {(u,v) [ jB(f)(u) = j(cy)(v)}
= {(w,0) [ j(F)(u) = j(ey)(v)}
= j({(w,0) [ f(u) = ¢y (v)}).
Dies steht offensichtlich im Widerspruch zu (a,®) € j({(u,v) | f(u) < ¢y(v)}). Daraus
folgt die Behauptung. O

Damit haben wir nun eine elementare Einbettung jp : V — M so konstruiert, dass
Jje | Vo1 = j gilt. Da j mit kritischem Punkt 6 < v gewéhlt war, gilt also, dass der
kritische Punkt von jg ebenfalls § ist. Damit jg bezeugt, dass § superkompakt ist, muss
die folgende Behauptung gezeigt werden.

Behauptung 7. Es gilt M0 c M.

Beweis. Sei F : |V,,| = M eine Abbildung. Dann ist zu zeigen, dass F' € M gilt.
Wiihle fiir ¢ < pu := |V,,| Abbildungen f; : V, — V und a; € Vj,) so, dass F(i) =
o([fi,ai]) gilt. Nach Behauptung 5 gilt dann

F(i) = o(fi, ail) = ju(fi)(a:).

Es ist zu zeigen, dass eine Abbildung f : V, — V und ein a € Vj(,) so existieren, dass
folgendes gilt:

F=o([f,a]) = je(f)(a).
Es gilt
Je((fili<w)=(g:|i<je(p)e M,

wobei jg(fi) = g;,) gilt. Weiter gilt jg” 1 € Viup jz», C M. Also folgt
Ge(fi)li<p) =(gilicjp’n) e M.
Daher existiert ein [g,b] mit (je(fi) | i < ) = j(g)(b), also mit

je(fi) = j(g)(0) (7).
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3.1 Nachfolgerkardinalzahlen in HOD

Setze a = (((ai | @ < ), 1t),0) € Vj(yy und sei f((((ux | k¥ < 1), 1), w)) eine Funktion mit
Definitionsbereich i so, dass fiir alle k < 1 gilt:

F((((ug | k <), 1), w)) (k) = g(w) (k) (ur).

Dann gilt:
Je(f)(a)(@) = je(f)((((ai [ i < p),p1),b))()
= je(9)(b)(i)(a:)
= je(fi)(a:).
Also gilt jp(f)(a) = F und damit F' € M. O

Um zu zeigen, dass § sogar HOD-superkompakt ist, geniigt der Beweis der folgenden
Behauptung.

Behauptung 8. Es gilt jzp(HODNV;) NV, = HODNV,,.

Beweis. Fiir eine beliebige Klasse A = {z | p(x, p)} sei

je(A) = {z € M| MF (x,j(p))}-
Dann gilt j5(HOD) = (HOD)M.
Da ¢ eine erweiterbare Kardinalzahl ist, gilt Vs <x, V' und daher nach Satz 6 auch
HOD NV; = (HOD)Y.
Die Gleichung
HOD NV, = (HOD)"

gilt nach Wahl von 7. Wir zeigen nun zunéchst die Inklusion jr(HODNVs) NV, C
HOD NV,. Es gilt

je(HODNVs) NV, = jr((HOD)"$) NV,
= (HOD)"iz® NV,
C HOD ﬂVjE((;) nvy
= HODNV,,

da (HOD)Y= € HOD NV, fiir jede Ordinalzahl « gilt. AuBerdem gilt fiir beliebige Or-
dinalzahlen o < 3, dass (HOD)Y» C (HOD)Y2. Daher folgt die andere Inklusion mit
folgender Rechnung;:

HOD NV, = HODNV, NV,
= (HOD)"" NV,
C (HOD)"iz® NV,
= jr((HOD)") NV,
= je(HOD NV;) N V.
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3 Hauptteil

Damit ist jo := jg die gesuchte elementare Einbettung, die bezeugt, dass § HOD-
superkompakt ist.

O]

Wir wollen uns nun mit der HOD-Vermutung befassen. Dazu bendtigen wir zunéchst die
folgende Definition.

Definition 14. Sei x eine tdberabzihlbare, requlire Kardinalzahl. Dann heif$t k w-stark
messbar in HOD, falls ein v < k so existiert, dass folgendes gilt:

(1) 7 ist eine unendliche Kardinalzahl in HOD, (27)HOP < k und

(17) es existiert keine Folge (So | o < «y) € HOD wvon paarweise disjunkten Teilmengen
von K so, dass Sq fir alle o < 7y stationdr in {n < k | cf(n) = w} ist.

Nun kénnen wir definieren, was wir unter HOD-Vermutung verstehen wollen.

Definition 15. Mit HOD-Vermutung wird die folgende Aussage bezeichnet:
Es existiert eine echte Klasse von tiberabzdhlbaren, requliren Kardinalzahlen k, die nicht
w-stark messbar in HOD sind.

Wir wollen im Folgenden untersuchen, wie sich die Giiltigkeit der HOD-Vermutung dar-
auf auswirkt, wie nah HOD an V liegt. Wir werden dazu betrachten, ob in HOD die
Nachfolger von Kardinalzahlen genauso wie in V' ausgerechnet werden.

Der folgende Satz sagt aus, dass, falls die HOD-Vermutung nicht stimmt, sehr viele
Nachfolgerkardinalzahlen in HOD falsch ausgerechnet werden.

Satz 16. Angenommen die HOD-Vermutung gilt nicht. Dann existiert ein a so, dass
HOD fiir alle k > a den Nachfolger k™ falsch ausrechnet. Das heifit fiir alle k > « gilt

(ﬁ+)HOD < (RJr)V'
Beweis. Wir zeigen zunichst die folgende Behauptung, aus der sich die Aussage des
Satzes spéter leicht ergeben wird.
Behauptung 1. Sei k eine iiberabzihlbare, regulidre Kardinalzahl, die w-stark messbar

in HOD ist. Dann ist x messbar in HOD.

Beweis. Sei F der club-Filter bei k. Wir wollen zeigen, dass es eine stationdre Menge

S C{¢ <k |cf(€) =w} so gibt, dass
HOD E ,(F | S)NHOD ist ein Ultrafilter”.

Dabei ist F | S ={X C S |3C C  club mit C NS C X}.
Betrachte die Menge Sf = {{ < k | cf(§) = w}.

1. Fall: S kann nicht als Sp U Sy geschrieben werden, mit Sy, S; € HOD, So NSy =0
und V E .S, S1 sind stationar”.
Dann existiert fiir jedes S C SF mit S € HOD ein club C so, dass CNSE C S oder
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3.1 Nachfolgerkardinalzahlen in HOD

(CNSEYNS =0 gilt. Ansonsten wire S, S\ S eine disjunkte Zerlegung von S
in Mengen aus HOD, die stationér in V sind.
Falls CNSf; C S fiir einen club C gilt, dann folgt S € (F [ S)NHOD. Andernfalls
gilt (CNSE)YNS =0 fiir einen club C. Dann folgt, dass S%\ S € (F | Sf) NHOD.
Dabher ist (F [ S&) NHOD ein Ultrafilter in HOD, was zu zeigen war.

2. Fall: S® ldsst sich als Sy U S; schreiben, wobei Sy, S; € HOD, Sy NSy = 0 und
V E ,So, S1 sind stationar” gilt.
Wir werden diesen Fall auf den obigen Fall zuriick fithren. Dazu konstruieren wir
in HOD rekursiv Mengen S, fiir € {0,1}<F. Dabei soll 3 eine Ordinalzahl sein,
die so grof} ist, dass die alle Argumente durchgefiihrt werden kénnen. Wir werden
sehen, dass die Konstruktion abbrechen muss und daher immer ein solches 3 exis-
tiert.
Wir setzen Sy = Sfi. Fiir [h(x) = o+ 1 fiir ein «, betrachte das vorher konstruier-
te Syia- Falls Sy stationdr ist, existieren ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
stationéire Mengen S(;14)~0, S(z1a)~1 € HOD so, dass Szja = S(z1a)0 U S(z1a)~1 und
S@ra) 0 N S(zia)1 = () gilt, da die Behauptung ansonsten wie im 1. Fall folgt.
Falls S(;o) nicht stationdr ist, setze Siza)-0 = 0 und Sizja)-1 = S(zja)-
Fiir [h(x) = A fiir eine Limesordinalzahl A, setze Si = () <) S(z1a)-
Diese Konstruktion ldsst sich in HOD durchfithren, da HOD den Filter

(F1SHNHOD ={X CS”| X € HOD A3C C k club mit CNSE C X}
als Element enthalt.

Behauptung 2. Fiir alle a mit (2%)H°P < k existiert mindestens ein z mit
Ih(z) = a so, dass S stationdr ist.

Beweis. Angenommen alle S, mit [h(x) = « sind nicht stationér. Dann existieren
club-Mengen C, C k mit S, NC, = (). Da

{Cy | Ih(z) = a}| = (2M)IOP <
gilt, ist auch N{C, | Ih(z) = a} club. Aus S/ = |J{S, | l[h(x) = o} folgt dann
SEN [ Ca | Ih(z) = a} = 0.
Dies steht im Widerspruch dazu, dass S stationér ist. O

Da k w-stark messbar in HOD ist, existiert ein v < & so, dass (27)HOP < g gilt
und keine Folge (S, | @ < ) € HOD von paarweise disjunkten Teilmengen von
so existiert, dass S, fiir alle & < k stationdr in S} ist.

Da (27)HOD < g gilt, existiert ein = mit lh(x) = ~ so, dass S, stationir ist. Dann
ist auch Sy} fiir alle o < 7y stationér, da S, C Sy}, gilt. Definiere

Ty = Saz{a \ Sac[(a+l).
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Dann ist T, nach Konstruktion fiir alle @ < ~ stationér, da S, stationér ist.
AuBlerdem sind nach Definition alle T, disjunkt. Das heif3t

(To | @ <) € HOD

ist eine Folge von paarweise disjunkten Teilmengen von x so, dass T, fiir alle
a < vy stationér in S ist. Dies steht im Widerspruch dazu, dass xk w-stark messbar
in HOD ist. Daher muss diese Konstruktion abbrechen, was bedeutet, dass die
Behauptung immer wie im 1. Fall folgt.

Insgesamt folgt nun, dass eine Menge S C S so existiert, dass
HOD F ,(F | S)NHOD ist ein Ultrafilter”.

Dieser Filter ist offensichtlich < x-vollstdndig und nicht prinzipal, da dies fiir den club-
Filter F gilt. Daher ist k messbar in HOD. O

Daraus folgt nun mit dem folgenden Argument, dass, wenn die HOD-Vermutung nicht
gilt, ein « so existiert, dass HOD fiir alle x > « den Nachfolger £ falsch berechnet.
Wenn die HOD-Vermutung nicht gilt, gibt es keine echte Klasse von iiberabzéhlbaren,
reguldren Kardinalzahlen, die nicht w-stark messbar in HOD sind. Das heifit es existiert
ein « so, dass (xk*)V fiir alle k¥ > a w-stark messbar in HOD ist. Mit Behauptung 1
folgt, dass (k%)Y messbar in HOD ist. Insbesondere ist (%)Y in HOD keine Nachfol-
gerkardinalzahl, also gilt
(KF)HOD < (15)V

fiir alle kT > a.
O

Wir wollen nun zeigen, dass, wenn die HOD-Vermutung gilt und es eine HOD-superkompakte
Kardinalzahl gibt, in HOD viele Nachfolgerkardinalzahlen richtig berechnet werden. Da-
zu benodtigen wir zunéchst die Definition eines Mafes.

Definition 17. Sei A eine Menge mit |A| > 6. Sei F' der Filter auf Ps(A), der durch
die Mengen R
P={QePs(A4)| PCQ}

erzeugt wird. Ein < d-vollstindiger Ultrafilter p auf Ps(A), der F erweitert, heifst feines
MasB.

Ein feines Mafl v heif$t normal, falls es abgeschlossen unter diagonalen Durchschnitten

AXe={zePs(4)|ze () Xa}

acx

1st.

Zwischen normalen, feinen Maflen und superkompakten Kardinalzahlen existiert folgen-
der Zusammenhang.
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3.1 Nachfolgerkardinalzahlen in HOD

Satz 18. FEine Kardinalzahl 0 ist genau dann superkompakt, wenn fir alle X > 0 ein
normales, feines Maf$ u auf Ps(\) existiert.

Beweis. Siehe [Jec03], Seite 375. O

Um zu zeigen, dass aus der HOD-Vermutung und der Existenz einer HOD-superkompakten
Kardinalzahl folgt, dass viele Nachfolgerkardinalzahlen in HOD richtig berechnet wer-
den, zeigen wir zunéchst, dass aus diesen beiden Annahmen folgt, dass es ein normales,
feines Mafl auf Ps(v) gibt, welches, im Bezug auf HOD, zwei niitzliche Eigenschaften
besitzt.

Satz 19. (HOD-Vermutung)

Sei § eine superkompakte Kardinalzahl und seiy > 6. Dann existiert ein normales, feines
Majf$ p auf Ps(vy) so, dass folgendes gilt:

(1) p(HODNPs(v)) =1 und

(#) falls 6 HOD-superkompakt ist, gilt 4 N HOD € HOD.

Um diesen Satz beweisen zu kénnen, benttigen wir zunéchst das folgende Lemma, wel-
ches wir in einem allgemeineren Zusammenhang formulieren.

Lemma 20. Sei N ein inneres Modell. Weiter sei d N-superkompakt, v > 6 und a € V.
Dann existiert eine elementare Einbettung j : V. — M mit kritischem Punkt 6 < § so,
dass

(4) .7(5)7: 9, B
(i) (@, \) € Vs existieren mit j((a,\)) = (a, A),
(iii) Vy C M und j(N N V&) = NNV,

Beweis. Fixiere v > § wie im Beweis zu Lemma 12 mit |V;| = v und a € V. Da §
N-superkompakt ist, existiert eine elementare Einbettung jo : V' — M mit kritischem
Punkt ¢ so, dass folgendes gilt:

(1) MY++1 C M,

(2) v <v+1<jo(d) und

(3) VNN =V, Njo(NN V).

Es gilt jo [ V41 € M, da MY+ C M gilt. Daher kénnen wir

Jo T Vog1: Vo1 — V}]OW(V)H

als elementare Einbettung in M auffassen. Setze jg = jo [ V441.
Wir zeigen nun, dass jj bezeugt, dass die geforderten Eigenschaften in M fiir jo(d) und
(Jo(a),jo(7y)) gelten. Der kritische Punkt von jg ist § < jo(d) und es gilt j5(9) = jo(9).
Weiter gilt in M

(@) = Gis (@), i3 (1)) = Gola), jo (),

mit (a,v) € Vjy(5), da a € V, und v € V41 gilt. AuBBerdem gilt

jE)k(NMﬂV'y) =V

M
jo(y) M N,
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3 Hauptteil

da
NOVy=V,Njo(NNVs) =V, nNY NV 5 =NV,

gilt und daraus durch Anwenden von j; folgt, dass
N V) =GN NV,) = Go(N N V) = NV,
gilt. Das heift insgesamt gilt nun

M E ,3y3jg : Vyp1 = Vjz ()41 mit kritischem Punkt & < jo(6) so, dass
(i) 55(8) = Jo(9),
(i) (@,7) € Vj,(s) existieren, mit j5((@,7)) = (jo(a),jo(7)) und
(4) jo (N N Vy) = Vi) N N7

Daraus folgt nun mit der Elementaritit von jg, dass folgendes gilt:

V' E 3735 : Vo1 = Vje(q)41 mit kritischem Punkt 0 < 6 so, dass

(1) 37(9) = (9),
(i7) (@,7) € Vs existieren, mit j*((a,7)) = (a,v) und
(idi) j* (N N V&) = V, A N.”

Fine Ultrapotenzkonstruktion wie im Beweis von Lemma 12 liefert dann eine elementare
Einbettung
j:V-M

mit j [ Vi1 = j*. Daher bleiben die Eigenschaften (i) — (4i7) fiir j erhalten. Weiter gilt
offensichtlich V;, C V)41 C M. O

Beweis von Satz 19. Fixiere eine regulire Kardinalzahl £ > [V,441| so, dass & nicht
w-stark messbar in HOD ist. Ein solches x existiert auf Grund der HOD-Vermutung.
Fixiere weiter, analog zum Beweis von Lemma 12, A > |V, 1| so, dass

HOD NV, = (HOD)"
gilt. Dann gilt
HOD NV, 1o = HOD NV), N Vi 4o = (HOD) N Vi, 1.

Sei S = {& < k| cf(§) = w}. Da k nicht w-stark messbar in HOD ist, existiert eine
Folge
(Sa | @ < [V4yqu]) € HOD

von paarweise disjunkten Mengen so, dass S, fiir alle o < |V, 4| stationér in S} ist und

S = U{Sa | o < [Vyswl}
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3.1 Nachfolgerkardinalzahlen in HOD

gilt, denn w < |Vi4y| < K und (21Vo+=)HOD <y 1) < k.
Sei a = (7v,k, (Sa | @ < |Vy44])). Da

jg(VﬂVg)ﬂV,\ZV}O((;)QV)\:V)\ZVQV)\

fiir die Abbildung jo gilt, die bezeugt, dass § superkompakt ist, ist § V-superkompakt.
Weiter gilt A > 6 und a € V). Daher existiert nach Lemma 20 eine elementare Einbettung
j 'V — M mit kritischem Punkt , welche die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(1) §(6) =

(2) es existiert (a,\) € Vs so, dass j((@,\)) = (a, \),

( ) V)\ - M und

(4) HOD NV} C j(HOD N).

Die Bedingung (4) gilt, da aus j(A) = XA und V) C M folgt, dass j(V5) = Vi. Da
auBerdem (HOD)Y> C HOD NV, fiir alle Ordinalzahlen « gilt, folgt

HOD NV, = (HOD)" = j((HOD)'%) C j(HOD NVy).
Sei (7,7, A) das Urbild von (7, k, ) unter j und sei
(Sa | @ < [Vatul)

das Urbild von (S, | @ < |V44w|) unter j. Da (S, | a < |Vi4y|) € HODNV), = (HOD)"
gilt, folgt aus der Elementaritdt von j, dass

(ga la < ’VW-i-wD € (HOD)VX

gilt. Auferdem folgt fiir alle v < |V51,| aus der Elementaritét von j, dass Sa C{n<
% | cf(n) = w} gilt und dass S, stationdr ist. Fiir n < & mit cf(n) > w setze

oy = {a < |Vayw| | Sa N7 ist stationdr in n}.
Da (Sq | @ < [Vaiw|) € (HOD)'X gilt, gilt auch
(0 | 1< 7y cf(n) > w) € (HOD)'s

Setze
(1 | < K,cf(n) > w) = j((oy | n <R, cf(n) > w)).

Das heifit aus der Elementaritét von j folgt, dass fiir alle n < k mit cf(n) > w gilt, dass
Ty = {a < |Vyqw| | Sa N7 ist stationdr in n}.

AuBerdem gilt (7, | 7 < K, cf(n) > w) € (HOD)"» = HODNV), € HOD.
Setze
no = sup{;j(§) | € <F}.

Dann gilt cf(no) = cf(kK) =k > w und ng < k. Daher ist 7, sinnvoll definiert. Wir zeigen
nun zunéchst die folgende Behauptung:
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Behauptung 1. Es gilt 7, = {j() | @ < [V54ul}-

Beweis. Wir zeigen zu Beginn die folgende Aussage: Fiir jeden club C C ) existiert ein
club D C K so, dass

{1 1€ € D,cf(§) =w} C{§ € C|cf(§) = w}

gilt. Sei C' C ng club. Setze D = {{ <& | j(§) € C'}. Dann gilt offensichtlich

{1 1€ € D,cf(§) =w} C{ € C|cf(§) =w},

da, falls £ € D, auch j(&) € C folgt und da, falls c¢f(£) = w gilt, auch cf(j(§)) = j(w) =w
gilt. Auflerdem ist D C % club, denn:

D abgeschlossen: Seien &, € D fiir @« < A < k. Dann gilt j(§,) € C. Daher folgt
j(sup ga) = Ssup ](ga) eC,
a< a<j(A)

da C abgeschlossen ist. Also gilt sup,.y &n € D.

D unbeschriinkt: Sei 8 < K. Zu zeigen ist, dass ein £ > 8,¢ < K mit j(§) € C existiert.
Da {j(&) | £ < R} club in 1y ist, ist auch CN{j() | £ < K} club in ny. Also existiert
ein

(=46 e Cn{j) | & <F}
mit j(&) > j(B). Daher folgt £ € D und, da j elementar ist, £ > f.
Also ist D wie gewiinscht.

Wir zeigen als Nichstes die Inklusion {j(a) | o < |Viiw|} € 7, durch Widerspruch.
Angenommen es gilt a ¢ 7,,, und es existiert ein @ so, dass j(@) = «. Dann existiert ein
club C, so, dass C, N S, N = 0 gilt, da

Tno = {a < [Vyqw| | Sa Mo ist stationdr in ng}.
Sei D, C % (wie oben konstruiert) ein club so, dass

{i(€) | € € Da,cf(§) = w} C {€ € Ca | cf(§) = w}.

Da Sy stationdr in 7 ist, existiert ein & € D, N Sg so, dass j(§) € C,. Dann gilt aber
auch

J(€) € j(Sa) = Sj@) = Sa
und, da C, C nq gilt, folgt

J(€) € CanSaNng #0.

Dies ist ein Widerspruch, da « so gewé#hlt war, dass Cy, NSy N1y = 0 gilt. Damit folgt
also {j(0) | & < [Vyrul} C 7.

Nun zeigen wir die andere Inklusion 7, C {j(c) | o < [V5y4wl}-

Sei 8 € 7, beliebig und sei C' ein beliebiger club in n9. Dann ist Sg M7y stationdr in g
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3.1 Nachfolgerkardinalzahlen in HOD

und es existiert ein £ € S3NC. Da £ € Sz C SE gilt, folgt cf(£) = w. Sei € das Urbild
von & unter j. Da

J((Sa [ < [Vapul)) = (Sa | < [Vaiul)

gilt, folgt aus der Elementaritdat von j, dass

{n<®|cf(n) =w} =J{5 | a <7}

Also existiert ein @ < & so, dass £ € Sg, da cf(§) = cf(¢) = w gilt. Auf Grund der
Elementaritiat von j gilt dann auch

£ =3(€) € j(Sa) = Sj@)-

Es folgt 8 = j(@), da § € SgN S und SgN SjG = 0 fir 8 # j(a) gilt. Damit folgt
Tno g {](a> | a < |V7+w|}' O

Aus dieser Behauptung folgt, dass
{j(a) | @ < [Vis.l} € HOD N V3,

da (7, | n < K,cf(n) > w) € HOD NV, gilt.
Sei v das normale Mafl auf P5(7¥), welches durch j induziert wird. Das heift es gilt

Xevej"y={j¢) <7} € ji(X).

Dies ist ein normales MaB, da § (und damit auch &) superkompakt ist.
Setze p = j(v). Es gilt j(P5(7)) = Ps(y) und 7 < § und daher {j(&) | £ <7} € Ps(y) =
J(P5(7)). AuBerdem gilt mit Eigenschaft (4) von j, dass

{7(&) | £ <7} € HOD NV, C j(HODNV).
Damit folgt
{i(&) | £ <7} € j(P5(3)) N j(HOD NVy) = j(P5(5) NHOD) N V) C j(P5(¥) NHOD).

Das heiit es gilt v(P5(7) "HOD) = 1. Auf Grund der Elementaritit von j folgt, dass
dann auch

u(Ps(y) NHOD) =1
gilt. Das heifit u bezeugt, dass (i) gilt.

Um (i7) zu zeigen, sei § nun sogar HOD-superkompakt. Das heifit es gilt nun, dass
HOD NV, = j(HODNV;) N V) = j(HOD NV5 N V5) = j(HOD NV5,).

Sei m € V5 M HOD eine Surjektion mit 7 : 6 — P(P(5)) N HOD fiir ein 0 < [V54,|. Da
JHODNV;5) = HOD NV), gilt, folgt, dass j(7) € HODNV) eine Surjektion ist, fiir die
gilt

j(m) = 3(0) = P(P(y)) "HOD.
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3 Hauptteil

Es gilt 7, = {7(£) | £ < |V54w|} € HOD, also folgt
A= {j(z) | = € P(P(¥)) "HOD} € HOD,

denn A = {j(z) | z € im(7)} = {j(z) | « € 770} fiir ein § < [V54,|. Daraus folgt
v NHOD € HOD, denn

v N HOD = {z € HODNP(PH)) | {j(€) | € <7} € j(x)} € HOD.

Damit gilt dann auch ¢ NHOD € HOD, was fiir (i7) zu zeigen war. O

Aus dem Beweis dieses Satzes folgt der folgende Satz, den wir spéter ebenfalls benttigen
werden.

Satz 21. Sei ¢ eine superkompakte Kardinalzahl. Angenommen fiir alle \ existiert eine
requldre Kardinalzahl v > X\ und eine Partition

(Tn, | @« < A) € HOD

von {n < v | cf(n) = w} in stationire Mengen. Dann existiert fiir alle vy ein normales,
feines Maf$ p auf Ps(7y) so, dass

(i) w(HODNPs(y)) =1 und
(13) falls 6 HOD-superkompakt ist, gilt ;N HOD € HOD.

Da wir die Existenz eines normalen, feinen Mafles mit obigen Eigenschaften h&ufiger
benotigen, machen wir die folgende Definition.

Definition 22. Sei N ein inneres Modell. Dann gilt
0£VONG(5) =00,

falls fiir alle A > § ein normales, feines Maf i auf Ps(\) so existiert, dass
(1) wW(NNPs(A) =1 und
(ii) puN N € N.

Wir wollen nun in einem Lemma zeigen, dass in V,; eine N-superkompakte Kardinalzahl
existiert, wenn « als riesige Kardinalzahl vorausgesetzt wird.

Definition 23. Ein Kardinalzahl k heifst riesig, falls eine elementare Einbettung
V=M
mit kritischem Punkt k so existiert, dass /"M c M gilt.

Um das oben erwéhnte Lemma zu beweisen, benotigen wir das Konzept der Extender.
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3.1 Nachfolgerkardinalzahlen in HOD

Definition 24. Sei n eine Ordinalzahl j : 'V, — M eine elementare Einbettung mit
kritischem Punkt k. Sei7j die kleinste Ordinalzahl, sodassn < j(7) gilt. Fiir eine endliche
Teilmenge s C 1 setze
By = {X C[il* | s € j(X)}.
Dann heifit die Menge
E={E|se€n~}

pré-Extender der Ldinge n, der durch j gegeben ist.

Zu jedem pri-Extender erhdlt man durch eine Ultrapotenzkonstruktion eine elementare
Abbildung. Falls die Ultrapotenz von V. mit E fiir einen prd-Extender E fundiert ist,
heifit E Extender. Falls n > j(k) gilt, heifft E langer Extender. Andernfalls gilt 1 = k
und E heifit kurzer Extender.

Fiir einen Extender E bezeichnen wir mit

]EV—>ME

die zugehirige elementare Abbildung. Weiter definieren wir folgende Notationen:
(1) CRT(E) ist der kritische Punkt der zugehdorigen elementaren Abbildung jg :V —
Mpg.
(ii) LTH(FE) ist die Linge des Extenders.
(7i1) SPT(E) ist die kleinste Ordinalzahl B so, dass jr(8) > LTH(E) gilt.
(iv) p(E) =sup{n |V, € Mg}.
Bemerkung. Wir haben Extender bereit im Beweis von Lemma 12 gesehen. Bezeichne j
die elementare Einbettung aus Lemma 12. Sei E der Extender der Linge j(vy), der durch

j gegeben ist. Dann ist die im Beweis konstruierte Abbildung jr die zu E gehorige
elementare Abbildung.

Lemma 25. Sei k eine riesige Kardinalzahl. Set N C V, und £ C N. Dann existiert
ein § < K so, dass
(Vi, N) E 0 ist N-superkompakt”.

Beweis. Da k riesig ist, existiert eine elementare Einbettung
j:V-M
mit kritischem Punkt « so, dass M7(%) C M gilt. Wir zeigen, dass

Vit = ijé/,i) F .k ist j(N)-superkompakt”.

Sei A € V(). Wegen /WM C M, gilt j | V) € M. Setze Z = ng) C Vi Fira € [Z]<¥
und X € [V3]<¥ setze weiter
X €E, < acj(X).

Betrachte den Extender E = (E, | a € [Z]<¥).
Sei 0 geniigend grofl und wahle P < Vj so, dass

(E,lac[Z]<%)eP
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gilt und P abgeschlossen unter Folgen der Linge |V, | ist. P kann so konstruiert werden,
dass |P| = 2l < j(k) gilt.

Sei @ der transitive Kollaps von P und o der zugehorige Isomorphismus. Dann ist @
abgeschlossen unter Folgen der Lénge |V)| und es gilt V), C Q.

Sei E das Urbild von E unter o, das heifit gelte

oc((Ey|la€Z))=(E,|acZ2).
Dann ist E ein Extender, da die Ultrapotenz von Vi(x) mit E iiber

L:[f,alg = [f,o(a)lE

in die Ultrapotenz von Vj(,) mit E eingebettet werden kann. Letztere Ultrapotenz ist
fundiert, da sie durch

k:lf ale = j(f)(a)

in V}%(H)) eingebettet werden kann. Auflerdem gilt E € Vi), da E € Qund |P| < j(k)

gilt. B
Aus j [ V) € V;](‘{\) = Z, folgt ji | VA € Z. Wie im Beweis von Lemma 12 bezeugt jz in
Vi), dass s superkompakt ist.

Es bleibt zu zeigen, dass

JE(E(N) N V) NV = jg(N) NV

gilt. Nach dem folgenden Argument gilt j(5(N) N Vi) NVy = j(N) N Vy: Da k der
kritische Punkt von j ist, gilt (V) NV, = N N V,. Durch Anwenden von j folgt daraus
JG(N)N V) =j(NNVg). Das heifit es gilt

JUN)N V)NV =3(NNVe)NVy=3(N)N Ve N Va=3(N)NVy.

Da P abgeschlossen unter Folgen der Linge |Vy| ist, gilt |[V)|T C P. Daraus folgt o |
[VA|T = id und daher auch [ | |[V}|* = id.
Weiter gilt k | Z =id, da Z = Vféﬁ ) gilt. Es gilt
J(IN) =kojg(N)=Fkolo jz(N).
Da crit(k ol) > X gilt, folgt j(IN) N Vy = jz(IN) N V. Damit gilt insgesamt
(i) N Vi) N Vy = jg(N) N Vy.

Daher bezeugen jz und s nun, dass

Vi) = Vjﬁ) F ,Es existiert ein § < j(k) so, dass ¢ j(N)-superkompakt ist”.

Mit der Elementaritéit von j folgt daraus die Behauptung.
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Wir wollen nun zeigen, dass, falls die HOD-Vermutung gilt und § eine HOD-superkompakte
Kardinalzahl ist, fiir alle singuliiren Kardinalzahlen X\ > § die Nachfolgerkardinalzahl A ™
in HOD richtig ausgerechnet wird. Dazu benétigen wir zunéchst das folgende grundle-
gende Resultat von Solovay.

Satz 26. (von Solovay)
Sei A eine requlire Kardinalzahl mit A > § und sei p ein normales, feines Mafl auf
Ps(A). Dann ezistiert ein X € p so, dass fir alle o,7 € X gilt:

Falls sup(o) = sup(1) gilt, dann folgt o = T.

Beweis. Da A regulér ist und {a < A | cf(«) = w} stationér ist, existiert nach dem Satz
von Solovay eine Partition
(Sa | a< )
von {a < A | cf(a) = w} in paarweise disjunkte stationdre Mengen. Fiir jedes 7 < A mit
w < cf(n) < 6 sei
Zy ={a <n| SaNn ist stationér in n}.

Setze weiter
X ={Z,|n<\w<cf(n) <6 und sup(Z,) =n}.

Dann gilt fiir alle Z,), Z € X mit sup(Z,) = sup(Z5), dass

n = sup(Z,) = sup(Zy) =7,

also Z,) = Zz.
Es bleibt daher zu zeigen, dass X € p gilt. Sei j : V — M die elementare Einbet-
tung, die man durch Ultrapotenzkonstruktion aus p erhélt. Das heifit es gelten folgende
Eigenschaften:

(1) Der kritische Punkt von j ist 6 und es gilt j(d) > A.
(2) {i(@) <A} e M.
(3) Fiir alle Y C Ps(\) gilt:

Y € p e {jla) |a <A} ej(v).

Setze n = sup{j(a) | & < A}. Dann gilt n < j(\), da n < j(A) und A < j(A) gilt, wobei

J(A) regulér ist. AuBlerdem gilt cf(n) < A < j(0).

So CH{a < M| cf(a) = w} ist fiir alle a < X stationér in A. Daher existiert eine Partition
(To [ a < j(N))

von {§ < j(A) | cf(§) = w} in paarweise disjunkte stationdre Mengen mit j(Sa) = T

fiir v < A. Weiter ist {j(a) | @ < A} w-abgeschlossen und unbeschréankt in 7. Daher gilt

fir alle o < A
M E ,j(Ss) N7 ist stationdr in n”.
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Das heifit es gilt

{jla) |a< A} ={a<n]| ME T, Nn ist stationér in 1"}

und daher {j(a) | @ < A} € j(X). Damit gilt X € p.

Nun konnen wir das folgende Resultat zeigen.

Satz 27. Sei N ein inneres Modell. Es gelte o) (0) = oo. Dann gilt:

(4)
(i)
(id)

Sei a € [Ord]<%. Dann ewistiert ein b € [Ord]<° N N so, dass a C b gilt.
Seiy > 0 und vy eine regulire Kardinalzahl in N. Dann gilt |y| = cf(y).

Sei A > 0 und X\ eine singulire Kardinalzahl. Dann ist X in N eine singuldre
Kardinalzahl und AT = (AT)V.

Beweis. (i) Sei a € [Ord]<°. Wihle X so, dass a € Ps()\). Da ofyng(0) = oo gilt,

34

existiert ein feines Mafl i so, dass N NPs(A) € p. Insbesondere gilt
a={dePs(\)|aCd}ep.

Mit N NPs(A) € p, folgt a N N NPs(A) € p. Insbesondere ist diese Menge nicht
leer, daher existiert ein b € a N N N Ps(A). Fiir dieses b gilt, dass b € N N Ps(\) C
N N [0rd]<% und a C b.

Sei v > § eine regulidre Kardinalzahl in N. Weiter sei p ein normales, feines Mafy
auf Ps(y) so, dass

(1) p(NNPs(v)) =1 und
(2) pNN € N.

Nach dem vorigen Satz von Solovay, angewendet in IV, existiert eine Menge X €
pN N so, dass fiir alle o, 7 € X mit sup(o) = sup(7) schon ¢ = 7 folgt.
Angenommen es gilt cf(y) < |v|.

Behauptung 1. Es gilt cf(v) > 9.
Beweis. Angenommen es existiert ein a € Ps(y) mit sup a = ~, das heifit cf(y) < J.
Nach (i) existiert dann ein b € Ps(y) N N mit a C b. Insbesondere gilt dann also
auch supb =+~. Da b € N gilt, folgt

NE ,cf(y) <.
Im Widerspruch dazu gilt allerdings

NEct(y) =v>d",

da v reguldr in N ist. O
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Sei v das Maf} auf v, welches durch p induziert wird. Das heifit fiir alle A C v gilt
Acv e {oePs(y)|sup(o) € A} € p.

Sei C' C v club in 7. Dann gilt die folgende Behauptung.

Behauptung 2. {0 € Ps(v) | sup(o) € C} ist club in Ps(7y).

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass diese Menge abgeschlossen ist. Dazu sei A < §
eine Limesordinalzahl und {o, | n < A} eine aufsteigende Kette aus {o € Ps(7) |
sup(o) € C}. Setze

Uzsup{an|77<)\}:U{an|n<)\}.

1. Fall: o ist beschréinkt, das heifit es existiert ein € € (J{o, | n < A} mit & < & fiir
alle £ € 0 = J{oy, | n < A}. Dann gilt

sup(o) = sup(|_{oy | 1 < A}) =&

Da £ € U{oy, | n < A}, gilt € € o5 fiir ein 7 < A. Weiter gilt £ < £ fiir alle
§ € oy. Daher folgt
£ = sup(oy) € C,
da o € {0 € Ps(7) | sup(o) € C}. Damit folgt sup(c) =€ € C.
2. Fall: o ist unbeschrinkt, das heifit fiir alle £ € [J{o, | 7 < A} existiert ein
£ € UH oy | n < A} mit £ < & Wir zeigen, dass dann

sup(o) = sup({sup(oy,) | 1 < A})

gilt. Sei z € sup(o) = J(U{oy | 7 < A}). Dann existiert ein a € (J{oy, | n < A}
mit x € a. Weiter existiert ein 77 < A mit a € oy. Also gilt a C |J o5 = sup(o).
Damit folgt = € sup(oy), also

z € J{sup(y) | n < A} = sup({sup(oy) | 1 < A}.

Das heifit es gilt sup(o) C sup({sup(oy,) | n < A}).
Sei nun = € (J{sup(oy) | n < A}, also x € sup(oy) = |J oy fiir ein 7 < A\. Dann
existiert ein b € o7 mit x € b. Es gilt

be | Jonln<Al

Da (J{o,, | n < A} als unbeschrinkt vorausgesetzt ist, existiert ein b € (J{oy, |
n < A} mit b < b, das heifit b € b. Daher folgt b € J(U{oy, | n < A}). Das
heifit es gilt © € b € sup(o). Da sup(o) transitiv ist, folgt =z € sup(o) und
damit sup({sup(oy,) | n < A}) C sup(o).

Insgesamt gilt nun sup(c) = sup({sup(o,) | n < A}). Da sup(oy,) € C fiir alle
17 < A gilt und C' abgeschlossen ist, folgt also sup(o) € C.
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(i)

36

Da in beiden Fillen sup(o) € C gilt, folgt
o €{o € Ps(y)|sup(o) € C}.

Also ist {o € Ps(7) | sup(o) € C} abgeschlossen.

Es bleibt zu zeigen, dass diese Menge unbeschrinkt ist. Dazu sei 8 € Ps(vy). Sei
{By € 7| n <A} mit A < eine Aufzéhlung von 5. Da C' unbeschrénkt in + ist,
existiert fiir alle 3, € v ein Bn € C mit 8, < Bn. Setze

Dann gilt 4 C 8 und 3 € {0 € Ps(7) | sup(c) € C}, da § € Ps(7) und
sup(B) = sup({3, | n < A}) € C,

weil Bn € C fiir alle n < A gilt und C abgeschlossen ist.
Also ist {o € Ps(y) | sup(o) € C} unbeschriankt in Ps(y) und es folgt die Behaup-
tung. O

Da jedes normale, feine Maf} auf Ps(y) alle Mengen enthélt, die club in Ps(7) sind,
gilt

{o € Ps(7) [ sup(o) € C} € p
und daher C € v.
Da cf(v) < |v| gilt, existiert eine Menge A, die club in + ist, mit |A| = cf(y). Das
heifit es existiert ein A € v mit |A| = cf(y). Dann gilt

{0 € Po(y) | sup(o) € A} € pu.
Sei X die Menge aus dem Satz von Solovay. Da X € u gilt, folgt
B:={c € X |sup(o) € A} € p.

Aus |A] = cf(y) und B C X folgt, dass |B| < cf(7y) gilt. Mit § < cf(~y) folgt weiter,
dass | |J B| < cf(v). Aus der Annahme cf(vy) < ||, folgt B < 7.
Daher existiert ein £ < v mit £ ¢ |J B. Da pu ein feines Ma8 ist, gilt

§:={oePs(7) | {¢} Co} e

Also folgt BN f € u, was insbesondere bedeutet, dass die Menge B ﬂé nicht leer
ist. Sei daher 0 € BN é Dann gilt £ € 0,da o € f Da auflerdem o € B gilt, folgt
¢ ¢ o0,da¢ ¢ |JB. Dies ist offensichtlich ein Widerspruch.

Sei A > 4 eine singulédre Kardinalzahl. Angenommen \ wére in IV regulér. Dann gilt
mit (ii), dass |A| = cf(\). Da A eine Kardinalzahl ist, bedeutet dies, dass A = cf(A),
also dass A regulér ist. Dies ist ein Widerspruch, da X als singulér vorausgesetzt
war.



3.2 Aquivalenzen zur HOD-Vermutung

Angenommen es gilt (AT)Y < AT, Da (A")Y in N eine regulire Kardinalzahl ist,
folgt mit (ii7)
cf(AH)Y) =AY =
Dies ist ein Widerspruch, da die Kofinalitét einer Ordinalzahl immer regulédr ist.
U

Korollar 28. (HOD-Vermutung)
Sei § eine HOD-superkompakte Kardinalzahl und sei X > § eine singuldre Kardinalzahl.

Dann gilt
(AH)HOD _ )+,

Das heifit der Nachfolger von A wird in HOD richtig berechnet.

3.2 Aquivalenzen zur HOD-Vermutung

Nachdem wir nun dieses erste Ziel gezeigt haben, wollen wir, unter der Annahme, dass
es eine erweiterbare Kardinalzahl (siche Definition 11) gibt, einige Aussagen finden, die
zur HOD-Vermutung dquivalent sind. Dazu bendtigen wir zunéchst einige grundlegende
Resultate.

Lemma 29. Sei N ein inneres Modell. Weiter sei § < k, |Vi| = k und p ein normales,
feines Maf$ auf Ps(k) so, dass

(1) p(NNPs(k)) =1 und

(4) uNN € N.
Sei j: V. — M die elementare Einbettung, die durch die Ultrapotenz von V mit i erzeugt

wird. Dann gilt
JINNVs) NV, =NNV,.

Das heifit, falls 0iyxg(6) = oo gilt, ist § N-superkompakt.

Beweis. Da |V, | = & gilt, folgt |VN|N = k. Sei 7 : k — V,,N N eine Bijektion mit 7 € N.
Weiter sei fiir alle X C
Nx ={r(a) |a € X}

die Teilmenge von V, N N, welche X kodiert.
Behauptung 1. Es gilt {X € Ps(x) | NN Vopx) = Nx} € p.

Beweis. Es gilt, dass pN N in N ein normales, feines Mafl auf Ps(x) ist und dass 7 € N.
Daher existiert in IV eine elementare Einbettung

Junn : N = Ult(N; p N N).
Damit gilt die Behauptung genau dann, wenn

Junn "k € Junn({X € Ps(k) | N N Voipx) = Nx })
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gilt. Da offensichtlich N NV, = j,nn " (N NV;) gilt und

{unn(m)(a) | a € junn "k} = {Gunn (7) (Junn (@) | @ < K}
= Upnn(m(@)) | a < x}
= Junn (N O V5),

folgt, dass
NNV = {unn () (@) | a € junn "k}
Daher gilt
JunN "k € Junn({X € Ps(k) | NN Vogp(x) = Nx })
und damit die Behauptung. O

Aus der Behauptung folgt nun, dass
17k € ]({X € P(S(:‘ﬂ?) ‘ NN V:)tp(X) = NX}

gilt. Das heif3t, dass
JIN)N Vi = {j(m)(a) | o€ 57k}

Weiter gilt
{i(m)(a) e j7rp = {i(m)(i()) | a < K}

={i(m(a)) [ a <K}
:j”(VKﬂN),

daher folgt
JIN)NV, =237 (Ve.NN)=ZNNV,.

Da diese Mengen beide transitiv sind, folgt aus der Isomorphie schon Gleichheit und
damit, da j(d) >  gilt, wie behauptet

JINAVs) NV, =j(N)NV, = NNV,.

Wir benétigen nun erneut das Konzept der Extender.

Lemma 30. Sei N ein inneres Modell. Angenommen es gilt oﬁVONG(é) =o00. Seiy >4
mit |Vy| =~ und a € V,,. Dann existiert eine elementare Einbettung

j : Vﬁ+w — V’y+w
mit kritischem Punkt § so, dass fiir den Extender E der Linge v, der durch j gegeben
ist, folgendes gilt:

(i) j(0) =9,
(77) es existiert ein @ € Vs so, dass j((@,7)) = (a,7),
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(tii) J(INNVy)=NNV, und
(v) ENN € N.

Beweis. Sei k > v eine Kardinalzahl mit |V;| = x und p ein normales, feines Mafl auf
Ps(r) so, dass

(1) pu(NNPs(k)) =1 und

(2) uNN e N.

Sei j : V — M die elementare Einbettung, die durch die Ultrapotenz von V mit pu
gegeben ist. Es gilt j [ V4, € M, denn M* C M. Wir kénnen daher

J I Vv-ﬁ-w : Vv-&-w — V}%)er

als Abbildung in M auffassen. Sei
§ M — M

die elementare Einbettung mit j [ V,4,, = 7% [ V44, die durch eine Ultrapotenzkon-
struktion in M mit j | V.4, entsteht.
Aus Lemma 29 folgt, dass

JINNVs) NV, =NNVg

gilt. Daraus folgt, dass
NNV, =NnV,NV,
=j(NNVs)NV.NV,
:j(N)ﬂVj((;) NnVe.NVv,
=Jj(N)NV,.

Analog zum Beweis von Lemma 20 folgt nun, dass j* bezeugt, dass dieses Lemma fiir
(j(7),4(a)) und j7(N) in N gilt. AuBerdem gilt ENN € N, daunN € N.
O

Fiir den néchsten Satz, benétigen wir die folgende Definition.

Definition 31. Fir eine unendliche, regulire Kardinalzahl k sei H, die Menge aller
erblich < k-groflen Mengen. Das heifst

H,={z||TC(z)| < k}.

Satz 32. Sei N ein inneres Modell. Weiter gelte oNong(6) = 00. Seiy > § eine Kardi-
nalzahl in N. Sei M eine transitive Menge und

j: (H7+)N — M

eine elementare Einbettung mit kritischem Punkt grofier oder gleich §. Sei X < j(v) mit
PA)NM C N. Auferdem sei F' der N-pri-Ezxtender der Linge X, der durch j gegeben
ist. Dann gilt F € N.
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Beweis. Sei I' der N-pria-Extender der Lange A, der durch j gegeben ist. Das heifit
F={F,|a€[N}
mit
Fo={X|aej(X)}.
Sei k > 7 so, dass |Vg| = k und j € Vj gilt. Nach Lemma 30 mit a = (\, M, j) und &
existieren B _
0<HF<A<KE<S
und eine elementare Einbettung

T Vngl — VN+1

mit kritischem Punkt 6 so, dass

(1) 7(0) =6 und 7(A) = A,

(2) w(M) = M und 7(5) = j,

(3) m(NNVg) = NNV, und

(4) 7| (NNVz41) €N

fiir eine transitive Menge M € N und eine elementare Einbettung

VK (H7+)N - M
mit j € Vi gilt. Sei _
F={F,|se[A™}

der N-pri-Extender der Linge ), der durch j gegeben ist. Das heifit es gilt n(F)=F.
Wir zeigen nun, dass F' € N gilt. Dazu sei s € [A\|<* und a € P([7]¥) N N. Dann gilt per
Definition a € F's genau dann, wenn s € j(a) gilt. Da 7 elementar ist, gilt dies genau

dann, wenn 7(s) € 7(j(a)) = 7(j)(n(a)) gilt. Aus 7(j) = j, folgt nun
a € Fs genau dann, wenn 7(s) € j(n(a)).

Sei E der N-Extender der Linge x, der durch 7w gegeben ist. Insbesondere ist F/ fundiert.
Dies folgt genauso wie in Behauptung 2 von Lemma 12.
Es gilt E | v={E;|s €[y} € (H,+)". Wir kénnen also

H=jETv) 1A
definieren. Wegen 7(%) = k und & < ¢, gilt
SPT(E) = min{f € Ord | 7(8) > k} < § < crit(j).

Da auerdem P(A\) N M C N gilt, folgt, dass H € N gilt und dass H ein pri-Extender
der Lange A in N ist. Es gilt

NNVs=NnNV,NVs=a(NNVg)N7n(V5) =n(NNVeNV;) C M
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und SPT(H) < SPT(FE) < 4.
Angenommen Ult(N; H) ist nicht fundiert. Dann existiert ein f : w — A mit f € N so,
dass die Folge

(Hf[k | k< w)

nicht fundiert ist. Da SPT(H) < SPT(FE) < § < crit(j) und H = j(E [ 7v) | A gilt, muss
ein g: w — vy mit g € N so existieren, dass

(Egii | k <w) = (Hype | k <w)

gilt. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass E fundiert ist.
Daher ist Ult(N; H) fundiert und H ist ein Extender in N. Sei

jo : N — Ult(N; H)

die zugehdrige elementare Einbettung. Sei s € [A]<“ und a € P([7]!*)) N N. Dann gilt
jla) = a, weil a € V5 und § < crit(j) gilt. Mit der Definition von H folgt nun, dass

G(m(@)) N AT = G (j(a)) N A = G (a) N AR,

Insgesamt gilt also fiir alle s € [A]<“ und alle a € P([7]*!) N N, dass

Das heift es gilt F € N, da H € N gilt. Aus 7n(F) = F und 7 | (N N V&z1) € N, folgt
schliefllich F' € N. O

Aus diesem Resultat, lassen sich nun leicht die folgenden Sétze ableiten.

Satz 33. Sei N ein inneres Modell. Weiter gelte oNong(8) = 0o. Seiy > § eine Kardi-
nalzahl in N. Sei M € N eine transitive Menge und

ji(H )N =M
eine elementare Einbettung mit kritischem Punkt k > §. Dann gilt j € N.

Beweis. Sei A = j(v). Wegen M € N gilt auch P(A\) N M C N. Mit Satz 32 folgt,
dass F' € N gilt, wobei F' der N-pra-Extender der Lénge A ist, der durch j gegeben ist.
Daraus folgt 7 € N. O

Satz 34. Sei N ein inneres Modell. Weiter gelte oYong(8) = 0o. Seiy > § eine Kardi-
nalzahl in N. Sei

Jo (Hyo)N = (Hjy)V

eine elementare Einbettung mit kritischem Punkt k > . Dann gilt j € N.
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Beweis. Da (Hj(7)+)N € N eine transitive Menge ist, folgt die Behauptung aus Satz

33. g

Satz 35. Sei N ein inneres Modell. Weiter gelte ofoxg(0) = co. Sei v > & eine Ordi-
nalzahl und
J: NNVyp = NNV

eine elementare Einbettung mit kritischem Punkt k > . Dann gilt j € N.
Beweis. Fiir alle Ordinalzahlen v > w gilt
Vit = Hyy -

Daher folgt
NNV =ENNHy + = (H‘VW|+)N

und
~ N
N OV = NOHy, i+ = (Hv,1+)

Da diese Mengen transitiv sind, folgt aus der Isomorphie schon Gleichheit und es gilt
j € N nach Satz 34. O

Um die Aussagen formulieren zu kénnen, die, unter der Annahme, dass es eine erweiter-
bare Kardinalzahl gibt, dquivalent zur HOD-Vermutung sind, benétigen wir die folgen-
den Definitionen.

Definition 36. Eine Kardinalzahl 0 heifst Woodin-Kardinalzahl, falls fiir jedes A C Vy
ein kK < d so existiert, dass fir alle A < § eine elementare Finbettung

V=M

mit folgenden Figenschaften existiert:
(1) crit(j) =k, j(K) > A,
(73) VA €M und
(13) jJ(A)NVy=ANV,.
Definition 37. Sei £ eine Menge von FExtendern. Dann bezeugt £, dass & eine Woodin-

Kardinalzahl ist, falls fir jedes A C Vs ein k < § so existiert, dass fir alle A < § ein
E € £ mit folgenden FEigenschaften existiert:

(1) CRT(E) = &, je(k) > A,
(ii) p(E) > X und
(ZZZ) ]E(A) NVy=AnNnV,.
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Definition 38. HOD ist ein geeignetes Extender-Modell bei §, falls folgendes gilt:
(i) ofoNG(9) = o0
(17) Es existiert eine Folge (Eq | o < §) von Extendern in Vs, die bezeugt, dass § eine
Woodin-Kardinalzahl in V ist, so, dass
(E, NHOD | a < §) € HOD
und so, dass p(Es) = LTH(E,) fir alle o < 6 gilt.

Nun kénnen wir das folgende zentrale Ergebnis formulieren.

Satz 39. Seid eine erweiterbare Kardinalzahl. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.
(1) HOD st ein geeignetes Extender-Modell bei 0.
(ii) Es existiert eine requlire Kardinalzahl k > 0 so, dass k in HOD nicht messbar ist.
(7i1) Die HOD-Vermutung gilt.
(iv) Es existiert eine requldre Kardinalzahl k > 0 und eine Partition
(So | @ < 6) € HOD
von {n < k| cf(n) = w} in paarweise disjunkte stationire Mengen.

Beweis. (i) = (ii) Es gilt ofl9R(8) = co. Sei A > § eine singulire Kardinalzahl. Nach

Korollar 28 gilt
AT = (AH)HOP,

Angenommen At = (A*)Y wire messbar in HOD. Dann gilt
()\Jr)HOD < ()\Jr)V’

was ein Widerspruch zu obiger Aussage ist.

(74) = (i47) Sei I die Klasse aller regulidren Kardinalzahlen -, sodass ein n > v existiert
mit

(1.1) V;, E ZFC und
(1.2) V;, E v ist nicht w-stark messbar in HOD”.

Dann sind die Kardinalzahlen aus I auch in V nicht w-stark messbar in HOD, wie
die folgende Behauptung zeigt.

Behauptung 1. Falls v € I gilt, dann ist v nicht w-stark messbar in HOD.

Beweis. Sei n ein beliebiger Zeuge fiir v € I. Angenommen 7 ist w-stark messbar
in HOD. Dann existiert ein A < 7 so, dass folgendes gilt:

(2.1) (2M)HOP <+ und

(2.2) es existiert keine Partition
(Sa | @ < \) € HOD

von {{ < v | cf(§) = w} in stationdre Mengen.
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Es gilt (HOD)Y" c HOD, also folgt (2*)HOD)" < (2M)HOD  AyBerdem exis-
tiert keine Partition
(So | & < \) € (HOD)"" ¢ HOD

von {{ < 7 | cf(§) = w} in stationdre Mengen. Dies steht im Widerspruch zu
Bedingung (1.2). O

Sei k > § eine regulidre Kardinalzahl, die nicht messbar in HOD ist. Wie in Be-
hauptung 1 in Satz 16 gezeigt wurde, ist £ dann nicht w-stark messbar in HOD.
Also ist & nicht w-stark messbar in (HOD)Y" fiir alle geniigend groBen 7, da eine
Partition in HOD auch schon in (HOD)"? enthalten ist, falls  groB genug ist.

Sei @ > §. Da 4 erweiterbar ist, existiert eine elementare Einbettung

J Va1 = Vja)+1

mit j(d) > . Aus der Erweiterbarkeit von 0 folgt aulerdem, dass die stark uner-
reichbaren Kardinalzahlen unterhalb von § kofinal in ¢ sind, da jede erweiterbare
Kardinalzahl superkompakt, also insbesondere messbar, ist. Da j elementar ist,
folgt nun, dass die stark unerreichbaren Kardinalzahlen unterhalb von j(J) kofinal
in 7(9) sind. Das heifit es existiert eine stark unerreichbare Kardinalzahl oberhalb
von «. Da « beliebig gewiahlt war, existiert eine echte Klasse von stark unerreich-
baren Kardinalzahlen.

Damit gilt x € I, da fiir ein geniigend grofles, stark unerreichbares 7 gilt

(3.1) V;; E ZFC und

(3.2) V;, E & ist nicht w-stark messbar in HOD*.

Wir wollen nun zeigen, dass I eine echte Klasse ist. Dazu zeigen wir die folgende
Behauptung.

Behauptung 2. I NJ ist kofinal in 4.

Beweis. Sei v < § eine stark unerreichbare Kardinalzahl. Dann gilt fiir alle A < ~,
dass (2’\)(HOD)V’7 <2 <. Da k € I gilt, existiert eine Partition

(S4 | o < A) € (HOD)Yn
von {¢ < k | cf(§) = w} in stationdre Mengen. Dann ist
(S) |a<N)=(SanNvy|a<)) e (HOD)

fiir ein A < X eine Partition von {{ < 7 | cf(§) = w} in stationdre Mengen. Also
gilt v € I.

Da die Menge aller stark unerreichbaren Kardinalzahlen unterhalb von § kofinal in
d ist, ist auch I N J kofinal in J. O

Sei o > § grof} genug, sodass

Vat1 F ¥y €Iné In:V, FZFC Ay ist nicht w-stark messbar in (HOD)"»”.
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Da § erweiterbar ist, existiert eine elementare Abbildung
J Va1 = Vi1
mit kritischem Punkt 6 und j(6) > «. Damit folgt
Vita)+1 F »Vy € j(IN6) 3n: V;) E ZFC Ay ist nicht w-stark messbar in (HOD)V’?”.

Aus der Elementaritit von j folgt auerdem, dass j(I N d) kofinal in j(J) ist. Es
existiert also ein v > « so, dass ein 7 existiert mit

(4.1) V;, E ZFC und
(4.2) V;, E v ist nicht w-stark messbar in HOD*.

Das heifit es gilt v € I. Da a < «v beliebig gew&hlt war, folgt, dass I eine echte
Klasse ist. Damit gilt die HOD-Vermutung.

(791) = (iv) Dadie HOD-Vermutung gilt, existiert eine echte Klasse von tiberabzéhlbaren,
reguldren Kardinalzahlen k, die nicht w-stark messbar in HOD sind. Wahle k aus
dieser Klasse so, dass k eine starke Limeskardinalzahl ist.

(iv) = (i) 0 ist als erweiterbare Kardinalzahl vorausgesetzt. Nach Lemma 12 ist § daher
auch HOD-superkompakt. Wir zeigen zunéchst, dass ein solches d nicht die kleinste
HOD-superkompakte Kardinalzahl sein kann.

Behauptung 3. Es existiert ein normaler Ultrafilter U iiber § so, dass
{a < § | a ist HOD-superkompakt} € U.

Insbesondere ist § nicht die kleinste HOD-superkompakte Kardinalzahl.

Beweis. Da § erweiterbar ist, existiert eine elementare Abbildung

J Vs = Vi)

mit kritischem Punkt §. Sei U der normale Ultrafilter, der durch j erzeugt wird.
Das heif}t es gilt
XeU<«&j’ejX).

j(0) ist eine unerreichbare Kardinalzahl. Aulerdem gilt, da ¢ erweiterbar ist,
(HOD)Ys = HOD NVj.
Es gilt daher

Vi@)+1 F 0 ist y-superkompakt (bezeugt durch k)
A kE(HODNV;) NV, = HOD NV, fiir 6 < < j(4)”.

Das heifit

A:={a < J | aist y-superkompakt (bezeugt durch k)
A k(HODNV,) NV, =HODNV, fir a <y <} €U.
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Da 6 HOD-superkompakt ist, sind auch alle & € A HOD-superkompakt. Also ist
{a < § | a ist HOD-superkompakt} € U.

Insbesondere ist diese Menge nicht leer und es existiert eine HOD-superkompakte
Kardinalzahl a < 4. O

Wir wollen zeigen, dass HOD ein geeignetes Extender-Modell bei § ist. Dafiir
miissen wir zunéchst zeigen, dass OESI?G (0) = oo gilt.

Behauptung 4. Wenn 6y < § HOD-superkompakt ist, dann gilt oggll\?(}(ég) = 00.

Beweis. Sei k > § > §p eine reguldre Kardinalzahl, sodass eine Folge
(Sa | @ < 6) € HOD

von paarweise disjunkten stationéren Teilmengen von {n < k | cf(n) = w} existiert.
Ein solches « existiert nach Bedingung (iv).
Wir wollen 6 > x so wihlen, dass die folgende Eigenschaft gilt:

HODNP(k) = (HOD)Y? N P(k).
Dazu wéhlen wir 6 > x geniigend grofl mit der Eigenschaft
HOD NV = (HOD)"?.
Da § erweiterbar ist, existiert eine elementare Einbettung
7 Vor1 = Vi1
mit kritischem Punkt 0 so, dass j(d) > k gilt. Es gilt

Vi1 E VA < 6 Jdk > A regulér so, dass eine Partition
(Sa | @ < A) € HOD von {n < x| cf(n) = w} in

paarweise disjunkte stationédre Teilmengen existiert”.
Da j elementar ist folgt diese Aussage in Vj(g) 1.

Vig)+1 F »VA < j(8) Iy > A regulér so, dass eine Partition
(To, | @ < A) € HOD von {n <~ |cf(n) =w} in
paarweise disjunkte stationéire Teilmengen existiert”.

Da (HOD)Vi®+1 C HOD gilt, gibt es in V fiir alle A < j(§) eine regulire Kardi-
nalzahl v > X\ und eine Partition

(To, | @« < A) € HOD

von {n < v | cf(n) = w} in paarweise disjunkte stationidre Mengen. Da j so gewéhlt
werden kann, dass j(6) beliebig grof ist, folgt mit Satz 21, dass ol GR () = oo
gilt. O



3.2 Aquivalenzen zur HOD-Vermutung

Es bleibt zu zeigen, dass Bedingung (i7) aus Definiton 38 fiir § erfiillt ist. Dazu sei
dg die kleinste HOD-superkompakte Kardinalzahl. Das heifit nach Behauptung 3
gilt g < 4.

Sei A C V5 mit A € HOD und sei 1 geniigend grofy mit

(HOD)"" = HOD NV,
Da § erweiterbar ist, existiert ein ' und eine elementare Abbildung
k:Vy,—Vy
mit kritischem Punkt 6 und k(J) > n. Sei
J=k[ Vsto.

Dann gilt j € V,/. Weiter gilt k(A) Nd = A, da ¢ der kritische Punkt von £ ist.
Durch das Anwenden von k, beziehungsweise j, folgt, dass

J(k(A)N6) = k(A)
gilt.

Behauptung 5. Es gilt HOD NV, = (HOD)VW’ N Vsiq.

Beweis. Es gilt
k(HOD NV3) N Vg1 = (HOD)' N Vi) N Vig.

Es reicht also k(HOD NVy)N V511 = HOD NVyyq zu zeigen. Wir zeigen die folgende,
etwas stirkere, Aussage

E(HODNVs) NV, = HODNV,,.
Da § erweiterbar ist, gilt HOD NV; = (HOD)Y. Damit folgt

k(HOD NVs) NV, = k((HOD)"?) NV,

= (HOD)"x® NV,

C HOD NV NV,

=HODNV,,
Da 7 so gewihlt war, dass (HOD)Y» = HOD NV, gilt, folgt die andere Inklusion
wie folgt:

HOD NV, NV, = (HOD)"" NV,

(HOD)V+® NV,
(HOD)") NV,
HODNVs) NV,

N

k(
k(
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Wendet man k auf die Aussage in Behauptung 5 an, so erhilt man
(HOD)Y N Vis)41 = j((HOD)Y N Vs 1y).
Dabher gilt

Vi E 36 < k(6) 35 : Viyy = Vis)r2 mit crit(j) =6
AHOD NVjy5)41 = j(HOD NV ;)
ANi(k(A)N6) =k(A)”.

Es folgt aus der Elementaritéit von j, dass

VyE 30 <635 : Vi,y — Voo mit crit(j) =9
AHODNVsyy = j(HOD NV, )
ANF(ANS) = A”.

Fiir dieses 6 und das dazugehérige j gilt nun in V, dass

(1) j(An9d) = 4,

(2) j(HODNV;, ;) = HOD NV und

(3) j I (HODNV;5 ) € HOD.
Bedingung (1) folgt direkt aus der Aussage Vj, F ,j(ANJ) = A”. Bedingung (2)
ergibt sich aus der entsprechenden Aussage in V;, mit der Rechnung

J(HODNV;,,) = j(HOD NV, N V3,,)
j((HOD)"" N V5, )
= (HOD)Y" N V5

= HOD NV, N V541

= HOD NV,

da 1 so gewihlt war, dass (HOD)Y» = HOD NV, gilt. Nach Satz 35 gilt fiir alle
v > dp, da 0581]\?(; (69) = oo gilt, dass, falls

Jjo : HODNV,41 — HOD m‘/j(;y)+l
eine elementare Einbettung mit crit(jo) > dp ist, dann j, € HOD. Damit folgt
Bedingung (3).
Sei F der zu j gehorige Extender der Linge § + 2. Das heifit fiir s € [§ + 2]<“ sei
E,={AC[3)*|s€j(A)

und
E={E;|se[d+2]<“}.
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Dann gilt p(E) = 6 +2 = LTH(E), da j : V5, — Vsy2. Daher folgt aus obiger
Argumentation, dass eine Folge

(Eq | a < 6)

von Extendern in Vj, die bezeugt, dass § in V' eine Woodin Kardinalzahl ist, so

existiert, dass
(Eo NHOD | a < §) € HOD

gilt und p(E,) = LTH(E,) fiir alle o < § erfiillt ist. Damit ist HOD ein geeignetes
Extender-Modell bei §.
O
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