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Zusammenfassung  Wir konstruieren einen schlechten Korper der Charakteristik Null. Mit anderen
Worten, wir konstruieren einen algebraisch abgeschlossenen Korper mit einem Dimensionsbegriff ana-
log der Zariski-Dimension, zusammen mit einer unendlichen echten multiplikativen Untergruppe der
Dimension Eins, so dafl der Kérper selbst Dimension Zwei hat. Dies beantwortet eine alte Frage von
Zilber.

Abstract We construct a bad field in characteristic zero. That is, we construct an algebraically closed
field which carries a notion of dimension analogous to Zariski-dimension, with an infinite proper mul-
tiplicative subgroup of dimension one, and such that the field itself has dimension two. This answers a
longstanding open question by Zilber.
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1. Einleitung

Morleyrang ist eine modelltheoretische Verallgemeinerung des Dimensionsbegriffs fiir
algebraische Varietaten, der fiir definierbare Mengen in beliebigen mathematischen Struk-
turen definiert werden kann; eine Struktur ist w-stabil, falls der Morleyrang ordinale
Werte annimmt. Das Analogon zur Anzahl irreduzibler Komponenten von maximaler
Dimension ist der Morleygrad; eine frithe Vermutung von Zilber besagt, dafl eine Struk-
tur vom Morleyrang und -grad 1 (eine streng minimale Menge) von einer bekannten
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Geometrie herrithrt: Der trivialen (degenerierten) Geometrie, der Geometrie eines Vek-
torraumes liber einem Schiefkérper, oder der Zariskigeometrie iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper. Diese Vermutung wurde 1988 von Hrushovski widerlegt [10],
indem er die Fraissésche Konstruktion des universellen homogenen Modells einer zusam-
menhéngenden Klasse endlicher relationaler Strukturen mit Amalgamierungseigenschaft
in genialer Weise variierte. Die Methode wurde von Poizat und Goode [7] in zwei
Schritte zerlegt: Konstruktion einer generischen Struktur vom Rang w und Kollaps zu
einer streng minimalen Menge; sie hat seither zahlreiche weitere Anwendungen gefun-
den. So konnte Hrushovski zwei streng minimale Mengen mit definierbarem Morley-
grad in disjunkten Sprachen zu einer streng minimalen Menge fusionieren [9] (siehe
auch [4]); insbesondere folgt daraus, dafl es eine streng minimale Menge gibt, die zwei
verschiedene Korperstrukturen tragt (eventuell sogar in verschiedenen Charakteristiken),
die zueinander so unabhéngig wie moglich liegen. Die im Hrushovskischen Artikel enthal-
tene Randbemerkung, die Fusion sollte sich auch durchfiihren lassen, wenn die beiden
streng minimalen Mengen Expansionen einer gemeinsamen Vektorraumstruktur iiber
einem endlichen Korper sind, wurde vom zweiten Autor und Hasson [8] im monobasierten
Fall durchgefiihrt; in demselben Artikel wird auch der unkollabierte Fall einer Fusion
vom Rang w behandelt. Der Kollaps zu einer streng minimalen Fusion gelang schliefSlich
dem ersten und dritten Autor zusammen mit Ziegler [5]; in einer Variante derselben
Ideen zeigten sie auch [6] die Existenz eines Korpers beliebiger positiver Charakteristik
vom Morleyrang 2 mit einer additiven Untergruppe vom Rang 1 durch Kollaps eines
entsprechenden von Poizat [15] konstruierten Kérpers vom Rang w - 2. Somit gibt es
insbesondere eine streng minimale Menge mit einer Addition, aber zwei voneinander
unabhangigen Multiplikationen.

Schlechte Korper sind Korper von endlichem Morleyrang mit einem Prédikat fiir eine
nichttriviale divisible echte multiplikative Untergruppe. Sie wurden im Zusammenhang
mit der Analyse einfacher Gruppen von endlichem Morleyrang eingefiihrt, wo eine Borel-
untergruppe (maximale auflésbare Untergruppe) etwa die Form KT xT mit 1 < T < K*
haben konnte. Geméafl der Vermutung von Cherlin—Zilber, einer algebraischen Variante
der Zilberschen Vermutung, sollte eine einfache Gruppe von endlichem Morleyrang alge-
braisch sein; die Abwesenheit von schlechten Kérpern wiirde die Untersuchung der Borel-
untergruppen vereinfachen. In positiver Charakteristik ist ihre Existenz unwahrschein-
lich [17,18]; in Charakteristik 0 hat Poizat [15] tiefe Ergebnisse von Ax [1] verwendet,
um einen Kérper vom Rang w-2 mit multiplikativer Untergruppe vom Rang w zu konstru-
ieren, nachdem er bereits zuvor [14] einen Korper vom Rang w - 2 mit Pradikat fir eine
Teilmenge vom Rang w konstruiert hatte; dies widerlegte insbesondere eine Vermutung
von Berline und Lascar, derzufolge der Rang eines Korpers (falls ordinal) ein Monom
der Form w® sein sollte. Poizat [14] erhielt auch durch Amalgamation kollabierte Struk-
turen; Baldwin und Holland [2] wiesen nach, dafi diese unter bestimmten Bedingungen
w-saturiert und damit w-stabil von Morleyrang 2 sind. Der Beweis dieses Resultats wurde
vom ersten und dritten Autor sowie Ziegler [3] mit einer einfachen Axiomatisierung neu
gefafit. Der Vollstandigkeit halber sei angemerkt, dafl nach einem Satz von Macintyre [12]
ein Korper von ordinalem Morleyrang algebraisch abgeschlossen sein muf.
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Poizat folgend nennen wir das Pradikat fiir eine multiplikative Untergruppe grin (eine
additive Untergruppe ist rot, und eine Teilmenge schwarz). In diesem Artikel fithren wir
den Kollaps des griinen Korpers durch und zeigen somit die Existenz eines schlechten
Korpers der Charakteristik 0. Die Konstruktion lehnt sich eng dem roten Kollaps in [6]
an, wobei wir anstelle der Lokalendlichkeit des Vektorraumes tiber I,, die Ergebnisse von
Ax/Poizat verwenden.

2. Algebraische Lemmata

In diesem Abschnitt fithren wir die Resultate aus der algebraischen Geometrie auf, die
wir im Laufe des Beweises benotigen. Wir verwenden die folgende Bezeichnung: C ist ein
algebraisch abgeschlossener Koérper der Characteristik 0. Eine Varietat V' ist immer eine
abgeschlossene Untervarietdt von (C*)™ (betrachtet als affine Varietét). Ein Torus ist eine
zusammenhéngende Untergruppe von (C*)", gegeben durch endlich viele Gleichungen
der Form: z7* ---al» = 1. Fiir einen Torus 7T ist die lineare Dimension 1dim(7T) (als Q-
Vektorraum modulo Torsion) gleich der algebraischen Dimension dim(7") (als Varietét).
Gegeben eine abgeschlossene irreduzible Untervarietiat V' von (C*)™, ist der minimale
Torus von V der kleinste Torus 7', so dafl V' in einer Nebenklasse a - T von T enthalten
ist. Wir setzen ldim (V') := dim(7T'), und ¢d(V) := dim(7T") — dim(V) = ldim(V') — dim(V),
die Kodimension von V. Eine irreduzible Untervarietdt W C V heifle cd-maximal, falls fir
alle irreduziblen W C W’ C V gilt, dafl cd(W’) > c¢d(W). Trivialerweise sind irreduzible
Komponenten von V' sowie maximale in V enthaltene Torusnebenklassen cd-maximal.
Zunachst sei ein grundlegendes Ergebnis iiber Tori in Erinnerung gerufen.

Anmerkung 2.1. Eine zusammenhingende algebraische Untergruppe eines Torus ist
wieder ein Torus.

Folgendes Ergebnis wurde von Poizat bewiesen [15, Corollaires 3.6 und 3.7].

Satz 2.2. Sei V(Z,z) eine uniform definierbare Familie von Varietéten in (C*)"™. Dann
existiert eine endliche Familie T(V) = {Ty,...,T,} von Tori in (C*)", so da# fiir jeden
Torus T C (C*)", jede Varietéit V = V(z,b) aus der Familie und jede irreduzible Kom-
ponente W von VyNa-T (mit a in W) ein i in {0,...,r} existiert, so daf W C a - T;
und dim(7;) —dim(VNna-T;) = dimT — dim W ist.

Zusatz: Der minimale Torus jeder cd-maximalen Untervarietit von V; liegt in der der
Familie T(V).

Offensichtlich konnen wir annehmen, dafl die Tori aus der Familie paarweise ver-
schieden sind, mit Ty = (C*)” und T = {1}".

Bemerkung 2.3. Wir werden in der gesamten Arbeit nur den Zusatz aus Satz 2.2
verwenden. Wahrend jedoch Poizat das Ergebnis lediglich benutzt, um die Saturiertheit
der konstruierten Modelle zu zeigen, benétigen wir Satz 2.2 schon fiir die Konstruktion
selbst.

Bemerkung 2.4. Die Aussage von Satz 2.2 ist falsch in positiver Charakteristik. Wir
bedanken uns bei Bays und Zilber fiir das folgende Beispiel. Sei K ein algebraisch
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abgeschlossener Korper der Charakteristik p > 0 und sei V' C (K*)* definiert durch
die Gleichungen z +y = 1 und 2z +u = 1. Fiir n € N sei T}, C (K*)* der durch die
Gleichungen 2" = z und w?" = y definierte Torus. Man sieht leicht:

o V ist irreduzibel mit dim(V') =2 und cd(V) = 2.

e X, ;= V NT, ist eine irreduzible Kurve mit minimalem Torus 7,, und es gilt
cd(X,) =1.

e X, ist eine cd-maximale Untervarietiat von V.

Eine Familie von Tori mit den Eigenschaften wie in Satz 2.2 enthielte dann notwendi-
gerweise alle Tori T},. Diese sind jedoch paarweise verschieden.

Folgerung 2.5. Sei V(Z, Z) eine uniform definierbare Familie von Varietéaten.

(1) Ist T der minimale Torus von V;, so existiert 6(z) € tp(b), so daB8 T der mini-
male Torus fiir alle Vi, mit = 0(b') ist. Insbesondere gibt es also eine definierbare
Umgebung von b, in der 1dim und cd konstant sind.

(2) Sei Vi = Uy, Wy die Zerlegung von Vi, = V (z,b) in irreduzible Komponenten, mit
dy, := dim(Wy,), Iy, := 1dim(W},) und ¢y, := cd(W},). Dann existiert ein 0(2) € tp(b),
so daf fiir alle b' |= 0 gilt: Vi, besitzt genau m irreduzible Komponenten (W} :
1 < k < m) mit (bei geeigneter Anordnung) dim(W}) = dj, ldim(W)) = I und
cd(Wy) = ck.

Beweis. Der erste Teil folgt sofort aus Satz 2.2, da irreduzible Komponenten cd-maximal
sind, ihre minimalen Tori also in der Familie 7(V') aus Satz 2.2 liegen.

Es ist ein klassisches Resultat (siche etwa [16]), dal die Zerlegung einer Varietét in
ihre irreduziblen Komponenten definierbar ist. Teil (2) folgt also aus (1). O

3. 6-Arithmetik

Sei C ein sehr grofler algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik 0, d.h.
ein Monstermodell fiir ACFy. Sei Ly = {-,1,0,=} C Lring = {+,-,1,0,=}, und
T == The,,,, (C). Das Primmodell von Ty, besteht gerade aus den Einheitswurzeln
1(C) C C zusammen mit 0. Diese Struktur ist L£1¢-isomorph zur Gruppe Q/Z (mul-
tiplikativ geschrieben), erweitert um ein neues Element. Insbesondere ist T}, modular
und nichttrivial, und seine Geometrie ist die projektive Geometrie iiber Q.

Fiir A C C sei (A) die divisible Hiille (beziiglich der Multiplikation) von A* := A\ {0}
in C* vereinigt mit 0. Das ist gerade der algebraische Abschlufi von A in C beziiglich
Lt und liefert das Primmodell von Ty, iiber A. Fiir ein Tupel a € C* ist also MR(a)
beziiglich £, gleich der linearen @Q-Dimension (modulo Torsion). Wir schreiben hierfiir
ldim(a). Mit dim(a/B) bezeichnen wir die Dimension des Locus von @ iber B, was
dasselbe ist wie der Transzendenzgrad, oder der Morleyrang in ACFj.

Wir betrachten nun (-)-abgeschlossene Teilmengen B von C, in der Sprache Lging.
Solche Teilmengen sind in der Regel keine Unterkorper. Man kann jedoch formal in



Die bose Farbe 419

einer Sprache Lytoriey arbeiten, einer Morleyisierung von ACFg, die neben Ly, nur
Relationssymbole enthalt. Wir werden aber weiter die Korperaddition + verwenden
und auch vom erzeugten Korper, dem algebraischen Abschluf3 etc. sprechen. Dies diirfte
nicht zu Unklarheiten fithren. Die Klasse der beschriebenen Strukturen bezeichnen wir
mit D. Einbettungen in D sind elementare Abbildungen beziiglich Lgring, also Lyorley-
Einbettungen. Eine Struktur A € D heifle endlich erzeugt iiber B C A, falls A = (aB)
ist, flir ein endliches @ € A. Das sind natiirlich gerade die divisiblen Hiillen der Unter-
gruppen von C* von endlichem Rang tiber (B) (plus die 0). Ist fiir A, B C C die Struktur
(AB) iiber (B) endlich erzeugt, so setzt man

§(A/B) :=2tr(A/B) —1dim(A/B).
Offenbar gilt 6(A/B) = 6({AB)/(B)). Da Tyt modular ist, erhdlt man mit den tiblichen
Argumenten folgendes:
Lemma 3.1.
(1) 6(ab/C) = 6(b/C) + 6(a/bC) (Additivitiit).
(2) Sind C C BeD,soistd(a/B)<d(a/BnN(Ca)) (Submodularitét).

Lemma 3.2. Seien a und B gegeben, W der Locus von a iiber acl(B). Dann gilt
d(a/acl(B)) = dim(W) — cd(W), und allgemeiner

8(a/B) = dim(W) — cd(W) — 1dim((aB) N acl(B)/B).

Beweis. Fir den ersten Teil geniigt es zu bemerken, dafl ({iber einer algebraisch
abgeschlossenen Menge B) die kleinste Nebenklasse eines Torus, die a enthélt, iiber B
in Lyt definiert ist, und somit gibt deren Dimension gerade ldim(a/B). Der zweite Teil
folgt leicht aus der Modularitat von Tiyt- O

Definition 3.3.

e Sei M C N € D mit ldim(N/M) = n > 2. Dann heifle N/M minimal prdalgebraisch
(der Ldnge n), falls §(N/M) = 0 und §(N'/M) > 0 fiir alle N’ = (N') € D mit
M C N'CN.

e Sei B C C und p(z) € S™(B) ein starker Typ (in ACFy). Dann heifle p minimal
prdalgebraisch, falls fur a = p die Erweiterung (Ba)/(B) minimal praalgebraisch
der Lange n ist (insbesondere ist @ multiplikativ unabhéngig tiber B).

e Eine Formel ¢(Z) vom Morleygrad 1 heile minimal prdalgebraisch, falls der gene-
rische Typ in ¢(Z) minimal prialgebraisch ist.

Bemerkung 3.4.

e Wegen 0 = §(N/M) = §(N/N') 4+ 6(N'/M) ist die Bedingung §(N'/M) > 0
aquivalent zu 6(N/N’) < 0.
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e Ist N/M minimal prélgebraisch und 7 eine multiplikative Basis von N iiber M,
dann ist stp(n/M) minimal préalgebraisch.

e Fir starke Typen ist die Eigenschaft, minimal praalgebraisch zu sein, invariant
unter Parallelismus und multiplikativer Translation. Insbesondere ist die Definition,
die wir in 3.3 im Falle einer Formel (%) geben, wohldefiniert.

4. Kodes

Wie iiblich will man minimal praalgebraische Erweiterungen kodieren. Zunéchst ist klar,
daf jeder starke Typ der generische Typ von genau einer irreduziblen Varietét ist.

Definition 4.1. Die irreduzible Varietit V = V(z,b) heiBe Kodevarietdit, falls sie mini-
mal préalgebraisch ist, d.h. fir jedes B = (B) > b ist ein iiber B generisches a € V
multiplikative Basis der minimal prialgebraischen Erweiterung (Ba)/(B).

Insbesondere ist ein multiplikatives Translat einer Kodevarietat wieder eine Kodeva-
rietat.

Sei M € D, tp(a/M) minimal préalgebraisch der Lange n, N = (Ma) und N’ = (N’)
mit M C N’ C N. Aus der Modularitat von Ty, folgt, dal N’ eine L,44-Basis @’ € (a)
iiber M besitzt; sei m ihre Linge. Modulo Torsion hat man a; = Ha?” fir A;; € Q.
Ersetzt man nun a; durch geeignete Potenzen/Wurzeln, so kann man erreichen, daf alle
Aij € Z sind und zudem die (A;;);i<n teilerfremd sind fiir alle j < m. Sei Az die Abbildung

(zi:i<n)e (Hmj] :j<m>.

<n

Dann beschreiben die Gleichungen A7 (Z) = 1 einen Torus 7' der Dimension d = n — m;
die Fasern von Ar sind genau die Nebenklassen von T. Wegen @-Definierbarkeit von T
ist also @’ = Ap(a) die kanonische Basis [a-T] von @ - T

Umgekehrt gilt fiir jeden Torus T in (C*)™ mit dim(7) = d, dal @’ := Ar(a) eine
Substruktur N’ := (Ma’) C N erzeugt mit ldim(N'/M) =m =n —d.

Lemma 4.2. Sei V(7,b) C (C*)" eine irreduzible Varietéit, T C (C*)" ein Torus und a
generisch in V3 iiber B 2 b. Dann ist ein Tupel a; € W :=V Na - T generisch in W iiber
Bla - T| genau dann, wenn es generisch in V; ist.

Beweis. Man beachte, daf @’ := [a - T iiber jedem ay € @ - T multiplikativ definierbar
ist, also insbesondere iiber a; € W. Man erhalt

tr(a;/Ba’) = tr(a1a’/B) — tr(a’/B) = tr(a,/B) — tr(a’/B)
< tr(a/B) —tr(a’/B) = tr(a/Ba’),

und somit leicht die Behauptung. O

Schon in [15] wird das folgende Resultat gezeigt. Wir geben den Beweis, da wir gleich
anschlieffend dieselben Ideen noch einmal brauchen.
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Lemma 4.3. Sei V(Z,Z) eine uniforme Familie (irreduzibler) Varietdten und V3 =
V(z,b) eine Kodevarietéit. Dann existiert eine Formel 6(z) € tp(b), so daf8 V;, eine Kode-
varietét ist fiir alle by = 6.

Beweis. Sei T(V) = {Ty,...,T.} die mit V(Z, ) assoziierte Familie von Tori aus Satz
2.2. Sei B beliebig mit b € B. Es ist dann n = 1dim(V}) = 2k, wobei k = dim(V}). Man
sieht leicht, daf fiir B-generisches g € Vj stets (Bg) Nacl(B) = (B) ist.

Die Formel 6(z) driicke aus:

(1) dim(V3) = k sowie 1dim(V3) = n (insbesondere ist V; # ().

(2) Fiir generisches g in Vz und 7 = 2,...,r gilt: Ist VzNg-T; unendlich und W
eine irreduzible Komponente maximaler Dimension von V; N g - T;, so ist cd(W) >
dim ().

Aufgrund Folgerung 2.5 sind dies definierbare Bedingungen.

Zunichst zeigt man, daB = 6(b). Sei g generisch in V3 und T # Ty ein Torus, so
da V53N g - T unendlich ist. Sei W C V3N g - T eine irreduzible Komponente maximaler
Dimension. Nach Lemma 4.2 ist g in W {iber acl(b, [§-T]) generisch. Es gilt g ¢ acl(b, [g-T))

und [g- T ¢ acl(b); mit Lemma 3.2 folgt aus der minimalen Prialgebraizitit von (gb)/(b)

dim(W) — cd(W) = ((gb) /acl(b, [g - T])) = 5((gb}/acl(b, [g - T]) N (gb}) < 0.
Sei nun b; =6 und § generisch in V; iiber By 3 b;. Nach Bedingung (1) in 6(z) gilt
0(g/B1) = 0. Wir miissen zeigen, da3 §(g/[g-T], B1) < 0 ist fiir alle Tori T mit 1 < d :=
dim(T) < n— 1. Setze g’ :=[g- T], und sei W der Locus von § iiber acl(B;g’).

Fall 1: g € acl(B17’), d.h. W ist ein Punkt. Dann ist

0(3/B1g') = —1dim(g/B1g') = 1dim(g'/ B1) — 1dim(gg'/ B1)
=1dim(g'/B1) — ldim(g/B1) = (n —d) —n = —d < 0.

Fall 2: cd(W) = cd(V},). Wegen W C V3, ist nach Lemma 3.2
8(g/B1g") < dim(W) — cd(W) < dim(V3,) — cd(V5,) = 0.

Fall 3: W ist unendlich und ed(W) < cd(V3, ). Wir wéihlen W C W C V4, irreduzibel und
maximal mit cd(W) < cd(W). Offenbar ist W cd-maximal und besitzt einen minimalen
Torus T aus T (V); wegen cd(W) < cd(V3,) ist i # 0, und i # 1 wegen der Unendlichkeit
von W. Wir haben W C V N g - T;. Sei W’ irreduzible Komponente maximaler Dimension
in VN g-T;. Nach Wahl von @ gilt cd(W') > dim(W’). Also ist

5(g/B17’) < dim(W) — cd(W) < dim(W) — cd(W) < dim(W') — cd(W') < 0.
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Der vorstehende Beweis gibt uns den Hinweis, wie man—uniform in den Parametern—
eine generische (definierbare) Teilmenge (7, b) einer Kodevarietit V(Z,b) finden kann
mit fiir die spatere Kodierung wichtigen Eigenschaften. Ist V(Z, Z) eine uniforme Familie
von Kodevarietdten und 7(V) = {To,...,T,}, so definieren wir ¢1(Z,z) C V(Z, z) wie
folgt:

e Fiir a € Vj gelte = ¢1(a,b) genau dann wenn fiir i = 2,...,r folgendes erfiillt ist:
Ist V3 N a - T; unendlich und W eine irreduzible Komponente maximaler Dimension,
so ist cd(W) > dim(W).

Nach Folgerung 2.5 ist dies eine definierbare Bedingung.

Lemma 4.4. Sei (Vz(Z) : Z = 0) eine Familie von Kodevarietéten, und sei ¢1(Z, z)
wie eben definiert. Dann ist fiir b |= 6 die Menge @1 (Z,b) generisch in Vj, und fiir alle
a k= ¢1(z,b) und B > b gilt:

(1) é(a/B) < 0.
(2) Ist 6(a/B) = 0, so ist entweder @ € (B) oder a ist generisch in V; iiber B.

Beweis. Aus dem Beweis von Lemma 4.3 folgt, daB ¢;(Z,b) generisch in Vj ist. Wir
nehmen an, dafl @ nicht in Vj; iiber B generisch ist und auch nicht in (B) liegt; wir
miissen 6(a/B) < 0 zeigen. Sei W der Locus von a iiber acl(B). Analog zum Beweis von
Lemma 4.3 gibt es drei Falle:

Fall 1: @ € acl(B) (das ist der Fall, in dem W gleich einem Punkt ist). Dann gilt wie
vorhin, da §(a/B) = —ldim(a/B) < 0.

Fall 2: W ist unendlich und cd(W) = cd(V3). Wie vorhin ist W C V5, und somit
d(a/B) < dim(W) — cd(W) < dim(V;) — cd(V5) = 0.

Fall 3: W ist unendlich und ¢cd(W) < cd(V}). Identisches Argument wie in 4.3. Was dort
aus der Generizitiit und 6 folgte, ist hier Bestandteil von ¢;(Z,b). O

Gegeben Formeln ¢(Z) und ¢(Z) schreiben wir ¢(Z) ~ ¥ (z), falls der Morleyrang der
symmetrischen Differenz von ¢ und ¢ kleiner als MR(p(Z)) ist. (Dann ist MR(p) =
MR(%), und ~ ist symmetrisch.) Sei p € S™(B) ein minimal préalgebraischer (starker)
Typ, und g | p | B. Dann ist g eine Lyu-Basis der minimal préaalgebraischen
Erweiterung (B) C (Bg), und es gilt tr(§/B) = k = in und §(g/[g - T], B) < 0 fiir jeden
von Ty und 77 verschiedenen Torus 7. Nach Definition 3.3 ist die Eigenschaft, mini-
mal praalgebraisch zu sein, invariant unter ‘affinen Transformationen’ (die entsprechen
Lmut-Basiswechseln). Das gilt fiir starke Typen wie fiir Formeln von Morleygrad 1. Wir
erklaren nun, was genau das bedeutet. Bis auf Torsion ist die multiplikative Gruppe von
C ein Q-Vektorraum, also operiert die Gruppe GL,, auf den starken Typen ‘modulo Tor-
sion’. Ein n-dimensionaler Torus T C (C*)™ x (C*)", der surjektiv auf die ersten n sowie
auf die letzen n Koordinaten projiziert, nennen wir Korrespondenztorus. Sind X3, Xs
definierbare Teilmengen (vom Morleygrad 1) von (C*)™, so dafl (X7 x X3) NT generisch
auf X7 und auf X5 projiziert, so sagen wir, dal T eine Toruskorrespondenz zwischen X3
und X5 induziert. Offenbar gilt dann folgendes:
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Lemma 4.5. Sei ¢(Z) minimal praalgebraisch:

e Gibt es eine Toruskorrespondenz zwischen ¢(Z) und einer Formel ¢ () von Mor-
leygrad 1, so ist auch ¥(z) minimal pralgebraisch.

e Seim € (C*)". Dann ist ©(Z - m) minimal préalgebraisch.

Definition 4.6. Sei X C (C*)" definierbar von Morleygrad 1. Eine Formel ¢(Z, Z)
und ein Korrespondenztorus T kodieren X = X(Z), wenn es ein b gibt, so daB T eine
Toruskorrespondenz zwischen ¢(Z,b) und X (z) induziert, wobei dM(p(Z,b)) = 1; ¢
kodiert X, falls die Korrespondenz die Identitét ist (d.h. o(z,b) ~ X).

Definition 4.7. Ein Kode « ist eine (-definierbare Formel ¢, (Z, Z) sowie ganze Zahlen
N, ko mit folgenden Eigenschaften:

(a

) Die Lange von T ist n, = 2k,

(b) @a(Z,b) ist eine Teilmenge von (C*)™e.
)
)

©0a(Z,b) ist entweder leer oder hat Morleyrang k, und Morleygrad 1.

(¢
(d

Ist o (Z,b) # 0, so ist ¢ (Z, b) minimal prilgebraisch und besitzt einen irreduziblen
Zariski-AbschluB V,,(z, b).

(e) Sei ¢qo(Z,b) #0; dann gilt §(a/B) < 0 fiir alle b€ B und a = ¢4 (Z,b), wobei
§(a/B) = 0 genau dann, wenn @ € (B) oder @ in ¢, (Z,b) iiber B generisch ist.

(f) Jedes multiplikative Translat ¢, (Z-m, b) fiir m € (C*)™= von ¢, (Z,b) wird ebenfalls
von ¢, (Z, Z) kodiert.

(g) Falls 0 # ©o(Z,b) ~ ¢a(Z,b'), soist b=1b'.

Aus (g) folgt, daBl b der kanonische Parameter des von (%, b) bestimmten minimal
préaalgebraischen Typs ist.

Lemma 4.8. Jede minimal prdalgebraische Menge X lafit sich von einem Kode «
kodieren.

Beweis. Sei V,,(z,b) die von X bestimmte irreduzible Varietit. Dann ist V,,(Z,b) Kode-
varietiit; wegen Lemma 4.3 gibt es eine Formel 0(Z), so daB V,,(Z,b')—und somit auch
jedes multiplikative Translat von V,(Z,b)—eine Kodevarietit ist fiir alle b’ = 6. Sei
nun ¢1(Z,z) C V,(Z, 2) wie in Lemma 4.4. Dann geniigt auch fiir jedes multiplikative
Translat V,,(Z - m, Z) das zugehorige Translat ¢1(Z - m, 2) C Vo (T - m, Z) der Aussage von
Lemma 4.4. Wir setzen

0a(7,22) =V (- Z,2) Np1(Z-Z',2) NO(Z).

Dann kodiert ¢, die Menge X und erfiillt Eigenschaften (a)—(f). Wegen Definierbarkeit
der Aquivalenz ~ und Imaginirenelimination kann man annehmen, dafl sie auch (g)
erfiillt. O
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Wir setzen 0,,(Z) := ITva (7, Z).

Lemma 4.9. Seien o und 3 Kodes wie in 4.7. Dann existiert eine endliche Menge von
Korrespondenztori G(a, 3) in (C*)?"e so daB gilt: Ist ¢ (%, b) # () und induziert T' eine
Toruskorrespondenz zwischen ¢, (%,b) und pg(z,b'), so ist T € G(a, B).

Beweis. Falls es keine Toruskorrespondenz zwischen Instanzen von « und ( gibt, so
setze G(a, ) := (). Sonst seien T, b und &' wie oben beschrieben. Sei V,, die zu «
gehorige Familie von Kodevarietaten, und Vg die entsprechende Familie fiir 8. Zudem sei
T (Vo x Vg) = {Tp,...,T,}. Sei B := acl(bb'); wir betrachten eine B-generische Losung
(a,a’) von (Vo (z,b) x Va(z',6'))NT.

Ist W C (Vo x Vg) N T der Locus von (a,a’) iiber B, dann ist T der minimale Torus
von W, und dim(W) = cd(W) = kq.

Es geniigt nun zu zeigen, da3 W C (V,, x V) cd-maximal ist, da dann notwendigerweise
T aus T (Vy x V3) stammt. Sei also W’ Varietat mit W C W’ C (V,, x Vp); wir konnen
annehmen, dafl auch W’ {iber B definiert ist. Ist (g, g’) generisch in W' iiber B, dann ist
cd(W’) =1dim(g, g’/ B) — tr(g, §’/B). Man hat also

cd(W') = [ldim(g/B) — tr(g/B)] + [Idim(g'/ Bg) — tr(3'/ Bg)]

= cd(W) + 1dim(g'/ Bg) — tr(g'/ Bg) > cd(W) — 6(g'/ Bg) = cd(W).

Die echte Ungleichung gilt, da tr(g’/Bg) > 0 ist aufgrund von W C W'. Die letzte
Ungleichung gilt, da g’ iber B in V3 generisch ist, insbesondere also g(Z,b’) realisiert.
([

Satz 4.10. Es existiert eine Menge C von Kodes mit folgenden Eigenschaften:

(1) Zu jeder minimal praalgebraischen definierbaren Menge X existiert ein Kode o aus
C und ein Korrespondenztorus T, so dal X von o und T kodiert wird.

(2) Der Kode o € C aus (1) ist eindeutig bestimmt, und zu gegebenem X gibt es nur
endlich viele Korrespondenztori T, so dafl X von o und T kodiert wird (uniform
in X).

Beweis. Wir konstruieren die Klasse C induktiv als wachsende Vereinigung endlicher
Mengen C;. Genau genommen kodieren wir minimal préaalgebraische Teilmengen von
(C*)™ fur alle n einzeln. Sei also n > 2 fest und (X; : i < w) eine Aufzéhlung aller
minimalen préalgebraischen definierbaren Teilmengen von (C*)™ bis auf Isomorphismus.
Sei g ein Kode fiir X wie in Lemma 4.8; wir setzen Co = {ap}.

Angenommen C; ist schon definiert und kodiert alle X; fiir alle j < 7. Falls X;44
durch ein Element in C; und einen Korrespondenztorus 7' kodiert wird, so setzten wir
Ciy1 = C;. Andernfalls gibt es einen Kode a;y; und by wie in Lemma 4.8, die X;
kodieren. Definiere:

p(z) = Vy( /\ A N @ z>>,

k=0 TeG(ar,xit1)
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wobei xfﬁ(& ') ausdriicke, da T eine Toruskorrespondenz zwischen ¢, (Z,b) und
g(Z,b") induziert (das ist definierbar).

Die Formel ¢4(%,Z2) := ¢a,,,(Z,2) A p(Z) erfiillt Eigenschaften (a)-(g) von Defini-
tion 4.7; wir iiberpriifen Eigenschaft (f). Sei m in (C*)". Angenommen ¢4 (Z - m,b)
148t sich nicht von ¢4 kodieren. Das bedeutet, daf es & < ¢ und ein T € G(ay, ait1)
gibt, so daf T eine Toruskorrespondenz zwischen ¢q, (Z,b1) und @q, ., (Z - m, b) induziert.
Sei my € (C*)™ mit (my,m) € T. Dann induziert T eine Toruskorrespondenz zwischen
Gar (T -m7 ', b1) und @a,,, (Z,D). Nach Kodeeigenschaft (f) wird aber ¢, (% -m; ", b1)
ebenfalls von ¢,, kodiert, und wir erhalten einen Widerspruch. Daher kénnen wir
Ci+1 = C; U{a} setzen.

Ist X eine beliebige minimal praalgebraische definierbare Menge, so ist X isomorph
zu X; fiir ein 7 < w. Aus der Konstruktion von C folgt leicht, dafl es einen eindeutigen
Kode « € C und endlich viele Korrespondenztori gibt, die X; und somit auch X kodieren
(letzteres folgt aus der Endlichkeit von G(«, «r), siehe Lemma 4.9). O

Definition 4.11. Die Elemente von C nennen wir gute Kodes.

5. Differenzenfolgen

Wir verwenden folgendes Lemma, das (in allgemeinerer Form) von Ziegler in der unver-
offentlichten Arbeit [19] bewiesen wurde.

Lemma 5.1. Sei A algebraisch abgeschlossen. Falls a, b und a - b paarweise unabhéingig
iiber A sind, ist tp(a/A) generisch in einer A-definierbaren Nebenklasse eines Torus.

Dies ist wichtig, da eine Kodevarietat keine Torusnebenklasse sein kann, wie schon
Mustafin bemerkt hat [13, Proposition 3.1].

Lemma 5.2. Sei V eine Kodevarietat. Dann ist der multiplikative Stabilizator von V'
endlich. Insbesondere ist V keine Nebenklasse eines Torus.

Beweis. Sei V =V, =V(z,b) und T = stab(V), ein Torus nach Anmerkung 2.1.
Wir wihlen § generisch in V und @ generisch in T iiber bg. Insbesondere gilt a J/ 7,
und nach Definition des Stabilizators ist auch @-g generisch in V iiber b. Dann lbt

5(a/g,b) = d(a/b) = dim(T). Andererseits ist d(a-g/g,b) <0, da V eine Kodevarietit
ist. Da @ - g und a iiber gb multiplikativ interdefinierbar sind, folgt dim(7") = 0. O

Definition 5.3. Sei (&, ..., ey) eine Folge der Linge A 4 1. Die i-te Ableitung 0; bildet

(€o,...,€x) auf (& - éi_l, €1 - € 1,6Z L e - 71, JEx - E; 1y ab; eine Folge, die
durch endlichmaliges Anwenden von Operatoren 9; fiir 1 < A entbteht, heifit abgeleitete
Folge. Ist v < X und benutzt die Ableitung nur Operationen 0; fiir ¢ < v, so spricht man

von einer v-abgeleiteten Folge.

Bemerkung 5.4. Fiir jedes A gibt es nur endlich viele verschiedene Ableitungen (genauer
gibt es (A + 2)! viele). Zudem sind die Ableitungen unter Permutationen abgeschlossen,
da die Transposition (ij) gleich d; 0 0; 0 9; ist, wie man leicht durch Nachrechnen erhalt.
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Fiir jeden Kode o € C sei mq < w, so daB fiir alle b |= 6, gilt: b ist definierbar iiber
einer (also jeder) Morley-Folge in ¢, (Z,b) der Linge m,,.

Satz 5.5. Fir jedes o in C und A > m, gibt es eine Formel 1, (Zo,...,T)) (deren
Realisierungen Differenzenfolgen gennant werden) mit folgenden Eigenschaften:

(h) Aus = v¥a (€0, ..., ex) folgt &; # e; fiir i £ 7.

(i) Fiir jedes b |= 0, und jede Morleyfolge {&q, .. .,ex, f} von o, (Z,b) gilt
'Zwa(éo'f_17"'aék'f_1)'

(j) Gegeben eine Realisierung (&, ...,€x) von 1, gibt es ein eindeutig bestimmtes
b mit = p,(€;,b) fiir i = 0,...,\. Ferner ist b im definierbaren Abschluf} jedes
Segments der Lénge m, der €. Wir nennen b den kanonischen Parameter der
Differenzenfolge €, ..., €y.

(k) Falls = va(80, - - -,€x), dann gilt fiir jedes mqs < N < X auch | ¥4 (€o, - .. ,Ex)-

(1) Seii # j. Gegeben eine Realisierung (&g, ...,€yx) von 1, mit kanonischem Parame-
ter b wie in (j), T in G(o, ) und e; mit (€;,€;) € T, so ist &;
generische Realisierung é; von ¢ (z,b).

(m) Falls = vq4(€o, ... ,€)), dann gilt |= 1, (0;(E, ..., ex)) fiiri € {0,...,A}.

=1 g
1€ € fiir eine

Beweis. Wir konstruieren ¢, (Zo, . ..,Z)) rekursiv in .
Betrachte die folgende typ definierbare Eigenschaft X(eg, ..., ey):

Es gibt ein &’ und eine Morleyfolge e, ..., &), f von ¢, (z,b') mit &; = &, - f~1.

Offensichtlich erfiillt X' Eigenschaften (h)-(k) und (m). Man beachte, daf (e; : i < A)
iiber b’ f eine Morleyfolge ist; insbesondere liegt ihr kanonischer Parameter b in acl(b'f).
Sei T € G(a, ) und (ej,€j) € T. Dann ist € € acl(é;) und somit €7 | ;& fiir i # j.

e

JE— . [P T
, €5 und €7 - €, paarweise unabhangig iiber b,

Wire nun €; | -é*-e; !, so wiren & !
bd i

denn wegen
MR(e}/b,&; - &; ') = MR(e;/b, €} - €; ') = MR(e;/b) = MR(e; /b) = MR(e] /b)
hétte man dann auch €; | ;7 - é;'. Nach Lemma 5.1 wiire tp(¢; ' /b) generisch in einer
Torusnebenklasse. Das gilte dann auch fiir tp(&;/b); da &; generisch in o, (Z, b) ist, wider-
spriache das Lemma 5.2. Somit gilt auch Eigenschaft (1).
Wegen Kompaktheit gibt es einen endlichen Teil ¢y von X, der (h)—(1) impliziert; wir
wahlen

Yoo, )=\ %o(d(Zo, ..., 7).

O Ableitung
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6. Griine Farbe

Wir betrachten von nun an eine Spracherweiterung £* := /.ZMorleyU{U}, wobei U ein neues
einstelliges Pradikat ist, das uns die grine Fdrbung gibt. Wir betrachten £*-Strukturen
(A, U(A)), wobei A aus D ist (d.h. A = (A) C C) und U(A) eine divisible torsionsfreie
Untergruppe von A \ {0}, also ein Q-Vektorraum ist. Schreiben wir B C A fiir solche
L*-Strukturen B und A, so gelte zudem U(A) N B = U(B).

Wir dndern nun leicht die Definition der Funktion 4. Sei A eine L*-Struktur wie
eben beschrieben, endlich erzeugt im Sinne von (-). Man setzt dann §(A) := 2tr(A4) —

1dim(U(A)). Ist B C A, und ist A endlich erzeugt iiber B, oder allgemeiner tr(A/B)

sowie 1dim(U(A)/ U(B)) endlich, so setzt man
6(A/B) :=2tr(A/B) —1dim(U(A)/ U(B)).

Das ist dquivalent zum Vorgehen von Poizat in [15, § 3]. Sprechen wir im folgenden von
Basen, erzeugen, linear (un-)abhdngig und dhnlichen Begriffen aus der linearen Alge-
bra, so denken wir stets an die zugrundeliegende L, ;-Struktur. Begriffe wie generisch,
Morleyfolge, unabhdingig, transzendent sowie algebraisch beziehen sich hingegen auf die
Theorie ACFg, wenn sie nicht anders spezifiziert werden. Unter acl(M) verstehen wir
also den korpertheoretischen algebraischen Abschlufl von M.

Bemerkung 6.1. Sei B C A wie eben. Besitzt A eine griine Basis iiber B (d.h. A =
(U(A)B)), so stimmt obige Definition von §(A/B) mit der in Abschnitt 3 gegebenen
iiberein. Insbesondere gilt fiir griine Realisierungen @ einer Kodeinstanz ¢ (Z,b) also
Kodeeigenschaft (e) aus Definition 4.7.

Sei B C A. Wie iiblich sagt man, dal B selbstgentiigsam (oder stark) in A ist, falls
0(A’/B) > 0 fiir alle iiber B endlich erzeugten A’ = (A’) ist. Man schreibt hierfiir B < A.
Ist b € B mit B = (b), so schreiben wir auch b < A, falls B < A gilt. In gleicher Weise
setzen wir &(a/b) := &((ab)/(b)).

Lemma 6.2. Alle Strukturen seien in einer gemeinsamen L*-Struktur M enthalten.

(1) Fir BC C C Agilt 6(A/B) =46(C/B)+46(A/C).

(2) 6((AB)/B) < 6(A/AN B) (Submodularitét).

(3) Ist C < M und C' < M, so ist auch CNC’' < M.

(4)

4) Fiir jedes A C M existiert ein eindeutiges A C C' = (C) C M, das minimal ist mit
der FEigenschaft C < M. Man nennt C den selbstgeniigsamen Abschlufl von A (in
M ) und schreibt hierfiir clps(A).

(5) Sei (A;)i<a eine aufsteigende Folge mit A; < K fiir alle i < «. Dann gilt auch
U, A < M.

Wir interessieren uns fur die Klasse K = {M | § < M}. Im Unterschied zu
[15] betrachten wir also nicht nur L£*-Strukturen, deren Lging-Redukte algebraisch
abgeschlossene Korper sind, sondern zunéchst lediglich Expansionen von Strukturen aus
D mit erblich nichtnegativer Pradimension §.
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Konvention 6.3. Von nun an sei § stets die mit Hilfe der griinen Punkte definierte
Préadimension. Sprechen wir im folgenden von Realisierungen a eines Kodes oder von
Differenzenfolgen (&, ...,éy), so gehen wir stillschweigend davon aus, dafi die Tupel a
respektive €; nur aus grinen Elementen bestehen.Weiterhin nennen wir eine Erweiterung
M < N in K minimal praalgebraisch, wenn N/M minimal praalgebraisch als Erweiterung
von Strukturen in D ist, und zusétzlich N eine griine Basis iiber M besitzt.

Sei B < A eine starke Erweiterung in I, mit 1dim(A4/B) < oo. Wie iiblich kann man
dann eine Zerlegung von B < A in einen Turm B=A4p < 4A; < - <A, 1< 4,=A4A
finden, so daf A;;1/A; eine minimal starke Erweiterung ist fiir alle ¢ < n. Dabei heifle
eine starke Erweiterung M < N in K (mit M C N) minimal (stark), wenn es kein
M’ = (M") gibt mit M < M’ < N. Ohne Miihe erhalten wir folgendes:

Lemma 6.4. Sei B < A minimale Erweiterung in K. Dann gibt es folgende Fille:

(1) (Algebraisch): U(A) = U(B) und A = (Ba) fiir ein a € acl(B) \ B. Es ist dann
§(A/B) =0.

(2) (WeiB generisch): U(A) = U(B) und A = (Ba) fiir ein iiber B transzendentes a.
Dann ist 6(A/B) = 2.

(3) (Grtin generisch): A besitzt eine aus einem Element a bestehende griine Basis iiber
B, wobei a transzendent ist iiber B. Dann ist §(A/B) = 1.

(4) (Minimal prédalgebraisch): B < A ist minimal prdalgebraisch im Sinne von Kon-
vention 6.3, d.h. A besitzt eine griine Basis a iiber B, so daf der (starke) Typ von
a iiber B minimal praalgebraisch ist. Dann ist §(A/B) = 0.

Die Klasse K lafit sich axiomatisieren, was sich leicht aus dem folgenden in [15]
gezeigten Resultat ergibt.

Satz 6.5. Sei (M, U(M)) eine L*-Expansion eines algebraisch abgeschlossenen Kérpers
der Charakteristik 0. Dann ist M € K genau dann, wenn folgende (definierbare) Bedin-
gungen erfiillt sind:

(1) U(M ) ist eine divisible torsionsfreie Untergruppe der multiplikativen Gruppe von
M.

(2) U(M) enthélt keinen algebraischen Punkt aufer 1.

(3) IstV(Z) C (C*)*"*! eine D-definierte n-dimensionale Varietit, T(V') = {To, ..., T}
wie in Satz 2.2 und ist a € V. NU(M), so gilt a € T; fiir ein i > 0.

Genau genommen folgt (2) aus (1) und (3), was aber fiir unsere Belange unwesentlich
ist.

Die Kategorie K zusammen mit den starken Abbildungen besitzt die Amalgamierungs-
eigenschaft (AP), ist zusammenhéngend (hat JEP), und enthélt bis auf Isomorphie nur
abzéhlbar viele endlich erzeugte Strukturen. Man kann also den Fraissé-Hrushovski—
Limes M, der endlich erzeugten Strukturen aus (K, <) konstruieren. Man nennt M,



Die bose Farbe 429

auch das generische Modell. Sei T,, die L*-Theorie von M,,. Eines der Hauptresultate
in [15] lautet wie folgt.

Satz 6.6. Das generische Modell M,, ist w-saturiert. Die Theorie T,, ist w-stabil von
Morleyrang w - 2, und U besitzt Morleyrang w.

Bemerkung 6.7. Ist (V(Z) : Z |E 0) eine Familie von Kodevarietidten und ¢1(Z, z) wie
in Lemma 4.4, so definiert

©1(Z,b) A /\ Ulz;)

fiir alle b |= @ eine streng minimale Menge in der Theorie T,,.

7. Ein griines kombinatorisches Lemma

Definition 7.1. Seien B, A und M aus K, mit B < A und B < M. Eine L£*-Struktur
M’ aus K ist ein Amalgam von A und M iiber B, wenn A und M iiber B stark in M’
eingebettet sind und M’ = (M, A) ist (wir identifizieren A und M mit den Bildern unter
der jeweiligen Einbettung). Sind zudem M und A algebraisch unabhéngig iiber B mit
M N A= B, so nennen wir M’ ein freies Amalgam.

Wie in Poizats Arbeit [15] erhalten wir folgendes.

Lemma 7.2. Seien M, A und B aus K mit B < A und B < M. Dann existiert in K ein
Amalgam M’ von A und M fiiber B, so dal A und M iiber B algebraisch unabhéingig
sind. Ist insbesondere B relativ algebraisch abgeschlossen in A oder in M, so kann das
Amalgam frei gewahlt werden.

Der nachstehende Beweis erklart wie man—uniform in den Parametern—eine untere
Schranke fiir die Lange einer beliebigen Differenzenfolge finden kann, so dafl sie eine
Morleyteilfolge iiber eine starke Teilmenge enthélt.

Lemma 7.3. Fiir jeden Kode a und alle natiirlichen Zahlen n existiert eine Zahl A, (n) =
A > 0, so daB fiir jede starke Erweiterung M < N in K und jede Differenzenfolge
(€0,...,€,) fiir & in N mit kanonischem Parameter b und yu > X gilt: Entweder liegt
der kanonische Parameter einer A-abgeleiteten Folge von (o, ..., €,) in acl(M), oder die

Folge (o, . ..,€,) enthélt eine Morley-Teilfolge fiir ¢, (Z,b) tiber M der Lénge n.

Beweis. Sei (ép,...,€,) wie oben gegeben und der erste Fall trete nicht ein. Wir
definieren

X1 = {i € [mq, p] : € ist generisch tiber M U{ép,...,€_1}},
Xo = {Z S [ma,u] re; C <MU {é07. .. ,éi,1}>},
X3 = [ma, p] \ (X1 UX3).

Nach einer Permutation der Indizes kénnen wir X; < X3 < X annehmen; dies kann
allenfalls dazu fiihren, dafl Indizes aus X5 nach X3 U X; und Indizes aus X3 nach X;
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wechseln. Da b € dcl(&, .. ., &m, 1) ist, gilt nach Kodeeigenschaft (e)
o(e;/M,eg,...,e;-1) < —1 firie X3
und
o(e;/M,ég,...,6i-1)=0 fir i € X; U Xs.
Da M < N ist, erhalten wir
0 < d(eg,...,eu/M)
< (80, s Ema—1/M)+ > 8(&;/M,¢,....E1)
< Mama + (—1)| X,

und somit |X3| < mana.

Sei r = mg + | X1| + | X3], s = r(ng + 1) und I C {r,...,pu} mit |I| = rny + 1; zur
Vereinfachung der Notation nehmen wir zuerst an, dafl I = {r,...,s} ist. Seien Wy C
Vo, ..., Wy, C V}, Varietéten (wobei wir die V; irreduzibel wahlen), so dal ¢, (Zo, . .., Zs)
gleich U, <, (Vi \ W) ist, und es sei {Tp,...,Te} = U;;, T(Vi). Dann gibt es ein ig < h
mit (€p,...,&s) € Vi, \ Wi,; sei W der Locus dieses Tupels tiber acl(M). Sei W’ mit
W C W’ CV,;, maximal, so da} cd(W’) < ¢d(W) ist. Dann ist W’ cd-maximal, und es
gibt j € {0,... ¢}, so dafl T; minimaler Torus fiir W’ ist. Sei m mit W’ C m-T; NV,,; da
W C m-Tj ist, konnen wir m € acl(M) wéhlen, und ohne Einschrankung ist W’ ebenfalls
iber acl(M) definiert. Ist (ao, ..., as) generischer Punkt von W’ {iber acl(M), der griin
gefarbt wird, so liegt er in V;, \ W;,, da (&,...,€s) Spezialisierung von (ao,...,ads) ist
und V;, \ W;, offen in seinem Zariski-Abschluf ist. Mithin gilt ¢ (@o,...,as). Aber

T ng = ldim(e, ..., e-—1/M) = ldim(ep, . ..,es/M) = cd(W) = cd(W')
= (dim(a;/acl(M), ao, ..., @;_1) — tr(a;/acl(M), do, . . ., @i1))

i<s

> > (Idim(a;/acl(M),ao, ..., a;—1) — tr(a;/acl(M), o, . .., @i_1)).

r<i<s
Nach Kodeeigenschaft (e) gilt d(a;/acl(M),ao,...,a;—1) <0 fir ¢ > r > m,, d.h.
2tr(a;/acl(M), ag, . ..,a;—1) < ldim(a;/acl(M), ag,...,a;—1).
Fir a; ¢ (acl(M), ag, . ..,a;—1) ist demzufolge
ldim(a;/acl(M), ag, . .., a;—1) — tr(a;/acl(M), ag, . ..,a;—1) > 1.
Folglich gibt es ein ¢ € {r,...,s} mit a; € (acl(M),ap,...,a:—1), und das wird

durch die Torusnebenklasse m - T; induziert. Damit induziert m - T; aber auch & €
<ac1(M), éo, ceey ét_1>.
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Die moglichen Paare (t,j) definieren eine (rn, + 1)(¢ + 1)-Farbung der (rn, + 1)-
Teilmengen I von {r,...,u}. Nach dem (endlichen) Satz von Ramsey gibt es eine Zahl
to, so daB fiir g > po eine einfarbige Teilmenge J C {r,...,p} mit [J| = mq + 104 + 1
existiert. Das heiit, es gibt ein ¢ € {r,..., s} und ein j < ¢, so daf fiir alle i, < --- < i,
aus J

€, € <8.C1(M),éo, e €r1,6, éiTJrl, ey éit,1>;
und dies wird durch /m - T} fiir ein m aus acl(M) induziert (man beachte, dafl das Tupel
m € acl(M) variiert). Sei v; das (¢ + i)-te Element aus J. Fiir i > 0 liegt dann ., - &7 !

Yo
in acl(M). Damit ist dann aber auch der kanonische Parameter der abgeleiteten Folge

8% (éo, R ’éM) in

acl(e,, - e,

701, sy, el Cac(M),

im Widerspruch zur Annahme.
Somit erhalten wir eine obere Schranke fiir 4 in Abhéngigkeit von r, und damit eine
untere Schranke fiir X; in Abhéngigkeit von p. O

8. Prialgebraisches Entkommen aus KCH

Wir wahlen nun Funktionen p*, @ C — N mit endlichen Fasern, die folgenden Bedin-
gungen gentigen:

p(a) =2 noka + 1,
(o) = )‘a(ma +1),

Definition 8.1. IC* sei die Teilklasse aller M aus /C, so daf} in M fiir jeden guten Kode
« jede (griine) Differenzenfolge fiir « hochstens die Lange p(a) besitzt.

Relativ zu ACF(y kann man K* universell axiomatisieren. Alle Modelle der zu kon-
struierenden Theorie T* werden in K¢ liegen. Damit werden préaalgebraische griine
Erweiterungen von starken Teilmengen zu algebraischen Erweiterungen im Sinne von
T*. Um die Vollstandigkeit von T zu sichern, wollen wir fordern, daf es fiir jeden guten
Kode moglichst viele Realisierungen gibt. Diese Eigenschaft soll durch die Axiome von
T* elementar beschrieben werden.

Lemma 8.2. Sei M € K*, und M’ € K\ K* minimal prialgebraische Erweiterung von
M. Sei (€o,...,€,(q)) eine Differenzenfolge fiir einen guten Kode o in M’', so daB der
kanonische Parameter b in acl(M) liegt. Dann existiert ein i, so dafl alle €; mit i # j in
M liegen und &; eine M-generische Realisierung von ¢ (Z,b) ist mit (Me;) = M’.

Beweis. Wir kénnen oBdA annehmen, dal M = acl(M) ist—falls nicht, so definieren wir
eine L£*-Struktur auf acl(M), indem wir U(acl(M)) = U(M) fordern. Wegen Minimalitit
der Erweiterung M’/M ist M in M’ relativ algebraisch abgeschlossen, und wir kénnen
M’ durch (M’ acl(M)) ersetzen. Da M < M’ ist, gilt aufgrund von Kodeeigenschaft
(e) fiir jedes j, daB8 €; in M liegt oder generische Realisierung von ¢, (%, b) iiber M ist.
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Da M in K* liegt, gibt es ein generisches €;; wegen Minimalitdt der Erweiterung gilt

M’ = (Me;). Wire nun &; mit j # ¢ eine zweite M-generische Losung, so gébe es wegen

M’ = (Me;) = (Me;) ein Tupel m in M und einen Korrespondenztorus T' € G(«, o) mit
(&;-m,e;) €T.

Sei & := ¢; - m. Insbesondere ist also &, - &; ' € M. Da ¢; generisch iiber M ist, folgt

J J
€; J./ 7;' : éi_ 17
b
im Widerspruch zur Eigenschaft (1) der Differenzenfolgen. O

Folgerung 8.3. Secien M € K*, und M' € K mit M < M’ eine minimale Erweiterung. Ist
ldim(M'/M) = 1, so liegt auch M' € K*. Andernfalls ist M'/M minimal praalgebraisch,
und M’ liegt genau dann nicht in K, wenn es einen guten Kode o € C und eine Dif-
ferenzenfolge (€, . ..,€,(q)) fiir o in M’ gibt, so daB einer der beiden folgenden Félle
auftritt:

(a) €o,...,€u(a)—1 liegen in M, (M,€,.)) = M’', und « ist der eindeutig bestimmte
gute Kode, der die Erweiterung M’ > M beschreibt.

(b) Eine Teilfolge der Linge u* (o) ist eine Morleyfolge fiir . (%, b) iiber Mb, wobei b
der kanonische Parameter der Folge ist.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall 1dim(M’/M) = 1. Falls U(M’) = U(M), so
konnen in M’ keine neuen griinen Differenzenfolgen existieren, und M’ € K*. Ansonsten
ist 1dim(U(M’)/M) = 1 und M’ = (U(M'), M) (das ist der griin generische Fall). Wire
M’ nicht in KC*, so giibe es einen guten Kode o und eine Differenzenfolge (o, ..., €,(q))
fir @ in M’. Die Alternativen aus Lemma 7.3 implizieren die Existenz eines iiber Mb
generischen Elements € der (eventuell abgeleiteten) Folge, wobei b ihr kanonischer Para-

meter ist. Das fithrt zum Widerspruch
1 = 1dim(M’/M) > 1dim(e/Mb) > 2.

Sei nun M’ iiber M minimal praalgebraisch. Sowohl aus (a) als auch aus (b) folgt, dafl
M’ nicht in K* ist. Ist umgekehrt M’ nicht in K#, so existiert ein guter Kode « und eine
Differenzenfolge (€, - . ., €,(q)) fiir o in M’; sei b ihr kanonischer Parameter. Kénnen wir
die Differenzenfolge so wihlen, dafl b in acl(M) liegt, so befinden wir uns nach Lemma 8.2
im Fall (a). Sonst besitzen auch alle abgeleiteten Differenzenfolgen keinen kanonischen
Parameter in acl(M), und wegen pu(a) > A (p*(a)) und Lemma 7.3 befinden wir uns im
Fall (b).

Fir die Eindeutigkeit des Kodes « betrachten wir einen zweiten guten Kode o/ mit
M'" = (M,e,n)). Dann ist nq = ny = 1dim(M’/M), und der Locus von (€,(a), €u(a’))
iiber M bestimmt eine Nebenklasse eines Korrespondenztorus in G(«,a’). Da a # o/
beide gut sind, ist aber G(a,a’) = 0. O
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Folgerung 8.4. Fiir jeden guten Kode « existiert eine V3-Aussage xo, so daB eine
Struktur M aus KC* genau dann x,, erfiillt, wenn sie in K" keine minimale praalgebraische
Erweiterung besitzt, die durch o gegeben ist.

Beweis. Sei a € C, M in K* und b € M, so dafl eine generische Losung @ von ¢, (Z, b)
eine minimal préalgebraische Erweiterung M|a] := (Ma) von M erzeugt. Falls M{[a] nicht
in K liegt, gilt (a) oder (b) aus Folgerung 8.3.

Bedingung (a) bedeutet, da ein guter Kode o’ eine Differenzenfolge (€, ...,€,(q)) in
M’ besitzt, deren erste (o) Elemente (und insbesondere der kanonische Parameter) in
M liegen, so dal M(a] = (Me, () ist. Wegen der Eindeutigkeit des Kodes ist a = o;
da M < MJa] ist, muf €,4) generisch iiber M sein. Somit gehen a und €,y durch Q-
Basiswechsel iiber M auseinander hervor. Das ist offenbar dquivalent zur Existenz eines
griinen Tupels m € M und von T € G(a, &), so dafl T eine Toruskorrespondenz zwischen
Va(€0s- -1 €u(a)—1,Z) und @q (Z - M, b) induziert. Dies kénnen wir wegen der Endlichkeit
von G(a, «) durch eine existenzielle Aussage mit Parametern b ausdriicken.

Bedingung (b) bedeutet, daff ein guter Kode 3 eine Differenzenfolge (€, ...,€,s)) in
M]a] mit p*(5) vielen M-linear unabhéngigen Gliedern besitzt. Wegen

ns*(8) < ldim(Mla] /M) = n,

kommen dafiir nur endlich viele verschiedene ( in Frage. Wir geben den Beweis zunéachst
unter folgender

Zusatzannahme. g ist von der Form V; \ Wi, wobei V; eine irreduzible Varietdt ist
und Wy C Vi eine echte Untervarietit, beide tiber acl(()) definiert.

Sei Vo = Vi, (z,b) die zu ¢, (T,b) gehérige Kodevarietit, also der Locus von a iiber
acl(M). Sei V = Vo x Vi, und {1y, ..., T} = T (Va(Z, 2) x V7). Ist W C V der Locus von
(@, €o,...,€up)) iiber acl(M), so sicht man leicht mit Lemma 3.2, da8 cd(W) = cd(Vo) =
ko ist. Da W generisch auf Vj projiziert, gilt ¢cd(W’) > cd(W) fir alle W O W. Sei T
der minimale Torus von W und m € M mit W C m - T. Die Nebenklasse m - T enthalt
das griine Tupel (a, €, ..., €,(3))-

Eine Torusnebenklasse ¢-T', die ein griines Tupel (in einer Oberstruktur in K) enthalten
kann, wollen wir bunt nennen. Ist T durch fo” =1 (j = 1,...,d) beschrieben, so
iiberlegt man sich leicht, dal ¢- T genau dann bunt ist, wenn ¢ := Hc;\J griin ist fiir
j=1,...,d. Ist ¢- T bunt und T C 1", so ist offenbar auch ¢- 71" bunt.

Wir wéhlen nun W’ maximal mit cd(W') = ¢d(W) und W C W’ C V, so da8 W’ iiber
M definiert ist. Dann ist W’ cd-maximal, der minimale Torus von W' also gleich einem
der T;, und es gilt W/ Cm-T;. Dam-T C m-T; und m - T bunt ist, ist m - T; ebenfalls
bunt. Sei (a*,€g,..., €, ) generisch in W’ iiber M. Da tp(a*/M) = tp(a/M), diirfen
wir o0BdA annehmen, da a* = a. Aus cd(W’) = cd(W) = cd(Vp) folgt

ldim(a, eg, . . . , €,,(5)/acl(M)) — tr(a, €, . . ., €, 5)/acl(M))
= ldim(a/acl(M)) — tr(a/acl(M))
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und damit

ldim(eg, . .., €5 /Ma) = tr(&g, ..., €5 /Ma) =: L. (%)
Man wéhle nun in (eg, ... ,é;(ﬁ)) eine Lyut-Basis fo, ..., fe—1 liber Ma. Wegen (x) ist
(fo,---, fe—1) auch algebraisch unabhéngig tiber Ma. Da m-T; bunt ist, erhalten wir eine

Struktur NV aus K, wenn wir das Tupel (a*, €% u( ﬁ)) griin farben und unter (-) abschlieflen.
Es gilt

N = (Magg, ..., e,4) = (Mlalfo,..., fi—1),
wobei fo, ..., fe—1 ein unabhéngiges Tupel griin generischer Elemente ist. Setzt man F; :=
(Mafo, ..., fi—1), so ist F; < F;1 eine griin generische Erweiterung fiir 0 < ¢ < £ — 1.
Sukzessives Anwenden von Folgerung 8.3 liefert:

Mla) € K¥ genau dann wenn N € KF. (xx)

Nun ist (€, ..., €,(3)) Spezialisierung von (eg, ..., éZ(ﬂ))’ und beide liegen in V3. Da nach
der Zusatzannahme 5 Zariski-offen in V; ist und (eo,...,€,()) die Formel ¢ erfiillt,
gilt auch = ¢g(eg, . . ., é;( 5)). Wir haben gezeigt, dafl die Existenz einer griinen Differen-
zenfolge fiir § in Ma] der Lange p(3)+ 1 die Existenz einer ebensolchen Differenzenfolge
in N = M]a][f] impliziert, die auf eine von endlich vielen Arten entsteht. Umgekehrt
reicht es wegen (xx), die Existenz von (e*, ..., éZ(ﬁ)) € N zu fordern, um zu garantieren,
daf Ma] ¢ K. Man fordert:

e Es existiert ein Tupel m € M und eine irreduzible Komponente W’ von VN - T;
(wobei V =V, x V; und V = V,,(Z,b) wie oben) mit folgenden Eigenschaften:

(1) Die Nebenklasse m - T; ist bunt.
(2) W’ projiziert generisch auf Vj.

(3) Es gilt cd(W') = cd(V).

(4) Fiir generisches (a*, €, ..., é;(ﬁ)) in W’ gilt = ¥s(eg, ..., é:(ﬂ))'

Die Bedingungen (1)—(4) sind definierbar, man erhélt also eine existentielle Aussage mit
Parametern b, genauer gesagt fiir jeden der endlich vielen Tori T; € T(V, (%, 2) x V})
eine, deren Disjunktion die gewiinschte Formel liefert.

Ist 93 endliche Vereinigung von lokal abgeschlossenen Mengen V; \ W; (fiir 1 <14 < ¢t),
so fithren wir obiges Argument fiir jedes der i einzeln durch; x,, ist dann die Disjunktion
der erhaltenen Aussagen. O

9. Das Fraissé-Modell

In diesem Kapitel zeigen wir, dafl ¥ beziiglich starker Einbettungen die Amalgamie-
rungseigenschaft besitzt. Damit erhalten wir reiche Korper im Sinne von Poizat [14].
Die Resultate im vorhergehenden Kapitel liefern nun folgende wichtige Schlufifolgerung.

Lemma 9.1. Seien A, B und M Strukturen in K", wobei B sowohl starke Unterstruk-
tur von A als auch von M ist. Sei M’ freies Amalgam von M und A iiber B, und
(€0, .-+ ,€u(a)) eine Differenzenfolge in M’ fiir einen guten Kode .. Dann gibt es eine
abgeleitete Folge, deren kanonischer Parameter in acl(M) oder in acl(A) liegt.



Die bose Farbe 435

Beweis. Wir nehmen an, daf§ die Behauptung des Lemmas nicht wahr ist. Dann erhalten
wir nach zweimaligem Anwenden von Lemma 7.3 unter Benutzung der Bedingungen an
() und p*(«) eine Teilfolge der Lange m,, + 1, die sowohl Morleyfolge iiber M als auch
tiber A ist. Wir bezeichnen sic 0BdA mit (€, €1, ..., &Em, ). Sei E = {&y, ..., &mn, , }- Dann
liegt der kanonische Parameter b der Folge in dcl(E), und

em, | ME und e, | AFE.
b b

Wir schreiben die Tupel in F als Produkte von griinen Tupeln in M und in A und
definieren Fj; als die Menge der Faktoren in M und F 4 als die Menge der Faktoren in
A. Sei E' = Ep; U E4. Dann gilt auch b € dcl(E’) und da E und E’ {iber M und iiber A
interdefinierbar sind, gilt

em., | ME' und e, | AF',
b b

also auch
ém, . M und e, | A
BE BE'
Sei ém,, = m-amit m aus M und @ aus A. Da M |, Aauch M | . A impliziert, ist
{€ém.,,m,a} iiber BE' paarweise unabhingig. Nach Lemma 5.1 ist dann stp(é,,./BE’)
generischer Typ einer Torusnebenklasse, im Widerspruch zu Lemma 5.2. O

Eine Einbettung von B in A ist stark, wenn das Bild von B in A starke Unterstruktur
ist.

Satz 9.2. K" hat beziiglich starker Einbettungen die Amalgamierungseigenschaft.

Beweis. Seien B < M und B < A Strukturen in K#. Wir suchen eine Erweiterung M’
von M in K¥ mit M < M’ und B < A’ < M’, wobei A und A’ isomorph iiber B sind. Wir
kénnen beide Erweiterungen B < A und B < M in Tiirme von minimalen Erweiterungen
zerlegen und daher oBdA annehmen, dafl A und M minimale Erweiterungen von B sind.
Falls eine der Erweiterungen algebraisch ist, so adjungieren wir die entsprechenden Ele-
mente im (-)-Abschluf}; da es keine neuen griinen Punkte gibt, erhalten wir eine Struktur
in * und die Behauptung ist gezeigt.

Andernfalls existiert nach Lemma 7.2 das freie Amalgam M’ von M und A iiber B.
Wenn M’ € K* ist, so sind wir fertig. Ansonsten zeigen wir, dal M zu A Uiber B isomorph
ist. Geméf Folgerung 8.3 sind sowohl M als auch A iiber B minimal prialgebraisch. Nach
Lemma 9.1 tritt nur der erste Fall von Folgerung 8.3 ein, und es gibt einen guten Kode
a mit einer Differenzenfolge (€, ..., €,(q)) in M’, deren kanonischer Parameter b oBdA
in acl(M) liegt. Nach Lemma 8.2 liegen (bei geeigneter Aufzahlung) eo,...,€,)—1 in
M und e, ist eine iiber M generische Realisierung von a.

Fall 1: Fiir eine (u(a) — 1)-abgeleitete Differenzenfolge liegt der kanonische Parameter
b bereits in acl(B).
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Wir arbeiten mit dieser Folge weiter und nennen sie weiterhin (€o,...,€,(q)). Wir
zeigen zunéchst, da €,(,) in A liegen muB. Andernfalls ist €,(q) generisch in ¢4 (Z,b)
iiber A und iiber M, und somit unabhéngig von A und von M iiber B. Wir wéhlen
griine Tupel @ € A und m € M mit €,(,) = m - a. Dann sind €,,(,), @ und m paarweise
unabhangig iiber B, im Widerspruch zu Lemmas 5.1 und 5.2.

Da A minimal praalgebraische Erweiterung von B ist, gilt A = (B, €,(,)). Da A € K*,
gibt es ein €; in M \ B; wegen B < M ist ; generisch iiber B nach Kodeeigenschaft (e).
Dann induziert &; — €,(4) einen Isomorphismus von A und M iiber B.

Fall 2: Keine (u(a) —1)-abgeleitete Differenzenfolge besitzt einen kanonischen Parameter
in acl(B).

Wie oben sei €,(,) = m - a mit griinen Tupeln m € M und a € A. Da €,,(,) generisch
iiber M ist, gilt 0 = d(€,(a)/M) = d(a/M), und @ erzeugt A iiber B linear. Wir wenden
Lemma 7.3 auf B < M’ und (o, ...,€,(s)) an. Dann existiert eine Morley-Teilfolge der
Lénge p*(a) tber Bb. Da

(@) = naka +1 > n, = MR(m/Bb),

existiert ein €; in M mit m | Bt G- Insbesondere besitzen e, ) und e; denselben Typ
iiber Bbm, und damit ebenso @ = m - é;(la) und m - €; '. Auf Grund der Minimalitit
induziert dann a — m - €; ! einen Isomorphismus von A und M iiber B. O

Poizat [14] folgend nennen wir eine L£*-Struktur M in KF reich, wenn fir jedes
endlich erzeugte B < M und jede endlich erzeugte starke Erweiterung B < A in K¢
eine starke Unterstruktur A’ < M existiert mit A ~g A’. Da jede algebraische starke
Erweiterung einer Struktur aus K* wieder in I liegt, sind reiche Strukturen beziiglich
der Korpersprache algebraisch abgeschlossene Korper.

Folgerung 9.3. Es gibt eine abzéhlbare reiche Struktur in KC*. Diese ist bis auf Isomor-
phie eindeutig bestimmt. Alle reichen Strukturen sind Lo .,-dquivalent.

10. Die Axiome fiir T*

Sei T* die elementare Theorie der reichen Korper in KCF. Zur Erinnerung: fiir a, B C M €
K definiere 6(a/B) := 0((Ba)/(B)); wir sagen, dal B stark ist in M, falls (B) < M.

Definition 10.1. Sei M E T* und B eine Teilmenge von M. Dann sei cl}f (B) die
Vereinigung aller endlich erzeugten A C M mit §(A4/cl(B)) = 0, und dp(A/B) =
d(A/B) := 6(cl((A, B))/ cl(B)).

Es gilt dann ¢}’ (B) = {a € M : d(a/B) = 0}.
Mit den tiblichen Argumenten [15] zeigt man folgendes.
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Lemma 10.2. In jeder Struktur aus K gilt:
(1) d(ac/B) = d(a/Bc) + d(¢/B).

(2) Auf der Menge der griinen Punkte U definiert der AbschluBoperator cl; eine
Préageometrie, und d ist gleich der Dimensionsfunktion, die dieser Prigeometrie
zugeordnet ist.

Lemma 10.3. Sei e > 0, und seien B = (B) < M € K sowie a € M. Dann gilt:

(1) Ist §(a/B) = e, so existiert eine existentielle L*-Formel 75(Z, Z) und ein Tupel b € B
mit folgenden Eigenschaften:

o |=75(a,b),
e fiir alle @ und alle b’ € B' C M’ € K mit = 75(a’, V') ist §(a’/B’) < e.

(2) Ist d(a/B) = e, so existiert eine existentielle L£*-Formel 14(Z,z) und ein Tupel
b € B mit folgenden Eigenschaften:

i 'Z Td(dv?))f

e fiir alle @ und alle b’ € M’ € K mit |= r4(a’, V') ist d(a’'/b') < e.

Beweis. Teil (2) folgt leicht aus (1). Wir beweisen nun (1). Seien @ € M und B < M
gegeben. Sei B = Ay < A; < -+ < A, = (Ba) =: A die Zerlegung von B < A in minimal
starke Erweiterungen. Man hat

n

e=08(a/B) = 6(Ai/Ai ).

=1

Wir nehmen zunéchst n = 1 an, d.h. B < A ist minimal stark; wir miissen die vier
Fille aus Lemma 6.4 betrachten. Falle (1)—(3) sind einfach; wir beschrinken uns daher
auf den Fall (4) einer minimal praalgebraischen Erweiterung. Sei ¢ eine griine Basis von
A/B, und b € B mit ldim(a¢/B) = 1dim(a¢/b) und ac L;B- Sei a € C der eindeutige
Kode, der A/B zugeordnet ist. Wir wihlen eine quantorenfreie £*-Formel 7(Z, g, Z) mit
= 7(a,¢,b), so daB folgendes gilt:

e Die Tupel @ und ¢ sind explizit multiplikativ interdefinierbar iiber b.
e =7(2,9,2) = N\ U(yl)
e Cist Losung einer Kodeinstanz ¢, (7, b1 ), wobei by (explizit) in acl(b) liegt.

Wegen Kodeeigenschaft (e) hat 75(Z, Z) := 3g7(Z, 7, Z) die gesuchten Eigenschaften, denn
falls |= 7(a’, &, '), so folgt dann 6(a’/b") = §(¢'/b') < 6(& /acl(V')) < 0.

Den allgemeinen Fall reduziert man auf den minimalen Fall, indem man tiber ein
geeignetes Tupel quantifiziert, das die Zerlegung in minimale Erweiterungen wider-
spiegelt. O
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Sind M, N € K mit M C N und ist M in N als £*-Struktur existentiell abgeschlossen,
so folgt aus Lemma 10.3, dafl M < N ist. Ware namlich M nicht stark in IV, so gidbe
es ein Tupel @ € M mit dpy(a) > dn(a) = e. Fiir 74 wie in Lemma 10.3 hétten wir
dann N |= 74(a, b) fiir ein b € (§) C M, somit auch M |= 74(a,b) (da 74 existentiell ist),
im Widerspruch zu d(@/b) > e. Wir erhalten insbesondere folgendes.

Lemma 10.4. Wenn M elementares Untermodell eines T*-Modells N ist, so ist M
starke Unterstruktur.

Wir definieren nun eine £*-Theorie T# wie folgt:
(1) Jedes Modell liegt in der Klasse KCH.
(2) Jedes Modell ist ein algebraisch abgeschlossener Korper.

(3) Wenn M ein Modell ist, a ein guter Kode und b aus M ein geeigneter Parame-
ter, dann ist die durch eine grilne M-generische Losung a = ¢, (Z,b) gegebene
Erweiterung M [a] von M nicht in ICF.

(4) Axiome, die garantieren, dafl es in einem w-saturierten Modell unendlich viele d-
unabéangige griin generische Elemente gibt.

Poizat [15] hat die Bedingung ) < M* universell formuliert; da 14 (%o, - . ., T,) quan-
torenfrei ist, sind die Axiome in (1) universell. Da ACFy und damit (2) induktiv axioma-
tisierbar ist, ist bekannt. Folgerung 8.4 liefert die induktive Axiomatisierung von (3), und
die Iv-Axiomatisierbarkeit von (4) folgt aus Lemma 10.3.

Der Schliissel zum Verstandnis von T# ist der folgende Satz.

Satz 10.5. Eine L*-Struktur M ist genau dann eine reiche Struktur in K*, wenn sie ein
w-saturiertes Modell von T# ist. Insbesondere gilt T+# = T*", und T* ist vollstandig.

Beweis. Wir zeigen zuerst, daf} alle w-saturierten Modelle von T* reiche Strukturen in
K* sind. Dann zeigen wir, da die reichen Strukturen in K# alle Axiome von T* erfiillen.
Da reiche Strukturen Lo, ,-aquivalent sind (Folgerung 9.3), folgt dann die w-Saturiertheit
der reichen Strukturen.

Sei M ein w-saturiertes Modell von T*. Seien B < M und A > B endlich erzeugte
Strukturen in K¥. Wir wollen A iiber B in M stark einbetten. OBdA ist A minimal stark
iiber B. Entsprechend Lemma 6.4 gibt es folgende Moglichkeiten:

o A/B ist algebraisch. Axiom (2) liefert das Gewiinschte.

e A/B ist minimal praalgebraisch. Betrachte das freie Amalgam M’ von M und A
iber B. Sei « der gute Kode, der die Erweiterung A/B kodiert. Dann ist nach
Axiom (3) M’ nicht in K*. Da aber K* die Amalgamierungseigenschaft fiir starke
Einbettungen besitzt (Satz 9.2), mufl die gewiinschte starke Einbettung von A iiber
B in M existieren.
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e A/B ist griin generisch, wird also durch ein griines transzendentes Element a
erzeugt. Das w-saturierte Modell M enthélt wegen Axiom (4) unendlich viele griin
generische und d-unabhéngige Elemente (g;);en. Da d(B) = e < o0, existiert i € N
mit d(g;/B) = 1. Dann ist (Bg;)/B griin generisch (und in M), und die Abbildung
a — e; induziert eine starke Einbettung von A in M {ber B.

e A/B ist weil generisch, d.h. A wird durch ein weifles transzendentes Element w
iiber B erzeugt und U(A) = U(B). Man iiberlegt sich leicht, daf fiir zwei griine,
iiber B generische und d-unabhéngige Elemente g1 und go die Summe w’ := g1 + g2
weifl B-generisch ist, d.h. d(w’/B) = 2. Nach dem letzten Paragraphen existieren
solche Elemente g7, go in M, und dieser Fall ist ebenso erledigt.

Sei nun M in K* reich; wir wollen M |= T zeigen. Zuerst zeigen wir, dal M algebraisch
abgeschlossen im Sinne der Korpertheorie ist. Sei a € acl(M), und B < M endlich erzeugt
mit a € acl(B). Wenn a grin ist, so liegt a in B, da B < M. Sonst muf a weif} sein, und
U(B) = U((Ba)). Die Erweiterung (Ba) > B ist dann in £* und deshalb iiber B in M
realisiert.

Um Axiom (3) zu zeigen, betrachten wir einen guten Kode o und b € M; sei @ eine
M-generische Realisierung von ¢, (Z,b). Wire (Ma) € K*, so withlen wir By < M mit
b € By. Dann ist auch (Bpa) € K*; da M reich ist, existiert ag € M mit (Bya) =
(Boag) =: B1 < M. Wir wiederholen diesen Schritt mit B; anstelle von By, und finden

induktiv eine Folge By < By < By < -+ in M, so dal B;41 = (B;a;) = (B;a).
Dann ist @i, as, ... eine beliebig lange griine Morley-Folge fiir ¢, (Z,b); die zugehdrigen
Differenzenfolgen erfiillen dann v, im Widerspruch zu M € KCH.

Schliefllich erfiillt M als reiche Struktur natiirlich Axiom (4). O

Zur Erinnerung: Fir A C M € K, so ist cl(A) die kleinste (-)-abgeschlossene Menge
mit A C cl(A) < M. Wenn A endlich erzeugt ist, so auch cl(A4).

Folgerung 10.6. T* ist eine vollstandige Theorie. Zwei Tupel a und @’ aus T*-Modellen
M und M’ besitzen genau dann den gleichen Typ, wenn es einen L*-Isomorphismus f
von clys(a) auf cly(@a') gibt, der a auf @’ abbildet.

Beweis. Der in Kapitel 9 konstruierte reiche Korper ist nach Satz 10.5 ein Modell von
TH*. Wenn M und M’ zwei beliebige Modelle von T*# sind, so ersetzen wir sie durch
elementare Erweiterungen, die w-saturiert sind. Nach Satz 10.5 sind diese reich und nach
Folgerung 9.3 elementar dquivalent. Somit sind auch M und M’ elementar dquivalent.

Um den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, nehmen wir an, dafl M und M’ w-
saturiert sind. Nach Lemma 10.4 dndert sich cly;(a@) beim Ubergang zu einer elementaren
Erweiterung nicht. Dann sind M und M’ reiche Korper. Somit kann man f : cly/(a) —
clpr (@') als Anfang eines Hin-und-Her-Systems ansehen, und f ist elementar.

Nun nehmen wir an, dafl @ in M und @’ in M’ denselben elementaren Typ besitzen.
Da cl(a) zum algebraischen Abschlufl von @ im Sinne von T* gehért, existiert wegen
der w-Saturation von M’ eine elementare Abbildung f von cl(a) nach M’, die @ auf @’
abbildet. Sei A’ = f(cl(a)). Da A’ denselben Typ wie cl(a’) hat, ist A’ stark in M’ und
wir erhalten A’ = cl(a’). O
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Folgerung 10.7. Die Theorie T" ist modellvollstandig.

Beweis. Wir geben einen einfachen direkten Beweis, der von Martin Ziegler stammt.
Es ist zu zeigen, dafl fiir Modelle M und N von TH* mit M C N stets M < N gilt.
Denn ist M < N und a ein Tupel in M, so gilt cly(a) = cly(@). Damit ist aufgrund
von Folgerung 10.6 die Inklusion eine elementare Abbildung. Wir zeigen allgemeiner
folgendes.

Behauptung. Ist M =T* und M C N € K*, so gilt M < N.

Angenommen, die Behauptung sei falsch. Wir wéhlen ein Gegenbeispiel M £ N; mit
ldim(N7/M) = e minimal. Da M = acl(M), gilt offenbar e > 2. Aus der Minimalitét
von e folgt, dal 6(No/M) > 0 fiir alle Ny = (Np) mit M C Ny C N;. Insbesondere ist
M < Ny. Man wihlt nun ein solches Ny mit 1dim(Ny/M) = e — 1. Aus

—1 > 6(N, /M) = 5(N1/No) + 6(No/M)

und §(N1/Ng) > —1 folgt 6(No/M) < 0. Da M < Ny ist, ist die Erweiterung
No/M praalgebraisch (d.h. ein Turm aus algebraischen und minimal préalgebraischen
Erweiterungen) in IC¥. Insbesondere finden wir N'/M minimal praalgebraisch mit M <
N’ < Ny. Dies widerspricht aber Axiom (3), und die Behauptung ist bewiesen. (]

Bemerkung 10.8. Man kann zeigen, daff Axiom (4) aus (1)-(3) folgt. Hierzu mu8
die griin generische Erweiterung durch geeignete praalgebraische Erweiterungen appro-
ximiert werden. Andererseits folgt die V3-Axiomatisierbarkeit von T# aus der Model-
lvollstandigkeit (Folgerung 10.7) aus allgemeinen Griinden.

11. Rangberechnungen

In diesem Kapitel zeigen wir, dafl der Morleyrang von T# gleich 2 ist. Es sei acl” der alge-
braische Abschlufl in Modellen der Theorie T#. Alle modelltheoretischen Bezeichnungen
beziehen sich nun auf 7#. Manchmal machen wir dies durch ein zusétzliches u deutlich.
Wir zeigen, daf acl”(a) die Vereinigung aller praalgebraischen Erweiterungen von cl(a)
ist.

Lemma 11.1. In Modellen M von T* stimmen acl” und clfi\/f tiberein.

Beweis. Wenn B endlich erzeugt ist, so ist cl(B) auch endlich erzeugt und Teil von
acl”(B). Deshalb kénnen wir annehmen, daf§ B endlich erzeugt und stark in M ist.

Zuerst zeigen wir cl}’(B) C acl*(B). Sei also A ¢ M endlich erzeugt mit §(A/B) =
0. Da 1dim(A/B) endlich ist, konnen wir A/B in eine endliche Folge von minimalen
Erweiterungen zerlegen; fiir A’ O B mit §(A’/B) = 0 ist wegen B < M auch A’ < M.
OBdA konnen wir also annehmen, dal A/B minimal ist. Nach Lemma 6.4 gibt es die
folgenden Moglichkeiten:

(i) A ist im korpertheoretischen algebraischen Abschluf von B. Dann gilt natiirlich
A C acl®(B).



Die bose Farbe 441

(ii) A ist eine minimal préalgebraische Erweiterung von B. Nach Satz 4.10 existieren ein
guter Kode a und Parameter b in acl(B), so dal A = (Ba) fiir eine generische griine
Losung @ = ¢ (Z, b) ist. Es reicht zu zeigen, daf alle griinen Losungen von ¢, (7, b)
in M liegen. Sei hierzu M < N und a’ € N eine Losung, die nicht vollstindig in
M liegt. Dann ist @’ notwendig generisch iiber M. Dies widerspricht Axiom (3).

Um acl*(B) C cl}(B) zu zeigen, betrachten wir a € M \ cl) (B). Fiir A = cl(B,a) ist
dann §(A/B) > 0. Wir zerlegen A/B in minimale Erweiterungen B < Ag < 41 < -+ <
A, = A. Dann existiert ein ¢ < n mit §(A4;41/4;) > 0. Nach Lemma 6.4 erhalten wir
ldim(A;+1/4;) = 1, und die Erweiterung A;1/A; ist weifl generisch oder griin generisch.
Nach Folgerung 8.3 ist das freie Amalgam von A;;; und jeder starken Erweiterung von
A; in K*. Da M reich ist, erhalten wir unendlich viele A’ < M, die iiber A; isomorph zu
A;41 sind. Nach Folgerung 10.6 haben sie alle denselben elementaren Typ {iber A;. Also
ist A;y1 € acl”(A4;), und erst recht a & acl”(B), denn A, ist algebraisch iiber (B, a)
und B C A;. O

Satz 11.2. T* hat Morleyrang 2 und ist iiberabzahlbar kategorisch. Der wei3 generische
Typ hat Morleyrang 2, und der griine generische Typ hat Morleyrang 1. Der algebraische
Abschluf} in Modellen von T* ist durch clg gegeben. Allgemeiner gilt fiir alle Tupel a und
alle B die Identitét

MR(a/B) =U(a/B) = d(a/B).

Beweis. Sei M ein w-saturiertes Modell von T#, elementar eingebettet in das Mon-
stermodell von T#. Wir berechnen MR(a/M) fir Elemente a aus dem Monstermodell.
Wegen

0<d(a/M)<d(a/M) <2

gibt es 4 Fille.

e d(a/M) = 0: Nach Lemma 10.4 und Lemma 11.1 ist a € acl”(M) = M. Also ist
MR(a/M) = 0.

e d(a/M) =1 und a ist grin: Dann ist (Ma) stark im Monstermodell, und tp(a/M)
ist wegen Folgerung 10.6 der eindeutig bestimmte grin generische Typ. Da alle
anderen griinen Typen iiber M algebraisch sind, folgt MR(a/M) = 1, und U
definiert eine streng minimale Menge.

e d(a/M) = 1 und a ist nicht griln: Dann muf cl((M,a)) \ M einen griinen Punkt
¢ enthalten. Wir erhalten (Mc¢) < cl(Ma) und d(a/Mc) = 0. Somit sind @ und ¢
beziiglich T* interalgebraisch tiber M, und MR(a/M) = MR(¢/M) = 1.

e d(a/M) = 2: Dann gilt U((Ma)) = U(M) und (Ma) ist stark im Monstermodell
eingebettet. Nach Folgerung 10.6 ist tp(a/M) der eindeutig bestimmte weif§ gene-
rische Typ, d.h. der generische Typ der Korpers. Da alle anderen Typen hochstens
Morleyrang 1 besitzen, folgt MR(a/M) < 2. Nun ist U(M) eine unendliche Unter-
gruppe von M von unendlichem Index. Folglich ist MR(a/M) = 2, und T* hat
Morleyrang 2.
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Nach einem Resultat von Zilber [20] ist T* als Theorie eines Korpers von endlichem
Morleyrang somit iiberabzahlbar kategorisch.

Fiir den Beweis der Identitdt MR(a/B) = U(aB) = d(a/B) beachte man, dafl in
iiberabzahlbar kategorischen Theorien stets MR = U gilt. Insbesondere ist der Mor-
leyrang also additiv. Wir haben aber bereits gezeigt, dafl fiir Elemente a (d.h. Tupel
der Lénge 1) die Gleichheit MR(a/B) = d(a/B) gilt. Da d ebenfalls additiv ist, folgt
alles. (]

Bemerkung 11.3. Einer Idee von Poizat folgend [15] kann man fiir jede natiirliche Zahl
r > 2 einen Korper vom Morleyrang r mit einer streng minimalen multiplikativen griinen
Untergruppe konstruieren, indem man mit der folgenden Pradimension arbeitet:

6(A) = rtr(A) — (r — 1) 1dim(U(A)).
Des weiteren fiihrt analog zu [3] die Pradimension

6(A) = rtr(A) — 1dim(U(A))

zu einem Korper vom Morleyrang r mit einer multiplikativen griinen Untergruppe vom
Morleyrang r — 1.

Frage 11.4. Kirby hat in seiner Dissertation [11] Satz 2.2 auf semi-abelsche Varietiten
verallgemeinert. Kann man dies verwenden, um einen Korper von endlichem Morleyrang
mit einer nichtalgebraischen Untergruppe einer beliebigen semi-abelschen Varietat zu
konstruieren?
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