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Vorwort

Sei p irgendeine Kardinalzahl. Das Ziel dieser Arbeit ist es, eine partielle Ordnung zu
finden, die die Kofinalitit von u™ verindern kann, ohne die Kardinalititen und Kofinali-
taten der Zahlen darunter zu verdndern. Es gibt in der Tat so ein Forcing schon in L, das
Namba-Forcing, daf dies fiir p = Ny tut (siehe [Jec06] Seite 561 ff.). Wir wollen dieses
Ergebnis nun auf p > Ny ausweiten. Wir werden im Laufe der Arbeit fiir jedes p > Ny
zeigen, daf es zumindest konsistent ist, dafs ein entsprechendes Forcing fiir p existiert.
Wir werden dies unter gewissen Annahmen an das Universum von dem wir aus starten
tun, aber nach Ergebnissen, auf die wir verweisen wollen, werden diese Annahmen sich
als notwendig herausstellen.

Kurz zum Aufbau dieser Arbeit. In Kapitel 0 werden wir nur kurz die fiir uns wichtigen
Fakten, iiber die Annahmen, die wir treffen werden zusammentragen. Im ersten Kapitel
werden wir die Ergebnisse vorstellen, die wir dann iiber den Rest hinweg beweisen werden.
Im zweiten bis vierten Kapitel werden wir eine Methode vorstellen, um die Kofinalitdten
gewisser grofer Zahlen zu verdndern. Das zweite Kapitel dient als dabei als so eine Art
Prototyp, wahrend wir im dritten Kapitel eine Methode einfithren um gewisse partielle
Ordnungen, die wir bendtigen werden, zu iterieren, um dann im vierten Kapitel die
Methode mit Ideen aus dem zweiten und dritten Kapitel formulieren zu kénnen. Im
fiinften Kapitel werden wir dann noch einmal einen anderen Weg einschlagen, und eine
ganz anderes, aber hochinteressantes Forcing vorzustellen, dessen Stérke wir ausnutzen
werden, um den stirksten Fall zu knacken.

Dies ist natiirlich auch die Stelle, an der Ich den Leuten, die mich bei dieser Arbeit in
irgendeiner Weise unterstiitzt haben. Ich danke meinen Dozenten Prof. Dr. Ralf Schindler,
zum einen natiirlich weil er mich auf dieses Thema aufmerksam gemacht hat, und auch
weil er mir bei meinen Fragen zu der Theorie der inneren Modelle zur Verfiigung stand.
Ich danke ferner Philipp Doebler, Philipp Schlicht und allen voran Dr. Gunter Fuchs
aus dem Stationary-Tower-Seminar, das am WS 07/08 an der WWU Miinster stattfand.
Die Aufzeichnugnen aus diesen Seminar und die Antworten die ich auf meine Fragen zu
diesen Thema erhielt, waren sehr wertvoll. Ich danke Gunter Fuchs auch, daf er mich auf
das Programm xfig aufmerksam gemacht hat, ohne welches diese Arbeit, nicht einmal
die paar Grafiken hitte. Erwdhnen sollte ich vielleicht auch noch Malte Klief, mit dem
immer gut iiber die I TEX-nischen Seiten einer Arbeit reden konnte.
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0 Grundlagen

Wir werden in folgenden die Existenz gewisser grofer Kardinalzahlen fordern, die (wie
wir auch noch begriinden wollen) essentiell fiir diese Arbeit sind. Damit keine Mifsver-
stdndnisse auftreten, werden wir im folgenden darlegen, was genau wir zum Beispiel unter
einer mekbaren Kardinalzahl verstehen, und kurz zusammenfassen, was wir als elementa-
res Grundwissen erachten. Wo sich Beweise in der Standardliteratur finden, werden wir
auf einen Beweis verzichten, da hier einfach nicht der Platz ist um lang und breit alles
zu erkldren. Es lohnt sich auf jeden Fall fiir denjenigen, der noch nicht mit Mefsbaren
gearbeitet hat, sich diese Beweise anzusehen, um ein Verstdndnis dafiir zu entwickeln wie
man die Stirke meflbarer Kardinalzahlen ausnutzt.

Im Allgemeinen werden wir uns viel mit elementaren Einbettungen des Universums
beschéftigen. Um die Arbeit verstehen zu konnen wird es unumgénglich sein, das wich-
tigste iiber Ultrapotenzen, sowohl die iiblichen ,Internen“, bei denen der Ultrafilter im
Modells selbst liegt (siehe dazu etwa [Jec06| Seiten 158 ff., oder |Lar04| Seiten 1 ff.) als
auch die ,Externen®, bei denen der Ultrafilter zwar Mengen im Modell mift aber nicht
selbst im Modell liegen muk (siche dazu etwa [Jec06] Seiten 323 ff. oder [Lar04] Seiten
36 ff.).

Auch werden sogenannte Extender erwdhnt werden, die Ultrafilter verallgemeinern.
Die Details werden fiir das, was wir spéater machen werden allerdings nicht so wichtig
sein. (Fir weitere Informationen siehe etwa [Jec06] Seiten 382 ff. oder [Lar04] Seiten 25
ff. oder [Kan05] Seiten 352 ff.)

MeRbarkeit

Definition 0.0.1: Eine iiberabzahlbare Kardinalzahl x heifft mefibar, genau dann wenn
es einen normalen <k-abgeschlossenenen nicht-trivialen Ultrafilter auf s gibt. Der Ein-
fachheit halber nennen wir solch einen Filter auch ein normales Madk.

Bemerkung: Dies ist eigentlich nicht, die als kanonisch angesehene Definition einer mef-
baren Kardinalzahl, sie ist allerdings zu dieser dquivalent. (siehe dazu [Jec06] Definition
10.3 auf Seite 127 und [Jec06] Theorem 10.20 auf Seite 134).

Sei x eine mefsbare Kardinalzahl, U ein <k-abgeschlossenener nicht-trivialer Ultrafil-
ter auf k. Dann ist nach |Jec06] Lemma 17.2 auf Seite 286 Ult(V;U) fundiert und wie
man sich iiberlegt ist die Ordnung auf Ult(V; U) mengenéhnlich, und im Folgenden wer-
den wir Ult(V;U) immer mit seinem transitiven Kollaps identifizieren, und schreiben
tiblicherweise j : V' — Ult(V; U) fiir die kanonische Einbettung.



0 Grundlagen

Satz 0.0.2: Seik eine mefSbare Kardinalzahl, U ein <k-abgeschlossenener nicht-trivialer
Ultrafilter auf k. Sei
j:V—U(V;U)=M

die kanonische Ultrapotenzeinbettung. Bezeichne id,, die Identitdt auf x.Dann gilt:
(a) crit(j) =k
(b) Vf €y j(f)([ids]) = [f]
(c) "ss CM
(d) k" < (kMM < j(k) < (%)
(e) U ¢ Ult(V;U)

Siehe dazu [Jec06] Seite 268 f. fiir (a), (b) folgt direkt aus dem Satz von F.o$ und
siehe[Jec06] Lemma 17.9 auf Seite 291 fiir (c)-(e) (dort (a)-(c) ).

Proposition 0.0.3: Sei U ein normales Mafi auf einer Kardinalzahl k. Bezeichne
j: V= UW(V;U) die kanonische Ultrapotenzeinbettung. Dann gilt:

(a) [ids] = &
(b)) U={Y CrlrecjY)}
Siehe [Jec06] Lemma 17.5 auf Seite 289.

Proposition 0.0.4: Sei x eine meffbare Kardinalzahl, dann ist k Mahlo, d.h. k ist un-
erreichbar und {§ < k|€ ist unerreichbar} ist stationdr.

Siehe [Jec06] Lemma 10.21 auf Seite 135.

Die Mitchell-Ordnung

Nach Satz 0.0.2 (e) ist ein normale Malh U auf einer Kardinalzahl k selbst nicht mehr
Teil der Ultrapotenz. Wiare U also das einzige normale Maf auf , so wire s nicht mehr
mefshar in der Ultrapotenz. Dies mufs aber nicht so sein, es konnte ein normales Maf
U* geben, sodafs U* € Ult(V;U). Da U somit mehr Informationen iiber das Universum
erhilt, ist es in einem gewissen Sinne ein besserer Ultrafilter. Nach solchen Standards
kénnen wir also normale Mafie ordnen.

Definition 0.0.5: Sei s eine Kardinalzahl, seien Uy, Us normale Mafs auf k. Wir defi-
nieren dann

U<y Uy U € Ult(V; UQ)

Wir nennen <;; die Mitchell-Ordnung auf .

Proposition 0.0.6: Sei x eine Kardinalzahl, dann ist <p; eine fundierte partielle Ord-
nung.



Siehe [Jec06] Lemma 19.32 auf Seite 358.

Definition 0.0.7: Sei k eine Kardinalzahl, sei <j; die Mitchell-Ordnung auf x. Dann
definieren wir

o(k) = rank(({U C P(x)|U ist ein normales Mafs}, <ps))
Wir nennen o(x) die Mitchell-Ordnung von x.

Das nachfolgende Lemma soll uns helfen, den Zusammenhang den die Mitchell-Ordnung
zwischen normalen Mafsen herstellt auszunutzen.

Lemma 0.0.8: Sei k eine Kardinalzahl, seien Uy, Us normale Mafle auf k mit U; < Us.
Seien

g1V — Ult(V; Ul) =: Vi

jo :V — Ult(V; Uz) =: No
Ji,2 :N1 — Ult(Ny;51(U2)) =: N1
J2,1 :No — Ult(No; Up) =: Naj

die kanonischen Ultrapotenzeinbettungen. Dann ist N1 2 = No1 =: N und das Diagramm

V‘>j1 N

jzl ljm
J2,1

Ny ——N
kommutiert.
BeEwEIs: Man iiberlegt sich erstmal, dafs fiir alle A C &
A=[ANG: B <]y,
gilt. Da nach Vor. U; € Ult(V;Us) finden wir eine Folge (Ug : 3 < k), sodaf
Up=[Upg: B <&y,
Kombinieren wir dies mit der vorangegangenen Gleichnung so erhalten wir:
VACk:AelU e {f<alAnNpeUs} el (0.1)

Da ji(k) von [k : B < K]y, und j1(Uz) von [Us : B < K|y, représentiert wird kénnen wir
die Elemente von Nj 2 so darstellen:

[[9(8)(€) € <y, : B < K],

wobei g: k X Kk — V in V liegt.
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Da x von [B: 3 < k], und Uy von [Ug : B < k], reprisentiert wird, konnen wir an-
dererseits die Elemente von N» folgendermafien darstellen:

9(B)(©) € < By, B<r

Uz

wobei g : {(3,€) € k x kK|§ < B} — V in V liegt.

Da wir ja Ultrapotenzen soweit méglich immer mit ihren transitiven Kollaps identifizie-
ren, reicht es natiirlich eine €-Isomorphismus zwischen den Aquivalenzklassen anzugeben.
Unser Kandidat ist Folgender:

™ NLQ — N271
[19(8)(©) : € < Ky, B < ] — |[9(E)(B) : € < Bly, : B < x|

Stehe jetzt ” R” fiir =" oder ” € 7, dann gilt fiir alle f,g: k x Kk — V in V, dal

[[F(B)(€) : € < kly, : B < k], R[l9(B)(E) & <Hly, : B <k,
)

{8 < kl{§ <rlf(B)(E) Rg(B)(€)} € Uz} € Ur
S{E < k{8 < k|f(E)(B) Rg(€)(B)} € Ua} € Uy

Cn < wl{e <nl{B < KIF©B) RgE)B)} € Ua}} € Uy} € Uy

Y1 < wl{e < BIFE) M) Rg(€)(n)} € Uy} € Us
en([[Fm©) : € < rly, :n < w]y) Rr([lgn)(©) : & < rly, 10 < #],,)

Gucken wir uns (%) nochmal genauer an. Schreibe erst einmal

A = {n < kl{§ <nl{B < &lf(§)(B) Rg(§)(B)} € Uz}} € Uy}
Ay = {n <&l{§ <nlf(&)(n) Rg(§)(n)} € Uy}
Be = {B < &[f(§)(B) Rg(§)(3)}

(x) folgt dann, da
e A1 D AgN A(€<NZB§€U2)B£
o Ag D AN A(5<K:BE¢U2)(/‘G\B£)

und U normal ist. Dies zeigt, dals m ein wohldefinierter Monomorphismus ist.Da 7 of-
fensichtlich auch surjektiv ist, ist es demnach ein Isomorphismus. Die Kommutativitit
des Diagrammes folgt daraus, daf 7 offensichtlich j1 2(j1(2)) in j2.1(j2(x)) tiberfiihrt, fiir
jedes x € V. 4

Um die Mitchell-Ordnung voll auszunutzen, benétigen wir noch einen Begriff, der viele
Mafse gleichzeitig zu einander in Beziehung setzt.



Definition 0.0.9: Wir nennen eine Folge U= (Ulx7y):a<Qnry< oﬁ(a)> fiir eine
Ordinalzahl € und eine Funktion oV :  — On (wobei wir fiir unsere Zwecke annehmen
wollen, dak Yo < © : 0Y(a) < a), kohiirente Folge von Ultrafiltern genau dann, wenn

o Vo < QVy < oﬁ(a) : U(ay,7y) ist ein normales Maf auf «
o Va< OV <y < oﬁ(a) :U(a, 6) <ar U(ar, )

o Va<QV(5<'y<oﬁ(a): [U(B,6) : B < Ay = Ule, )

a,y)

Woodiness

Definition 0.0.10: Sei J eine unerreichbare Kardinalzahl. § heiftt Woodin genau dann,
wenn es fiir alle Funktionen f : § — § einen Extender E € Vj gibt, sodak fiir die
kanonische Einbettung j : V — Ult(V; E) gilt, daf

o TSy
* Vit € UV E)
wobei v = crit(5).

Bemerkung: Auch hier ist die gewéhlte Definition nicht die allgemein Verwendete, ist
allerdings dquivalent zu dieser.(Siehe dazu [Kan05| Seite 360 und [Kan05] Theorem 26.14
auf Seite 363)

Man beachte zusétzlich, da fir eine Einbettung j : V. — Ult(V; E) fir einen Ex-
tender in Vj, gilt, dak fiir alle £ < 0 : j(§) < . Dies liegt daran, dak alle involvierten
Aquivalenzklassen in Vj liegen.



1 Singularisieren von
Nachfolgerkardinalzahlen

Unser Ziel ist es fiir eine Kardinalzahl p eine partielle Ordnung P zu finden, sodaf in
allen generischen Erweiterungen V [G]

cof VI ((uh)Y) =1

wobei n < p irgendeine reguldre Kardinalzahl sei, und zusétzlich soll P die Kofinalitét
und Kardinalitdt von Zahlen unterhalb von p nicht verdndern.

Wir werden feststellen, daf eine solche partielle Ordnung zu finden, schwerer wird
wenn wir 7 grofser machen, und wenn wir nicht-regulires p zulassen. Wenn wir diese
Variablen betrachten ergeben sich drei Félle, die wir nun vorstellen wollen.Die Beweise
unserer sogenannten Hauptsitze werden uns in den nachfolgenden Kapiteln beschéftigen.

In diesem Kapitel wollen wir eher darlegen, warum die Bedingungen die wir an das
Grundmodell stellen in Punkto Konsistenzstédrke nicht geringer gewihlt werden kann.
Wir kénnen dies hier aber leider nicht génzlich beweisen, da wir Hilfsmittel aus der
Theorie der inneren Modelle verwenden miissen, die wir - allein schon aus Platzmangel -
unméglich erkldren kénnen.

Der erste Hauptsatz

Hauptsatz A: Sei u > Ny eine requldre Kardinalzahl, und k > p set mefibar. Sei G C
Col(u, <k) ein tiber V generischer Filter. Schreibe der Einfachheit halber W = V [G],
dann existiert in W eine partielle Ordnung P, sodaf fiir jeden iiber W generischen Filter
H CP gilt, daf

o cof ()W) = w

o Vo < iz cof V() = cof W (@) A CardV) (o) = Card" (a)

Das W dient hier als Grundmodell, in dem das gesuchte Forcing existiert.Dies ist der
einfachstmdgliche Fall, da es natiirlich am bequemsten ist mit reguldren p zu arbeiten,
und da Zahlen mit abz&hlbarer Kofinalitit weniger Regularitétseigenschaften erfiillen
(der Schnitt von Clubs muf nicht Clubs sein, etc.); es iiberrascht also nicht, daf solche
einfacher zu erzeugen sind.

Daf dieses Ergebnis nicht ohne den Einfluf mefibarer Kardinalzahlen erreichbar ist,
zeigen wir mit Hilfe von:



Fakt A: Gelte, daf 09 nicht existiert, dann existiert ein inneres Modell K (tiblicherweise
das Kernmodell genannt) der Form L[E], sodaf KV = KV fir jeden generischen
Filter G, und es gilt noch Folgendes: Ist k > No eine requlire Kardinalzahl in K, und gilt
cofV (k) = A < CardY (), dann gilt "k ist mefbar”)X und gilt sogar zusdtzdich \ > w
dann auch o (k) > A

Bemerkung: Wir verweisen hierbei auf [Mit] Theorem 2.5 auf Seite 58, wobei anzumer-
ken ist, dafs in den dort zu findenden Quellenangaben, der Beweis nur unter zusétzlichen
arithmetischen Annahmen erbracht wird. Die Giiltigkeit des Faktes ist unter Experten
allerdings unstrittig, und unsere Version enthélt die zusitzliche Annahmen, daf 0% nicht
existiert, um sicherzustellen, daff K existiert. Fiir Informationen dariiber, was 0 ist siehe
|ZemO01| (erwdhnt wird es erstmals auf Seite 272). Siehe auch [Cox09].

Gehen wir jetzt davon aus, wir hitten ein P gefunden, sodak fiir jeden generischen
Filter G C P gilt
VG Ecof(uh)Y) =w

fiir ein reguléres p > No.

Es gilt dann fir KV = KVIC aus Fakt A, daf (ut)Y regulir in K ist da K C
V, und damit kénnen wir den Fakt anwenden und erhalten, daR p* meRbar in K ist.
Zusammenfassend folgt aus der Existenz einer solchen partiellen Ordnung also, dafs

e Es gibt ein inneres ZFC-Modell K C V.
e In K ist (u*)V mefbar.

Wenn wir also W aus dem Hauptsatz als unser Grundmodell betrachten, erhalten wir mit
Hilfe des Faktes, unsere Vorraussetzungen zuriick, mit der kleinen Finschrinkung, daf
das Grundmodell natiirlich keine generische Erweiterung von K sein muf. Dies macht von
der Konsistenzstirke (was aus praktischen Griinden das Einzige ist, dak uns interessiert)
aber keinen Unterschied. Die Voraussetzungen sind fiir unsere Zwecke also notwendig.

Der zweite Hauptsatz

Hauptsatz B: Gelte GCH, sei U eine kohirente Folge von Ultrafiltern. Sei pn > Ry eine
requlire Kardinalzahl, und k > p sei mefbar mit n < oY(k) fir ein requlires n < u.
Dann ex. eine gewisse partielle Ordnung P,,. Set G* C Py, ein dber V generischer Filter.
Schreibe V* := V [G*]. G C Col"" (u, <r) sei ein iber V* generischer Filter. Schreibe
der Einfachheit halber W := V* [G], dann existiert in W eine partielle Ordnung P(k,n),
sodaf fiir jeden tiber W generischen Filter H gilt, daf$

o cof V()W) =
o Va < gz cof VI (a) = cofW (o) A Card" ] (o) = Card" ()

Wir merken erstmal an, daf die Voraussetzungen des Satzes durch eine Kardinalzahl
von hinreichend hoher Mitchell-Ordnung in einem geeigneten Modell realisiert werden
kénnen.
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Fakt B: Sei k eine Kardinalzahl mit o(k) = n, dann ezistiert ein inneres Modell der
Form L[A], sodaf$ es ein U € L[A] gibt mit

L[A] = U ist eine kohirente Folge von Ultrafiltern und oﬁ(/{) =1

Siehe dazu [Jec06] Theorem 19.39 auf Seite 362.
Sei jetzt wieder wie oben die Existenz einer partiellen Ordnung angenommen, sodaf
in jeder generischen Erweiterung V' [G]

cof VI (W)Y =1

fiir eine reguldre Kardinalzahl p > No.
Wenden wir jetzt wie oben Fakt A an, erhalten wir dann also:

e Es gibt ein inneres ZFC + GCH-Modell K C V.
e In K ist (uF)Y meRbar, mit of((u*)") > .

Wobei wir hier jetzt noch den Zusatz von Fakt A benutzt haben. Wie oben bestétigt uns
das, dafs die Voraussetzungen auch notwendig sind.

Der dritte Hauptsatz

Hauptsatz C: Sei p > Ny eine Kardinalzahl, und § > p sei Woodin. Dann ex eine
partielle Ordnung Ps, sodaf fiir alle requldren n < p ein S € Py existiert, sodaf

o Sl cof(ut) =1
e Schreibe vy fiir cof () und oy fiir Card(«) fiir jedes a < p, dann gilt fir alle o <

S Ik cof (&) = ap A Card(a) = ay

Dieses Ergebnis ist viel leichter anzuwenden. Wir kénnen direkt im Grundmodell ar-
beiten, und miissen nicht fiir jedes p in ein anderes Zwischenmodell iibergehen, auch
funktioniert es fiir singulére p. Dafiir miissen wir allerdings einen betrdchtlichen Sprung
nach oben in der Konsistenzstirke machen, aber wie wir jetzt sehen werden, ist dies
notwendig.

Fakt C: Gelte, dafi es kein inneres Modell mit einer Woodinkardinalzahl gibt. Dann
existiert ein inneres Modell K der Form L [E], sodaf$ fir jeden generischen Filter G gilt,
dap KV = KVIG und es gilt fir alle singuliren o € On

Bemerkung: Wir verweisen hier auf [MS95]. Dort findet sich der Fakt zwar nur mit
einer Einschrdnkung, aber nach einem neuen (noch nicht verdffentlichten) Ergebnis von
R. Jensen und J. Steel konnen die Methoden aus dem Artikel angewandt werden, um
unseren Fakt C zu beweisen.



Angenommen, es gibe eine partielle Ordnung P, sodaf fiir jeden generischen Filter
G CPgilt
cof VI (ut) = n

fiir eine singuldre Kardinalzahl p und eine reguldre Kardinalzahl n < u.

Nun angenommen es gidbe kein inneres Modell mit einer Woodinkardinalzahl. Dann

gilt da K CV

e L s LA
Offensichtlich ein Widerspruch. Die Giiltigkeit von (*) folgt, wenn wir Fakt C in V [G]
anwenden. (Hier ist noch anzumerken, dak es auch in V' [G] kein inneres Modell mit einer
Woodinkardinalzahl gibt).

Wenn es also ein solches Forcing gibt, daft auch Nachfolger singuldrer Kardinalzahlen
singularisieren kann, so mufy es auch ein inneres Modell mit einer Woodinkardinalzahl
geben. Damit muf es natiirlich nicht im Grundmodell selber eine Woodinkardinalzahl
geben, da es aber von der Konsistenzstérke her keinen Unterschied macht, wollen wir uns
damit zufrieden geben.

VIG5t



2 Prikry-Forcing und der erste Hauptsatz

2.1 Das Prikry-Forcing

Wir wollen uns als Erstes damit beschiftigen Zahlen abzéhlbarer Kofinalitdt durch For-
cing zu erzeugen. Dieser Fall unterscheidet sich vom allgemeinen Fall, da Zahlen abzihl-
barer Kofinalitét, sich in einigen bedeutenden Eigenschaften von Zahlen iiberabzahlbarer
Kofinalitat unterscheiden( z.B. ist der Schnitt von zwei Clubmengen dann nicht unbe-
dingt wieder club).Die hier vorgestellten Methoden, sollen uns als eine Art Prototyp fiir
das Forcing, das wir in Kapitel 4 vorstellen wollen, dienen.

Theorem 2.1.1: Sei k eine meflbare Kardinalzahl. Dann ex. eine partielle Ordnung P,
sodafs
1p IF cof (k) = w

und forcen mit P figt keine beschrankten Teilmengen zu Kk hinzu.

Wir wollen besagte partielle Ordnung gleich definieren. Sei dazu jetzt « mefsbar. Dann
wihlen wir auf s einen nicht-trivialen <k-abgeschlossenen Ultrafilter U - der Filter muf
nicht unbedingt normal sein. Wir erhalten fiir verschiedene Ultrafilter auch durchaus ver-
schiedene Ordnungen PY. Um die Notation zu vereinfachen, wollen wir aber fiir den Rest
dieses Abschnittes ein U fixieren, und werden nur noch von einer Ordnung P sprechen.

Bemerkung: Im Folgenden werden wir oft mit endlichen Mengen von Ordinalzahlen
hantieren miissen. Wir wollen diese nach Bedarf mit deren monotoner Aufzihlung iden-
tifizieren. In diesem Sinne ist auch ein Baum 7' C [k]<*, als ein Baum von streng monoton
aufsteigen Folgen zu verstehen. Bezeichne < die Ordnung durch Enderweiterung.

Im folgenden werden wir T, := {t € T|s <tV t < s} schreiben fiir einen Baum T'
auf k und ein s € T, ferner T'/s := {t € T|s"t € T} und auch s~7T := {s"¢t|t € T} fiir
beliebiges s € [k]“.

Definition 2.1.2: Ein Baum 7 C [x]=“ heifft U-Baum mit Stamm ¢ € [x]~, genau
dann wenn folgendes gilt:

(a) tist Stamm von 7', d.h.
VseT:s<1t Vv tds

(b) Fiir alle s € T mit ¢t < s, gilt:

sucy(s) :={n<kls™(n)eT}eU

10



2.1 Das Prikry-Forcing

Die Menge aller U-Baume mit Stamm ¢ bezeichnen wir mit Tr(¢).

Definition 2.1.3: Wir definieren eine partielle Ordnung P:
e Der Tréger von P sind die Paare (¢,7'), sodaf T ein U-Baum mit Stamm ¢ ist.

e Fiir zwei Elemente (t1,71), (t2, T2) gilt (t1,71) < (t2, 1) genau dann wenn 77 C T.
(Damit ist insbesondere to < ¢1)

T
T,/ 2/ b

L\ g

Wir nennen P das Prikry-Forcing, nach seinem Entdecker Karel Prikry. Bei dem For-
cing, dafs wir vorgestellt haben, handelt es sich eigentlich um einer Variante von dem,
was man sonst unter Prikry-Forcing versteht (siehe [Jec06] Seiten 401 ff.). Fiir unsere
Zwecke ist diese Form einfach die Passendste.

Wir {iberlegen uns als Néchstes, daff das Prikry-Forcing eine abzéhlbare kofinale Teil-
menge zu x hinzufiigt.

Lemma 2.1.4: Sei G C P generisch iber V. Dann ist
g = J{tAT e r(t) : (+,T) € G}
eine kofinale Teilmenge von k vom Ordnungstyp w.

BEWEIS: Sei also G generisch iiber V.

1. Zeigen wir zuerst, daft g kofinal ist. Dazu geben wir uns ein beliebiges a < x vor.
Betrachte
D :={(t,T) € P|sup(t) > a}

Sei nun (t,T") € P beliebig, dann ist 7" also ein U-Baum und damit ist sucy(t) € U.
Insbesondere gibt es ein & € sucp(t) mit & > «. Offensichtlich ist dann
(7€) Ti~(ey) < (t,T), und es gilt offensichtlich auch (¢7(£), Ty~ (¢) € D. Also ist
D dicht. Wiahlen wir ein (¢,7') € DNG. Dann ist also ¢ C g und damit sup(g) > a,
da sup(t) > a.

11



2 Prikry-Forcing und der erste Hauptsatz

2. Wir zeigen nun, dak otyp(g) = w.

»<* Sei a0 < K beliebig. Wir zeigen dann, daf es (¢,7) € G gibt mit gN«a = ¢. Fiir
jedes £ € aN g finden wir ein (t¢,T¢) € G mit & € te. Da all die (t¢,T¢) in G
liegen sind sie paarweise kompatibel. Also sind die (t¢ : £ € aN g) beziiglich
< total geordnet.

Es darf jetzt nur endlich viele ¢ geben, denn: Wahlen wir ein o < n < K,
sodak es ein (t,T) € G mit n € t gibt (existiert wegen dem ersten Teil). Dann
gilt da (¢,7") und die (t¢,T¢) kompatibel sind und offensichtlich nicht ¢t < t¢
gilt, dals e <t fiir alle £ € aNg. Gébe es also unendlich viele t¢, so miifite ¢
unendlich sein.

Man sieht jetzt ein, daf fiir das maximale #¢ gilt, dakk aNg = t¢.
»=>" Folgt aus dem ersten Teil. (eine endliche Menge kann nicht kofinal in k sein)
Auf der anderen Seite ist das Prikry-Forcing offensichtlich nicht abgeschlossen, denn fiir
eine absteigende Folge ((t,,T,) : n < w) konnte die Groke der ¢, gegen w gehen. Damit
kénnen wir nicht die iibliche Methode anwenden, um zu zeigen, dafs das Prikry-Forcing

keine kleinen Mengen hinzufiigt. Wir umgehen dies, indem wir eine andere schwichere
Ordnung betrachten.

Definition 2.1.5: Fiir (t1,71), (t2,T2) € P sei (t1,71) <* (t2,T2) genau dann wenn
(tl,Tl) < (tQ,TQ) N t1 =19
wir nennen (¢1,77) eine direkte Erweiterung von (t2, T5).

Die selbe Methode (also zwei Ordnungen zusammen zu betrachten) wird uns auch
spater noch wertvolle Dienste leisten. Deshalb werden wir fiir diese Klasse von partiel-
len Ordnungen einen eigenen Begriff einfiihren. Da das Prikry-Forcing das kanonische
Beispiel fiir diese Klasse ist, nennen wir Forcings in dieser Klasse Prikry-Typ-Forcings.

Exkurs - Prikry-Typ-Forcings

Definition 2.1.6: (P, <, <*) heift ein Prikry-Typ-Forcing, genau dann wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind.

e (P, <*) und (P, <) sind part. Ordnungen, wobei <* C <.

e Fiir alle p € P, alle 74,...,7, € V%S und o(r,...,7,) eine Aussage der Forcing-
sprache von (P, <), ex. ein p* € P mit p* <* p und:

p*||—<]p’§> O'(Tl,...,Tn) V p*H_<IP’,§> —\0'(7'1,...,7'”)

Bemerkung: Ist (P, <, <*) vom Prikry-Typ, so ist die Forcing-Relation bzgl. (P, <*)
fiir uns nicht interessant. Ist also in diesem Zusammenhang von einer Forcing-Relation
die Rede, so meinen wir die Forcing-Relation bzgl. (P, <).

12



2.1 Das Prikry-Forcing

Die Essenz des Ganzen ist, dafs die Zweitordnung ” <*” noch nahe an der Hauptordnung
7 <7 liegt, aber im Gegensatz zu jener Abschlufseigenschaften haben kann. Was uns der
Abschluf von 7 <*” eréffnet, wollen wir als Néachstes sehen.

Definition 2.1.7: Ein Prikry-Typ-Forcing (P, <, <*) heift schwach <a-abgeschlossen,
genau dann wenn (P, <*) <a-abgeschlossen ist.

Satz 2.1.8: Sei (P, <,<*) ein schwach <k-abgeschlossenes Prikry-Typ-Forcing. Dann
fiigt forcen mit P keine beschrinkten Teilmengen zu x hinzu.

BEWEIS: Sei G C P ein iiber V generischer Filter. Und sei A C o in V' [G] fiir ein o < .
Wihle einen Namen A fiir A und ein p € G mit

plFACa

Sei jetzt ¢ < p beliebig. Wir wollen eine <*-absteigende Folge (p¢ : ¢ < «) konstruieren,
sodaf
VE<a:pe<'q Ape| €A

Dazu sei als erstes pg irgendeine direkte Erweiterung von ¢, die @ € A entscheidet. Ist
dann fiir ein 8 < a bereits (p¢ : £ < [3) definiert, dann nutzen wir als erstes die schwache
Abgeschlossenheit von P aus um eine <*-untere Schranke p" von (pe : £ < B) zu finden.
Wir wihlen uns dann als pg eine direkte Erweiterung von p/, die 3 € A entscheidet. Die
Konstruktion ist damit abgeschlossen. Da a < k finden wir eine <*-untere Schranke p,
der (p¢ : € < a). Dann gilt also jetzt

VE<a:pa<*q Apalé€A
Wir habe also gezeigt, dafs
D:={g<plV¢ <a:q|&e A}

dicht unter p ist. Insbesondere existiert ein p* € D N G, definiere dann A* C « (in V)
durch
EeA" e p'lFge A

Man sieht jetzt leicht, daf A = A* € V. -

Das Prikry-Forcing - Fortsetzung

Diese neuen Begriffe wollen wir natiirlich sogleich auf unser Prikry-Forcing anwenden.

Satz 2.1.9: Sei k eine mefbare Kardinalzahl. Sei (P, <) das Prikry-Forcing auf k fir
einen festen <wk-abgeschlossen Ultrafilter U. Sei <* definiert wie in Definition 2.1.5.
Dann ist (P, <,<*) ein schwach <r-abgeschlossenes Prikry-Typ-Forcing.

Dies zu zeigen erfordert aber noch einiges an Arbeit.
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2 Prikry-Forcing und der erste Hauptsatz

Lemma 2.1.10: Sei o < k und (T¢ : £ < «) eine Folge von U-Bdumen mit Stamm t.

Dann ist () T auch ein U-Bawm mit Stamm t.
(<a

BEWEIS: Das T':= (] T wieder Stamm ¢ hat ist klar. Es bleibt also zu zeigen, daf fiir
(<a
alle s € T gilt, daf sucy(s) € U. Man sieht aber leicht, daf

sucy(s) = ﬂ sucry (s)

<

Fiir jedes ¢ < « ist nach Voraussetzung such(s) € U, mit der <k-Abgeschlossenheit von
U folgt dann auch sucr(s) € U. 4

Korrolar 2.1.11: P erfiillt die k™ -c.c.

BEWEIS: Sei A C P mit Card(4) = st. Nach dem Schubfachprinzip gibt es dann
(t1,T1), (t2,To) € A mit t := t; = to. Nach dem Lemma ist dann 77 N7, ein U-Baum mit
Stamm ¢. Es ist dann also (¢,77 N T3) € P, und diese Bedingung ist offensichtlich eine
gemeinsame Erweiterung von (¢1,77) und (t2,T3), also ist A keine Antikette. 4

Dafk zeigt natiirlich die Abgeschlossenheit von <*. Die zweite Bedingung an <* zeigen
wir sogleich, aber davor noch ein kleines Lemma.

Lemma 2.1.12: Sei (t,T) € P beliebig, dann ist

D:={(t,T") € PPy esucr(t): (£, T") < (t"(n), T ()}
dicht unter (¢,T).
BEWEIS: Sei (t,T") < (t,T) beliebig.

1.Fall: Ist t =t , dann wihle ein 7 € sucy (t) € sucy(t). Dann ist

/

() (T ) < (8, T)

und ferner auch
!

&), (T )i~ y) < @) Tim )

Also (™), (T )¢~ py) € D.

2.Fall: Ist t # ¢, dann ist t = t7(n) s, fiir ein geeignetes s und n € sucp(t). Dann ist
aber

(t,aT/) < (tﬂ<n>A$7T(t“ (n)”s)) < (tf\<77>7T(t” (77)))

also (t',T') € D. 4

14



2.1 Das Prikry-Forcing

Fiir einen U-Baum T mit Stamm ¢ bezeichne T™ das n-te Level iiber ¢, d.h. die Menge

{s €T|s=1"s" mit lh(s*) =n}

T2

T!

TO

Ferner benutzen wir noch, um die Notation zu vereinfachen, folgende Schreibweise:
Fiir eine Aussage einer Forcingsprache ¢ setzen wir ¢° = ¢ und ¢! = —¢.

Lemma 2.1.13: Sei 7 € V¥, und ¢(7) sei eine Aussage der Forcing-Sprache von P.
(t,T) € P sei beliebig. Dann ex. ein T* C T mit (t,T) || o(7).

BEWEIS: Als Erstes miissen wir T' geeignet ausdiinnen:

BEHAUPTUNG: Fs existiert ein T 2 T* € Tr(t), sodaf fir alle t < s € T* folgendes gilt:
3i < 23 € sucp-(s) : IT € Tr(s™ () : (s™(n),T') I+ i(7)
=V € sucy=(s) : (s7™(), (T7) g~ (py) IF ©'(7)

BEWEIS DER BEHAUPTUNG: Wir konstruieren eine Folge ((t,7,) : n < w) C Tr(t),
sodafs gilt:

(a) Vn<w:T 2T, DTyt

(b) Vn < wVk <n:Tk=TF,

(c) Fiir alle s € T/ (=T}, ) gilt:
3i < 23 € sucr,,,, (s) : 3T € Te(s™ () : (s~ (), T) I ' (7)
= Vi € sucr,, (5) : (s™(0), (Tus1) s ) I (1)

Wir konstruieren die T;, durch Rekursion:

Wir beginnen, indem wir 7Ty := T setzen. Dann sei jetzt T, bereits konstruiert. Bis
zum n-ten Level {iber ¢ ist unsere Konstruktion bereits abgeschlossen, und wir diinnen
nun das néchste Level aus. Sei dazu s € T beliebig; betrachte sucr, (s) und definiere

Al ={ne sucTn(s)EiT, € Tr(s™(n)) : (8A<77>7T/) I=o(7)}

A3 = {n € sucr, ()3T € Te(s™(n)) : (s" (), T") I =p(7)}
A == sucr, ., (s)\(A] U A3)
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2 Prikry-Forcing und der erste Hauptsatz

Da U ein Ultrafilter ist und sucy, (s) € U existiert genau ein ¢ < 3, mit A € U. Dieses
bezeichnen wir nunmehr einfach als A°.

Als nichstes definieren wir fiir jedes n € A% ein (Tp,) s~y 2 Tsy € Tr(s7(n)). Welches
T, machen wir davon abhingig, was wir als A° genommen haben. Also:

LFall: Ist A° = Aj, dann sei T ;) = (T3) 5~ -

2.Fall: Ist A* = A% dann existiert fiir alle n € A® ein T' € Tr(s™(n)), sodak
(s™(n), T") IF ¢(7). Setze dann Ty, := (Th) s~y N T' fiir ein solches T". Nach
Lemma 2.1.10 ist das Ergebnis wieder in Tr(s™(n)).

Ferner ist dann offensichtlich auch fiir alle n € A?

/

(s7(n), To) < (s™(m), T).

Damit folgt
Vne A% : (s7(n), Tsy) IF (1) (2.1)
3.Fall: Ist A* = A5 dann gehe analog zum zweiten Fall vor.(Man ersetze nur ¢(7) durch
—p(7))
Aus diesen Zutaten basteln wir uns jetzt unser T,41. Und zwar sei:
L. Vk<n:TF=TF,
2. Vs €T, :sucr,,,(s) = A°
3. Vs eI} Vn € sucr, ., (5) : (Thi1)s m = Tsn

Dieses T,41 erfiillt nun offensichtlich die Forderungen (a) und (b). Es bleibt nun zu
iiberpriifen, daf es auch die Eigenschaft (c) erfiillt. Gelte also fiir ein bel. s € T

In € sucr, , (s) : 3T € Te(s~ () : (s~ (), T IF (1, .., )

fiir ein geeignetes ¢ < 2, 0.B.d.A ¢ = 0. Das muf aber heifsen, daf in der Konstruktion von
Tny1 A° = A] war, insbesondere haben wir T, = (Tht1)s- (o fiir alle
n € A® = sucr, ,(s) so gewdhlt, dak (2.1) erfiillt ist. Also ist 7,41 wie gewdinscht.
Dies beendet die Konstruktion.

Wir setzen jetzt schlieflich T := () T,,, und behaupten 7™ sei wie gewiinscht. Dazu

n<w
wiahle einfach ein s € T%, sodaf

I € sucp+(s) : AT € Te(s™(n)) : (s~ (), T') I &' (7) (2.2)

Der Punkt ist jetzt, dak s € T ; fiir ein geeignetes n. Damit existiert jetzt ein n wie
aus (2.2) in sucr, ., (s), und damit gilt nach Verwendung der Forderung (c), daf

V1) € sucr, ,, (s) 1 (57), (Tas) o)) - (1)
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2.1 Das Prikry-Forcing

Da jetzt ,wegen Konstruktion von 7 und Forderung (a) und (b), sucy=(s) C sucr,_ ., (s)
und fiir alle s € sucy=(s)

(7, (T ) s my) < (87 (0)s (Tng1) s ()

folgt auch 4
Vn € sucy=(s) : (s7(m), (T7) s~ ) I *(7)
Also ist T wie gewollt. O

Damit sind wir eigentlich bereits fertig. Sei jetzt nimlich (t,T") € P eine Verstirkung
von (t,T*), die ¢(7) entscheidet, wobei die Lénge von ¢t minimal sein soll. O.B.d.A. gelte
', T') IF o(7).

Wire t #t , dann ist t = s7(n) mit t < s € T* und 7 € sucy«(s). Der Behauptung
zufolge gilt dann

Vi € suere (s) 5 (57 (), (T) g ) IF ()

Nach Lemma 2.1.12 gibt es dann unter (s,7™;) dicht viele Bedingungen die ¢(7) erzwin-
gen. Also gilt bereits (s, T*,) I o(7). Aber die Linge von ¢ = s7(n) sollte minimal
gewesen sein. Widerspruch! In der Tat muf also t = ¢ gelten. 4

Jetzt haben wir alle Zutaten zusammen, fiir unser urspriingliches Theorem.

BEWEIS (VON SATZ 2.1.9): Daf (P, <, <*) vom Prikry-Typ ist folgt aus Lemma 2.1.13.
Daf es schwach <rk-abgeschlossen ist aus Lemma 2.1.10. 4

BEWEIS (VON THEOREM 2.1.1): Fixiere wieder einen <x-abgeschlossenen nicht-trivialen
Ultrafilter U. Sei P das Prikry-Forcing.

Dann ist P wie gewtlinscht, denn aus Satz 2.1.9 in Verbindung mit Satz 2.1.8 folgt, dafs
P keine beschrankten Teilmengen zu x hinzufiigt. Das P die Kofinalitdt von x abz&hlbar
macht, folgt hingegen aus Lemma 2.1.4. 4
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2 Prikry-Forcing und der erste Hauptsatz

2.2 Beweis des ersten Hauptsatzes

Bevor wir uns an den Beweis machen, wollen wir uns noch kurz das Forcing Col(u, <k)
angucken.

Lemma 2.2.1: Sei k eine unerreichbare Kardinalzahl und p requldr.
(a) Col(u, <r) erfillt die r-c.c.

(b) Col(u, <k) ist <p-abgeschlossen.
BEWEIS:

(a) Sei (pe : € < k) € Col(u, <k) mit paarweise verschiedenen pe. Wir haben zu zeigen,
dak es kompatible p¢, , pe, gibt. Betrachte ersteinmal

M := {supp(p¢)|€ < K}

1.Fall Ist Card(M) < k, so existiert da k regulér ist, nach dem Schubfachprinzip
ein r € P,(k) und eine k-groke Teilmenge M* C M, sodak supp(p) = r ist
flir alle p € M*. Es gibt aber da k ein starker Limes ist, nicht x-viele solche
Bedingungen. Widerspruch!

2.Fall Es muf also Card(M) = & sein. Es gilt dann also M* C P,(x) und
Va<k:a“P<at <k

da  ein starker Limes ist. Nach dem A-Lemma (siehe [Kun83] Seiten 49 f.)
finden wir dann ein A-System M* C M der Gréfe k. Bezeichne r die Wurzel
des Systems. Nach dem Schubfachprinzip finden wir dann ein M** C M* der
Grofe k, sodaks fir alle pe,, pe, mit supp(pe, ), supp(pe,) € M** gilt, daf

Pe, [T =pg [T
Insbesondere sind alle Bedingungen p¢ mit supp(pe) € M** kompatibel.

(b) Sei n < pund (pg¢ : £ <) eine absteigende Folge. Definiere eine Funktion p auf x,
sodab p(¢) = Ugc, pe(Q) fiir alle ¢ < k. Da die pe absteigend waren, sind die p(()
wieder Funktionen, und da g reguldr ist und 1 < p, sind die p(¢) € <#¢. Ferner
gilt natiirlich supp(p) = U, supp(pe), und damit wie oben, dak supp(p) € P (k).
Damit ist p € Col(u, <) und offensichtlich eine untere Schranke der (pg : & < ).
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2.2 Beweis des ersten Hauptsatzes

Sei 1 > Ng eine reguldre Kardinalzahl, und x > p mefbar.

Sei dann jetzt G C Col(u, <r) ein iiber V' generischer Filter. Als Kandidaten fiir die
zweite partielle Ordnung wihlen wir das Prikry-Forcing P € V C V [G]. Sei also H C P
ein tiber W := V' [G] generischer Filter.

Der Beweis zerfillt dann jetzt in zwei Etappen.

1. Nach dem Produktlemma ist H generisch iiber V' und G generisch iiber V [H].
Ferner gilt nach Satz 2.1.9 in Verbindung mit Satz 2.1.8

<HC01(,u,<n) nv [H] cVv
Insbesondere folgt, dak Col(u, <k) auch in V [H] <p-abgeschlossen ist. Also ist
pl‘f[H} (1) = pX[HHG] (1)
Wieder wegen Satz 2.1.9 und Satz 2.1.8 folgt ferner, daft
Vi _ pVIH

Wir erhalten also:

Py (n) = P )

2. Da ja Col(u, <k) die s-c.c. hat, ist (ut)VI¢) = k. Weiterhin ist natiirlich auch in
V' [G] das Resultat Lemma 2.1.4 giiltig, dak h := |J{¢t|3T : (¢t,T) € H} kofinal in &
und abzdhlbar ist. Dann gilt auch

cof VIGHH) (VBT = oo VICIH] (1) = o

Zusammenfassend gilt also:
o cof V()W) =
o Vo < g i cof VI () = cofW (o) A CardV M () = Card" ()

q.e.d.
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3 lterien von Prikry-Typ-Forcings

3.1 lteriertes Forcing

Grundlagen

Wie der Name dieses Abschnittes bereits verrdt, wollen wir eine Methode vorstellen, wie
man Forcing iterieren kann. Naturgeméf fangen wir ersteinmal mit den einfachsten Fall
an, den wir auch in einem allgemeinen Kontext besprechen wollen, im Gegensatz zu dem
allgemeineren Fall, wo wir uns auf das fiir uns Wesentliche beschranken wollen.

Die Situation mit der wir uns im Folgenden auseindersetzen werden, sieht so aus, daf
wir mit einer partiellen Ordnung P anfangen, und zum anderen einen P-Namen Q fiir
eine partielle Ordnung in der generischen Erweiterung haben. Die intuitive Methode, aus
diesen beiden Objekten eine neue partielle Ordnung zu extrahieren, liefert in diesem Fall
den richtigen Ansatz. Wir nehmen als Objekte Paare (p, ¢), sodaf

pePAGeVEAPIFGeQ

was leider nicht ganz so einfach geht, denn es gibt natiirlich klassenviele solche Paare
und wir hitten natiirlich weiterhin gerne ein mengengrofses Forcing. Wir werden also die
Klasse der in der zweiten Komponente zugelassenen Namen geeignet ausdiinnen. Etwa
folgendermafsen:

Proposition 3.1.1: Sei (P, <) eine partielle Ordnung, Q ein P-Name. Sei p € P und
G € VP sodaff p I ¢ € Q, wir definieren:

dgut := {(7,p")|rank(7) < rank(Q) Ap* <pAp" Ik 7 € ¢} (3.1)

Dann gilt pI- ¢ = qgus.

BEWEIS: Sei G C PP ein generischer Filter iiber V, sodak p € G. Zu zeigen ist ¢¢ = q'gcflt

,C“ Sei also 7¢ € ¢¢ beliebig. Da p IF ¢ € Q, und p € G, ist 7€ im transitiven Kollaps
von Q% und damit finden wir eine Namen o, dessen Rang kleiner als der von Q
ist, und eine Bedingung p* € G (die wir 0.B.d.A stérker als p wihlen konnen),
sodak p* IF ¢ = 7 und durch notfalls weitere Verstarkung p* IF 7 € ¢. Also ist
(0,p%) € dgut, und damit 7¢ = 0% € ngut.

LD Sei ¢ € ngut. Es existiert also ein p* € G, sodaff (7,p*) € dgut, und damit gilt
p*IF T € ¢, also 7¢ € ¢¢ da p* € G. 4
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3.1 Iteriertes Forcing

Definition 3.1.2: Sei (P, <) eine partielle Ordnung, (Q, <) ein P-Name mit

1p IF (Q, <) ist eine partielle Ordnung

Namen der Art wie in (3.1), fiir ein p € P und ¢ € VF sodak pI- ¢ € @, nennen wir gute

Namen fiir Elemente von ) unter der Bedingung p.

Wir koénnen uns fiir die Definition unseres iterierten Forcings also auf solche ,guten”
Namen beschrinken, ohne dadurch in der Wahl von Namen besonders eingeschrankt zu
sein, denn immer wenn uns im Folgenden solche Namen begegnen werden, kénnen wir sie
je nach Bedarf durch gute Namen ersetzen. Im Folgenden werden wir hdufig irgendwelche
Namen angeben, oder durch ,Fullness“ Namen erhalten, die eventuell nicht gut im eben
definiertem Sinne sind. Solche Namen soll man sich einfach direkt durch gute Namen
ersetzt vorstellen. Man kann es sich auch folgendermafen vorstellen, dafs wir anstatt den
Namen selbst, Aquivalenzklassen von Namen unter der Relation

o=pT & plro=rT

betrachten, wobei die guten Namen als kanonische Repréasentanten dienen kénnen. Wie
man es sich auch vorstellen will, man erhélt durch die Einschrinkung noch folgendes
Ergebnis.

Bemerkung 3.1.3: Sei (P, <) eine partielle Ordnung, (Q, <) ein P-Name mit

1p I (Q, <) ist eine partielle Ordnung
Seien sowohl ¢ als auch 7 gute Namen fiir Elemente von @ unter der Bedingung p. Gilt
plF ¢ =7, so gilt bereits ¢ = r.

Definition 3.1.4: Sei (P, <) eine partielle Ordnung, (@, <) ein P-Name mit

1p IF (Q, <) ist eine partielle Ordnung

Wir definieren eine partielle Ordnung P Q, wie folgt:

(a) Der Triger von P * Q besteht genau aus den Paaren (p, §), soda
l.peP
2. geVPundpl-geQ (wobei ¢ gut im Sinne von Definition 3.1.2 sei)

(b) Fiir (p1,41), (p2,G2) € P* Q gilt (p1,q1) < (p2,¢2) genau dann, wenn

p1 <paAp1l-gi <go

Dies ist also nun, die Definition einer sogenannten Zwei-Schritt-Iteration. Sie erinnert
etwas an das Produktforcing, und in der Tat, kénnen wir das Produktforcing als einen
Spezialfall der Zwei-Schritt-Iteration aufassen. Der nichste Satz ist damit als eine Ver-
allgemeinerung des Produktlemmas zu verstehen.

21



3 Iterien von Prikry-Typ-Forcings

Satz 3.1.5: Sei (P, <) eine partielle Ordnung, (Q,<) ein P-Name mit

1p I (Q, <) ist eine partielle Ordnung
(a) Sei K CPxQ generisch iber V. Wir definieren dann
G={pePF eV :(pg)eK} . H:={@QPpeP:(pq) ek}

Es gilt dann

(a.1) G C P ist generisch tber V.

(a.2) H C QS ist generisch iber V [G].

(0.3) K =G+ H={(p,q)lp € G ()" € H}
(a.4) VK] =VI[GxH]=V|G][H]

(b) Sei G C P generisch iiber V und ferner H C Q€ generisch iber V [G]. Dann gilt
(b.1) GxH ={(p,q)lp € GA(§)¢ € H} CPxQ ist generisch iiber V.
(b.2) V|G H|=V |G| [H]

BEWEIS: Sei K C P % Q generisch iiber V.

(a.1) Man sieht leicht, daf G ein Filter ist. Sei dann D C P dicht. Definiere dann

D* :={(p.4) e P+ Qlp € D}

Sei dann (p, ¢) beliebig in P % Q. Da D dicht ist, finden wir ein p* < p in D. Dann
ist aber (p*,q) < (p,q) in D*. Also ist D* dicht, und damit ist D* N K # &. Fiir
ein (p,¢) € D*N K ist dann p € DNG.

(a.3) Nach Definition ist klar, daff K C G *« H, sei also (p,§) € G x H beliebig. Wir
finden dann ein ¢;, sodaf (p,q1) € K und pi, sodak (p1,¢) € K. Da K ein Filter
ist konnen wir dann ein (po, ¢2) € K finden, sodak (p2,¢2) < (p,¢1), (p1,q). Damit
ist aber auch (p2,¢2) < (p, ), also auch (p,q) € K. Dies zeigt G*x H C K.

(a.2) Zeigen wir zuerst, daf H ein Filter ist. Seien dazu zuerst, q1,¢2 € H beliebig, dann
existieren (p1,q1), (p2,42) € K mit ¢; = ¢&. Da K ein Filter ist, folgt, dak es ein
(p, ) € K gibt mit (p,q) < (p1,41), (p2,d2). Da damit p € G ist, folgt dak ¢ € H
und ¢¢ < ¢1,qo. Gelte nun ¢; € H und ¢ < ¢o. Seien ¢; geeignete Namen fiir ¢;
(i < 2), und p € G mit p I g < go. Nach (a.3) gilt (p,¢1) € K und nach Wahl von
p auch (p,q1) < (p,g2), und damit (p, ¢2) € K, was g2 € H bedeutet.

Sei also schlieflich D ¢ Q¢ dicht in V [G]. Wihlen wir ein p € G, sodaR
p Ik o ist dicht.

flir ein geeigneten Namen o fiir D. Dann definieren wir

D* :={(p",q) EP*QIp* <pAp*IFd€ o}
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3.1 Iteriertes Forcing

Sei dann (p*,q) € P« Q beliebig mit p* < p. Da damit
p* Ik o ist dicht.

finden wir ein ¢, sodaR p* IF ¢1 < ¢ A ¢ € o. Also ist (p*,d1) < (p*,q) und

(p*,q1) € D*. Also ist D* dicht unter (p, lQ')7 und damit ist K N D* # &, und fiir
ein (p*,4) € D* N K ist ¢ € HN D.

Sei nun G C P generisch iiber V und ferner H C Q generisch iiber V [G].

(b.1) Nach dem bereits gezigten sieht man leicht, daf G = H ein Filter ist. Sei also
D C P x (@ dicht. Definiere zuerst

Dy:={" € QPBpeG:(p,d) e D} CQ

Sei ¢ € QY beliebig, wihle ein p € G mit p IF ¢ € Q, wobei wie iiblich ¢ = q.
Definiere dann noch

Dy :={p1 <p[3¢1 : (p1,d1) < (p,4) A (p1,d41) € D}

D ist offensichtlich dicht, da es D ist. Wahlen wir also ein p; € G N D1 und ein
q1, dak bezeugt, dat p; € Dy. Dann gilt fiir ¢ := qu also ¢1 < ¢ in Ds. Es ist also
Dy dicht und wir finden ein ¢ € H N Dy. Wiahlen wir ein p € G, das dies bezeugt,
so ist (p,¢) € DN G * H, wobei wie iiblich ¢ = q.

(a.4) und (b.2) sind klar. 4

Die Iterierte Forcingrelation

Wir wissen mittlerweile, wie der generische Filter einer Iteration im Zusammenhang
mit den Komponenten dieser Iteration steht. Wir wollen nun noch einen genaueren
Blick darauf werfen, wie sich die Forcingrelation einer Iteration, in Vergleich zu den
Forcingrelationen seiner Komponenten verhilt. Fiir eine Iteration P x Q und (p, q), wire
dabei etwa folgendes Frgebnis anzustreben:

"(pyq) IF (11, m) © plE(GIFo(T, .oy Th))”

wobei @(71, ..., T,) eine Aussage der Forcingsprache von P (@ sei. Und in der Tat werden
wir ungefdhr Dieses zeigen, aber vorher miissen wir wieder ein paar Details beachten,
denn die rechte Seite der Gleichung macht so eigentlich keinen Sinn (weshalb sie auch in
Anfithrungszeichen steht), denn die 7,...,7, sind ja P« (Q-Namen, wir briuchten aber
P-Namen. Gliicklicherweise ersinnt man schnell eine recht einsichtige Weise, wie man
einen beliebigen P x (-Namen in einen P-Namen fiir einen Q-Namen iibersetzen kann.
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3 Iterien von Prikry-Typ-Forcings

Definition 3.1.6: Sei (P, <) eine partielle Ordnung, (Q, <) ein P-Name mit
1p IF (Q, <) ist eine partielle Ordnung

Sei o ein P« Q-Name. Wir definieren durch Induktion iiber den Rang des Namens
Op.i(@) = ([0 (). 1, D) (7 (0, ) € 7}
wobei [11, o] fiir zwei Namen 71, 75 den Standardnamen fiir das Paar (7‘1G ,7’2G ) in einer
generischen Erweiterung V' [G] bezeichne.
Das Folgende ergibt sich sofort, durch Induktion iiber den Rang des Namens.
Bemerkung 3.1.7: Sei (P, <) eine partielle Ordnung, (Q, <) ein P-Name mit
1p IF <Q, <) ist eine partielle Ordnung

Sei o ein P * Q-Name.

(a) 1p I @]P’*Q(J) ist ein Q-Name
(b) Op,g: VF*@ — V ist eine injektive Abbildung.

Das diese Ubersetzung injektiv ist erlaubt uns zumindest partiell eine Umkehrung, wo-
mit wir uns aber nicht ginzlich zufrieden geben konnen. Daher wollen wir eine moglichst
weitdefinierte Umkehrfunktion. Bis auf einige Details erscheint auch hier das Vorgehen
klar.

Definition 3.1.8: Sei (P, <) eine partielle Ordnung, (Q, <) ein P-Name mit

1p IF (Q, <) ist eine partielle Ordnung

7 sei ein P-Name, sodaf (p I 7 ist ein Q-Name) fiir ein p € P.

Unsere endgiiltige Ubersetzung von 7 in einen P Q-Namen, wird natiirlich von diesem
p abhéngen miissen, da natiirlich nicht alle Bedingungen erzwingen miissen, daf es sich
bei 7 iiberhaupt um einen Q—Namen handelt.

Als erstes wollen wir 7 durch ein 7* ersetzen, sodalk ran(r*) C {p* € Plp* < p}.
Dabei gehen uns natiirlich Informationen verloren, wir kénnen aber noch garantieren,
dak p Ik 7 = 7*. Man sieht dann leicht, dafk fiir alle (p, p*) € 7* gelten muf, dak

P IFp=(0p,4p) Ngp € QA op ist ein Q-Name
fiir geeignete P-Namen o,, g,, wobei wir diese so wihlen konnen, daf
rank(o,) < rank(p) < rank(7*) < rank(7)
Durch Rekursion iiber den Rang des Namens kénnen wir also letzlich definieren

)71(7_) — {U T= @IP’*Q(J)

© {(©2,) " (@,). (0", )| (p.7") € 7} sonst

]P*Q
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Der Zusammenhang zwischen unsere Ubersetzungsabbildungen klirt sich rasch.

Bemerkung 3.1.9: Sei (P, <) eine partielle Ordnung, (Q, <) ein P-Name mit

1p IF (Q, <) ist eine partielle Ordnung

(a) Sei o ein P * Q-Name. Dann ist (@ﬁi*Q)_l(@P*Q(U)) = o fiir alle p € P.

(b) 7 sei ein P-Name, sodaR (p I- 7 ist ein Q-Name) fiir ein p € P. Dann gilt
(pIF Op,((03,,) 7' (7)) = 7).

Satz 3.1.10: Sei (P, <) eine partielle Ordnung, (Q,<) ein P-Name mit

1p IF (Q, <) ist eine partielle Ordnung
Sei p(T1,...,7,) eine Aussage der Forcingsprache von P Q. Dann gilt fir (p,q) € PxQ
(p7 Q) H_ (,0(7'1, sty Tn) <~ p ”_ (q H_ @(@P*Q(Tl)’ R @P*Q(Tn)))
BEWEIS:

BEHAUPTUNG: Sei 7 ein P x Q-Name und G « H C Px Q ein generischer Filter. Dann
ist THH = ((@P*Q(T))G)H.

BEWEIS DER BEHAUPTUNG (DURCH INDUKTION NACH RANG DES NAMENS):

"13¢% € H3p € G : ([6,4(0),d1,p) € Op, (1)}
T3¢9 € H : ((0p,(0))%,d%) € (Op, (1)}
T(Bpu (0N € ((Op,(T)) ™}

~— ~—
Q
~— ~— ~—

Fixieren wir dann jetzt ein (p, ) € P * Q, dann:

= Gelte (p,q) IF o(71,...,7), und sei G C P ein iiber V generischer Filter mit p € G.
Zu zeigen ist dann, daR ¢¢ I- (p((@P*Q’(Tl))G, e (@P*Q’(Tn))G).

Sei also H C Q€ generisch iiber V [G] mit ¢¢ € H. Nach Satz 3.1.5 ist dann G * H
ein P x Q-generischer Filter mit (p,q) € G * H, also

VIG+H] | o(rf*H . 76
PV (G [H] = o((Opug(m) ) (Opuglm))))

was zu zeigen war.
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3 Iterien von Prikry-Typ-Forcings

,= Gelte p IF (g IF ©(Op,5(11), ..., Op, (7)) und sei K C P« Q generisch iiber V
mit (p,q) € K. Nach Satz 3.1.5 finden wir dann G C P generisch iiber V', sodafs
p € Gund H C QY generisch iiber V [G] mit ¢¢ € H, sodak K = G * H. Nach
Voraussetzung gilt dann

VG E © I o((Op,o(m)) % - (Op,(Ta)®)

also auch

VIGIH] E o((Op,0 (MmN, . (Op,a(ma))F)™)
VIGxH| E go(TlG*H, e TG*H)

r'n

Beh,3.1.5
=

was zu zeigen war. 4

Wir haben jetzt alle Hilfsmittel zusammengetragen, die wir aus der allgemeinen Theorie
der Zwei-Schritt-Iteration verwenden werden. Wir wollen jetzt ohne Umwege zu der Art
von iterierten Forcing kommen, die uns wirklich interessiert.

3.2 Gitik-Iterationen

Definition 3.2.1:

(((P5, <, <*) : B <), ((@p: <5, <) 1 B <)
heifst eine Gitik-Tteration, genau dann wenn Folgendes gilt:

(a) Ist 8 < £ nicht unerreichbar, so gilt
1g, I Qs = {2}

(b) Fiir alle 5 < €,
— 1p, I <Qg, ég, §E> ist ein schwach < [(-abgeschlossenes Prikry-Typ-Forcing
— (1p, IF Card(Qg) < &), wobei § = min{# < £|¢ ist unerreichbar}.
(c) Die Elemente von P sind genau die Funktionen p mit Domain f3, fiir welche folgende
Bedingungen gelten

— p hat Easton-Support, d.h. fiir alle unerreichbaren X\ ist
ANsupp(p)(:={& < Blp | £ ¥ p(§) = 1}) beschréankt in A.

- VE<B:plEelP;
— Fiir alle £ < 8 ist p(§) ein Pg Name, sodak p [ £ IF p(§) € Qg. (auch hier

wollen wir aber nur Namen zulassen die gut im Sinne von Definition 3.1.2

sind)
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(d) Fiir zwei Elemente p, ¢ € Pg gilt p < ¢ genau dann wenn:
- YE<B:plEIFp(E) < q(€)
— Die Menge b(p, q) := {¢ < Blp | £ ¥ p(&) <¢ q(€)} ist endlich.

(e) Fiir zwei Elemente p, ¢ € P3 gilt p <* ¢ genau dann wenn:

VE<Bip €I p(€) <¢ a(€)

d.h. p < g und die Menge b(p, q) definiert wie in (d) ist leer. Wir nennen p auch
eine direkte Erweiterung von gq.

Da eine solche Iteration natiirlich nur von der Folge <Q/3, ég, S; : B < Q) abhéngt,
nennen wir es oft auch einfach die Gitik-Iteration der <Q5,§5,§; : B < Q). Ferner
bezeichnen wir mit NT(Pg) := {{ < B|1p, ¥ Q¢ = {2}} die nicht-trivialen Stellen der
Iteration.

Die Gitik-Tteration ist in der Tat fast eine Iteration im gewdhnlichem Sinne, mit einer
Besonderheit die an die speziellen Bediirfnisse von Prikry-Typ-Forcings angepasst ist (wir
meinen die Forderung, dak die b(p, ¢) endlich sein miissen).

Fiir viele Zwecke ist es sehr niitzlich bei einer generischen Erweiterung durch ein ite-
riertes Forcing, ein Anfangsstiick der Iteration zu betrachten, um ein Zwischenmodell
zwichen dem Grundmodell und der generischen Erweiterung zu erhalten. Aus diesen
Grund wollen wir nun erstmal betrachten an welchen Stellen man Gitik-Iterationen zwei-
teilen kann.

Die Gitik-lteration als lteration

Bis zu einen gewissen Grad kann man sich vorstellen, daff die Gitik-Iteration aus der wie-
derholten Anwendung der Zwei-Schritt-Iteration hervorgeht;offensichtlich gilt schlieflich
Folgendes:

Proposition 3.2.2:

(P, <, <7) : B<0), ((Qs, <5, <) : B < )
sei eine Gitik-Iteration, sei o < ) beliebig. Definiere
e Poy1r — Po % Qa
pr—(p I o,p(a))
me ist ein Isomorphismus.

Im allgemeinen Fall ist es hingegen nicht so klar, daf jede Gitik-Iteration an jeder Stelle,
in zwei klar getrennte Teile zerfillt. Dies liegt vornehmlich an der zweiten Bedingung
in der Definition 3.2.1 Teil (d), eine Bedingung, die wir benétigen, weil wir schlieflich
speziell Prikry-Typ-Forcings iterieren wollen. Nichtsdestotrotz erlaubt uns auch diese
Konstruktion jederzeit eine Spaltung, aber bevor wir dazu kommen, noch eine kleine
Bemerkung.
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3 Iterien von Prikry-Typ-Forcings

Bemerkung 3.2.3:

(((Pg, <,<%) : B< ), ((Qp, 55, <p) : B <)

sei eine Gitik-Iteration, sei o < € beliebig, und sei 6 = min{a < £|¢ ist unerreichbar}.

Dann

gilt Card(P,) < 4.

BEWEIS (DURCH INDUKTION NACH «):

a=0

lim(«)

a=a+1

Satz

Trivial
Es gilt dann nach I.V. Card(Pg) < 0 fiir 8 < «, also

Card(P,) < H Card(Pg) < -0 =96
[B<a

Sei jetzt (pe : £ < 6) C Pqo. Zu zeigen ist &1 # &2 : pe, = pe,. Nach dem Schubfach-
prinzip konnen wir auf jeden Fall annehmen, daf pe [ & gleich ist fiir alle £ < 9.
Also ist pe = p~(qe) fir jedes £ < 6 und ein geeignetes p € Ps.

BEHAUPTUNG: Es gibt ein v < 0, sodaf

1p, I- Card(Q@) <%

BEWEIS DER BEHAUPTUNG: Wir wissen bereits, daf 1p, |+ Card(Qg) < 6, also
ist natiirlich
D :={pePs|3y <d:pl-Card(Qa) = Fp}

dicht. Nach L.V. ist Card(D) < §, und damit ist auch sup~y, < 0. Also wire etwa
peD
v = sup v, + 1 wie gewiinscht. ([
peED

Da jetzt gilt p IF (¢ : € < &) C Qa, gibt es insbesondere &,& < 6, sodak
p Ik g¢, = qg,, was da wir ja nur gute Namen zulassen, bedeutet, daf ¢z, = gg,.
Also auch pe; = pe,- 4

3.2.4:

(((Pg, <, <*) : B<0),{(Qp,Zp. <) : B <)

set eine (litik-Tteration. Sei Q0 = o+ n. Definiere rekursiv

durch
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1. Fuir alle ¢ < n set }P’g ein Po-Name, sodaj

1p, IF PS, ist die Gitik-Iteration der (Op ,p¢ (ﬁg(Qa+§)) €< )

wobei 7 fiir die Induzierte Abbildung auf den Namen steht.

Wg{ :Pa+<—>IP’a*P§ PH(PTOGPC)

«

wobei p& :={[€, Op,_z¢ (Fa(p(a+ )€ < ¢}
Es gilt dann fiir olle ( <7
(a) 75, ist bijektiv.
(b) Fiir alle p,q € Poyc gilt (p < q= Wg(p) < Wgz(Q))
(¢c) Fiir alle p,q € Poi¢ gilt (pLg = Wg(P)JJTg(Q))
(d) Fir alle p,q € Poye gilt (p<*q < Wg(p) < Wg(@)

Insbesondere ist 75 fiir alle ¢ < n eine dichte Einbettung. Damit gilt insbesondere (11, ..., Ty)
fiir jede Aussage der Forcingsprache von Poyc, dap fiir alle p € Po ¢

plEo(r,...,m) < ﬂg(p) - gp(frg(ﬁ), . ,ﬁg(Tn))

BEWEIS (DURCH INDUKTION NACH (): Sei die Aussage bereits fiir alle £ < ¢ nachge-
wiesen. Der Einfachheit halber schreiben wir @3 fiir @P S ofré. Man bemerke als erstes,
daf fiir p € Poy¢ gilt, dak fiir £ < ¢

plalph=ps ¢

Damit kénnen wir die I.V. kombiniert mit Satz 3.1.10 anwenden um folgende zentrale
Gleichung fiir beliebige Aussagen ¢(71,...,7,) und alle £ < ¢ zu erhalten.

pl@+&IFo(r,....m) & plalpl [ EFe@(n),...,05(m)  (3.2)

Auf diese Gleichung werden wir im folgenden h#ufig zuriickgreifen, so ist auch erst mit
dieser iiberhaupt klar, daf Wg iiberhaupt wohldefiniert ist. So wissen wir jetzt, daf fiir

£<¢ ) ) .
plalkps I EIpS(E) € 85 (Qate)

oder daf
plal pg hat Easton-Support

Alsop [ alF ]')g € ]P’g Damit kénnen wir uns aber nun den eigentlichen Beweis widmen.
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3 Iterien von Prikry-Typ-Forcings

(a) Der Beweis von (a) zerfillt naturgemafs in zwei Teile.

30

(a.1)

Seien p,q € Py ¢ mit Wg(p) = Wg(q). Daraus folgt sofort p [ @ = ¢ | a. Wir

zeigen dann noch
BEHAUPTUNG 1: Fir alle§ < giltp | (a+&) =q | (a+&).

BEWEIS DER BEHAUPTUNG (DUCH INDUKTION NACH &): Induktionsanfang und
Induktionsschritt fiir Limeszahlen sind trivial. Gehen wir also davon aus, dak
bereits p | (o + &) = q | (o + &) gelte. Nach Vorraussetzung gilt dann noch
zusdtzlich

plal g 1€k o (pla+e)) = 84 (g(a+6) L) p 1 (a+€) IF glat+€) = pla+e)

Da aber ja g(a+ &), p(a + &) gute Namen sind folgt bereits echte Gleichheit,
und damit auch p [ (a+&+1)=¢q | (a+E+1). O

Mit der Behauptung folgt offensichtlich p = ¢, also ist 5, injektiv.
Sei (p,§) € Pg = P§ beliebig. Es gilt also
plF ¢ ist eine Funktion A dom(q) = AVE < C: ¢(€) € P,

Insbesondere finden wir Namen ¢, sodak p I ¢(§) = ¢¢. Schreiben wir
(@? )~ fiir die entsprechende Funktion aus Definition 3.1.8 (bzgl. der Iteration

P, *P%). Dann setzen wir
p*=p{(7)71((09) (de)) s € < ¢)
BEHAUPTUNG 2: p* € Paq¢

BEWEIS DER BEHAUPTUNG:

1. Wir zeigen zuerst, daf fiir alle £ < ¢
P (a+ &) IFp*(a+€) € Qate

Sei ¢ < ¢, dann ist ®%(p*(a+&)) = ge und damit folgt unter verwendung
von (3.2)

pl-g €I ge € D5 (Qate) = 0" I (a+ &) IFp*(a+€) € Qure

2. Es bleibt noch zu zeigen, dak p* Easton-Support hat. Sei A eine unerreich-
bare Kardinalzahl. Fiir A < « ist die Sache klar, sei also A > «. Nach Vor.
gilt

plF3o < X:supp(g)NACo

Da ferner nach Bemerkung 3.2.3 Card(P,) < A existiert nach dem gleichen
Argument wie im Beweis von Bemerkung 3.2.3 ein v < A, sodaf

plFsupp(¢) NA C ¥
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Also gilt fiir alle v < £ < A unter Verwendung von (3.2)

pledlélbg=1=p" [ (a+&Fp(a+§=1

Das heiftt supp(p*) N\ C . O

Da nach Konstruktion wg(p*) = (p, q), zeigt dies, dafs 5 surjektiv ist.

(b) Seien p,q € Pyi¢ mit p < ¢, dann gilt also zum ersten p [ a < ¢ [ @ und zum
anderen fiir alle £ < ¢

pl(a+&)IFpla+f) <qgla+)

unter Verwendung von (3.2) erhalten wir also

plalps T EIFPSE) < d5(E)

mit den gleichen Argument erhélt man auch

plal- b(pa,qa):l}( q) N [a, 00)

(man erinnere sich, daf fiir p,q € P, b(p,q) = {& < alp | £ ¥ p(&§) <* q(§)}) wir
erhalten alsop [a<glaund p | alF pg < q'g, wie gewiinscht.

(¢) Seien p,q € P,, sodak m5(p) und 75 (q) kompatibel sind. Wihlen wir ein r €

Py mit 7$(r) < 7&(p), 75(q) (hier nutzen wir die Surjektivitit aus) Es gilt also

rla<plaqlaund fir alle £ < ¢
— 1 lalkig €I R(E) < Ba(E), dalé)
— r T alF b, pS), b(7%, ¢5) sind endlich

Wir wihlen dann 7* < r [ «, sodals endliche Mengen by, b; C ( existieren mit

r IF b(rS, pS) = bo A b(7,, ¢5) = by

¢
%

Unter Verwendung von (3.2) erhiilt man daraus, wie gewohnt (75)~2(r*,75%) < p, q.

Also waren p, ¢ kompatibel.

(d) Seien p,q € Pq¢

p<rqeVE<a+(:pl&lFpE) < q(é)
eplaqlaAVé<(:pl(a+&)IFplat) < qla+§)

Epta<qranve<Ciplalk [ EFa5((p(©) <* B5((a(6))

spla<iqlanp|alkps <4 4
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Bemerkung 3.2.5:

(((Pg, <,<*) : B <), ((Qp, <5, <) - B <)

sei eine Gitik-Iteration. Das FErgebnis des Satzes erlaubt uns P, fiir jedes 8 < a < € mit
einer Zwei-Schritt- oder auch Drei-Schritt-Iteration zu identifizieren.

Pg *Qﬁ * Po /P11
(p I B,p(B),p 1 a\(B+1))

Py ~ Psi1 % Po/Psi
p (p I (B+1),pla\(B+1))

1

12

Wir werden die Notation etwas miftbrauchen, indem wir einen P,-Namen mit dem ent-
sprechenden Pg-Namen fiir einen P, /Pg-Namen identifizieren. Vereinfacht 1aft sich dann
das Ergebnis des Satzes so darstellen, daf fiir alle p € P, und alle Aussagen ¢(7) der
Forcingsprache von P

plFo(r) epl(B+1)IFpTa\(B+1)IFe(r) (3.3)

plB+IEpTa\B+1)IFo(r)<plBIEpB)IFpla\(B+1)IFe(r)  (34)

Umgekehrt konnen wir fiir ein p € Pg und ein ¢, sodak p I ¢ € P, /Pg mit einem Element
in P, identifizieren, die wir einfach mit p~¢ bezeichnen wollen. Hier sagt uns der Satz
dann:

P G- o(t) & plk Ik ()

Die Gitik-Iteration als Prikry-Typ-Forcing

Die Gitik-Iteration ist eine Iteration von Prikry-Typ-Forcings, und wir haben jetzt bereits
gesehen, wie sie sich als Iteration verhilt. Wir wollen aber natiirlich noch zeigen, dafs sie
auch selbst wieder vom Prikry-Typ ist.

Theorem 3.2.6:

(((Pg, <, <*) : B <), {(Qp, <5, <p) : B <)

sei eine Gitik-Iteration. Dann ist (Pg, <, <*) ein schwach <min(NT(Pg))-abgesclossenes
Prikry-Typ-Forcing fiir jedes 8 < 2.

Lemma 3.2.7:

(((Pg, <,<%) : B<0), {(Qp, 55, <) : B <)

sei eine Gitik-Iteration. Sei (pe : £ < n) C Py eine <*-absteigende Folge, mit

VE, & <nipg [ (n+1) =pe [ (n+1)

Dann hat (pe : £ <n) C Py eine <*-untere Schranke in P,.
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3.2 Gitik-Tterationen

BEwEIs: Wir konstruieren die Schranke p [ ¢ fiir alle { < « durch Rekursion.

Wir beginnnen indem wir p [ (n+1) =po [ (n+ 1). Trivialerweise ist dann p [ (n+1)
eine untere Schranke der (ps [ (n+ 1) : £ < 7). Das klért den Induktionsanfang. Der
Induktionsschritt fiir Limeszahlen ist simpel. Gehen wir also davon aus, dafs wir bereits
p | ¢ definiert hétten, fiir ein ¢ > 1. Wir suchen, dann einen geeigneten Wert fiir p(¢).
Man bemerke ersteinmal, dafs nach Definition der Gitik-Iteration

plCI- QC ist schwach <(-abgeschlossen
da jetzt nach Vor.
p [ CIF (pe(Q) - £ < m) ist eine <*-absteigende Folge
finden wir durch ,Fullness auch ein ¢, sodafs
p | ¢ IF ¢ ist <"-untere Schranke der (p¢(¢) : § <n)

p(¢) = ¢ ist dann wie gewiinscht. gy

Lemma 3.2.8:
(((Pg, <, <) : B0, {(Qp,<p, Sp) s B< )
set eine Gitik-Tteration. Ist o Mahlo, so erfillt P, die a-c.c..

BEWEIS: Sei (pg¢ : £ < a) C P, beliebig; zu zeigen ist, daf es zwei kompatible Elemente
dieser Folge gibt. Fiir alle £ < a ist supp(pg¢) beschrénkt in «, denn eine Gitik-Iteration
hat Easton-Support. Ein standard Catch-Up-Argument zeigt, dafs

C = {n < aV¢ < n:supp(pe) € n}
club in « ist. Da o Mahlo ist, ist damit

S*:=CN{n < aln ist unerreichbar}

stationar. Wir definieren schlieflich

f[:5 —a § — sup(supp(pg) N¢)

Auf §* ist f wegen des Easton-Supports regressiv. Wir finden also nach dem Satz von
Fodor ein stationdres S C S* und ein v < «, sodab fiir alle £ € S : f(§) = ~v. Wir
betrachten

M = {p [ 1l¢ € S} C P,

Da S als stationdre Menge unbeschrankt ist, gilt Card(M) = «, nach Bemerkung 3.2.3 ist
aber auch Card(Py) < «, wir finden also p,v < a (0.B.dA p < v) sodak
Pu [ v =pu | 7. Ferner stellen wir fest, daf supp(p,) Cv,da p<vund v e S C C, und
dak supp(p,) Nv C ~, da sup(supp(p,) Nv) =~ wegen v € S.
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3 Iterien von Prikry-Typ-Forcings

Wir halten also fest, daf bis v p, und p, gleich sind, zwischen einschliefslich v und pu
ist p, trivial, und dariiber ist p, trivial. Damit sollte einsichtig sein, daf

pu(é) §<nv
p(&) = pu§) v<E<v
pl/(g) v < 5 <o

eine gemeinsame Verstirkung von p, und p, darstellt. 4

Lemma 3.2.9:
(({Pg, <, <*): B<9), ((Qs,<p,<p) 1 B< D))

sei eine Gitik-Tteration. Sei p € P, und o(7) eine Aussage der Forcingsprache von P,.
Dann ezisitiert ein p* <* p, sodaf p* || ©(7).

BEWEIS: Man erinnere sich, dak wir ¢ = ¢ und ¢! = —¢ schreiben. 0.B.d.A sei erstein-
mal supp(p) # &, sonst wire nichts zu zeigen. Wir wollen nun durch simultane Rekursion
eine <*-absteigende Folge von Bedingungen (p¢ : £ < 7)) und eine aufsteigende Folge von
Ordinalzahlen (3¢ : 0 < £ <) konstruieren, sodaf folgende Bedingungen erfiillt sind.

(a) n ist minimal mit supp(py,) = {Bs+1/0 +1 < n}

(b) (b.1) B1 = min(supp(po))
(b.2) Fiir 1 <6+ 1 <nist G541 = min(supp(ps)\(Gs + 1))

(b.3) Fiir eine Limeszahl § ist G5 = ?gs) Be

(c) (c.1) Fiir alle 6 +1 <7 gilt psi1 | Bs+1 =ps [ Bss1-
(c.2) Fiir eine Limeszahl § ist supp(ps) = sup supp(pe)
<o

(d) Fiir alle § + 1 < n und fiir alle ¢ < psy1 mit b(q, ps+1) C Bs+1 + 1, gilt
qIF o' (1) = (q 1 Bs+1) " (Bos1 | &\Bog1) I ©'(7)

Wir stellen uns vor, dafs wir angefangen mit p schrittweise durch den Support gehen (siehe
(b.2)), und die einzelnen Komponenten durch direkte Erweiterungen ersetzen, welche in
einen gewissen Sinne entscheiden, ob der dahinterliegende Teil (7) entscheidet. (Etwa
so kann man sich die Bedingung (d) vorstellen)

Wir achten dabei darauf keine fritheren Ergebnisse zunichte zu machen (siehe (c.1)),
eventuell wird dadurch der Support nach hinten hin ldnger, aber nichtsdestotrotz zeigt
natiirlich ein einfaches Argument, das wir dennoch irgendwann den Support voll ausge-
schopft haben (das ist gerade der n-ste Schritt der Rekursion, siehe (a)).

An Limesstellen A ist natiirlich nach (c.1) klar wie py bis ) aussehen muf. Nach Lem-
ma 3.2.7 kénnen wir den fiir die einzelnen Endstiicke dann eine gemeinsame Verstarkung
finden.

Gehen wir jetzt davon aus, wir hétten ein 6 < n gegeben, so dak pe und g fiir alle
& < 0 bereits konstruiert seien. Wir stellen ersteinmal fest:
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3.2 Gitik-Tterationen

BEHAUPTUNG 1: Fir alle v < n ist {Be1]¢ < v} C supp(py)-
BEWEIS DER BEHAUPTUNG (DURCH INDUKTION NACH 7):

IA Nach (b.1) ist 81 € supp(po) C supp(p1)-

IS1 Gelte bereits {B¢11|§ < v} C supp(p,). Ferner gilt nach (b.2), dak 3,41 € supp(p,),
also da supp(p,) C supp(ps+1)

{Ber1l€ <7+ 1} = {Beq1l€ <7} U{By41} C supp(py+1)

IS2 Sei nun § eine Limeszahl, sodafl bereits {B¢11|6 < ¢} C supp(p) fiir alle ¢ < v
gelte, nach (c.2) in Kombination mit (b.3)

{Bes1lé <7} = (U {Berle < ¢} € | supp(pc) = supp(p,)
<y (< (]

BEHAUPTUNG 2: Fiir alle Limeszahlen v < § ist 3, singuldr.

BEWEIS DER BEHAUPTUNG: Angenommen, (3, wire reguldr, dann ist aber nach Kon-
struktion (B¢ : 0 < £ < ) kofinal in (3, also

v < By =cof(By) <7

also v = 3,. Nach der vorangegangenen Behauptung ist dann {51/ < v} C supp(ps),
und ferner kofinal in 7. Aber p, hat Easton-Support und + ist als reguldrer Limes von
Unerreichbaren selbst unerreichbar, und daher ist supp(p,) N~ bechrénkt in v. Wider-
spruch! O

BEHAUPTUNG 3: Fir alle v < § ist supp(py)\(Gy + 1) # @.

BEWEIS DER BEHAUPTUNG: Sei 7 < J beliebig. Nach der ersten Behauptung, und da
v # n gilt supp(p,) 2 {Be41l€ < v}, withlen wir also ¢ € supp(py)\{Be+1/¢ < 7} Es
reicht jetzt zu zeigen, dak ¢ > 3,.

Angenommen ¢ < (3,. Es kann nicht { = (3, sein, nach Konstruktion wenn v Nachfolger
ist, oder nach der vorhergehenden Bemerkung wenn ~ eine Limeszahl ist ( denn dann
wire (3, singuldr, aber ¢ ist reguldr, sogar unerreichbar). Es gilt also { < 3.

Sei dann § < 7, so dak B¢ < ¢ < Beq1, aus den gleichen Griinden wie oben mufs dann
schon (B¢ < ¢ < fBeqq gelten. Nach (b.2) ist Bey1 = min(supp(pe)\(Be + 1)); es folgt
¢ ¢ supp(pe). Es folgt aber induktiv aus (c.1) supp(py) N Bey1 = supp(pe) N Bet1, also
¢ ¢ supp(py). Widerspruch! O
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3 Iterien von Prikry-Typ-Forcings

Wir konstruieren jetzt ps und Ss.

1.Fall Setze pg := p.

2.Fall Ist 6 = £ + 1, so sei p ein P¢;1-Name, sodass
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Sei nun ¥(p,7) =p || ¢(7), da
5| Be I Qgg ist vom Prikrytyp
finden wir ein ¢*, sodak
Pe I B IF (4" <" p(Be) A g™ || (5, 7))

Dann finden wir auch ein ¢, sodaf

pe [ Be I (@< ¢" AN (qIFpl o(r) = Ik (p Ik —p(T))) (3.6)
Dazu wihlen wir ¢ einfach so, dafs

pe [ Be - (" I~y (p,7) = ¢ = 4N IFY(p,7) = ¢<" ¢ A g (PIF o(7)))
Wir definieren dann schlieRlich G5 = min(supp(pe)\(Be + 1)) und
ps = (py | Be)~{(4)"p-
BEHAUPTUNG 4: Sei g < ps mit b(q,ps) C Bs + 1, dann gilt
g1k ¢'(7) = (a1 85)"(Be [ 2\Bs) I ¢'(7)

(also ps erfiillt die Bedingung (d))
BEWEIS DER BEHAUPTUNG: Gelte 0.B.d.A ¢ IF ¢(7). Nach (3.3) gilt dann

ql (Bs+1)IFqla\(Bs+1)IFe(r)

da nach Vor. ¢ [ (Bs+1) <ps [ (Bs+1) und q [ Bs+11- ¢ | a\(Bs + 1) <* p gilt
nach (3.5)

g1 (Bs+1)IFplko(r)
mit (3.4) wird daraus
a1 Bs 1k (a(Bs) IF p Ik (7))
da ferner nach Vor. ¢ | Bs < p° | Bs und ¢ [ Bs IF q(Bs) < ¢ gilt nach (3.6)
qlBslF(qIFplke(r))
unter Verwendung von (3.3) und (3.4) wird
(g1 B5)"(Bs | @\Bs) Ik p(7)

daraus, was zu zeigen war. U



3.2 Gitik-Tterationen

Also ist ps wie gewiinscht.

3.Fall Sei § nun eine Limeszahl. Setze 5 = sup f¢. Schreibe ferner A := sup supp(pg).
§<6 £<6

BEHAUPTUNG 5: Sei A < « eine unerreichbare Kardinalzahl. Dann ist
Card(ANAX) < X und {B¢|& < 0} N A beschrinkt in .

BEWEIS DER BEHAUPTUNG:

1. Zeigen wir zuerst, daf {8¢]¢ < 0} N A beschrénkt in A ist. Angenommen nicht,
dann setzen wir zuerst ( = {£ < §|Bc < A}. Das heifit (8¢ : £ < () ist eine
kofinale Folge in A\. Damit ist natiirlich 8; = A, was wiederum zeigt, da {( =6
sein muss, da nach einer vorangeganenen Behauptung, fiir Limeszahlen v < §
B singulér ist. Ferner wissen wir auch, daf A D {f|¢{ < ¢}, also ist auch
AN A kofinal in A ist. Wir definieren dann mit

c:0— A Er— U(supp(pg) NA)
eine stetige monoton steigende kofinale Funktion nach A, also genau so, wie die

Folge der (B¢ : & < 0). Wir finden dann ein v < 4, sodah

Y= B, = c(y). Bs gilt dann 41 = min(supp(py)\ (3, + 1)), da aber c(y) =
ist min(supp(p,)\(By + 1)) > A. Widerspruch!

2. Nach dem ersten Ergebnis ist dann jetzt ( = {€ < 0|8 < A} < .

1.Fall Ist ¢ = ¢, dann folgt aus der Tatsache, dak supp(p¢) N A fiir alle £ < 0
beschrinkt in A sind ( denn die p¢ haben Easton-Support), daff auch

AN X =supsupp(pe) N A = sup(supp(pe) N A)
£<o £<6

beschrankt in )\ ist.

2.Fall Ist ¢ < 6, so gilt Ber1 = min(supp(pe)\(Bc + 1)) > A, und da ferner
aus der Bedingung (c.1) folgt, dak AN Bey1 = supp(pe) N Besa ist dann
ANAC B +1 <A O

Wir definieren jetzt eine Bedingung q € Pg,, durch g [ B¢y1 = pe | Beq1. Dies
ist wohldefiniert wegen der Bedingung (c.1) und hat FEaston-Support wegen der
vorangegangen Behauptung. Wir definieren dann ferner p¢ = q"(pe | @\Bs). Dann
ist also (p® : & < 6) eine <*-absteigende Folge, die bis 35 iibereinstimmen. p; sei
eine <*-untere Schranke, die nach Lemma 3.2.7 existiert. Also ist ps wie gewiinscht.

Dies beendet die Konstruktion. Angenommen es gibe nun keine direkte Erweiterung
von p, die ¢(7) entschiede, das heifit

Vg <py:qlle(r)=0bqgp,) #9

Dann wéhlen wir ¢ < p, mit ¢ || ¢(7), sodal v = max(b(q, p,)) minimal ist. Es ist dann
zwangslaufig v € supp(py,), wegen der Bedingung (a) existiert dann eine Nachfolgerzahl
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3 Iterien von Prikry-Typ-Forcings

£ <, sodak v = f¢. Es gilt also b(q,p,) C B¢ + 1, nach Konstruktion (Bedingung (d))

gilt auch
Pt =(q 1 Be)"(Py I &\By) || ¢(7)

aber max(b(p*,p,)) < max(b(q,py)). Widerspruch! -

38



4 Erzwingen iiberabzahlbarer
Kofinalitaten mit iterierten
Prikry-Forcing

4.1 Exposition

Theorem 4.1.1: Gelte GCH. Seifj = <U§ B <y < oﬁ(ﬂ» eine kohdrente Folge
von Ultrafiltern. Sei a < Q mit oY(a) < a regulir. O.B.d.A. gelte, daff oV(y) = 0 fiir
alle v < oY(a)). Dann eristiert eine Gitik-Iteration

(((Pg, <, <7) : B 0), ((Qs, <5, <) : B < V)
sodaf$ gilt:

o 1p_ I+ 1o, I- cof (&) = oY(c¥)
o 1p I «a ist unerreichbar

Fixiere fiir den Rest dieses Kapitels eine kohérente Folge von Ultrafiltern U , und ferner
eine Wohlordnung W von V) wobei A grof genug, und fiir 6; < 2 Unerreichbare, sei
W | Vs, ein Anfangsstiick von W [ V;,.

Fiir (8,7) € dom(U) schreiben wir U(3,7) fiir U(3,7), Nvﬁ fiir Ult(V;U(B,7)), und
jg V- Ng fiir die kanonische Ultrapotenzeinbettung.

Wir werden diese Iteration nun durch Rekursion definieren, benétigen, um dies adequat
durchzufiihren, allerdings noch einige weitere Begriffe. Wir definieren durch simultane
Rekursion partielle Ordnungen (Pg : 8 < Q), und noch zusitzlich Pg-Namen sodaf:

° (P(ﬁ,fy) P B <Oy < 06(5» seien Namen, sodaR P, fir alle a < Q die Gitik-
Tteration, der (P(3,0Y(8)) : B < a) ist.

o <K6h(ﬁ,’y) : B < Q7 < oY(B)) seien Namen, sodak fiir alle 3 < Q und alle
v < oY(0) gilt:

1p, IF Koh(8,7) C {t € [8] ~“|vé e t: 0Y(¢) < 4}

. (<U(ﬂ,7,t) it e Kbh(ﬂ,fy)> A<,y < oﬁ(ﬂ)> seien Namen, sodaf fiir alle 8 <
und alle v < oV(3) gilt:

1p, IFVT € Kbh(ﬁ, v) : U(ﬁ, v, T) ist ein <(-abgeschlossener nicht-trivialer Ultrafilter
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4 Erzwingen iiberabzédhlbarer Kofinalititen mit iterierten Prikry-Forcing

o Fiir alle 8 < Q und alle v < oY(8) gilt:
1p, IF P(83, ) ist ein schwach <f-abgeschlossenes Prikry-Typ-Forcing

und fiir alle generischen Filter G C Pg und fiir alle {iber V' [G] generischen Filter
H C P%(a,v) gilt, daf

he=|J{t3T: (1, T) € H} C{¢ < BloY(¢) <7}
eine Club-Teilmenge von 8 mit Ordnungstyp w” ist.

Das Forcing P(ﬂ,y) wird dhnlich aufgebaut sein, wie das Prikry-Forcing aus Kapitel 2,
wir haben also als Bedingungen Paare (¢,7'), wobei t eine endliche Folge, und T ein
Baum ist. Dieser Ansatz hat die Schwéche, daf wenn wir nichts anderes tun, als endliche
Folgen aneinander zu setzen, wir letztendlich irgendetwas abzéhlbares erhalten. Dies ist
aber genau der Punkt, warum wir uns einer Iteration bedienen, denn durch das Forcen
mit Pg wurden ja bereits Folgen zu jedem 3 < « hinzugefiigt, und die endliche Folge
t = (01,...,0,) soll einfach die Folge kodieren, die wir erhalten, wenn wir die zu d0; bis
0n gehorigen Folgen zusammensetzen.

Dies bringt natiirlich eine gewisse Komplexitdt mit sich, und deswegen konnen wir
natiirlich nicht mehr alle Folgen zulassen. Deswegen fiihren wir noch einen Pg-Namen
fiir die Menge der sogenannten kohérenten Folgen ein, wobei wir hier nach danach un-
terscheiden, welche Ordnung beziiglich U wir maximal zulassen wollen.Das sollen die
(Koh(8,7) : v < 0oY(B)) bezeichnen.

Wie beim Prikry-Forcing enthélt die zweite Komponente 7' die Informationen dariiber,
welche Erweiterungen der Folge ¢ denkbar wéren, wobei die Menge der denkbaren Fort-
setzungen immer ,,grok” sein soll. Beim Prikry-Forcing bestimmte ein normaler Ultrafilter
welche Mengen grof waren, hier werden wir natiirlich gleich oY () viele verwenden wol-
len, denn soviele stellt uns die Folge U zur Verfiigung. Diese Ultrafilter sind natiirlich
in einer Pg-generischen Erweiterung nicht mehr Ultrafilter, daher miissen wir sie geeig-
net erweitern. Diese Erweiterung mufs von einer weiteren Komponente abhingig gemacht
werden, denn wie schon erklért, sollen diese Ultrafilter angeben, welche Erweiterungen
zuldssig sind, und da wir nun darauf aufpassen miissen, nur kohérente Folgen zuzulas-
sen, wird unsere Auswahlmenge irgendwie noch von der zu erweiternden Folge abhingig
gemacht werden miissen.

Wir fiilhren daher als weiteren Begriff einen Pg-Namen fiir eine Folge von Filter ein, die
wir mit (U(8,7,t) : v < oY(B),t € Koh(8,~)) bezeichnen wollen. Das alles setzen wir
zusammen, um einige Prikrytyp-Forcings zu definieren. Die (P(3,7) : v < oY(8)) sollen

Namen dafiir sein. )

Gehen wir jetzt davon aus, daB wir (Koh(8,7) : 8 < a,yv < oY(B)),
(U (B,78) 7 < o¥(B),t € Koh(8,7) : B < a) und (B(8,7) : B < @y < oU(H))
bereits definiert hitten fiir irgendein o < €.

Sei dann G C P, generisch iiber V. Wir definieren dann in V [G] Objekte (Koh(a, ) :
v < oY%(a)),(U(a,v,t) : v < oY(a),t € Koh(a,v)) und (P(a,7) : v < oY(a)). Die
Koh(av, 7), etc. seien dann geeignete Namen dafiir.
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4.1 Exposition

Fiir ein § < a, bezeichne Gz := {p | B|p € G}. Dann ist Gz nach Satz 3.2.4 ein Ps-
generischer Filter und ferner ist Hg := {(p(53))“%|p € G} nach Satz 3.2.4,Proposition 3.2.2

und Satz 3.1.5 ein (P(, Oﬁ(ﬁ)))Gﬁ—generiSCher Filter iiber V [Gg]. Wir schreiben P(3, )
fiir (P(8,7))9# etc. fiir jedes # < o und v < oﬁ(ﬁ)

Gehen wir zuséatzlich, davon aus, dafs ol (o) > 0 ist, weil sonst nichts zu zeigen ist; da-
mit ist natiirlich & mefbar und insbesondere Mahlo. (Man sollte auch daran denken, dafs

wir allgemein oY () < o fordern.) Wir halten dann noch fest, dak wegen Bemerkung 3.2.3
bzw. Lemma 3.2.8

0B.d.A. P, CV, (4.1)
P, hat die a-c.c. (4.2)

p o JUIEE 3T (1.T) € Hy}  falls oU(3) >0
p (%] sonst

und bg := hg U {B}, ferner b, := (J{b5]6 € t} fiir eine endliche Menge von Ordinalzahlen
t. Die bg sind also die von vorherigen Iterationsschritten hinzugefiigten Folgen, die durch
das hinzufiigen von § quasi markiert werden.

Wir halten jetzt als allgemeine Induktionsvoraussetzung fest:

(A) P, ist die Gitik-Tteration der <P(ﬂ,oﬁ(ﬁ)) (B < a).
(B) Fiir alle 8 < aund alle 6 <y < oﬁ(ﬂ) und alle ¢ € Koh((,~) ist

{n < BIt"(n) € Koh(8,7)} € U(a, 6, 1)

(C) Fiir alle § < a und alle v < OO(B) gilt:

1p, IF VT € Kbh(ﬁ,v) :U(B,7,T) ist ein <fB-abgeschlossener nicht-trivialer Ultrafilter

(D) Fiir alle f < o und alle vy < oo(ﬂ) gilt:
1p, I P(83,~) ist ein schwach <g-abgeschlossenes Prikry-Typ-Forcing
und fiir alle iiber V' [Gg] generischen Filter H C P(3,~) gilt, daf
he=|J{t3T: (1, T) € H} C{¢ < BloY(¢) <7}
eine Club-Teilmenge von 8 mit Ordnungstyp w7 ist.

(E) Sei h in einer generischen Erweiterung V' [G ] [H] definiert wie in (D), dann gilt fiir
alle (¢,T) € H, daf b, < h.

(Hierbei ist ¢ 1 ¢ eine Art Projektion von Koh(f,v) auf Koh(g3,d). Wir erkldren gleich
genau was es ist.)

41



4 Erzwingen iiberabzédhlbarer Kofinalititen mit iterierten Prikry-Forcing

Bemerkung 4.1.2:

(a) Sei f < a. Nach allgemeiner Induktionsvoraussetzung (D) gilt fiir alle £ € bg

) <o¥B) A (U =B = =0

(b) Nach allgemeiner Induktionsvorraussetzung (D) ist bg abgeschlossen fiir alle § < «a,
ferner ist auch b; abgeschlossen fiir jedes t € [a]~“.

Bemerkung: Im Folgenden werden wir oft mit endlichen Mengen von Ordinalzahlen
hantieren miissen. Wir wollen diese nach Bedarf mit deren monotoner Aufzdhlung iden-
tifizieren. In diesem Sinne ist auch ein Baum 7' C [x]<“, als ein Baum von streng monoton
aufsteigen Folgen zu verstehen. Bezeichne < die Ordnung durch Enderweiterung.

Definition 4.1.3: Seiy < 06(04). Eint € [a]~* mit monotoner Aufzihlung (&g, ..., 0,_1)
heifst y-kohérent genau dann wenn gilt:

o v =0 impliziert, daf t = &

o Vi<n:oV(d) <vy

o Vi<n:bgs,., 5 ) Jbr , wobel

. min{k < i|Vk < j <i: oﬁ(dj) < 06(51-)} falls dieses Minimum existiert
1 =
1 sonst
o Vi < n :max(by, peiry) < min(bs,.i+<)y), man bemerke, daf das Maximum nach
Konstruktion der bg existiert.

Die Menge der y-kohirenten Folgen in [a]~* bezeichnen wir mit Koh(a, 7).

Man kann sich vorstellen, dafs b; durch eine kohérente Folge ¢ in disjunkte Blocke
zerlegt wird (welche natiirlich selbst wieder in Blocke zerfallen usw.), wobei das maximale
Element eines Blockes diesen dominiert. Wenn man b; in ein Koordinatensystem zeichnen
will, wobei man die tatsdchliche Groke auf der Abzisse eintrégt, und die Ordnung bzgl.
U auf der Ordinate eintrigt, erhilt man etwa folgendes:

b

t

& (o)

n. Block
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4.1 Exposition

Es stimmt zwar, daf der letzte Punkt eines Blockes auch der von der Ordnung her
grofte ist, und der erste Punkt der von der Ordnung her kleinste, was uns auf die Drei-
ecksform bringt. Es stimmt aber auf keinen Fall, daf die Ordnung immer mit der Grofe
der Zahl steigt. Es ist vielmehr so, daf jeder einzelne Block wieder aus kleineren ,Drei-
ecken“ zusammengesetzt ist (an geeigneter Stelle werden wir noch mehr zu dem Aussehen
der bg sagen).

Da uns die feinere Struktur der Blocke sich aber nicht auf das Verhiltnis der Blécke
untereinander auswirkt, wollen wir diese Ungenauigkeit einfach hinnehmen.

Man versteht die kohdrenten Folgen vielleicht etwas besser, wenn man sich ansieht wie
sich eine Folge ¢ veréndert, wenn man sie um einen weiteren Punkt § erweitert. Gehen wir
der Einfacheit halber davon aus, daf ¢ nur aus einem Block besteht, dann sind zwei Félle
zu unterscheiden. Sei zuerst die Ordnung von § grofser als die Hohe des einen Blockes von
t, dann wird nach der Definition von kéharenten Folgen, dieser eine Block durch das bs
fortgesetzt, etwa so:

b;

Ist dagegen die Ordnung von ¢ kleiner oder gleich der Héhe des Blockes ist, so wird
mit bs ein neuer Block begonnen, etwa so:
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4 Erzwingen iiberabzédhlbarer Kofinalititen mit iterierten Prikry-Forcing

Natiirlich kénnen diese beiden Blécke durch ein ~, dessen Ordnung grofer ist, als
sowohl die Hohe des Blockes, als auch die Ordnung von 9 in einen griferen Block vereinigt
werden, etwa so:

by

b N

Die endgiiltige generische Folge, die wir hinzuzufiigen gedenken, wird dann wie iiblich
eine Art Limes von solchen koh&renten Folgen sein.

Dies scheint nun die passendste Stelle, kurz die elementarsten Eigenschaften aufzuli-
sten.

Lemma 4.1.4: Seivy < oﬁ(a) und t € Koh(a,y) mit monotoner Aufzihlung (do, . .., 0n—1).
(a) Fir alle i <n ist (do,...,d) € Koh(a,7).
(b) Fiir alle i < n ist (0;«,...,0;) € Koh(a,).

(c) Fir alle i < n und alle s € Koh(a,y) mit bs < by, dann st
%= (0 1 k <i*)787(0;) " (0 1 i < k < n) in Koh(a, 7). Ferner gilt b= = by.

(d) Fir alle s € Koh(a,oﬁ(én_l) + 1) mit min(bs) > max(b;) ist t”s € Koh(a, 7).

(e) Fiir alle s,t € Koh(a, ")
s<t=b, b

(f) Ist B < o mit v < oﬁ(ﬁ), so ist Koh(f,v) € Koh(«, ). Und natirlich gilt ferner
Koh(a, d) C Koh(a, ) fir o <.
BEWEIS:
(a) Klar.
(b) Man mache sich klar, daf fiir jedes i* < j < gilt daf i* < j*. Der Rest ist Routine.

(c) Das bg« = by gilt, sollte nach Definition der kohérenten Folgen klar sein. Man mufs
sich eigentlich nur noch iiberlegen, daf die Blockstruktur sich nicht wesentlich gedndert
hat. Wir haben nur ein Anfangsstiick eines Blockes rausgenommen und durch ein anderes
ersetzt.

(d) Das einzige was man sich hierzu iiberlegen muf, ist daf wenn (g, ..., 01, -+, Ontm—1)
die monotone Aufzéhlung von ¢7s ist, daf dann fiir alle n < j < n+m gilt, daf n < j*,
da s € Koh(a,0Y(d,_1) + 1). Der Rest ist dann wieder Routine.
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4.1 Exposition

(e) Es reicht natiirlich zu zeigen, dafb fiir alle §,, < a sodaf ¢~(,) € Koh(a, )
by Dby~ (5,)
1.Fall Sei n* = n, dann ist also min(bs, ) > max(b;), und damit gilt

by by Ubs, = b~ (5,

2.Fall Sei jetzt n* < n, dann ist also max(bs,.jcp+)) < min(bes, .. s5,y) und damit

b<6i:i<n*> b A b< ) < bs

é"n,"‘w"v(s’n—l — n

woraus by < by~ 5,y folgt.
(f) Klar. -

Definition 4.1.5: Sei v < 00(04) und t € Koh(a,).Es gibt wegen (4.2) und GCH

(Card(Pa)QX)a (2) (a<a)a — a+

viele nette P,-Namen fiir Teilmengen von a. Sei (A¢ : € < at) die j§(W)-minimale
Aufzéhlung dieser netten Namen. Arbeitend in N ist nach Elementaritdt Pj$(a) eine
Gitik-Iteration, und nach Satz 3.2.4 ist in NY

Pjg(a) = Pat1 *Pjg(a)/Pass
sodak nach Theorem 3.2.6
1p,iy I Pjo(a)/Pat ist ein schwach <min(NT(Pja(4)/Pa+1))-abgeschlossenes Prikry-Typ Forcing

Wir finden also eine Folge von Py, 1-Namen (pg : £ < a™) fiir Bedingungen in Pj’cyx(a)/Pa_A'_l,
sodaR fiir alle £ < o™ gilt
iy ist 5§ (W)-minimal mit 1p, ., I (5] | & € 55 (Ae)) A gy <* P} (4.3)

py ist j5(W)-minimal mit 1p, ., I (Vo < &:pf <*pJ) (4.4)

Wir definieren dann schlieflich, dafs A € U(«,~,t) fiir ein A C « genau dann gilt, wenn
Ir € GIE <atN§ 3T e Vi r 2 (£,1)7p) IF a € j$(A)

wobei A ein Name fiir A sei.

Bemerkung 4.1.6: U(q,~,t) ist wohldefiniert,denn es héngt nicht von der Wahl des
Namens ab. .
Seien Aj, As zwei Namen, sodaR fiir geeignetes r € G und € < o™ und T gilt, daR
N (L T) p IF € 5 (A)
und daf A¢ = A§ ist. Wihle dann einfach ein r > r* € G mit 7* IF A} = Ay und dann
gilt
NI = r*”(t,T)“pg I-a € j5(A2)

45



4 Erzwingen iiberabzédhlbarer Kofinalititen mit iterierten Prikry-Forcing

Sei t € Koh(,7) und sei v* < . Wir schreiben dann

1

P = (6ky -y 0n—1) 0Y(0,) <¥*Ak=min{i <n|Vi <j <n:oY(5) <~}
T 0V (8p-1) > 7*

wobei (dg, ..., 0,—1) die monotone Aufzihlung von ¢ sei.
Beit | v* handelt es sich also um das lingste Endstiick der Folge, daf von der Ordnung
her noch komplett unter v* liegt.

Bemerkung 4.1.7: Fiir alle t = (0, ...,0,—1) € Koh(a,7) und alle § < vist t 14 €
Koh(a, 0). Dies folgt, da man schnell sieht, daf fiir jedes §; € t 1 § auch d;+ € t ] 6 ist.

Definition 4.1.8: Sei T' C [a]~* ein Baum und v < oﬁ(a). Wir nennen 7 einen y-Baum
mit Stamm ¢ genau dann, wenn:

e ¢ ist die Wurzel von T, d.h. fiir alle s € T ist s < t oder ¢t < s.

e Fiir alle s € T ist

sucy(s) = U sucr¢(s)

£<y
wobei sucre(s) € U(a,7,t 1 &) fiir alle § < vy ist.
Die Menge aller v-Baume mit Stamm ¢ auf « bezeichnen wir mit Tr(«, 7, t).
Man erinnere sich, daf wir s°T = {s7r|r € T} fiir beliebiges s € [a]~* und einen
Baum T schreiben, und T/t := {r|t"r € T} sowie T} = {r € T|t < r VvV r <t} fiir ein
teT.

Definition 4.1.9: Sei v < oﬁ(a). Wir definieren eine partielle Ordnung P(«, v):

e Der Triager von P(a,~) bestehe genau aus den Paaren (¢,7") wobei ¢ € Koh(a, )
und T € Tr(a, 7, t).
o Fiir (¢1,T1), (t2,T2) € P(a,7y) gilt (¢1,71) < (t2,7%) genau dann, wenn:
— 3t2§8€T2:b5:bt1
— SA(Tl/tl) g T2

T/t

s\t

wobei b = b
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4.2 Der Beweis

Die Ordnung ist fast die gleiche wie die, die wir von dem Prikry-Forcing gewohnt
sind, wir erlauben allerdings das t; durch eine dquivalente Folge s auszutauschen,
bevor wir die Baiime vergleichen, wobei in diesem Kontext zwei Folgen dquivalent
sind, wenn sie die gleiche Folge erzeugen.

o Fir (t1,71),(t2,T2) € P(a,vy) gilt (t1,71) <* (t2,72) genau dann,
wenn (t1,T1) < (t2,T2) und t1 = t5.

4.2 Der Beweis

Nach Elementaritét ist natiirlich ]ﬁj‘((j ) fiir jedes v < oV(a) wieder einen koharente Folge
von Ultrafiltern, insofern kénnen wir natiirlich in N auch eine Iteration definieren, und in
der Tat haben wir diese Tatsache auch bereits bei der Definition der U(«, v, t) angewandst.
Insbesondere gilt natiirlich, daf wir fiir die a-te Stelle der Iteration in N (Koh(a, §))™
etc. auch bereits fiir § < - definiert haben, und sogar nach Konstruktion bereits wissen,
daf sie die gewiinschten Eigenschaften haben. Insofern ist es nicht schwer zu sehen, wie
das nachfolgende Lemma uns niitzen kann.

Lemma 4.2.1: Seivy < oﬁ(a), dann gilt:

(a) (Po)NY = Py und G ist auch generisch iiber NS. Ferner gilt fir alle p € Py und
alle Aq-Aussagen (1) mit T € N

plEo(r) < NJ = (plF o(1))

(b) V6 <~ : (Koh(a, )¢ = Koh(a, 6)
(¢) V6 < 4Vt € Koh(a, 8) : (U(w, 6,8))"71¢ = U(a, 6, 1)
(d) V6 <~ : (P(a,8)N7C = P(a, §)

BEWEIS:

(a) Dies folgt unmittelbar daraus, daf Vi1 = (Vas1)™ und (4.1). Der Rest folgt
daraus, dal damit V' und N auch die gleichen dichten Teilmengen von P, haben.

(b) Dies folgt direkt daraus, dafk fiir § < «

oU(8) = o D)(B)

und der Rest absolut von G abhingig ist.
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4 Erzwingen iiberabzédhlbarer Kofinalititen mit iterierten Prikry-Forcing

(c) Sei § <~ und t € Koh(a, d) beliebig. Seien

iy NG — V(NG JE(U2) == Ny
Jvs Ny — Ul(NS; U§') =: Ny s

die kanonsichen Ultrapotzeinbettungen. Dann ist NV := N5, = N, s und das Dia-
gramm
v —2 - N2 (4.5)

]Si lj&'y

N,? Jv,6 N
kommutiert (siehe Lemma 0.0.8). Wir erhalten dann, daf

; - (4.5) . o
TGSV Vi) = Jon (G5 (W) 1 Vig(a)

rit(s ) =3¢ (@) 4

JEOW) 1 Viar,) (46)

Um jetzt zu zeigen, daf die gewiinschte Gleichheit gilt, miissen wir nach (a) noch
zeigen, daf wir auch in N die gleiche Folge (A¢ : £ < o) und die gleichen
(p‘g : £ < 0) aussuchen. (Man sollte noch anmerken, daf V' und N natiirlich das
gleiche o™ haben).

1. Wir merken erstmal an, da nach (a) V und N5 die gleichen netten Namen ha-
ben, also suchen wir unter der gleichen Auswahlmenge in N das j 0 (45 (W))-
Minimale und in V' das j§ (W )-Minimale. (4.6) angwandt fiir 6 = 0 liefert dann

. - Ng
Jro(Gy W) T V}]é\[(a) =Jjo(W) | V}(‘)"?a)

Da (A¢ : § < o) € Voo also das Gewiinschte.
2. Da nach (4.1) und Elementaritét

. Ng /N
Pig € Vielw) = Vie(a)

und wir die Kandidaten fiir die 1'72 aus Vja(,) auswihlen, und nach (a)

N§'EplFacjs(A) « NEplkaej;(A)

gilt, haben V' und NI die gleichen Kandidaten fiir die pg (man erinnere sich
an (4.3) und (4.4)). In V suchen wir dann die j§'(W)-Minimalen, und in N3
die jy,5(j$(W))-Minimalen. Nach (4.6) gilt dann

. . .o N,
Grs (G5 W) T Vi) = 35 (W) [ Vial

s

also das Gewiinschte.

(d) Folgt unmittelbar aus (a),(b),(c). -
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4.2 Der Beweis

Wenn wir dies mit der allgemeinen Induktionsvoraussetzung und der Elementaritat
der j kombinieren erhalten wir fiir jedes v < oY(a)

(By) Fiir alle 6* < 6 < und alle t € Koh(a, ) ist

{n < alt™(n) € Koh(c,d8)} € U(a,6*,t16%)

(D) Fiir alle 6 < gilt:
NI = 1p; I P(a, §) ist ein schwach <a-abgeschlossenes Prikry-Typ-Forcing

und fiir alle {iber N [G] generischen Filter H C P(83,9) gilt, daf
he= {37 (t,7) € H C {€ < aloY(€) < 8}

eine Club-Teilmenge von a mit Ordnungstyp w? ist.

(E,) Fiir jeden iiber N [G] generischen Filter H C P(a, ) gilt, dak b < h fiir jedes
(t,T) € H, wobei
hi=|J{t|3T: (t,T) € H}

Lemma 4.2.2: Seivy < 06(04) und t € Koh(a, ), dann gilt:

(¢) Ula,7) € Ula,7,1)
(b) Ula,~,t) ist ein nicht-trivialer <a-abgeschlossener Ultrafilter.

BEWEIS:

(a) Sei A € US. Da U normal istv, folgt dann N¥¥ |= a € j§(A), natiirlich gilt dann

auch NI = (1]P>j%(a) - a € j3(A)) also A € US.

(b) 1. Daf U(e,y,t) nicht-trivial ist, folgt da nach (a) insbesondere (1, «) € U(a, 7, t)
fiir jedes n < a.

2. Sei AC Bund A € U(a,,t), d.h.
Ir € G <o Ng 3T : 77 (1, T)7p IF & € j5(A)

wobei A ein Name fiir A ist. Sei B ein Name fiir B und r > 7* € G mit
r*IF A C B, dann gilt

3 < a™NS 3T T) B I a e (B

Also B € U(a,v,t).
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4 Erzwingen iiberabzédhlbarer Kofinalititen mit iterierten Prikry-Forcing

3. Sei n < aund (C¢ + & < n) mit g, C¢ = a. Wihle geeignete Namen

(Ce : € < m), sodak
1p, F | JCe=a
&<

Wegen der Elementaritat von j§ erhalten wir
Ip ., F (35 (Co) = 55(@) (4.7)
£<ij

BEHAUPTUNG: FEs erxistiert ein § < o+, sodafl
Lp,,, IFVE<i:p} || 6 € j5(Ce)

BEWEIS DER BEHAUPTUNG: Arbeite ab jetzt in N [G]. Es existiert fiir jedes

¢ <nen B < at, sodah C¢ = (Agg)G. Wenn wir 3 := sup 3¢ setzen, so gilt
&<n
dann nach Wahl der p/ in N [G]

VE <1 Ipgany I (5) 1| & € 55 (Ce))

Wir erhalten auf jeden Fall einen Namen o, sodaf

1p, IF 1pq)(IFVE<i:prllae jﬁ(cf))

da aber P, die a-c.c. hat (4.2), und o™ regulér ist, finden wir auch ein § < o™,
dak wie gewiinscht ist. (]

Sei ¢ wie in der Behauptung. Betrachte nun in N{'[G] die P(«,v) Aussagen
pe=pllFae jﬁ(Cg) Wegen (D.,) finden wir in N [G] ein (t,T) € P(a, ),
sodaf
vE<n:(t,T) | v
Wegen (4.7) finden wir dann ein 3 < n, sodak (¢,7) IF ¢g. Nehmen wir uns
dann ein r € G und einen geeigneten Namen 7', sodaf r I+ ((£,7) I~ ©3), SO
gilt auch in NJ
r (5 T) Py IF 6 € j2(Cp)

also Cg € U(a, 7, 1). 4

Lemma 4.2.3: Sei v < oﬁ(a) und f < o und (Tr : £ < B) C Tr(a,7,t). Dann ist
N T¢ € Tr(a, 7, 1).

£<p

Korrolar 4.2.4: Fiir alle v < oﬁ(oa) erfillt P die ot -c.c.
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4.2 Der Beweis

Lemma 4.2.5: Seid <y < OU(a), und t € Koh(«,7), dann gilt

{n < a|t™(n) € Koh(a,7v)} € U(a,d,t 1 9)

BEWEIS: Ist ¢ so, dal § +1 < =, so folgt das Gewiinschte mit (B,) und Lemma 4.1.4
(f). Also ist der einzige interessante Fall der daf v =6 + 1.

1.Fall Nehmen wir zuerst an, daft ¢ 1 6 = &. In diesem Fall reicht es nach Lemma 4.1.4

2. Fall

(d) zu zeigen, dak
M :={n < q| 00(77) = 0 Amin(b,) > max(t)} € U(w,0,t 1 9)

denn das maximale Element von t\(¢ 1 §) hat Ordnung J.

Sei dann jetzt ¢ die Aussage oﬁ(d) = v A min(bg) > max(f) der Forcingsprache
von Pje(q) in Ng*. Wir finden dann nach der allgemeinen Induktionsvor. (D) ein
T € N [G], sodak (@,T) die Aussage (1]}Dja(a)\]}ha+1 I ) entscheidet.

é

BEHAUPTUNG 1: N§*[G] = (2,7T) IF 1P a0y /Pat IF ¢
5 la)iha

BEWEIS DER BEHAUPTUNG: Wegen der Wahl von T reicht es zu zeigen, dak es ein
t € Koh(a, ) gibt mit ((¢,73) I+ 1p o (oy/Par1 T @) in N§' [G].
igi(a)/Fe

Da T € Tr(e,6,9), gibt es ein n > max(f) in sucyr(@). Ist dann
G* C Pja(a)/Pa ein iiber Ni*[G] generischer Filter mit (((77),T<n>)>’“1pj?(a)/pa+l €

G*, dann ist min(b,) = n > max(t) wegen (Es). Also ist (n) wie gewiinscht. O

Wihlen wir jetzt ein r € G, das die Behauptung erzwingt, dann gilt
Ny 172, T) by ) /Bag IF #
Da ¢ ja gerade fiir & € jg‘(M) steht, folgt das Gewiinschte.
Sei jetzt t 1§ # @. Sei T' € Tr(a, d,t 1 §) beliebig.
BEHAUPTUNG 2: Ng [G] |= (t16,T) - 1p,, . /b, IF (E18)7(c) € Koh(jg(a),)
sle)/a

BEWEIS DER BEHAUPTUNG: Sei G* C Pjo(q)/Pa ein iiber Ni* [G] generischer Fil-

ter mit ((¢ 1 0, T))“l]pja( | /Pass € G7, dann gilt wegen (Es), dak t 1 6 < by, was
5 (o o

ausreicht um zu zeigen, dak t 1 6~ () € Koh(j§(c),)- O

Wihlen wir ein r € GG, dafs die Behauptung erzwingt, und wir erhalten, dafs

(01 0) by Py I (E] 8)"(a) € Koh(j§ (), d)
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4 Erzwingen iiberabzédhlbarer Kofinalititen mit iterierten Prikry-Forcing

Da j§(Koh(a, 7)) = Koh(j§(«),y) erhalten wir dann

A={n<alo(n) =6At]5 (n) € Koh(a,)} € Ula,5,t 1)
)

07
Fiir alle n € A gilt dann, da min(¢ 1 67(n)) = min(¢ 1 §) > max(¢\(¢ 1 §)), dak
nach Lemma 4.1.4 t~(n) =t\(t 1 5)"(¢t 1 0)"(n) € Koh(a,7), also

{n < a|t™(n) € Koh(a,v)} 2 A€ U(a,d,t19) 4

Lemma 4.2.6: Sei v < oﬁ(a), dann gilt:

(a) Sei (t1,T) € P(a,vy) beliebig, und sei to € Koh(a,3) mit by, = by,. Schreibe
Ty =ty (T1/t1), dann gilt:

(tl,Tl) (tQ,Tg) (tl,Tl)

(b) Gilt sogar v < oﬁ(a) und sind t1,t2 € Koh(o, ), dann gilt:
by, = by, = U(a,7v,t1) = U(a, v, t2)
BEWEIS (DURCH SIMULTANE INDUKTION NACH 7): Gelte das Lemma bereits fiir alle
0 <7y
(a) Sei (d1,...,0,—1) die monotonen Aufzihlungen einer kohdrenten Folge t. Wir setzen
i={0petiVk<m<n:o (5k)>o (6m)}
Nach Definition von Koh(a,~) gilt by« = by und es gilt jetzt sogar weiter
BEHAUPTUNG 1: Vi, s € Koh(a,7) : by = bgx = t* = s*

BEWEIS DER BEHAUPTUNG: Sei § € t* beliebig. Nach Vor. gilt dann zumindest
0 € bs; es existiert also ein n € s*, sodak 6 € b,. Nach Bemerkung 4.1.2 gilt
dann also entweder 6 = 7 (in diesem Fall wiren wir fertig, da dann ¢ € by wie

gewiinscht), oder § < 1 und oY () < oY(n).

Es gilt dann auf jeden Fall, daf nach Vor. ein ¢ € t* existiert mit 7 € b¢. In beiden

obengenannten Féllen folgt, daf § < ¢ und 06(5) < 06((’). Aber 6 und ( liegen
beide in t*. Widerspruch! (]

BEHAUPTUNG 2: Vt € Koh(a,y)Vo <~y :(t]10)" =t*1¢

BEWEIS DER BEHAUPTUNG: Sei 6 < 7 beliebig, und (£1,...,§,) die monotone
Aufzdhlung von t.

G E(t]8) e&e 16 AVi<j<n(e(t]d) =o' <ol (&)
SGEEIOAVI<j<n:o (&) < oY(&)
sSVi<j<n:o (£J)<5/\Vz<j<n 0 (Q)Soﬁ(ﬁi))

SLEAYI<j<n:ol(&) <6
e&Eet" o O
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4.2 Der Beweis

Wir haben jetzt zu zeigen, daf fiir alle t2"s € T5 gilt, daf fiir alle § < v sucy, 5(t27s) €
U(a,6,(t27s) 1 0). Da aber natiirlich sucy, 5(t27s) = sucq 5(t17s), reicht es zu
zeigen, dak U(a, 9, (t27s) 16) = U(«, 6, (t17s) 1 ), und nach der Induktionsvor-
aussetzung reicht dafir b, ~ 415 = b,~s)15-

Nach Voraussetzung gilt natiirlich b, ~ ;) = by, ~ ), und damit nach Beh. 1 (t37s)* =
(t17s)*, was jetzt mit Beh. 2 ergibt, daf:

bty 5)15 = O((t2~5)16)* = itams)*15 = b(t1~s)*15 = O((t1~5)18) = b(t1~s)15
Also ist (t2,T3) € P(a,7y), und der Rest ist nach Konstruktion klar.

(b) Weil die U(a,7,t;) Ultrafilter sind (oder einfach nach Symmetrie) reicht es zu
zeigen, dak U(a,y,t1) C U(a, 7, t2).

Sei also A € U(a,7y,t1). Wihle ein r € G und ein £ < o, sowie einen P,-Namen
Ty fur T, sodak _ .

NI E r“(tl,Tl)“pz - a € jy(A)
Wenden wir nun (a) an in NJ[G] und erhalten ein Tp € Tr(a,v,t2) mit
(t2,To) < (t1,T1). Sei r* in G, dak dies erzwingt, dann folgt

N | 17 (f, To) p¢ - & € G (A)

also A € U(a, 7, t2). 4

Bemerkung 4.2.7: Seien v < oY(a) und (¢,7),(s,S5) € P(a,v) mit (t,T) < (s,5),
dann gilt nach Definition, daf es ein r € S gibt mit b, = b; und R :=r~(T/t) C S.

Nach dem Ergebnis des Lemmas ist (r, R) € P(«,~) und (r, R) < (s,5). Das bedeutet,
daf wir fur unsere Zwecke wenn immer eine Verstdrkung von (s,.S) suchen, wir eine
Verstiarkung (r, R) finden konnen, daf sogar s < r und R C S gilt.

Lemma 4.2.8: Sei 0 < v < oﬁ(oz), sei H C P(a, ) ein tber V |G| generischer Filter,
setze
he=| J{t13T € Tr(a,v,t) : (t,T) € H}

dann gilt
(a) Fir alle (t,T) € H gilt by I h.
(b) h C « ist club.

(¢) otyp(h) = w?
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BEWEIS:

(a) Sei (t,T) € H beliebig. Zu zeigen ist by = h N lub(b,).

»C* Sei (61,...,0,) die monotone Aufzahlung von t. Fiir jedes & € b; gibt es dann
ein i < n mit § € bs,. Ware £ = §;, so wire wegen (t,7') € H auch £ € h wie
gewiinscht. Ist dagegen £ < 0;, so existiert ein (t¢,T¢) € Hy,, sodak & € t¢.
Da nach Induktionsvoraussetzung (D) damit by, < bs, gilt, folgt mit Hilfe von
Lemma 4.1.4, daf

" =(0p: 0 <k <i")"te™ (0 i < k < n) € Koh(a,7)

und b= = b;. Damit folgt nach Lemma 4.2.6, dak (¢*,7*) € P(a,7) und
(t,T) < (t*,T*) fur T* := ¢t*~(T'/t). Da H ein Filter ist, ist also (t*,7%) € H
und damit £ € t* C h.

C* Sei £ € hNlub(by). Also existiert ein (t¢,T¢) € H mit £ € te. Da (t,7T) und
(te, Te) kompatibel sein miissen, gilt entweder

§<lu:l;(bt)

bt < btﬁ = btﬁ N lub(bt) = bt 6 € bt

oder
be Jby = b, Cby=E €D

Dafs h unbeschrankt ist, folgt daraus, dak fiir alle 8 < «
Dg:={(t,T) € P(,y)| max(t) > 3}

dicht ist (dies wiederum folgt analog wie im Beweis von Lemma 2.1.4).

Seien also jetzt (B¢ : & < n) C h, sodaf B := supfe < o ist. Wiahlen wir ein
€<n

(t,T) € H mit max(t) > 3, und zusétzlich ((t¢,T¢) : £ < n) mit F¢ € te.

Wir kénnen dann 0.B.d.A. annehmen, daf bereits max(t¢) = B¢. Denn nach Lem-

ma 4.1.4 ist t¢ | (B +1) € Koh(e,7) und wegen Lemma 4.2.5 ist Koh(a,v) €

Tr(ov,7y,te | (Be + 1)), und offensichtlich ist dann (t¢, T¢) < (t¢ [ (Be+1), Koh(a, v)).

Damit ist also da H ein Filter ist, auch t¢ [ (8¢ + 1) C h.

Da die (t¢, T¢) und (¢, T) kompatibel sein miissen, folgt fiir alle § < 1 : by, < by,
also auch (B¢ : £ < n) C b;. Nach Induktionsvor. ist damit 3 € b, C h.

(¢) ,<* Da nach Induktionsvoraussetzung fiir jedes § < a mit oﬁ(ﬁ) < v gilt

o4

otyp(bg) = WP 41 <
reicht es zu zeigen, daf fiir alle § < aves ein (¢,7) € H gibt mit

hn(B+1) =1



>££

7 —

4.2 Der Beweis

Wir zeigen zuerst, dak h N (8 + 1) ein maximales Element besitzt. Wenn
nicht, dann wire {£ € h|¢ < B} C ( kofinal in seinem Supremum. Da aber
nach (b) h abgeschlossen ist, muf dieses Supremum in h liegen und ist dann
offensichtlich das maximale Element. Wiahlen wir dann schlieflich fiir jedes
e hn(B+1)ein (t,T¢) € H, sodak { = max(t¢). Da die (t¢,T¢) damit
paarweise kompatibel sind, sind die by, beziiglich < total geordnet. Und damit
gilt dann auch by, 500 = AN (B+1).

1.Fall Sei erst einmal v = § + 1, dann werden die ~-kohdrenten Folgen also

von den Zahlen, die Ordnung ¢ haben dominiert. Ganz dhnlich wie bei
dem Prikry-Forcing, haben wir dann in der generischen Folge w-viele Zah-
len mit Ordnung 6, denen jeweils nach Induktionsvoraussetzung w’-viele
Elemente zugeordnet sind. h sieht also etwa so aus:

oV=3§

1. Block 2. Block

(@3 + 1)- viele (3 + 1) - viele

- viele Blocke

Formal zeigen wir dazu erst einmal

BEHAUPTUNG 1: D,, :={(t,T) € P(c,7y)| Card({¢ € t|oﬁ(f) =0}) >n}
ist dicht fir alle n < w.

BEWEIS DER BEHAUPTUNG: Sei (¢,T) € P(«,y) beliebig. Da T ein -
Baum ist und U(«,6) C U(a,,t 1 6) ist dann

sucrs(t) N {8 < |0 (B) = 6} # @

Fiir ein §; € sucrs(t) N {6 < a|oﬁ(ﬁ) = 6} ist dann (¢7(01), Tj~(5,)) <
(t,T) in D;. Und rekursiv erhalten wir natiirlich mit diesem Verfahren
auch (t,,T,) < (t,T) in D,,. O

Nach Induktionsvoraussetzung ist jetzt fiir jedes (t,7") € D,
Card(b) >’ - n

und damit folgt nach (a) und der Tatsache, dak D, N H # @ fiir alle

n<w

otyp(h) > w® - w =t =
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2.Fall Sei jetzt v eine Limeszahl, dann werden die y-kohérenten Folgen natiirlich
nicht von Zahlen irgendeiner Ordnung dominiert. Es ist vielmehr eine
Art Limes, da jede kohérente Folge im generischen Filter von einer Zahl
hinreichen grofer Ordnung iibernommen wird. Dabei sind die Punkte wo
zum ersten Mal eine Zahl der Ordnung sagen wir § < « auftaucht, die
interessanten Etappen. h kann man sich dann etwa so vorstellen:

U=

N —

(@3+1) = viele

BEHAUPTUNG 2: D5 = {(¢t,T) € P(a,y)|3 € t : 06(5) = 0} ist dicht
fiir alle 0 < 7.

BEWEIS DER BEHAUPTUNG: Sei (t,T) € P(«,y) beliebig. Da T ein -
Baum ist und U(w,6) C U(a,v,t 1 6) ist dann

Vo < v :sucrs(t) N{B < af oﬁ(ﬁ) =0+

Fiir ein ¢ € sucys(t)N{F < af oﬁ(ﬁ) = d} ist dann (t7((), T~ (y) < (¢, 7)
in Ds. O

Nach Induktionsvoraussetzung ist dann fiir jedes (¢,7) € Dy
Card(b;) > °
und damit folgt nach (a) und der Tatsache, daf DsNH # & fiir alle § < v
otyp(h) > sup W’ = w?
o<y =
Lemma 4.2.9: Seiy < oﬁ(a), und (t*,T*) € P(a, ), dann ist
D= {(t,T) < (t",T%)[30 < I € suep-5(t") : (t,T) < ("~ (), Tj~ )}

dicht unter (t*,T%).

BEWEIS: Sei (¢,T) < (t*,7*) beliebig, dann kénnen wir nach Lemma 4.2.6 annehmen,
daB t* <t und T C T™*. Damit unterscheidet sich dieser Beweis nicht mehr von dem von
Lemma 2.1.12. 4
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Lemma 4.2.10: Sei~y < oﬁ(a), (1) eine Aussage der Forcingsprache von P(a,7y) und
(t,T) € P(e,y). Dann existiert ein T 2 T* € Tr(«,~,t), sodaff (t,T*) | ©(7).

BEWEIS: Man erinnere sich, dafl wir fiir eine Formel ¢ = ¢ und ¢! = —¢ schreiben.
0.B.d. A sei fiir alle s € T und alle § < ~

sucr5(s) C {6 < af oﬁ(ﬂ) =4}

sonst ersetzte Level um Level sucys(s) durch sucrs(s) N {38 < ¢ oﬁ(ﬁ) = ¢} fiir jedes
s € T. (dies geht, da {3 < a|0Y(B) =6} € U(a,8) C U(a,6,510)).
BEHAUPTUNG 1: Fs ezistiert ein T O T* € Tr(a,,t), sodaf fir alle t < s € T*
folgendes gilt:

i < 235 < y3n € sucy- 5(5) : AT € Tr(o, 7y, s~ () : (s~ (), T ) IF &(7)

=V € sucreg(s) : (s7(0), (T) s~ () - (1)

Der Beweis ist im Grunde der selbe wie der von Behauptung 1 im Beweis von Lem-
ma 2.1.13.

Sei jetzt ein (r, R) < (t,T*) gegeben, sodak (r, R) || ¢(7), 0.B.d.A. (r, R) IF ¢(7), wobei
wir nach Lemma 4.2.6 (r, R) so wihlen konnen, daf ¢t < r und R C T*. Ist jetzt r = t,
so sind wir fertig. Nehmen wir also an, daf r = s™(n*) fiir ein geeignetes n* € sucy=(s)
und t < s € T*. Nach Wahl von T* gilt dann

Vn € sucys 5+(5) : (s“<n>,TSi <n>) I o(7) (4.8)

Y(

wobei 0* = 0" (n*).

BEHAUPTUNG 2: V§ > 0*Vn € sucy«5(s) : (s7(n), T <77>) I+ o(7)
BEWEIS DER BEHAUPTUNG: Sei § > 0* beliebig, sei
A :=sucy-5(s) € U(, 0,5 1 9)

Nach Definition finden wir dann r € G, und ¢ < a™ und einen Baum T3 € Tr(a, d,s 1 J)
mit einem P,-Namen 77, sodals

N§ (516, T0)) B IF & € j§'(A) (4.9)
Es folgt jetzt, da § > ¢*, dak s 10" = (s10) | 0" und damit ist
sucy, 5+(s160) € U(e,8%,(s10)16%) =U(a,6%,510%)
und daher gibt es 8 € sucy, 5+(s 1 ) Nsucy= 5+ (s) Es gilt dann

((s 10)7(8), (T1)s15m () < (s 16,T1)
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4 Erzwingen iiberabzédhlbarer Kofinalititen mit iterierten Prikry-Forcing

wenn wir ein 7* < r in G nehmen, daf dies erzwingt erhalten wir mit (4.9)
N (31 0)7(8), (T1)s15-(5)) 8¢ I+ @ € 5 (A)

Also da (s™(B)) 10 = (s 1) (08) wegen oﬁ(ﬂ) = §* < ¢ folgt, dab A € U(«, 6, (s™(B)) 1

6). Wéhlen wir dann ein 8* € A N sucr-5(s™(8 >), so erhalten wir nach Definition von
Koh(a,v) und da oV(8*) = § > 6* = 0Y(B3), dak by~ g+ = bg~(g+. Nach Lemma 4.2.6
ist dann

(3A<ﬁ*>aTs*ﬂ< ) < (s7(8,8).T. ~(8,8* ))
Wegen (4.8) gilt nun weiter (s™(83, 3%), T <ﬁ,ﬁ*>) I gp(T) also auch

(s7(6"), T~ w*)) IFo(7)

Nach Wahl von T folgt daraus die Behauptung. (Jedes anderen Element aus sucy+ s5(s)
konnte man gegen [* eintauschen.) (|

BEHAUPTUNG 3: V0 < §*Vn € sucys 5(s) : (s7(n), T <77>) I o(7)

BEWEIS DER BEHAUPTUNG: Sel B := sucy=gs-(s) € U(w,0%,t 1 6%). Nach Definition
finden wir dann r € G, und ¢ < a®™ und einen Baum Ty € Tr(a,6*,t 1 6*) mit einem
P,-Namen 717, sodaf

Ng = r (3167, ) B - a € j§(B) (4.10)
Wir setzen dann
T = {s™ (o ma) € T¥|(5 16%) V1 < G <k o¥(my) < 6%) € T1)
Sei 3* € sucy«= 5(s), wir zeigen jetzt, daf
(B, T2 o) I () (.11)

Angenommen (4.11) wiirde nicht gelten, dann finden wir also nach Lemma 4.2.6 ein T
und (1o, . .., Mn), sodak

(748 ), ) < (5708, T )

und (s™(6*,m,...,0n), T2) Ik —¢(7). Nach Wahl von T* kénnen wir auch davon aus-
gehen, dak Ty = T7 B ) Sei 0 < 7 < n maximal mit V0 < j < i : 06(17]') < 0*
(wenn das Max1mum nicht existiert ¢ = 0). Nach Konstruktion von 7% ist dann s* :=
(s 1 6)°(6* m,...,m) € T1, es gilt also (s*, (T1)s+) < (s 1 6*,T1), und wenn r* < r in
G dies erzwingt, so gilt nach (4.10)

N§: | (3, (Th)s)) B I a € j(B)
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Es ist also B € U(a,6*,s*) und da s* = (s™(0%,m,...,m)) 1 6* finden wir ein § €
Bnsuery s+ (s7(8%,m, - .., mi)). Fiir dieses 3 gilt dann by~ 5y = b~ g+ 5, . . 8- Nach Lem-
ma 426 gilt dann fir T3 = (s™(B* s m,...,ni,0)(T*/s™(B)),
dak (s™(6*n1,...,m,0),T3) < (s“(ﬁ),Ts*w@), und damit folgt wegen oﬁ(ﬂ) = 0* mit
Hilfe von (4.8), dak (s™(8*,n1,...,ni,3),T3) IF ©(7). Wegen Konstruktion von 7™ folgt
daraus unmittelbar, daf (s™(8*,n1,...,m,6), T;- <,6’*,m,..‘,m,ﬁ>) = (7).

1.Fall Ist ¢ = n, so gilt nach Wahl von T5, daf

(S/\<ﬁ*a M- My ﬁ>7 T;’\ (5*,7717“,,772.”8)) I- _'90(7—)

Widerspruch!

2.Fall Ist ¢+ < n, so muB offensichtlich oY(m;.1) > 6* gewesen sein. Mit den gleichen
Argument, daf wir benutzt haben Behauptung 2 zu beweisen folgt dann, aus

(SAW*WI, s ’777;’/8>’T:A(B*7771,---777176>) I 90(7-) wegen OU(ﬂ) =42 OU<Ti+1)7 dak
STB5 My Mi1)s T e _ IF @(7) und damit natiirlich auch, dafs
+ s </8 77717"'7771+1>
SO 1,y ), T IF (7). Widerspruch zur Wahl von T5!
s ¥

Also gilt (4.11) doch. Und damit folgt wegen T** C T™* und der Wahl von 7™ die Be-
hauptung. O

/B*m17~--,77n>

Die Behauptungen zusammen mit (4.8) ergeben schlieflich, daf
Vo < yVn € sucr=5(s) : (s7(n), T~ <n>) Ik o(T)

Nach Lemma 4.2.9 erhalten wir daraus dann schon, dafs (s,73) IF ¢(7). Entweder ist jetzt
schon s = t oder wir wiederholen das Argument, das wir vorhin mit » benutzt haben. So
oder so erhalten wir schlieRlich, dafs (¢,7*) I (7). -

Mit diesem letzten Lemma haben wir, wie man jetzt zusammenrechnet (A)-(E) fiir
o nachgerechnet, und damit die Induktion beendet. Wir widmen uns schlieflich dem
Theorem.

BEWEIS (VON THEOREM 4.1.1): Als Kandidaten fiir unsere Iteration nehmen wir na-

tiirlich die so eben Konstruierte. Nehmen wir dann jetzt an n = oV(a) < « sei reguliir.
Nehmen wir einen beliebigen iiber V' generischen Filter G C P, und einen beliebigen
iiber V [G] generischen Filter H C P(a,0Y(a)).

Zum einen bezeugen dann die U(a, d,t) nach (C), dak « auch in V' [G] noch unerreich-
bar ist. Zum anderen haben wir natiirlich nach (D) in V [G] [H] die kofinale Folge vom
Ordnungstyp w". Es reicht jetzt also zu sehen, dak n reguldr ist in V [G] [H].

Ist es in V [G] reguliir so auch in V' [G] [H], da P(a, 0V (a)) ein schwach <a-abgeschlossenes
Prikry-Typ-Forcing ist. In V' [G] ist es dagegen regulér, weil nach Annahme bis einschliefs-
lich i in der Iteration nichts passiert ist, und die Rest-Iteration nach Theorem 3.2.6
mindestens schwach 7 -abgeschlossen ist. 4
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4.3 Beweis des zweiten Hauptsatzes

Sei 1 > Ny eine reguldre Kardinalzahl, und n < p sei auch reguldr. Sei k > p eine
Kardinalzahl mit oY (k) > n (0.B.d.A sei oY (k) = n).

Sei P, die Gitik-Iteration aus Theorem 4.1.1. Sei G* C Py ein generischer Filter. Wir
betrachten dann V* := V [G*], als unser neues Grundmodell. In diesem Grundmodell
finden wir dann unser Forcing Q¢™ = P(k,n), sodak 1p(em) IF cof(&) = 1.

Sei G C ColV (u,<k) ein iiber V* generischer Filter, und H C P(k,n) ein iiber
W := V*|[G] generischer Filter.

Dann erhalten wir, da ja auch P(k,n) ein schwach <k abgeschlossenes Prikry-Typ-
Forcing ist und da x weiterhin unerreichbar in V* ist, genau wie im Beweis des zweiten
Hauptsatzes

P (1) (4.12)
AN

Pu () = P ()

Auf der anderen Seite existiert natiirlich auch in W [H] eine in x = (u)"VH] kofinale
Folge (B¢ : £ < n), und da n nach (4.12) auch in W [H] reguldr bleibt, erhalten wir
letztlich

o cof V()W) =

o Va < gz cof V(@) = cofW (o) A Card" ] (o) = Card" ()
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5 Der stationare Turm

5.1 Verallgemeinerte Stationaritat

Definitionen fiir Clubmengen und Stationaritit

Wie der Titel schon andeutet wiinschen wir das Konzept von stationédren Teilmenge, auf
beliebige nicht-leere Mengen auszudehnen. Zumindest dies geht kanonisch, sobald wir
ein breiteres Konzept von Clubmengen haben. Bei beliebigen Mengen gibt es aber leider
keine offensichtliche Art zu definieren, was ,club® sein bedeutet.

Wir werden im Folgenden drei verschiedene Konzepte fiir Clubmengen vorstellen, und
zeigen, daf sie den gleichen Begriff von Stationaritdt induzieren. Fiir den Rest des Ka-
pitels werden wir dann alle drei Arten von Clubmengen, mehr oder minder gleichwertig
behandeln, um in verschiedenartigen Situationen immer die beste Form von Clubmengen
zur Hand zu haben.

Definition 5.1.1: Sei X eine nichtleere Menge.

(a) Bezeichne fiir eine Funktion F : [X]<¥ — X

Cr = {2 < XIF" [12]] € 2)
(b) Sei a:= (fi: X*) — X :i < w) eine Folge von Funktionen. Dann bezeichne

Ca={BAZCXNi<w:f [Zs(i)] c 2z

(c) Sei £ eine Sprache der Logik erster Stufe, dann setzen wir fiir eine £-Struktur
6 =(X;...)
Co={Y CX|Y <(X;...)}

Dies sollen also unsere Kandidaten fiir unsere ,neuen“ Clubs sein. Um der Notwen-
digkeit uns fiir eine zu entscheiden, aus den Weg zu gehen, werden wir zeigen, daf fiir
unsere Zwecke eigentlich kein Unterschied zwischen diesen besteht.Wir warnen, dafs es
dabei etwas technisch wird.

Lemma 5.1.2: Sei X eine nichtleere Menge.
(a) Sei F: [X]™* — X, dann existiert
a:= (fi:Xs(i)—>X:i<w)

sodafl Cqy C CF.
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(b) a :

= (fi - X*W — X : i < w) sei eine Folge von Funktionen. Dann existiert
F:[X]* — X, sodaf Cp C C,.

BewEIs: (a) Sei F: [X]*¥ — X gegeben, definiere fiir 0 < n < w

62

fn: X" — X
(zl,...,zn)'—>F({z1,...,zn})

und fo = F(@). Fir a := (f, : n < w) gilt dann Cy C CF.

a:=(fi: X*) = X :i < w) sei gegeben.

Gehen wir zuerst davon aus, daf X endlich ist. Wir definieren dann F : [X]~¥(=
P(X)) — X,sodak firalle Z C X F(Z) ¢ Z. Dann ist Cp = {X} C C,.

Sei nun also X unendlich, wir wiihlen eine abzéhlbare Teilmenge {z,|n < w} C
X, und eine Wohlordnung <x auf X. Wenn wir im folgenden {xi,...,z,} C X
schreiben, sollen die z; nach <y geordnet seien.

Sei (7" : m < w,n < m!) eine Folge, sodak (7" : n < ml!) fiir alle m < w die

Menge aller Permutationen einer m-elementigen Menge durchlaiift.

Sei 0w — {(m,n)|m < w,n < s(m)!} so, dak (¢=1)” [{(m,n)}] fiir alle m < w
und n < s(m)! unendlich ist. Wir schreiben o%(n) fiir die i-te Komponente von
o(n).

Wir definieren jetzt

f”l(")(ZﬂZ§§Z§<1>’ e Z”ZQEZ))(S(UI(”))) [z € 2AYM > n:xy, ¢ 2]

Nz ={z1,... ,Zs(gl(n))} U{zn}
Tnt1 z=A{xn}
x(o sonst

Sei nun Z € Cg beliebig. Wir wollen zeigen, dalt Z € C,.
BEHAUPTUNG: Es gilt {zp|n <w} C Z, alsoVn <w :z, € Z.

BEWEIS DER BEHAUPTUNG (DURCH INDUKTION NACH N): IA: Da Z € Cr muf
insbesondere xg = F(&) € Z sein.
IV: Gelte bereits z,, € Z.

IS: Da Z € Cp und {z,} € [Z]=¥ muf insbesondere z,11 = F({z,}) € Z sein.0]

Sei jetzt m < w beliebig, und (zf,...,z;"(m)) e z5(M_ Wihlen wir n < s(m)!
und 21, ..., Zg(m), 80 dab zrm(1) = 27, ., Zam(s(m)) = z;‘(m) und die 21,..., Zy(m)
nach <y geeordnet sind. Es ist zu zeigen, daf f,(z],.. .,z;k(m)) € Z oder anders
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ausgedriickt fo(2rm(1),- -5 Zrm(s(m))) € Z- Sei k 1= max{i < wl|z; € 2}, sel k <[
ein Urbild von (m,n) unter o, dann ist {z1, ..., z5n)} U{2m} € [Z]™* und

fn(ZﬂgL(l)’ s Zﬂﬁ(s(m))) :fal(l) (Zwvl(l)(l)’ s % Ul(l)(s(gl(l))))

a2(1) Ta2(1)

=F({z1,-- -, 2sm)y U{om}) € Z 4
Dies klirt die Verwandheit von Variante (a) und (b).
Lemma 5.1.3: Sei X eine nichtleere Menge.

(a) Sei £ eine abzdhlbare Sprache der Logik erster Stufe, sei & = (X;...) eine £-
Struktur, dann ex. a := (f; : X*® — X i < w) sodaf Cy C Ces.

(b) a:=(fi : X*) — X :4 < w) sei eine Folge von Funktionen. Dann ezistiert eine
Sprache der Logik erster Stufe £ und eine £-Struktur & = (X;...), sodaff Cs C C4.

BEWEIS:

(a) Sei fiir jede £-Formel ¢(zo, ..., xy) eine Skolemfunktion f, : X™ — X gegeben. Sei
a:= (f,, i < w) fiir eine Abzdhlung der Formeln (p; : i < w) dann ist bekanntlich
Cq C Ce.

(b) Sei a := (f; : X*W — X :i < w) gegeben, dann ist fiir eine geeignete Sprache
auch & = (X;(f; : i < w)) eine Struktur. Und fir ein ¥ < (X;(fi : i < w)) und
i <w, gilt fiir alle (y1,...,ys04)) € YO dak Y = fi(yi, ..., Ys(i)) = ¥ genau dann wenn
X E filyr, - Ys@) =y, danun Y = Jy : fi(y1,- .., Ys)) = ¥, ist der echte Wert von

fiy1, -, Ys()) schon in Y.
Mit diesem Argument folgt C's C C. gy

Dies klart die Verwandheit zwischen Variante (b) und (c). Wir merken an, daf es
uns mehr um die Varianten (a) und (c) geht, dak es aber unserer Meinung nach am
einfachsten ist, iiber den Umweg mit Variante (b) die beiden zu vergleichen.

Definition 5.1.4: Sei X eine nichtleere Menge. Wir nennen dann
CF(X)={ZCPX)|3F:[X]™¥ - X:CprC Z}
den Clubfilter auf P(X).

Wir wissen an diesere Stelle eigentlich noch nicht, daff es sich dabei tatsdchlich um
einen Filter handelt, aber dies wollen wir sogleich nachholen.
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5 Der stationidre Turm

Proposition 5.1.5: Sei X eine nichtleere Menge. Dann gilt
(a) CF(X)={Z CPX)PFa=(f;: X*0) = X:i<w):CyC Z}
(b) CF(X)={Z CP(X)|3£36 = (X;...): Card(L) <w A Cs C Z}
(¢) CF(X) ist ein Filter auf P(X).

BEWEIS:

(a) Folgt sofort aus Lemma 5.1.2.
(b) Folgt sofort aus Lemma 5.1.3 in Verbindung mit Lemma 5.1.2.
(¢) Seien Cy, C1 € CF(X) beliebig. Nach (a) finden wir
a = ((fe s (X0 = X i < w)
sodals Cq, C Cj. Wir definieren jetzt
a:=(fi: (XD 5 X :i<w)
und zwar soll f; = (f;j)x sein, wobei i = 2 j + k fiir k£ < 2. Dann ist
Ca=0Cq,NCyqy CCoNCY
Nach (a) also CoNC; € CF(X). 4

Wir werden also im Folgenden den Clubfilter als Sammelbegrift fiir die verschieden
Arten von Clubs verwenden. Auf diese Weise erhalten wir uns eine gewisse Flexibilitit,
wenn wir uns mit stationdren Mengen befassen, die wir nun auch endlich ansprechen
wollen.

Definition 5.1.6: Sei X eine nichtleere Menge, und S C P(X). Dann heift S stationér
in P(X), wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt sind.

(a) Fiir alle C € CF(X) ist SNC # @.

(b) Fiir alle F': [X]*¥ — X ist SNCp # @.

(¢) Firalle a= (f; : X*®) — X :i < w)ist SNC, # @.

(d) Fiir alle abz&hlbaren Sprachen £ und alle £-Strukturen & = (X;...)ist SNCgs # &.

Wir fragen uns natiirlich, was den neuen Stationaritdtsbegriff mit dem Alten verbindet.
Dabei ist das nachfolgende Ergebnis das Beste was wir garantieren kénnen.

Proposition 5.1.7: Sei A eine regulire iberabzihlbare Kardinalzahl. Sei S C X C P(N).
Dann ist S stationdr im gewdhnlichen Sinne genau dann, wenn es stationdr im neuen
Sinne ist.
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5.1 Verallgemeinerte Stationaritit

BEWEIS:

” b))
=

Sei S jetzt stationir im alten Sinne. Sei F': [\]** — X beliebig.
BEHAUPTUNG: Cg N A ist club im alten Sinne.

BEWEIS DER BEHAUPTUNG:

1. Sei (B¢ : € < a) C CpN A, sodak B := sup B¢ in A ist. Sei z € [B]"¥, dann
{<a

ist z € [B¢]" fiir ein & < «. Dann ist nach Vor. F(2) € B C B. Also ist
B € Crp N A Das zeigt, dals C'r N X\ abgeschlossen ist.

2. Sei a < A\ beliebig. Definiere durch Rekursion eine aufsteigende Folge
(o, n < w). Setze dazu ap = «. Angenommen wir hitten jetzt bereits
oy, definiert, dann setze

a1 = sup(F” [[an] ™))

Da Card([e,]=¥) < A und A regulir, ist oy, 11 < A. Setzen wir nun a, =
Sup au,, so ist da A iiberabzahlbar und regulér ist o, < A. Sei nun a € [aw]<w

nw
beliebig. Fiir ein geeignetes n ist dann a € [oy,]<* und damit nach Konstruk-
tion F(a) € oy C . Das heifit a < a, € CpN A O

Es gilt also nach der Behauptung SNCr=SNCrNA# 2

Sei S jetzt stationdr im neuen Sinne. Sei C eine beliebige Clubmenge (Club im
alten Sinne!). Wir definieren dann

F N — A a — min{¢ € C|¢ > max(a)}

Dies ist wohldefiniert, da C' unbeschrinkt ist. Sei jetzt o € C'r N A beliebig. Dann
gilt fiir alle £ < «, dak £ < F({¢}) € a. Da dann F({¢}) € C ist also a ein

Limespunkt von C. Wegen der Abgeschlossenheit von C, ergibt dies Cr N A C C,

also SNC D SNCrNA S SNCp 42 4

Beispiele 5.1.8:

(a) Sei X eine nichtleere Menge und a € X beliebig, dann ist

Co:={ZCXl|lae Z} € CF(X)
Das liegt daran, dat C, = CF ist fiir folgendes F":

FiX]™ — X

ZH—a
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5 Der stationidre Turm

(b) Sei X eine nichtleere Menge und w < A < Card(X) eine Kardinalzahl, dann ist
PA(X) stationér, nach dem Satz von Lowenheimskolem. (Um dies einzusehen, be-
nutze man am besten die Variante (d))

(c) Sei A > w eine singuldre Kardinalzahl. Dann ist natiirlich (cof(\), A) stationédr im
alten Sinne, ist aber nicht stationir im neuen Sinne. Um dies zu sehen, wihle man
erstmal eine kofinale Folge (B¢ : € < cof())), und definiere dann ein F : [A\]~* — A

wie folgt:
F(z) = {55 z=A{¢}

0 sonst

Man sieht dann jetzt, dak Cr N (cof(N),\) = @.

Daf die Mengen aus (a) und (b), club bzw. stationér sind, sollte man sich merken,
wir werden ihnen im Folgenden 6fter begegnen. (c) zeigt natiirlich, daft das Ergebnis aus
Proposition 5.1.7 nicht verbessert werden kann.

Hilfsmittel fiir den Umgang mit stationdren Mengen

Sei @ # X C Y, und seien A C P(X) und B C P(Y) bleibig, dann schreiben wir:

A1Y:={ZCY|ZNX €A} und B | X :={ZNX|Z € B}

Auf diese Weise werden wir stationdre Mengen die auf unterschiedlichen Mengen leben
vergleichen kdnnen, dabei ist wichtig, daff Clubmengen und stationire Mengen bei dieser
Verschiebung club bzw. stationdr bleiben, und dies zeigen wir jetzt.

Lemma 5.1.9 (Erstes Projektionslemma): Sei o # X CY.
(a) Sei C € CF(X), dann ist C 1Y € CF(Y).
(b) Sei C € CF(Y), dann ist C | X € CF(X).
BEWEIS: (a) Sei F: [X]™¥ — X, so dak C D Cp. Wir definieren, dann

G: Y] —Y
ar— Fan X)
Fiir ein Z C Y gilt dann:
Z €Cg V2 e[Z]™Y:G(2)
SVze[Z]Y: F(znX
SVze [ZmX]<w F(z
eVze[ZnX]™: F(z

yeZ
)EZ
)EZ
)eEZNX < ZNXeCresZelCplY

Alsoist CTY D Cp 1 Cy =Cg,also C 1Y € CF(Y).

66



5.1 Verallgemeinerte Stationaritit

(b) Sei a:= (f; : [X}S(i) — X i <w)sodak Cqy C C. Sei £ eine Sprache, die genau
aus Funktionszeichen f; fiir i < w besteht. Bezeichne T die Menge aller £-Terme.
Definiere dann fiir alle 7 € T' eine Funktion f, mit Stelligkeit s(7), die den Term
T interpretiert, wenn f; durch f; interpretiert wird. Definiere dann fiir ein festes
reX:

Jr :[X]S(T) — X
GH{me) fr(a) € X
v fle)gX

und setze ferner a* := (g, : 7 € T'). Sei jetzt Z € Cq. Sei A :=ZU | f;” [[Z]S(T)}.

Es ist dann A € C,. et

BEHAUPTUNG: ANX =7

BEWEIS DER BEHAUPTUNG: Z C AN X ist klar. Es bleibt z.z. AN X C Z,oder
VreTvze (2T f(2) e X = f,(2) € Z

Wenn aber f-(z) € X, dann ist f,(z) = g-(z), und da Z € Cq und z € [Z]*7), s0

ist fr(2) =g-(2) € Z. O

Mit der Behauptung erhalten wir dann schlieklich, dak Z € Cy | X, also, da Z
beliebig war, daf Cyx C Cy | X. Also Cy» C C | X, damit C | X € CF(X). 4

Lemma 5.1.10 (2. Projektionslemma): Sei @ # X CY.
(a) Sei S C P(X) stationdr, dann ist S 1Y stationdr auf Y.
(b) Sei S CP(Y) stationdr, dann ist S | X stationdr auf X.

BEWEIS:

(a) Sei S stationédr auf X. Sei C' € CF(Y'). Nach dem vorhergehenden Lemma ist dann
C | X € CF(X), also nach Vor. SNC | X #@. Seiz € SNC | X, dann ist also
reSundr=yNX fiireiny e C.Dannistalsoye STYNC.

(b) Sei S stationar auf Y. Sei C' € CF(X). Nach dem vorhergehenden Lemma ist dann
C 1Y € CF(Y), also nach Vor. SNC 1Y # @.Seiy € SNC 7Y, dann ist also
yeSund x:=yNX e€C.Dannistalsoz € S | X NC. 4

Der nichste Satz schlieklich ist ein Analogon zu dem beriihmten Satz von Fodor.

Satz 5.1.11 (Normalitit): Sei X eine nichtleere Menge, S C P(X) stationdr,
f S — X eine regressive Funktion. Dann existiert eine stationdre Menge S c S,
sodap f auf S’ konstant ist.
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5 Der stationidre Turm

BEWEIS: Angenommen fiir kein a € ran(f) ist {z € S|f(z) = a} stationdr. Dann finden
wir also fiir jedes a € ran(f) ein G, : [X]=¥ — X, sodaf

Co,N{z e S|f(zx)=a} =2
Fixiere ein beliebiges x € X .Wir definieren jetzt fiir n < w Funktionen

9n :Xn—H — X
<a’7$17"' ,:L‘n> '_) {Ga({xh“"m"}) @€ l"an(f)

x sonst

Bezeichne dann & die Struktur (X; (g5, : » < w)). Wir finden dann ein Z € SNCs. Man
beachte, dakl damit Z unter allen g,, abgeschlossen ist. Es gilt dann ferner a := f(Z) € Z,
und damit fiir alle {z1,...,2,} C Z, dak {a,z1,...,2,} C Z, also

Gol{z1,.. . 2n}) = gnla,x1,...,2p) € Z

Daf heifst also Z € Cg, N {x € S|f(x) = a}. Widerspruch! -

5.2 Die Stationdrer-Turm-Einbettung

Das Forcing

Bemerkung: Sei X eine nichtleere Menge, S C P(X) stationdr. Dann ist |JS = X.
(Sei x € X beliebig.Betrachte F' : [X]~ — X , F = z. Dann ist fiir alle Z € Cp z € Z.)

Definition 5.2.1: Sei S eine nichtleere Menge. Dann heifst S stationdr genau dann,
wenn es stationdr in (J S ist.

Definition 5.2.2: Sei k eine unerreichbare Kardinalzahl. Wir definieren eine partielle
Ordnung (P, <), wie folgt:

o P, ={S € V,| S ist stationér}

o Fur zwei S,T € P, gilt S <T genau dann, wenn |JS 2 YT und SCT TUYS.

Wir nennen P, den stationdren Turm.

Diese partielle Ordnung hat jetzt die niitzliche Eigenschaft fiir je zwei kompatible Ele-
mente eine schwichste gemeinsame Verstédrkung zu haben. Nachdem man etwas nachge-
dacht hat, bietet sich folgende Menge an.

Fiir zwei stationére Mengen S, T schreibe

SAT:=ST(JsulJnnst(JsulJ1)
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Lemma 5.2.3: Sei k eine unerreichbare Kardinalzahl, P, der stat. Turm. Dann sind
S, T € Py genau dann kompatibel, wenn S N'T stationdr ist. S AT ist in diesem Fall die
schwdchste gemeinsame Verstirkung von S und T.

BEWEIS: Seien S, T € Py beliebig.

»=" Seien S und T kompatibel. Wir finden also ein stationédres R, sodass R < S, T, d.h.
URD (USUUT)und RC ST|URund RC T 1 JR. Betrachte R | (USUUT).
Istze R (JSUUT), dann ist z :=yN(JSUYT) fiir ein y € R. Also ist nach
Vor. sowohl y N JS € S, als auch y N YT € T. Damit folgt

znlJs=[ynJsvlUn|nUs=ynUses

alsox € S 1T (USUUT) und véllig analog folgt = € T'7 (IS UUT). Dies zeigt
R | (USulUT)CSAT, und da nach Lemma 5.1.10 R | (JSUUT) stationér
ist, so auch S AT, und damit S AT € Pg; ferner gilt R < SAT, da

SATT|JR2 [Rl(USUUT)} 1JR2R

,<“ Wenn S AT stationér ist, so ist offensichtlich auch S AT € P,, und offensichtlich
ist es eine gemeinsame Verstirkung von S und 7. Das es die schwéchste Solche ist,
ergibt sich direkt aus dem Beweis von ,,=“. 4

Das nachfolgende Lemma ist die natiirliche Konsequenz von Satz 5.1.11 angewandt auf
unsere partielle Ordnung.

Lemma 5.2.4: Sei k eine unerreichbare Kardinalzahl, P, der stal. Turm. Sei X € Vj
nicht leer, und sei f € PNy regressiv auf einer stationdren Menge A C P(X), dann ist
folgende Menge dicht.

D:z{REIPHXQUR/\HszERlX:f(z):x}

BEWEIS: Sei R € P, beliebig. O.B.d.A. ist X C |JR.(Sonst gehe zu R 1 (X U|JR)
iiber). Definiere f*: P(|JR) — Y durch f*(z) = f(2 N X). Auf der nach Lemma 5.1.10
stationdren Menge A T |J R ist f* dann regressiv. Wegen Normalitat (Satz 5.1.11) ist
dann f* konstant auf einer stationiren Menge R* C R mit Wert z. Ist dann y € R* | X
beliebig, so ist y = z N X fiir ein z € R*, also

fy)=1()==
d.h. R* € D. Da R* < R folgt die Behauptung. -

Fixiere fiir den Rest dieses Abschnittes einen iiber V' generischen Filter G C Py, wobei
k irgendeine unerreichbare Kardinalzahl sei.

Wir werden zeigen, dal ein solcher Filter eine generische Einbettung erzeugt, und zwar
indem wir zeigen, daf G im Endeffekt aus vielen Ultrafiltern zusammengesetzt ist, deren
Einbettungen wir zu einer kombinieren kénnen.
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5 Der stationidre Turm

Proposition 5.2.5: Sei X € V,; eine nichtleere Menge. Dann ist

Ux ={SeqGJS=Xx}={T|XITeGrXx T}

ein normaler V-Ultrafilter auf P(X) der den Clubfilter erweitert.

Bewers: {SeGUS=X}={T|X|T e GANX CJT} folgt aus Lemma 5.1.10, und
daR T<T | X.

1.

Um zu zeigen, dals Ux den Clubfilter erweitert, reicht es zu sehen, dal wenn C' €
CF(UC) ist, dann ist es mit allen S € P, kompatibel. Nach Lemma 5.1.9 ist
C1(USulyC) e CF(USulUC), und damit ist dann auch SAC wieder stationér.
Nach Lemma 5.2.3 folgt damit schlieflich, dak S und C' kompatibel sind.

st SeUxund SCTmit T € Vund YT = X, soist T € P, und T' < S. Damit

T € Ux, da G ein Filter ist.

. Seien S,T € Ux, dadann S,T € G, so ist nach Lemma 5.2.3 auch SAT € G. Aber

daUS=UT=X,s0ist SNT=SAT €U,.

Sei S C PY(X) mit S € V beliebig. Um zu zeigen, daR Uy ein Ultrafilter ist, reicht
es zu zeigen, daf

D:={TePJXC|JTAT|XCSVT|XCPX)\S}

dicht ist. Sei dazu T' € P, beliebig. O.B.d.A. sei X C (JT (sonst gehe zu
T 1 JT U X iiber). Definiere

T0:={zc|JTIZnXeS} T':={zc|JT|ZnX ¢S}

dann ist 7° UT! = T. Angenommen, sowohl T als auch T wiren nicht statio-
niir, dann finden wir C; € CF(JT) mit C; N T* = @ (i < 2). Dann gilt aber
ConCiNT =@, aber CoNCy € CEF(YT) und T war stationdr. Widerspruch!

Ist jetzt also etwa T stationir, so ist 7° € P, und 7° < T, und ferner per

Konstruktion 70 | X C S. Also T" € D. Analog ist natiirlich auch 7' € D und
T' < T, so es stationr ist. Also ist D dicht.

. Das Ux normal ist folgt aus Lemma 5.2.4. 4

Es ist jetzt klar, dafs wir viele Ultrafilter erhalten, die aber natiirlich auf verschiedenen
Mengen leben. Dennoch kénnen wir sie vergleichen.

Lemma 5.2.6: Sei @ # X C Y. Set S C P(X), dann ist S € Ux genau dann wenn
STY e Uy.
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BEWEIS:

»=" Sei S € Ux. Wir betrachten D := {T' < S|Y C (JT}. Sei T' < S beliebig, dann
ist 7T (UTUY)<Tund T 1T (UTUS) € D. Es ist also D dicht unter S. Da
S € G, finden wir also auch ein T € D N G. Fiir ein solches T gilt T | Y € Uy.
Sei x € T' | Y beliebig, es ist also x = y NY fiir ein y € T. Da nach Wahl von T
TCS1TUT,ist dann y N X € S. Damit ist auch

fcﬂX:[yﬂY]ﬂXX%YyﬂXGS
also x € § TY. Damit folgt schlieflich, dak 7' | Y < STY,also STY € Uy.

<= Sei jetzt S TY € Uy. Wir miissen zeigen, daf dann S € (. Dies folgt umgehend
daraus, dak STY < S. 4

Die Einbettung und Normalitit

Wir wollen also jetzt die Einbettung definieren, und werden jetzt ganz dhnlich wie man
das bei den bereits bekannten Ultrapotenzen gemacht hat, aus der Normalitdt unserer
Filter eine Methode herleiten kann, die Forcingrelation des stationdren Turmes mit der
Einbettung in Verbindung bringen kann.

Fiir ein nichtleeres X € V,; setzen wir dann Mx := Ult(V; Ux), bezeichne [f]y fiir ein
f e PX)y, die Aquivalenzklasse beziiglich Uy, und Ex die iibliche Ordnung auf diesen
Aquivalenzklassen. Ferner setzen wir Mg = V.

Fir X CY € V, definieren wir ferner Funktionen

jf/( Mx — My
wie folgt: Ist X = & so sei j? kurz jy die Ultrapotenzeinbettung. Ist dagegen X # &,
so definiere
¥ :Mx (= Ult(V; Ux)) — My (= Ult(V; Uy)) [x — vy
wobei fiir ein f € Py,
fy:PY)—V Z— f(ZNX)

Proposition 5.2.7: Sei X CY €V, dann ist jf,( elementar.

BeweEls: Fir X = & ist dies klar. Sei also @ # X C Y und ¢(x1,...,x,) eine beliebige
Formel der Mengenlehre. Dann gilt fiir alle fi, ..., f, € Py

Mx E o([filx s [falx) B{Z S XI(1(2), . Fal 2))} € Ux

B2 C X|p(fi(Z),.... fa(2)} 1Y €Uy
S{ZCY|pe([ilZNX),...,fu(ZN X))} € Uy

Fos

& My = o(((f)yly - [(Fa)yly)

Dies zeigt, daf ji)/( wohldefiniert und Elementar ist. 4
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Proposition 5.2.8: Sei X CY C Z € V,,, dann ist j‘Z/ ojff = j%(.
BEWEIS:

1.Fall: Angenommen X = @. Dann ist jy (z) = [cz]y, wobel ¢, die Konstante Funktion
mit Wert x auf P(Y") bezeichne. Man sieht dann, da$ (¢;)z die Konstante Funktion
mit Wert = auf P(Z) ist, d.h.

iz Gy (@) = 5z ([ealy) = [(a) 2] 7 = jz ()

2.Fall: Sei jetzt X nichtleer. Es reicht dann zu zeigen, dak (fy)z = fz fiir alle f € Py,
ist. Dies folgt da fiir 2 C P(Z)

f2(2) = fzNX) = F((zNY)NX) = fy(z2NY) = (fr)z(2) .

Wir erhalten also ein gerichtetes System ((Mx; Ex),j : X CY € V). Den direk-
ten Limes dieses Systems bezeichnen wir fortan mit (M; E) die Limeseinbettungen mit
j& : Mx — M. Wir schreiben [f] fiir 52 ([f]y), wenn f : P(X) — V. Nach Definition
des Limesmodells gilt dann

M ={[flpl3o#X eV, f:P(X)—-V}

j& :V — M nennen wir der Einfachheit halber einfach j.
Der niichste Satz (dessen Beweis auf dem nachfolgenden Lemma basiert) ist vergleich-
bar mit dem Resultat Proposition 0.0.3.

Lemma 5.2.9: Sei @ # X C Y € V.. Sei iy : P(Y) — Y diejenige Funktion mit
i (2) = 2N X. Dann gilt

jy” [X] = {a € Myl|a Ey [i¥'],}
BEWEIS:

,C“ Sei z € X, dann ist
A:={2CYlcs(2) € zf/((z)} ={zCYlzeznX}={2CY|z ez}

Betrachte jetzt F': [Y]* — Y, mit fiir alle z € [Y]™* F(z) = 2. Dann ist A gerade
Cr, also in CF(Y) und damit nach Proposition 5.2.5 in Uy . Also ist [¢,]y By [i3 ]
»,2" Sei a € My mit a By [Z{/(] P)

unmittelbar, dafs

= [f]y fiir ein geeignetes f € v. Es folgt dann

y-a
A={2CY|f(z) ezNnX} €Uy

also ist f [ A regressiv. Wir wollen zeigen, dak es ein x € X gibt, sodak

{zCY|f(z) =2} €Uy

D:={ReP,)Y CURANTx € XVz € R|Y : f(z) = x} ist jetzt dicht wegen
Lemma 5.2.4. Also finden wir ein R € GN D, dh. R|Y € Uy, und f ist konstant
auf R | Y mit Wert z € X. Also ist [f]y = jy (). =
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Satz 5.2.10: Sei @ # X C Y € V. Sei z{f : P(Y) — Y diejenige Funktion mit
is (2) = 2N X. Dann ist
77 [X] ={a € MlaE [i];}

BEWEIS: Wir wissen wegen Lemma 5.2.9 daf jy” [X] = {a € My|a Ey [iX]}. Sei jetzt
a € M beliebig. Dann ist nach Definition des direkten Limes a = jZ (a*) fiir ein a* € M,
fiir ein geeignetes Z € V,..0.B.d.A. sei Y C Z, sonst gehe zu Z U Y iiber. Dann gilt:

a€j [ X]edre X a=jx)
sIr e X 12 (a*) = jZ (jz(2))
sdre X :a* = jz(x)

Lemma 5.2.11: Sei @ # X € Vj,, und i5 die Identitit auf P(X) dann gilt
Ux ={Z S P(X)| [ix] E j(2)}
BEWEIS: Sei Z C P(X) stationdr, dann gilt

ZeUxe{zCX|zecz(2)} eUx
{2 C X|i¥(2) € cz(2)} € Ux
%%S [Z%}XE)(])(QZ)

Korrolar 5.2.12: Angenommen M wdre fundiert, wir wollen dann M mit seinem tran-
sitiven Kollaps identifizieren. Es gilt dann fir alle stationdren S € Vj;:

SeGoj [US} € j(S)

BEwEIS: Nach Satz 5.2.10 wird natiirlich [z§]G auf j” [X] abgebildet. Das Ergebnis von
Lemma 5.2.11 stellt sich dann wie folgt dar

SeGeseclys < US| €i) .

So nun wissen wir, was wir noch zu tun haben. Wir hétten gerne ein fundiertes M. Im
allgemeinen wissen wir aber nicht mehr als dies.
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Bemerkung 5.2.13: « C wip(M)

BEWEIS: Sei a@ < & beliebig. Sei i : P(a) — P(a) die Identitdt. Nach Satz 5.2.10
représentiert [i], dann j” [a]. Da M ein ZFC-Modell ist finden wir Funktionen g,hin V,
sodafs

M Eglq : [i]lg — [h]g ist der Mostovski-Kollaps

Wir definieren dann f : « — M, sodafs gilt
fle) =y e MEglq(i(z) =y

Da j insbesondere ein Monomorphismus ist, sieht man jetzt, dak f bezeugt, dak [h], in
M korrekt o wiedergibt. 4

Es bleibt also noch iibrig, Bedingungen zu finden, unter denen M vollkommen fundiert
ist, um diese zu formulieren ben6tigen wir allerdings einige zugegebenermafen technische
Begriffe, die wir in den nichsten zwei Abschnitten besprechen wollen.

5.3 Semiproperness

Definition 5.3.1: Sei X eine nichtleere Menge, A eine {iberabzdhlbare Kardinalzahl mit
A < Card(X). Dann bezeichne

CFA(X) = {ZNPA(X)|Z € CF(X)}

den Clubfilter auf Py (X).

Definition 5.3.2: Sei k eine unerreichbare Kardinalzahl. D C P,. Bezeichne sp(D) die
Menge aller X < V.41, sodafs

1. Card(X) < K
2.De X

3. s existiert ein Y < V.11, sodaft
e XCVY
e XNV, 4YNV,
e JBeYND:YN(UB)eB

Ferner heifst D semiproper genau dann, wenn sp(D) € CF,(Vi.41).

Bemerkung: Sei k eine unerreichbare Kardinalzahl, und ¥ < V,, und Z € Y, sowie
F:[Z]" - ZinY. Dann ist Y N Z € Cp. (Man sollte sich das merken, da es im
Folgenden sténdig benutzt wird).

74



5.3 Semiproperness

Proposition 5.3.3: Sei x eine unerreichbare Kardinalzahl. A C Py. Sei Y < Vi mit
A €Y. Seien dann B1,Bo € YNAmitY N (UB;) € B; (i <2), dann sind By und Bo
kompatibel.

BEwEIS: Es gilt nach Voraussetzung.
Yn((JB)n({B) € B1 A By (5.1)

Angenommen es gélte Byl B, also nach Lemma 5.2.3, daf B; A Bz nicht stationér ist.
Nach Voraussetzung gilt dann

Y | B A By ist nicht stationar
wir finden also ein F' € Y, sodaf
CrNBIANBy =9 (5.2)

Da F €Y ist, gilt aber auch YN ((UB1) N (U B2)) € Cp. Widerspruch!( siehe (5.1) und
(5.2)) .

Lemma 5.3.4: Sei k eine unerreichbare Kardinalzahl und D C P, semiproper. Dann ist
D prddicht, d.h. fir alle S € Py ex. ein B € D sodafi B und S kompatibel sind.

BEWEIS: Sei S € P, beliebig. Setze
T:={X < Vep1| Card(X) < e AX N (| JS) e SAl ]S € X}

T C Py(Vis1) ist stationdr. Denn wenn wir Cy := {X C Vi i|X < Vip1} und
Cy = C Vit1|US € X} setzen, dann kénnen wir T' auch folgendermafen schreiben
T = Cy N & QPK(VK;JFI) NS T Vit

~—
€CF(Vi+1) €CF(Vit1) stat.

(Wir merken an, da das gleiche Argument, daf zeigt, daft S T Vi1 stationér ist, auch
zeigt, dak P (Viy1) NS T Vieq1 stationdr ist.)
Also ist sp(D)NT # . Sei dann X € T' Nsp(D). Es existiert also ein Y < V,.;1 mit

e XCY
e XNV, YNV,
e dJBeYND:YN(UB)eB

Nehmen wir uns also Be YNDmit YN(UB) € B.Da X eT,gilt XN(YS) € 9,
und da X NV, AY NV, und JS € X, gilt damit

yn(lJs)=xn(Js) es
Nach Proposition 5.3.3 sind dann B und S kompatibel. 4
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5 Der stationidre Turm

Lemma 5.3.5: Sei k cine unerreichbare Kardinalzahl und V, > D C P, prdadicht. Dann
existiert fir jedes X <V, mit D€ X ein B€ DNX mit X N (JB) € B.

BEWEIS: Sei X < Vj, beliebig mit D € X. Sei jetzt o minimal mit D € V,, (man bemerke,
daf dann a € X folgt). Setze

S:={ZCVuVvBeZnD:Zn( JB)¢ B}

BEHAUPTUNG: S ist nicht stationdr in P(Vy).

BEWEIS DER BEHAUPTUNG: Angenommen doch. Dann existiert nach Voraussetzung ein
B € D, sodakt S und B kompatibel sind. Also ist S A B stationdr. Man erinnere sich, daf
C:={Z CV,|Be€ Z} € CF(V,).

Alsoist CNSAB # 3. 8ei Z € CNSAB, dann ist zum einen B € ZN D und zum
anderen Z N (|JB) € B, also Z ¢ S. Widerspruch! O

Da S also nicht stationdr ist, finden wir ein F : [V,]<Y — V,, sodak Cp C P(Vy)\S.
Solch ein F finden wir auch in X und somit ist X NV, € Cp. Es ist also X NV, ¢ S,

dafs heifst
IBe (XNVy)NnD:Xn(JB) =(XnVa)n( JB)€B

Lemma 5.3.6: Sei v unerreichbar. Sei D C P,. Dann sind dquivalent.
(a) D ist semiproper.

(b) Fiir jedes transitive Modell von ZFC —Ers+"Vadz : v = V,” mit M D V4o,
fiir jede Substruktur X < M mit Card(X) < v und D € X, sodaff entweder
cof(OnNM) > ~ oder OnNX kofinal in OnNM ist, existiert eine Substruktur
Y < M mit

- XCY
- XNV, <Y NV,
- 3dBeYnNnD:YN(UB)eB

BEWEIS:

(a) = (b) Sei M wie gefordert, und X < M mit Card(X) <y und D € X.

1.Fall Sei Card(D) < ~, wegen Lemma 5.3.4 und der Vor. ist D pridicht, wegen
Lemma 5.3.5 existiert, dann zu XNV, < V, ein B € DNX mit XN(J B) € B.
Man sieht jetzt leicht ein, dafs dann Y := X wie gewiinscht ist.

2.Fall Sei Card(D) = v, insbesondere ist dann v € X. Nach Voraussetzung gilt M =
sp(D) € CF4(Vy41), also auch X = sp(D) € CF,(V,41). Damit existiert ein
F e X mit CpNPy(Vyg1) Csp(D). Aus X N V41 € Cp N Ps(Vyqr), folgt
dann, dafs ein Y* < V.11 existiert, sodafs
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5.3 Semiproperness

* XCY*
* XNV, 4Y* NV,
«dBeY*ND:Y*N(JB)€eB

Fast wie gewiinscht, blof Substruktur des falschen Models, das werden wir
noch korrigieren.

BEHAUPTUNG 1: Y :={f(y|f : Vs = MANfeXAyeY* NV,} <M

BEWEIS DER BEHAUPTUNG: Wir benutzen das Tarski-Voight-Kriterium. Sei
also (z,a) eine beliebige Formel der Mengenlehre, sodak M = Jzp(z,a),
wobei a € Y, dh. a = f(y) fir f € xzund y € Y*NV,. Es gilt, dak wir ein
n € X NOn finden, sodak M =3z €V, : p(z,a).

1.Fall Tst cof(M NOn) >+, so gilt
M [=3n € OnVs € V,(3zp(z, f(s)) — 3z € Vyp(z, f(s)))

demnach gilt dies auch in X. Ein Zeuge dafiir in X ist dann wie gewiinscht.

2.Fall Ist dagegen X N On kofinal in M N On, so gilt zumindest
M = 3n € On3z € Vyp(z, f(s))

Ist dann n* ein Zeuge dafiir in M, so wihle einfach n > n* mit n € X.

wegen der Auswahl in M finden wir dann schlieflich auch eine Funktion
g: Vs — M mit

M [=Vs € Vy3z € Vop(z, f(s)) — »(g(s), f(s))

Nach Vor. finden wir dann solch ein g auch in X, also folgt, dak wenn
M = o(g(y), f(y)), dak 3z € Y : M |=o(g(y), f(y)),da g(y) € Y. O
Nun zeigen wir noch, daf

BEHAUPTUNG 2: Y NV, =Y*NV,

BEWEIS DER BEHAUPTUNG: Y* NV, C Y NV, ist klar. Sei also 2 € Y NV,
etwa z = f(y) firein (f: V, = M) e Xundy e Y*'NV,. Da XNV, CY*,
ist (fNVy) eY* also f(y) =(fNV,)(y) € Y™ O

Also verlieren wir nichts von den bereits erreichten, wenn wir Y* durch Y
ersetzen, kriegen aber Y < M wie gewiinscht.

(b) <= (a) Setzen wir M := V,4,,. Dies erfiillt die Vorraussetzungen von (b), und wir setzen
weiter

Co :={X CV,11|X < Viq1} € CE(P(V,41))
C1 = {X CVyyu|X < Voyo} € CF(P(Vyiy))

und schlieflich C' := Co N (Cy | Vyg1) NP (Vog1) € CFL(P(Vy1))-

77



5 Der stationidre Turm

BEHAUPTUNG 3: C C sp(D)

BEWEIS DER BEHAUPTUNG: Sei X € C, dann existiert nach Konstruktion von C
ein X* < V 4, sodak X*NV,11 = X. Nach der Voraussetzung existiert dann fiir
X" ein Y* <V, 4, mit

- X*CYy*

- XNV, 4Y*nV,

- dBeY*NnD:Y*Nn(UB)eB
Es bezeugt dann Y :=Y*NV,11 < V41, dab X € sp(D). O

Also ist sp(D) € CF(Vy41). 4

Bemerkung 5.3.7: Seien X und M und D wie im obigen Lemma Teil (b). Existiert ein
Y wie dort beschrieben, so kénnen wir annehmen, daf Card(Y) < ~.

BeEwEIs: Wihlen wir erstmal irgendein Y* < M mit
e X CY*
e XNV, AY*NV,
e dIBeY*ND:Y*N(UB)e B

Sei Y dann eine Skolemhiille von X U (B NY*) in Y*. Da Card(X) < ~ und
Card(|JB) < 7, konnen wir Y so wihlen, daf Card(Y) < . Dann gilt ferner noch,
daf Y < Y* < M, also Y < M und

e XCY

e Schreiben wir 7 = rank(X NV;), dann

XNV;nV, S~y nv;nV,

T I

Yy*nvsnv,
also XNV, 2YNV,.
e Man stellt fest, daf nach Wahl von Y
Y n(UB)

/ \ »

alsoYN(UB)=Y"Nn(UB) € B.

B)

Damit ist also Y wie gewiinscht. H
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5.4 Fundiertheit

Theorem 5.4.1: Sei § eine Woodin-Kardinalzahl. Sei Py der stationdre Turm und G C
Ps ein generischer Filter iber V. Bezeichne j : V. — (M; E) C V' [G] die vom stationdren
Turm induzierte Einbettung. Dann ist (M; E) fundiert, und wenn wir M mit seinem
transitiven Kollaps identifizieren, dann gilt <y NV [G] € M.

Korrolar 5.4.2: Sei 0 eine Woodin-Kardinalzahl. Sei Ps der stationdre Turm und G C
Ps ein generischer Filter iber V. Bezeichne j : V. — (M; E) C V' [G] die vom stationdren
Turm induzierte Einbettung. Es ist dann (M; E) fundiert, und wenn wir per Konvention
M mit seinem transitiven Kollaps identifizieren, dann gilt

(Vs)M = (V)1

Das ist natiirlich genau das, was wir uns gewiinscht haben, und den Beweis werden wir
jetzt durch zwei Lemmata erbringen. Dazu wollen wir aber noch einen weiteren Begriff
einfiihren.

Definition 5.4.3: Sei § eine unerreichbare Kardinalzahl. Wir sagen § reflektiere pradich-
te Mengen genau dann wenn, fiir alle » < 0 und alle Folgen (D¢ : £ <) von prédichten
Teilmengen von Ps eine unerreichbare Kardinalzahl + existiert, sodaf D¢ NP, fiir alle
¢ < n pradicht und semiproper ist.

Bemerkung: Reflektiere 0 pradichte Mengen und sei (D¢ : £ < n) fiir ein ) < § gegeben.
Sei a < ¢ beliebig. Dann finden wir auch ein v > «, sodak D¢ NP, fiir alle { < n pradicht
und semiproper ist. (Man fiige einfach D := Ps\V,, zur Folge (D¢ : £ < 1) hinzu.)

Lemma 5.4.4: Sei § eine unerreichbare Kardinalzahl die pridichte Mengen refiektiert.
Sei G C Ps ein generischer Filter. Bezeichne j : V. — (M; E) C V[G] die vom statio-
ndren Turm induzierte Einbettung. Dann gilt <0y NV [G] € M, soll heiflen fiir allen < §
und alle (a¢ : £ <n) € M, existiert ein S € Vs und ein f: S —V in V, so daff

M = [f]g ist eine Funktion mit Domain n
und fiir alle & < n gilt (M = [flq (§) = ag). Damit ist (M; E) insbesondere fundiert.
BEWEIS: Seien Sy € Ps und 7 ein Ps-Name, sodak
SolF (M;E)=71:17— On
fiir ein n < 6. Wir haben jetzt zu zeigen, dak die Menge
D:={S<S|3f € v:Skr=][f].}
dicht ist. Sei also S < Sy beliebig. Wihle fiir jedes £ < 7 eine in der Menge

{S*ePs|3f € v : S IF7(€) = [f] 1}
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5 Der stationidre Turm

maximale Antikette A¢. Dann ist also (A¢ : & < 1) eine Folge von pradichten Mengen,
und nach Vor. erhalten wir ein unerreichbares v < 4, sodak

V¢ < n: Ag NP, ist pradicht und semiproper
wegen der Bemerkung kénnen wir noch annehmen, daf 5,7 € V. Setze jetzt:
T :={X < Vyp1| Card(X) < yAXN(| JS) € SAVE € Xnn3B € XnA¢ : Xn(| JB) € B}

BEHAUPTUNG 1: T C P (V,41) ist stationdr.

BEWEIS DER BEHAUPTUNG: Sei H : [V,11]~* — V.41 beliebig. Wir bemerken als Er-
stes, daf
C:={X < V5|S,v,H,(A¢ : £ <n) € X} € CF(Vj)

Also ist auch C' | (US)N S # @.

Sei erstmal X* € C | (US) N S beliebig, indem wir in X* eine Skolemhiille von
S,v, H, (A¢ : £ < n),|JSNX* bilden, erhalten wir ein Xg € C' | (|JS)NS das zusitzlich
noch Card(Xy) <+ erfiillt.

Wir konstruieren nun rekursiv eine elementare Kette (X, : a € XoNn) von Substruk-
turen von Vj, sodak

(a) Va € Xgnn: Card(Xy) < v
(b) Va < e Xonn: XoNV, I XNV,
(c) Vo e XonNnaB € Xor1 NANPy : Xop1N(UB) € B
Fiir X ist all das trivial erfiillt, widmen wir uns also den Rekursionsschritten:

1.Fall Sei X, bereits konstruiert, dann ist Card(X,) < v und X < M wobei M = V.
Dieses M und X, erfiillen damit die Voraussetzungen von Lemma 5.3.6. Da ferner
nach Voraussetzung A, N P, semiproper ist, erhalten wir nach Lemma 5.3.6 ein
Y < Vs, sodak

- X CY

- XNV, AY NV,

—dBeYNA,NP,:YN(UB)eB
ferner kénnen wir nach Bemerkung 5.3.7 Y mit Card(Y') < v wahlen.
Setzen wir also Xo41 :=Y.

2.Fall Sei o eine Limeszahl. Dann setzen wir Xo = e, X¢, da a < v sind damit (a)
und (b) automatisch erfiillt. Bei (c) ist nichts zu zeigen.

Wir setzen dann schliefilich X := Uanoﬂn X Es folgt sofort, dakt X < Vsund H € X
damit
XN VA/_H e Cy
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Wenn wir noch zeigen, dals X NV, 1 € T so sind wir fertig:

o Card(X) < [] Card(Xn)<vy-v=7
aexomn\jf—"
g

e Da nach (b) induktiv folgt, daf Xo NV, < X NV, gilt
xn(UJs)=xon(Js)es

e Sei o € X Nn beliebig; wegen XNV, I XNV, ist « € XgNn. Wegen (c) existiert
dann ein B € Xq41 N Aa NPy mit Xop1 N(UB) € B.Da X1 NV, < XNV,
mufs folgen

xn(JB)=Xa1n(JB) B 0

Um den Beweis zu beenden beabsichtigen wir nun zu zeigen, dafs T' € D ist. Konstruieren
wir nun also eine geeignete Funktion f: T — V. Sei X € T und a € X N n; wir finden
also ein B € X N A, NP, sodaft X N (|JB) € B. Wegen Proposition 5.3.3 und da A,
eine Antikette ist, ist dieses B eindeutig, nennen wir es also B(x o).

Da B(x q) € Aq finden wir insbesondere eine Funktion f(x 4, sodak

Bixa) F 7(6) = [fixa]p
Wir definieren dann fiir X € T
f(X):Xnn—V
ar— fix,a)X N (JBxaw))

Es ist also f(X) fiir jedes X € T eine Funktion mit Domain X N 7. Man erinnere sich,
dafs fir jedes X € Vj, fiir jeden generischen Filter G nach Satz 5.2.10 5”7 [] von [g],
reprasentiert wird, wobei

g T —YV X— XnNn

Das heift (7" I- [f] ist eine Funktion mit Domain j” [n]) insofern ist nun folgende Be-
hauptung sinnvoll

BEHAUPTUNG 2: Va <n: T I [f], (j(a)) = 7(a)
BEWEIS DER BEHAUPTUNG: Sei a < 1 beliebig. Sei GG ein generischer Filter mit T' € G.
Wir bemerken, dann daf

T.=Tn{zZc|JTac 2z}

eCF(UT)

also, dak T gleich T, modulo einer Clubmenge. Damit folgt, da auch T, € G.
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Wegen Lemma 5.2.4 ist dann
D* ={T* <T,|3B*VY € T" : Bynr1,0) = B}

dicht unter T,,, denn die Zuordnung X — B(x ) ist regressiv.
Demnach finden wir dann Tj eine Verstarkung von T, in D* N G. Nach Definition von
D* gibt es dann ein By € T} mit

VY €Ty : B(YQU Toy0r) = B

Nach Definition von By gilt dann wegen |J By C V, C V,q1 = JT,, dak

WweT:Yn(JB)=Yn(B)n(JT.) € B (5.3)

Nun da G generisch ist existiert ein B* € GN A,. Angenommen es wire B* # Bj, dann
wire bereits B* L By, also B* A Bj nicht stationr.

Withle eine Funktion F : [JB*UJB1]™ — UB* U B1, mit B*A BN Cr = @.
Da T1,B* € G, existiert eine gemeinsame Verstirkung R € G. Mit R ist dann auch
R | (UB*Ul By) stationir, also existiert ein Y € R, sodak Y N (|JB*U By) unter F'
abgeschlossen ist.

Es gilt dann aber zum einen Y N (Y B*) € B* (wegen R < B*) und Y N (U B1) € By
(wegen Y N (JUT1) € Ty kombiniert mit (5.3)). Also Y N (UB*UlUB1) € By A B*.
Widerspruch!

Da nun B; so gewdhlt war, dab Bxnt.),a) = Bi fir alle X € Ti, ist
XN (UTo)) (@) = fB,,o)(X N (JB1)) fiir alle X € T1. Da nach Wahl von 4,

Bk [fiBra)]p = 7(@)

gilt also auch [f], (j(«)) = 7¢(a) wegen By = B* € G wie gewiinscht. O
Nehmen wir uns letzlich ein g, sodaf

T |- [glp ist der transitive Kollaps von j7 [n]
dann gilt offensichtlich (7' IF [ﬂr o([g]lp)~t =7) also T € D. -
Lemma 5.4.5: Sei § eine Woodinzahl, dann reflektiert 0 prddichte Mengen.

BEWEIS: Sei n < ¢ beliebig, (D¢ : £ < n) eine Folge pradichter Teilmengen von Ps.
BEHAUPTUNG 1: Es gibt eine monoton steigende Funktion f :0 — 6, sodaf

(a) Isty eine unerreichbare Kardinalzahl mit f” [y] C v, dann ist fir alle § < 1 : P,ND¢
préidicht.

(b) Ist v eine unerreichbare Kardinalzahl mit 7 [y] C v, und ist & < n mit P, N Dg
nicht semiproper, dann existiert eine Bedingung T' € D¢ N Py, die kompatibel ist
mit

S?Y = {X < V51| Card(X) <y A X ¢ sp(DeNPy)}
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BEWEIS DER BEHAUPTUNG: Fiir ein 7 < § bezeichne
oy = min{a < IVE < VS e P, AT e PoN D - T'|| S}

Dies ist wohldefiniert, da Card(IP,) < ¢ und die D¢ pradicht sind. Ferner bezeichne fiir
§£<n
6. {min{ﬁ <O|FT € DenPg : T || S%} P, N Dy ist nicht semiproper

0 sonst

Dies ist wohldefiniert, da wenn P, N D¢ nicht semiproper ist, ist S§, stationéir, und somit
existiert eine Bedingung in D¢ die kompatibel ist mit Sg. Schreibe 3, = sup ﬁ§, und setze

£<n
f(7) = sup max(a, f¢)
€<y
Man sieht jetzt leicht, dafs f wie gewiinscht ist. O

Wende jetzt die Voraussetzung (also § Woodin) auf v — f(y) +w an. Wir erhalten also
eine elementare Einbettung j : V — M, sodaf

e crit(j) =y <94
o fThlcH
* Vimte €M
o VE<:5(8) <
Wir wollen jetzt zeigen, dak fiir alle £ < n
D¢ NP, ist pradicht und semiproper

also, dak ~ bezeugt, daf § die (D¢ : & < n) reflektiert.

Nach Vor. an v und der Eigenschaft (a) von f wissen wir bereits, daf D¢ NP, prédicht
ist, fiir alle & < 7. Bleibt zu zeigen, daf es auch semiproper ist. Dazu bemerke man, daf
sp(Dg NP,) das Gleiche ist, unabhéingig davon ob wir es in M oder V ausrechnen, denn
mit f ist wegen der Elementaritét auch j(f) monoton steigend, also ist v < 7(f)(7) und
damit V,,, C M.

Angenommen es wére flir ein £ <7

D¢ NP, ist nicht semiproper

dann ist S := P (Vy41)\sp(De NP,) stationédr, und wegen der Eigenschaft (b) von f
und der Elementaritt von j finden wir dann ein 7" € j(D¢) N V]](Vgc) () Sodak

M = S und T sind kompatibel in P
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Dafs gefiillt uns ehrlich gesagt nicht, aber da nach Vor. v abgeschlossen unter f ist, ist
natiirlich auch j() abgeschlossen unter j(f), daf heifst da v < j(7)

JH)y) <ily) <6

Nun benutzen wir, dak Vj(f)(y)4w © M um zu erhalten, daf nicht nur 7' € Ps ist, sondern
daf S und T auch in der richtigen Welt kompatibel sind. Damit ist also R := S AT
stationér.

Als néchstes wihlen wir eine regulére Kardinalzahl ¢, sodak Vs, D¢ € V¢ und 5(0) < (.
Wir interessieren uns dann fiir

C:= {X = VC‘S7 T,j | V’y+17j(V'y+1) S X} S CF(‘/C)

denn es ist dann C' | (JR) N R # @, fixiere ein X, das dies bezeugt. Nach Definition
von R gilt dann auch

XNV =Xn[JS e8Py (Vo)
Also ist Card(X N V441) < v also da crit(j) =~
FIX N Vo] = (X N Vo)
also j” [(X NVy41)] € 4(5), dem folgt

77 (XN V)] € 5 (sp(De N By)) (5.4)

Man bemerke, daf j [ (X NV,41) € M. Wir haben bereits, dak X NV,1; € M nach Ei-
genschaft (c), und natiirlich auch daf j(XNV,41) € M. Sei 1y € M der transitive Kollaps
von X NV,41, me € M der transitive Kollaps von j(X NV,41). Da j ein €-Isomorphismus
zwischen diesen beiden Mengen ist, ist dann folgendes Diagramm kommutativ

XN V7+1 Jl (X N V'y+1) ](X N Vﬂ/+1)

T (X N Vyp] = m" (X N Viq)]

Fixiere eine Wohlordnung <* von j(V,41), die in M N X liegt. Da j [ V11 € X ist auch
77 (X N Vy41)] C X. Sei jetzt Y die Skolembhiille bzgl <* von

Cl,b,j r (XﬁV’Y'f‘l)’Xm (UR)

in j(Vy41). Da all diese Mengen in M liegen und <*€ M ist auch Y € M, analog folgt
mit <* auch Y C X. Wir zeigen jetzt, dall Y bezeugt, daf

J(X N Vap) € j(sp(Dg NPy))

was ein klarer Widerspruch zu (5.3) ist und den Beweis abschliefst. Wie iiblich sind dabei
drei Punkte nachzuweisen.
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e Nach Konstruktion ist j(X NV,41) C Y.

e Man erinnere sich, da Card(X N V,41) < 7, also ist rank(X NV,) < 7. Damit
erhalten wir
n = rank(j(X N Vyp1) NVj)) = rank(j(X NV;)) = rank(X NV;) <~
da crit(j) = .

Es gilt jetzt j(X NV,p1) NV, CY NV, da (X NV,41) €Y nach Konstruktion,
umgekehrt gilt Y NV, C XNV, =jXNV,q)NV,,day C X.

Damit haben wir also j(X NV,11) N V) Y NVj,).

e Da j(f)(v) <j(v)ist T € j(PyN D¢) und ferner natiirlich T € Y. Wir stellen jetzt
noch fest, daf

yn((Jn=xnJner .

5.5 Beweis des dritten Hauptsatzes

Sei § eine Woodinkardinalzahl. Sei Ng < p < § eine Kardinalzahl und sei n < p eine
reguldre Kardinalzahl. Wir setzen dann

S = {& < | cof(€) = n}
dann ist S stationér (und zwar unabhéingig ob nach der alten oder der neuen Definition
dank Proposition 5.1.7).

Wenn P den stationdren Turm bezeichne, ist S eine Bedingung in P. Wir wollen jetzt
zeigen, dafs S die gesuchte Bedingung aus dem Hauptsatz ist. Sei dazu G C Ps generisch
iiber V mit S € G. Sei j : V — M die Einbettung des stationdren Turmes. Nach
Korrolar 5.4.2 ist dann nicht nur M fundiert, sondern es gilt zusatzlich

VM =)l (5.5)
Deswegen ist auch zuséatzlich Korrolar 5.2.12 anwendbar und wir erhalten

77 ()] € 4(8) = {€ < j(u™)lcof (€) = j(n)} (5.6)

Wegen der Elementaritit von j bedeutet dies insbesondere, dak 57 [(u™)] eine Ordinalzahl
ist, und zwar eine die Isomorph zu p* ist. Also ist 57 [(u™)] = u™, woraus folgt, dak

Va<p:jla)=a«a (5.7)
Eine Kombination von (5.6) und (5.7) ergibt, dann

(5.5)

cof I ((u)Y) "= cotM ((wh)V) =1

und (5.7) ergibt dann

(5.5)

Voo < o cof VG () &5 cofM(a) = cofV (a) A Card"1% (a) Card” (a) = Card" (a)

g.e.d
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Glossar

(P, <, <*) L 12
q'gut , 20
o(k) , 3
PxQ , 21
Tr(t) , 10
U 5
<<<Pﬁ’§v§*> :BSQ>7<<Q@§B’§;’> :ﬂ<Q>> , 27
(@§*Q)—1 , 24
C1Y,C|lX , 66
SAT , 68
T/t , 46
T; , 46
Ul(a,,t) , 45
@IP’*Q , 24
Tr(a,,t) , 46
CF(X) , 63
CF\(X) e
fl 72
Koh(a, ) , 42
P(a, ) , 47
Pngl * PQ/P5+1 y 32
sp(D) , T4
ba , 41
s~T , 46
t146 , 45
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