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Vorwort

Der vorliegende Text war die Grundlage einer im Sommersemester 1994
an der Westfälischen Wilhelms-Universität gehaltenen Vorlesung. Es
handelt sich hier um eine vorläufige Version, die, um den Abstand zwi-
schen Vorlesung und Erscheinen des Skriptums nicht zu groß werden
zu lassen, mit „heißer Nadel“ fertiggestellt wurde. Daher wird der Text
sicher noch mit vielen Unzulänglichkeiten behaftet sein. Es ist auch ge-
plant, ihn später noch um einen Abschnitt über das Kontinuum und über
große Kardinalzahlen zu ergänzen.
Anregungen, Kritik und Fehlermeldungen sind erwünscht an

pohlers@math.uni-muenster.de

Ich bedanke mich bei allen, die mich bei der Erstellung des Manuskripts
unterstützt haben. Insbesondere bei den Hörern der Vorlesung, die we-
gen der simultanen Erstellung des Skriptums manche Mehrdeutigkeiten
in der Bezifferung von Sätzen, Lemmata und Definitionen erdulden muß-
ten.
Mein ganz besonderer Dank gilt aber meiner Sekretärin Frau MARTINA
PFEIFER, die das Skript praktisch vorlesungsbegleitend in LATEX erstellt
hat.

Münster, im Juli 1994 W. POHLERS

In der Zwischenzeit liegt eine erste Korrektur und Erweiterung der Vor-
lesung vor. Hier habe ich insbesondere Herrn stud.math. GYESIK LEE
für die Korrektur einer Unzahl kleinerer und größerer Ungenauigkeiten
zu danken.

Münster, im November 1994 W. POHLERS

Das Vorlesungsskript hat sich in der Zeit, seit der es verfügbar ist, großen
Zuspruchs erfreut und sich offensichtlich als große Hilfe bei Prüfungs-
vorbereitungen erwiesen. In der nun vorliegenden Form wurde es von
Herrn Dipl. Math. INGO LEPPERSnochmals durchgesehen und an etli-
chen Stellen ergänzt. Für diese sorfältige und mühevolle Arbeit möchte
ich mich ganz herzlich bedanken. Darüber hinaus hat er den Text an
LATEX 2ε angepaßt und so das Layout verbessert.

Münster, im August 1999 W. POHLERS
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1. Vorbemerkungen

Die Mengenlehre hat sich als Sprache der Mathematik in diesem Jahr-
hundert fest etabliert. Die vorliegende Vorlesung hat es sich zum Ziel ge-
macht, die in der Mathematik üblicherweise verwendeten mengentheore-
tischen Begriffe präzise einzuführen und darüber hinaus eine Einführung
in das Gebiet der axiomatischen Mengenlehre zu geben.
Die Mengenlehre als eigenständige mathematische Theorie ist noch sehr
jung. Zwar hat man seit langem in der Mathematik von Gesamthei-
ten, Klassen oder ähnlichen Zusammenfassungen gesprochen und auch
in Ansätzen versucht, eine Algebra solch abstrakter Gesamtheiten zu
entwickeln, die eigentliche Etablierung der Mengenlehre ist jedoch das
Werk eines einzelnen Forschers, GEORG CANTOR [*1845, †1918]. Er
hat die Mengenlehre als eine Theorie des Unendlichen geschaffen. Das
Problem der Unendlichkeit hat Mathematiker (und in vielleicht noch grö-
ßerem Maße auch Philosophen und Theologen) schon immer beschäf-
tigt. Seit langem hatte man beobachtet, daß im Zusammenhang mit dem
Begriff des Unendlichen ein Reihe von Paradoxien auftraten. Eine Zu-
sammenstellung solcher Paradoxien hat BERNARD BOLZANO um 1847
begonnen und 1848 vollendet1. Bei aller Tiefe der dort angestellten Be-
obachtungen wird jedoch klar, daß zu diesem Zeitpunkt keine mathema-
tische Theorie des Unendlichen zur Verfügung stand.
Manche Autoren bezeichnen den 7. Dezember 1873 als den Geburtstag
der Mengenlehre. Dieses Datum trägt ein von CANTOR an DEDEKIND
gerichteter Brief, in dem er ihm einen Beweis der Tatsache mitteilt, daß
es „mehr“ reelle als natürliche Zahlen gibt. Hier wird erstmalig eine prä-
zise Definition des Begriffes „mehr“ im Unendlichen gegeben. Dieser
Begriff geisterte schon seit geraumer Zeit herum. Nach LIOUVILLES
Entdeckung nicht algebraischer Zahlen hatte man das Gefühl, es gäbe
„mehr“ irrationale als rationale Zahlen, wobei der Begriff des Mehrseins
kaum zu fassen war, liegen doch die rationalen Zahlen dicht in den reel-
len Zahlen. Vorausgegangen waren Untersuchungen CANTORS über die
Eindeutigkeit der Darstellbarkeit von Funktionen durch trigonometrische
Reihen. Der Ausgangspunkt war ein Theorem von EDWARD HEINE,
das besagt, daß sich eine im Intervall(−π, π) stetige Funktionf(x) in
eindeutiger Weise durch eine gleichmäßig konvergente trigonometrische
Reihe

1Erschienen 1851 unter dem TitelParadoxien des Unendlichenals nachgelassenes Werk bei
Reclam sen. Leipzig.
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1. Vorbemerkungen

f(x) =
1

2
a0 +

∞∑
n=1

(an sinnx+ bn cosnx)

darstellen läßt. Die Frage war, in wie weit sich die Voraussetzungen der
Stetigkeit und gleichmäßigen Konvergenz abschwächen ließen. Ohne
auf analytische Details einzugehen, wollen wir hier CANTORSVorgehen
kurz skizzieren. Natürlich genügt es, eindeutige Darstellungen der Null

0 = C0 + C1 + C2 + · · ·+ Cn + · · · (1.1)

mit C0 = 1
2d0 undCn = cn sinnx + dn cosnx zu betrachten. Durch

zweimaliges formales gliedweises Integrieren ergibt sich die RIEMANN-
Funktion

F (x) := C0
x · x

2
− C1 − · · · −

Cn
n2
− · · · . (1.2)

Bereits RIEMANN hatte in seiner Habilitationsschrift diese Funktion be-
trachtet und aus deren Eigenschaften Rückschlüsse auf die durch die tri-
gonometrische Reihe dargestellte Funktion gezogen. Insbesondere hängt
die Eindeutigkeit der Darstellung in (1.1) von Eigenschaften der in (1.2)
definierten FunktionF ab. Ist insbesondereF linear, alsoF (x) = cx+c′,
so läßt sich folgern, daß alle Koeffizientencn und dn in denCn ver-
schwinden müssen.
Man schreibt (1.2) in der Form

C0
x2

2
− cx− c′ =

∞∑
n=1

Cn
n2

=
∞∑
n=1

(
cn sinnx+ dn cosnx

n2

)
(1.3)

und erhält aus PeriodizitätsgründenC0 = c = 0. Also ist

−c′ =
n∑
i=1

Ci

i2
+Rn (1.4)

und man erhält gleichmäßige Konvergenz. Damit durfte man jeden Term in (1.1)
mit cosn(x − t)dx „multiplizieren“ und gliedweise integrieren. Daraus ergibt sich
cn sinnx+ dn cosnx = 0, was endlichcn = dn = 0 ergibt.
Er erhielt also den folgenden Satz:
Ist eine Funktionf durch eine trigonometrische Reihe gegeben, so gibt
es keine weitere trigonometrische Reihe fürf , die überall konvergiert.
Mit diesem Ergebnis war CANTOR jedoch nicht zufrieden. In einer im
Januar 1871 nachgeschobenen „Notiz“ zur Arbeit vom April 1870 stellt
er zunächst eine von KRONECKERangeregte Vereinfachung seiner Ar-
gumentation vor, daneben bemerkt er, daß endlich viele Ausnahmen in
der Konvergenz der Reihe zum Wertf(x) nicht schädlich sind. (Aller-
dings ergab sich das auch schon aus dem HEINEschen Satz, der nur „fast
überall“ stetig benötigte). Die entscheidende Verallgemeinerung in der
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„Notiz“ bestand jedoch darin, daß er unendlich viele Ausnahmepunkte
zulassen durfte, wenn sie nur so verteilt waren, daß in jedem endlichen
Intervall immer nur endlich viele dieser Ausnahmepunkte lagen. Ob-
wohl diese Arbeit noch ganz im Stile der damals traditionellen Mathe-
matik lagen, läßt sich hier ein Wendepunkt in CANTORS Denken fest-
machen. Er betrachtet in dieser Arbeit zum ersten Male Ausnahmemen-
gen. Hier ist eine weitere wesentliche Arbeit zu erwähnen: HERMANN
HENKELS 1870 im Universitätsprogramm der Universität Tübingen er-
schienener Aufsatz „Untersuchungen über die unendlich oft oszillieren-
den und unstetigen Funktionen“. In einer 1871 im Zentralblatt publizier-
ten Besprechung dieser Arbeit zeigt sich CANTOR besonders von HEN-
KELS Methode der Kondensation von Singularitäten beeindruckt. Diese
eröffnete ihm auch weitere Verallgemeinerungen seines Eindeutigkeits-
satzes. Er hatte bereits gezeigt, daß endlich viele Ausnahmepunkte in
einem endlichen Intervall nicht störten. Wenn unendlich viele Ausnah-
mepunkte auftreten, mußten sie sich nach BOLZANO-WEIERSTRASSin
einem Punktx des Intervalles(a, b) häufen. Gibt es nur einen solchen
Häufungspunkt, so enthält jedes Teilintervall von(a, x) nur endlich vie-
le Ausnahmepunkte.F mußte also linear auf allen diesen Teilintervallen
sein und damit also auch linear auf(a, x). Mit der gleichen Methode
lassen sich dann aber auch endlich viele Häufungspunkte der Ausnah-
mepunkte behandeln. Damit war ebenso der Weg für den Fall offen, daß
die Häufungspunkte der Ausnahmepunkte sich einmalig und damit auch
endlich oft häuften u.s.f. Doch hier ergaben sich sofort unüberwind-
liche technische Schwierigkeiten. Die Theorie der transfinit iterierten
Prozesse, die hier nötig wurde, war damals eben noch nicht entwickelt.
Daneben wurden die zu betrachtenden Punktmengen immer komplexer
und CANTOR erkannte, daß nur eine rigorose Theorie der reellen Zahlen
weiterhelfen konnte. CANTOR sah ein, daß weitere Fortschritte in der
Verallgemeinerung seines Eindeutigkeitssatzes die Bearbeitung grundle-
gender Probleme in der Theorie der reellen Zahlen voraussetzte.
Er begann mit einer Theorie der Irrationalzahlen. Die rationalen Zahlen
setzte er voraus. Er entwickelte den Begriff der Fundamentalfolge (die
wir heute oft als CAUCHYfolgen bezeichnen, da sie das CAUCHYsche
Konvergenzkriterium erfüllen) und assoziierte mit jeder CAUCHYfolge
ihren Grenzwert (den er einfach als ein Zeichen verstand). Er definierte,
wann zwei solche Grenzwertzeichen die „Gleichheits“-, „Kleiner-als“-
und „Größer-als“-Relation erfüllten und setzte die arithmetischen Ope-
rationen auf die Grenzwertsymbole fort. So hat er über dem von ihm
A genannten Bereich der rationalen Zahlen einen neuen BereichB der
Grenzwerte geschaffen. In analoger Weise schafft er dann einen neu-
en BereichC der Grenzwerte von Fundamentalfolgen von Grenzwerten
u.s.f. Er stellt dabei wohl fest, daß zwischenB undC eine eineindeu-
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1. Vorbemerkungen

tige Korrespondenz besteht, was zwischenA undB nicht der Fall war.
Dennoch legt CANTOR Wert auf die Unterscheidung der neu geschaf-
fenen „Gebiete“B, C, D,. . ., die sich durch Iteration seiner Methode
ergeben. Er spricht von Zahlengrößen derλten Art. Allerdings geht er
in dieser Arbeit „Über die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der
trigonometrischen Reihen“ bewußt nicht weiter auf die Auswirkungen
seiner Theorie auf die „Infinitesimalanalysis“ ein. (DEDEKIND bemerk-
te, daß die reellen Zahlen höherer Arten nichts zur Theorie der reellen
Zahlen beitrugen). CANTOR ordnete nun den Punkten der Zahlengera-
den die von ihm geschaffenen Zahlengrößen zu, wobei er „axiomatisch“
forderte, daß jeder seiner Zahlengröße auch einem Punkt zu entsprechen
habe. Damit stellt er den Bezug zwischen Punkt- und Größenmengen
her. Auch hier führt er Mengen höherer Art ein. Dazu definiert er den
Begriff des Grenzpunktes (Häufungspunktes). Die MengeP ′ der Häu-
fungspunkte vonP bezeichnet er als deren erste Ableitung. Nun iteriert
er die Ableitungen weiter und betrachtete in der zitierten Arbeit nur Fäl-
le, in denen der Ableitungsprozess nachν-vielen Schnitten zur leeren
Menge führt. Solche Mengen nennt er Mengen derν ten Art und verallge-
meinert seinen Eindeutigkeitssatz dann auf Ausnahmemengenν ter Art.
Obwohl diese Arbeit „nur“ endliche Iterationen der Ableitungsprozes-
se enthält, gilt sie als der Schlüssel zu CANTORS späterer Entwicklung
der transfiniten Ordnungszahlen. Diese Entwicklung manifestiert sich in
einer Reihe von Artikeln mit dem Titel „Über unendliche lineare Punkt-
mannigfaltigkeiten“ aus den Jahren 1879 – 1884.

Der Startpunkt zur Mengenlehre war aber die bereits in dem Brief an
DEDEKIND angekündigte und 1874 in Crelles Journal erschienene Ar-
beit „Über eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen
Zahlen“, dessen §2 die Überabzählbarkeit der reellen Zahlen enthält.
Das Problem, das CANTOR für den Rest seines Lebens beschäftigte, war
die Frage nach der exakten Größe der Mächtigkeit des Kontinuums der
reellen Zahlen. Zunächst war gar nicht klar, daß der Mächtigkeit des
Kontinuums überhaupt eine Kardinalzahl – ein Aleph, wie CANTOR es
ausdrückte – zukommt. Dies wurde auch mannigfach bezweifelt und
wurde erst eigentlich richtig klar, als E. ZERMELO 1904 den Wohlord-
nungssatz bewies (vgl. Satz 3.6.4). Allerdings wurde dem Beweis mit
Skepsis begegnet. Der Grund dafür lag wohl in der Verwendung des
Auswahlaxioms (das damals natürlich noch nicht explizit als Axiom for-
muliert vorlag). Dies und einige Inkonsistenzen (z.B. die RUSSELLsche
Klasse), die bereits CANTOR bekannt waren2, führten zur Notwendig-
keit, die Mengenlehre zu axiomatisieren. Eine solche Axiomatisierung
wurde zuerst 1908 von ZERMELO angegeben. Später fügten A. FRAEN-

2vgl. die Briefe CANTORS an DEDEKIND vom 28. Juli und 28. August 1899
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KEL und T. SKOLEM noch das Ersetzungsaxiom hinzu. Doch auch auf
der Basis dieser Axiome war (und ist) die Frage nach der Mächtigkeit des
Kontinuums nicht zu beantworten. KURT GÖDEL konnte 1938 die rela-
tive Konsistenz der Annahme, daß die reellen Zahlen die erste transfini-
te Kardinalität jenseits der Kardinalität der natürlichen Zahlen besitzen,
mit den übrigen Axiomen der Mengenlehre zeigen. Erst 1963 gelang es
PAUL COHEN zu zeigen, daß auch die Negation dieser Annahme rela-
tiv konsistent zu den übrigen Axiomen der Mengenlehre ist. Damit war
klar, daß die Frage nach der Mächtigkeit des Kontinuums auf der Ba-
sis des ZERMELO-FRAENKELschen Axiomensystems nicht beantwortet
werden kann.

Ziel dieser Vorlesung ist es, neben einer Einführung in die Begriffs-
welt der Mengenlehre einen Beweis des GÖDELschen Ergebnisses über
die relative Konsistenz der Kontinuumshypothese zu geben.
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1. Vorbemerkungen
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2. Klassen und Mengen

Ziel dieses Kapitels ist es, zu einer Beschreibung der Grundeigenschaf-
ten eines idealen mathematischen Universums zu gelangen. Dabei wol-
len wir zunächst völlig informal vorgehen. Im Verlaufe der Vorlesung
wollen wir unsere Betrachtungsweise zunehmend verfeinern.

2.1 Grundbeobachtungen

Wir bezeichnen das mathematische Universum mitU und vereinbaren
die folgenden Redeweisen:

2.1.1 Notationen

(i) Mit a ∈ U notieren wir, daßa ein Objekt des Universums ist. Ob-
jekte des Universums heißenMengen.

(ii) Gilt (∀x)(x ∈ K ⇒ x ∈ U), so heißtK eineKlasse. Eine Klasse
ist also eine „Kollektion“ von Mengen. Istx ∈ K, so heißtx ein
ElementvonK.

2.1.2 Definition SindK1 undK2 Klassen, so definieren wir

(Ext) K1 = K2 :⇔ (∀x)(x ∈ K1 ⇔ x ∈ K2).

Wir betrachten also dieextensionale Gleichheitvon Klassen.

2.1.3 Transitivität von U Wir wollen davon ausgehen, daß alle ma-
thematischen Objekte Mengen sind. Gilt alsoa ∈ U undx ∈ a, so soll
x wieder eine Menge sein, d.h. wir fordern

(Tran) a ∈ U ∧ x ∈ a ⇒ x ∈ U .

In Worten besagt das Transitivitätsaxiom, daß jede Menge auch eine
Klasse ist.
Ist Φ eine Eigenschaft, so bilden wir die Klasse

{x∈ U Φ(x)}.
Dabei schreiben wir im allgemeinen kurz

{x Φ(x)},
was ausreichend ist, da alle Objekte Elemente des Universums sind. Wir
haben dann das Komprehensionsprinzip
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2. Klassen und Mengen

(CA) a ∈ {x ϕ(x)} ⇔ a ∈ U ∧ ϕ(a).

Wir wollen an dieser Stelle bemerken, daß nicht jede Klasse auch eine
Menge ist. So gilt für die RUSSELLsche Klasse

R := {x x /∈ x}
nichtR ∈ U . Hätten wir nämlichR ∈ U , so folgte mit(CA)

R ∈ R ⇔ R /∈ R,
was ein offensichtlicher Widerspruch ist.
Wir führen noch einige Notationen ein:

2.1.4 Notationen

(i) A 6= B :⇔ ¬A = B

(ii) {a0, . . . , an} := {x x = a0 ∨ · · · ∨ x = an}
(iii) ∅ := {x x 6= x} (leere Klasse)

(iv) A ∪ B := {x x ∈ A ∨ x ∈ B} (Vereinigung vonA undB)

(v) A ∩ B := {x x ∈ A ∧ x ∈ B} (Durchschnitt vonA undB)

(vi) A \ B := {x x ∈ A ∧ x /∈ B} (Komplement vonB in A)

(vii)
⋃
A := {x (∃y∈A)[x ∈ y]} (Vereinigung überA)

(viii)
⋂
A := {x (∀y∈A)[x ∈ y]} (Durchschnitt überA)

(ix) A ⊆ B :⇔ (∀x∈A)[x ∈ B] (Inklusion)

(x) A $ B :⇔ A ⊆ B ∧ A 6= B (echte Inklusion)

2.2 Algebra der Klassen

Für die eben eingeführten Operationen der Vereinigung und des Durch-
schnittes sowie die Inklusionsrelation lassen sich einfache Rechenregeln
entwickeln. Die Klassen bilden eine vollständige „BOOLEsche Algebra“
mit kleinstem Element∅ und größtem ElementU . Aus den Gesetzen der
Aussagenlogik erhalten wir sofort die folgenden Eigenschaften:

2.2.1 Satz

(i) A ∪ (B ∪ C) = (A ∪ B) ∪ C
(ii) A ∪B = B ∪A

12



2.2. Algebra der Klassen

(iii) A ∪A = A

Dual dazu erhalten wir

2.2.2 Satz

(i) A ∩ (B ∩ C) = (A ∩ B) ∩ C
(ii) A ∩B = B ∩A
(iii) A ∩A = A

Alle Behauptungen folgen sofort mit Mitteln der Aussagenlogik.

2.2.3 Satz

(i) (A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C)

(ii) (A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C)

Auch hier ergeben sich die Beweise sofort aus den Gesetzen der Aus-
sagenlogik. Allerdings lassen sich die behaupteten Sachverhalte auch
anschaulich gut darstellen.

2.2.4 Satz

(i) (A ∩B) ∪A = A

(ii) (A ∪B) ∩A = A

2.2.5 Satz

A ∪B = B ⇔ A ∩B = A

Beweis:

⇒: A∩B = A∩ (A∪B) = A mit den Sätzen 2.2.4(ii) und 2.2.2(ii)

⇐: A∪B = (A∩B)∪B = B mit den Sätzen 2.2.2(ii) und 2.2.4(i)

2.2.6 Satz

(i) A = B ⇔ A ⊆ B ∧ B ⊆ A

(ii) A ⊆ B ⊆ C ⇒ A ⊆ C

(iii) A ⊆ A ∪B
(iv) A ∩B ⊆ A ∧ A ∩B ⊆ B

(v) A ⊆ B ⇔ A ∪B = B ⇔ A ∩ B = A

13



2. Klassen und Mengen

Beweis: (v) :

⇒: x ∈ A ∪ B ⇒ x ∈ A ∨ x ∈ B ⇒ x ∈ B

⇐: x ∈ A ⇒ x ∈ B.

2.2.7 Satz

(i) ∅ ⊆ A, A ⊆ U

(ii) A ∪ ∅ = A, A ∪ U = U

(iii) A ∩ ∅ = ∅, A ∩ U = A

(iv) A ⊆ C ∧ B ⊆ C ⇔ A ∪B ⊆ C

(v) C ⊆ A ∧ C ⊆ B ⇔ C ⊆ A ∩B

2.2.8 Satz

A ⊆ B ⇒ (A ∪ C ⊆ B ∪ C) ∧ (A ∩ C ⊆ B ∩ C)

2.2.9 Definition (Komplement vonA)

C(A) := U \ A = {x x /∈ A}.

2.2.10 Satz

(i) C(∅) = U , C(U) = ∅

(ii) A ∪ C(A) = U , A ∩ C(A) = ∅

(iii) C(C(A)) = A (doppelte Verneinung)

2.2.11 Satz (DE MORGANsche Regeln)

(i) C(A ∪B) = C(A) ∩ C(B)

(ii) C(A ∩B) = C(A) ∪ C(B)

(iii) A ⊆ B ⇔ C(B) ⊆ C(A) (Kontraposition)

2.2.12 Satz

(i) A \B = A ∩ C(B)

(ii) A $ B ⇒ C(A) ∩ B 6= ∅

Die Behauptungen des folgenden Satzes rechnet man einfach nach.
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2.3. Relationen und Funktionen

2.2.13 Satz

(i) (∀x∈A)[x ⊆ B] ⇒
⋃
A ⊆ B

(ii) (∀x∈A)[B ⊆ x] ⇒ B ⊆
⋂
A

2.3 Relationen und Funktionen

Sinda, b ∈ U , so können wir die Klasse{a, b} bilden. {a, b} heißt das
ungeordnete Paar. Diese Klasse ist so einfach gebildet, daß wir fordern
wollen, daß sie wieder eine Menge ist. Dieses Axiom

(Pa) a ∈ U ∧ b ∈ U ⇒ {a, b} ∈ U
ist alsPaarmengenaxiombekannt. Natürlich ist{a, b} kein geordnetes
Paar, denn nach(Ext) ist {a, b} = {b, a} und{a, a} = {a}. Allerdings
sind wir in der Mengenlehre in der glücklichen Lage, dasgeordnete Paar
mit Hilfe des ungeordneten Paares definieren zu können. Einem Vor-
schlag KURATOWSKIS folgend definiert man:

2.3.1 Definition

(a, b) := {{a}, {a, b}}.
Wir zeigen

2.3.2 Lemma

(i) a ∈ U ∧ b ∈ U ⇒ (a, b) ∈ U
(ii) (a1, b1) = (a2, b2) ⇔ a1 = a2 ∧ b1 = b2

Beweis:
(i): ist klar mit (Pa).
(ii) : Wir beobachten zunächst

x = ai⇔ x ∈ {ai} ⇔ x ∈ {ai} ∧ x ∈ {ai, bi}
⇔ (∀y)[y ∈ (ai, bi) ⇒ x ∈ y].

Gilt (a1, b1) = (a2, b2), so folgt damit

x = a1⇔ (∀y)[y ∈ (a1, b1) ⇒ y ∈ x]
⇔ (∀y)[y ∈ (a2, b2) ⇒ y ∈ x]
⇔ x = a2.

Also ista1 = a2, und wir erhalten

(a1, b1) = (a1, b2).
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2. Klassen und Mengen

Damit gilt

{a1, b1} ∈ (a1, b2) = {{a1}, {a1, b2}}

und analog

{a1, b2} ∈ {{a1}, {a1, b1}}.

Ist a1 = b1, so folgt{a1, b2} ∈ {{a1}, {a1}} = {{a1}}, also{a1, b2} =
{a1}, woraus sichb2 = a1 = b1 ergibt. Ista1 6= b1, so folgt{a1, b1} =
{a1, b2} und damit nach(Ext) auchb1 = b2. �
Ist t(x1, . . . , xn) ein Term undΦ(x1, . . . , xn) eine Eigenschaft, so benut-
zen wir die Notation

{t(~x ) Φ(~x )} := {z (∃x1) . . . (∃xn)[z = t(~x ) ∧ Φ(~x )]}.

Ferner verwenden wir

{x∈A φ(x)} := {x x ∈ A ∧ φ(x)}.

Für zwei KlassenA undB ist daskartesische Klassenproduktdefiniert
durch:

2.3.3 Definition

A×B := {(a, b) a ∈ A ∧ b ∈ B}.

Natürlich läßt sich dann auch

U × U

bilden und es folgt

U × U ⊆ U ,

denn füry ∈ U × U ist y = (a, b) mit a, b ∈ U . Dann ist abery ∈ U
nach Lemma 2.3.2(i). Klassen, die Teilklassen vonU × U sind, wollen
wir als Klassenrelationenbezeichnen, rechtseindeutige Klassenrelatio-
nen heißenKlassenfunktionen. Anstelle von Funktionen sprechen wir
oft auch von Abbildungen. Etwas formaler definieren wir:

2.3.4 Definition

(i) Rel(R) :⇔ R ⊆ U × U

(ii) Fkt(F ) :⇔ Rel(F ) ∧ (∀x)(∀y)(∀z)[(x, y) ∈ F ∧ (x, z) ∈ F ⇒
y = z].

Wir führen die folgenden Notationen ein:
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2.3. Relationen und Funktionen

2.3.5 Notationen

(i) dom(F ) := {x (∃y)[(x, y) ∈ F ]} (Definitionsbereich vonF )

(ii) rng(F ) := {y (∃x)[(x, y) ∈ F ]} (Bild vonF )

(iii) Feld(F ) := dom(F ) ∪ rng(F )

(iv) F �A := F ∩ {(x, y) x ∈ A}

(v) F [A] := {y (∃x∈A)[(x, y) ∈ F ]}

(vi) F ◦G := {(x, y) (∃z)[(x, z) ∈ G ∧ (z, y) ∈ F ]}

(vii) F (a) :=

{
b falls a ∈ dom(F ) ∧ (∀z)[(a, z) ∈ F ⇒ z = b]
∅ sonst.

(viii) F−1 := {(y, x) (x, y) ∈ F}

(ix) idA := {(x, x) x ∈ A}

(x) F :A −→ B :⇔ Fkt(F ) ∧ dom(F ) = A ∧ rng(F ) ⊆ B

(xi) F :A auf−→ B :⇔ F :A −→ B ∧ rng(F ) = B (Surjektion)

(xii) F :A 1−1−→ B :⇔ F :A −→ B ∧ Fkt(F−1) (Injektion)

(xiii) F :A ←→ B :⇔ F :A auf−→ B ∧ F :A 1−1−→ B (Bijektion)

2.3.6 FolgerungenSeiF eine Funktion. Dann gilt:

(i) rng(F ) = {F (x) x ∈ dom(F )}

(ii) F [A] = {F (x) x ∈ dom(F ) ∧ x ∈ A}

(iii) Fkt(F �A) ∧ dom(F �A) = A ∩ dom(F )

(iv) rng(F �A) = F [A]

(v) (∀x∈A)[(F �A)(x) = F (x)]

(vi) F :A 1−1−→ B ⇒ F :A ←→ F [A]

(vii) Ist F :A ←→ B, so gilt F−1:B ←→ A, F ◦ F−1 = idB und
F−1 ◦ F = idA

2.3.7 LemmaGilt Fkt(F ) undFkt(G), so folgt

(i) Fkt(F ◦G)

(ii) dom(F ◦G) = {x∈ dom(G) G(x) ∈ dom(F )}
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2. Klassen und Mengen

(iii) rng(F ◦G) = F [rng(G)]

(iv) (F ◦G)(x) = F (G(x)) für x ∈ dom(F ◦G).

2.3.8 Definition Für KlassenA, B definieren wir

A ∼ B :⇔ (∃F )[F :A ←→ B].

Die KlassenA undB heißen danngleichmächtig. Wir werden sehen,
daß der Begriff der Gleichmächtigkeit nur für Mengen sinnvoll wird. Al-
lerdings können wir aus den Axiomen, die wir bisher eingeführt haben,
noch gar nicht ersehen, daß es überhaupt Mengen gibt.

2.4 Abschlußaxiome

Wir haben bereits einige Axiome eingeführt, durch die die Ontologie
unseres Mengenuniversums festgelegt wird. Dies waren die Axiome der
Extensionalität

(Ext) K1 = K2 :⇔ (∀x)(x ∈ K1 ⇔ x ∈ K2),

der Transitivität des Universums

(Tran) a ∈ U ∧ x ∈ a ⇒ x ∈ U

und die Komprehension

(CA) a ∈ {x ϕ(x)} ⇔ a ∈ U ∧ ϕ(a).

Neben diesen drei ontologischen Axiomen haben wir bereits ein Ab-
schlußaxiom, nämlich dasPaarmengenaxiom

(Pa) a ∈ U ∧ b ∈ U ⇒ {a, b} ∈ U

kennengelernt. Abschlußaxiome garantieren keine Existenz von Men-
gen in U , sondern beschreiben nur, gegenüber welchen OperationenU
abgeschlossen ist. Neben der Paarbildung kennen wir noch die Klassen-
operationen der Vereinigung und des Durchschnittes. Klar ist, daß

K ⊆ U ⇒
⋃
K ⊆ U (2.1)

gilt. Für x ∈
⋃
K haben wir ja einy ∈ K mit x ∈ y. AusK ⊆ U folgt

x ∈ U mit (Tran). �
Ebenso gilt

K ⊆ U ⇒
⋂
K ⊆ U . (2.2)
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2.4. Abschlußaxiome

Nehmen wir nämlichK = ∅ an, so folgt

x ∈
⋂
K ⇔ x ∈ U ∧ (∀y∈K)(x ∈ y)
⇔ x ∈ U ∧ (∀y)(y 6= y ⇒ x ∈ y)
⇔ x ∈ U ,

d.h. wir haben⋂
∅ = U . (2.3)

IstK 6= ∅, so gibt es einy ∈ K. Fürx ∈
⋂
K gilt dann aberx ∈ y und

es folgtx ∈ U mit (Tran).
Eigentlich müßten wir uns hier klarmachen, daß mit unserer Definition der leeren Klas-
se jede andere Klasse tatsächlich auch ein Element enthält. Damit überprüfen wir, ob
unsere Definition der leeren Klasse auch tatsächlich die intendierte Bedeutung hat. Nun
gilt mit dem Extensionaltätsaxiom

K 6= ∅ ⇔ (∃y)(y ∈ K ∧ y /∈ ∅) ∨ (∃y)(y ∈ ∅ ∧ y /∈ K).

Da für jedesy ∈ U abery = y, d.h.y /∈ ∅ gilt, folgt

K 6= ∅ ⇔ (∃y)(y ∈ K). (2.4)
Übertragen wir (2.1) auf Mengen, so erhalten wir dasVereinigungsmen-
genaxiom

(Vm) a ∈ U ⇒
⋃
a ∈ U .

Eine Folgerung aus Paar- und Vereinigungsmengenaxiom ist

a ∈ U ∧ b ∈ U ⇒ a ∪ b ∈ U . (2.5)

Zum Beweis überlegen wir uns, daß⋃
{a, b} = {x (∃y∈{a, b})[x ∈ y]}

= {x x ∈ a ∨ x ∈ b}
= a ∪ b

ist. Dann folgt (2.5) sofort mit(Pa)und(Vm). �
Eine weitere Folgerung ist

(x, y) ∈ U ⇒ x ∈ U ∧ y ∈ U . (2.6)

Der Beweis von (2.6) folgt aus⋃
(x, y) = {x} ∪ {x, y} = {x, y}.

Mit (x, y) ∈ U ist also nach(Vm){x, y} =
⋃

(x, y) ∈ U und somit nach
(Tran)auchx, y ∈ U .
Allerdings können wir noch nicht einsehen, daß mita, b ∈ U auch deren
Durchschnitta ∩ b ∈ U ist. Wir wissen zwar, daßa ∩ b ⊆ a ist. Teil-
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2. Klassen und Mengen

klassen von Mengen sollten sicher auch Mengen sein. Das fordern wir
im Aussonderungsaxiom

(As) a ∈ U ∧ K ⊆ a ⇒ K ∈ U .

Man beachte, daß fürK = {x∈a ϕ(x)} das Aussonderungsaxiom die
Gestalt

a ∈ U ⇒ {x∈a ϕ(x)} ∈ U (2.7)

annimmt. Diese Form findet man häufiger. An dieser Stelle ist klar, daß
U selbst keine Menge ist. Wäre dies nämlich der Fall, so erhielten wir
mit Aussonderung die RUSSELLsche Klasse

R = {x x /∈ x}

als Menge. Wir haben aber schon in Abschnitt 2.1 eingesehen, daßR
keine Menge sein kann.
Wenn nun eine Klasse vorliegt, die zu einer Menge gleichmächtig ist, so
sollte die Klasse nicht zu kompliziert sein, um selbst als Menge gelten
zu können. Dasselbe sollte erst recht gelten, wenn die Mächtigkeit der
Klasse in die Mächtigkeit der Menge eingebettet werden kann, d.h. wenn
eine AbbildungF : a auf−→ K existiert. Dies läßt sich in der folgenden
Form fassen:

(Er) a ∈ U ∧ Fkt(F ) ⇒ F [a] ∈ U .

Dieses Axiom heißtErsetzungsaxiom.
Wir beobachten, daß

(Er) ⇒ (As) (2.8)

gilt. Ist nämlicha ∈ U undK ⊆ a, so betrachten wir die Funktion

F := {(x, x) x ∈ K}.

Mit (Er) ist F [a] ∈ U und es gilt

x ∈ F [a] ⇔ (∃y∈a ∩ dom(F ))[(y, x) ∈ F ]
⇔ (∃y∈a ∩K)[(y, x) ∈ F ]
⇔ x ∈ K,

d.h.F [a] = K. Die Gegenrichtung von (2.8) ist allerdings falsch, wie
wir noch einsehen werden (vgl. Korollar 4.2.3).
Jetzt können wir auch zeigen, daß Durchschnitte nicht leerer Klassen
immer Mengen sind, d.h.

K 6= ∅ ⇒
⋂
K ∈ U , (2.9)
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denn füry ∈ K ist
⋂
K ⊆ y. Mit (As)folgt

⋂
K ∈ U .

Neben dem Ersetzungsaxiom betrachtet man auch dasKollektionsaxiom

(Kol) a ∈ U ∧ (∀x∈a)(∃y)ϕ(x, y) ⇒ (∃z)(∀x∈a)(∃y∈z)ϕ(x, y).

Man sieht sofort ein, daß das Ersetzungsaxiom aus dem Kollektions-
axiom zusammen mit dem Aussonderungsaxiom folgt. Ist nämlicha ∈
U undF eine Funktion, so bekommen wir mittels(As)zuerst∅ ∈ U . Da
in 2.3.5F (x) = ∅ für allex /∈ dom(F ) gesetzt wurde, ergibt sich

a ∈ U ∧ (∀x∈a)(∃y)[y = F (x)].

Mit Kollektion erhalten wir damit einz ∈ U mit

(∀x∈a)(∃y∈z)[y = F (x)].

Mit Aussonderung erhalten wir

F [a] = {y ∈ z (∃x∈a ∩ dom(F ))[y = F (x)]} ∈ U .

Damit haben wir

(Kol) + (As) ⇒ (Er) (2.10)

gezeigt. Die Gegenrichtung scheitert daran, daß wir aus der Vorausset-
zung

(∀x∈a)(∃y)ϕ(x, y)

nicht ohne weiteres eine Funktion erhalten. Dazu benötigen wir noch
zusätzliche Axiome, die wir erst später bereitstellen werden.
Ein weiteres Abschlußaxiom ist das Potenzmengenaxiom. Dazu definie-
ren wir die Potenzklasse

Pow(K) := {x x ⊆ K}

und fordern imPotenzmengenaxiom

(Pm) a ∈ U ⇒ Pow(a) ∈ U .

Die Potenzmenge Pow(a) ist „mächtiger“ als die Mengea in dem Sinne,
daß sicha zwar vermögea 7→ {a} injektiv in Pow(a) einbetten läßt,
zwischena und Pow(a) aber keine Bijektion existieren kann. Nehmen
wir nämlich an, wir hätten eine Funktion

f : a ←→ Pow(a),

so sei

M := {x∈a x /∈ f(x)} ∈ Pow(a).
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Für b := f−1(M), dasUrbild vonM unterf , erhalten wir den Wider-
spruch

b ∈M ⇔ b /∈ f(b) = M.

Fürx ∈ a undy ∈ b ist {{x}, {x, y}} ∈ Pow(Pow(a ∪ b)). Damit folgt

a× b = {(x, y) x ∈ a ∧ y ∈ b} ⊆ Pow(Pow(a ∪ b)).

Mit (Pm)und(As)erhalten wir daher

a, b ∈ U ⇒ a× b ∈ U . (2.11)

Man kann (2.11) aber auch ohne das Potenzmengenaxiom erhalten (vgl.
z.B. [1]).
Wir definieren

ab := {f Fkt(f) ∧ dom(f) = a ∧ rng(f) ⊆ b}

und nennenab dieKlasse der Funktionen vona in b. Mit (2.11) erhalten
wir aus dem Aussonderungsaxiom

a, b ∈ U ⇒ ab ∈ U , (2.12)

dennab ⊆ Pow(a× b). �
Als Folgerung des Ersetzungsaxiomes erhalten wir

Fkt(f) ∧ dom(f) ∈ U ⇒ f ∈ U ∧ rng(f) ∈ U , (2.13)

denn mit dom(f) ist auch

rng(f) = f [dom(f)] ∈ U undf ⊆ dom(f)× rng(f). �

Ebenso haben wir

Fkt(f) ∧ f ∈ U ⇒ dom(f) ∈ U ∧ rng(f) ∈ U , (2.14)

denn wegenx ∈ {x} ∈ (x, y) undy ∈ {x, y} ∈ (x, y) haben wir sowohl
dom(f) ⊆

⋃
(
⋃
f) als auch rng(f) ⊆

⋃
(
⋃
f). �

Als Folgerung von (2.13) erhalten wir

Fkt(F ) ∧ a ∈ U ⇒ F � a ∈ U . (2.15)

Ganz offensichtlich gilt auch

Fkt(f) ∧ Fkt(g) ∧ f ∈ U ∧ g ∈ U ⇒ f ◦ g ∈ U , (2.16)

denn wir haben jaf ◦ g ⊆ dom(g)× rng(f).

22



2.5. Mengenexistenzaxiome

2.5 Mengenexistenzaxiome

Bislang können wir nicht zeigen, daß unser Universum nicht leer ist.
Wir haben noch kein Axiom eingeführt, demzufolge eine Menge exi-
stiert. Mit dem Aussonderungsaxiom ist jedoch sofort klar, daß, wenn
überhaupt eine Menge existiert, die leere Klasse eine Menge ist. Wir
haben ja∅ ⊆ K für jede KlasseK. Daher wollen wir als einfachstes
Mengenexistenzaxiom dasNullmengenaxiom

(Nm) ∅ ∈ U

einführen. Wir werden sehen, daß damit schon ein gutes Stück Theo-
rie entwickelt werden kann. Ist∅ ∈ U , so haben wir auch{∅} ∈
U , {{∅}} ∈ U u.s.f. und sehen, daß wir in die Lage versetzt werden,
natürliche Zahlen durch Mengen zu repräsentieren. Wir definieren:

2.5.1 Definition

(i) 0 := ∅

(ii) n+ 1 := n ∪ {n}.

Durch Induktion nach der natürlichen Zahln folgt mit (Pa)und(Vm)

2.5.2 LemmaFür alle natürlichen Zahlenn ist n ∈ U .

Wir erhalten

n ∈ n+ 1 (2.17)

und

(∀n∈ N )Tran(n), (2.18)

wobei Tran(x) die Formel(∀y∈x)(y ⊆ x) abkürzt. Man zeigt (2.18)
durch Induktion nachn. Trivialerweise gilt Tran(∅). Das liefert den
Induktionsbeginn. Setzen wir Tran(n) voraus und nehmenx ∈ y ∈
n+ 1 = n ∪ {n} an, so haben wirx ∈ y ∈ n oderx ∈ y = n. Im ersten
Fall folgtx ∈ n ⊆ n+ 1 nach Induktionsvoraussetzung, im zweiten Fall
direkt. �
Weiter gilt

(∀n∈ N )(n /∈ n). (2.19)

Auch (2.19) zeigt man durch Induktion nachn. Den Induktionsbeginn
liefert ∅ /∈ ∅. Setzen wirn /∈ n voraus und nehmenn+ 1 ∈ n+ 1 an,
so folgt mit (2.17)n ∈ n+ 1 ∈ n+ 1 = n ∪ {n}, d.h.n ∈ n+ 1 ∈ n
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odern ∈ n+ 1 = n. Mit (2.18) folgt daher aus beidenn ∈ n, was der
Induktionsvoraussetzung widerspricht. �
Durch Induktion nachm erhalten wir aus (2.17) und (2.18) sofort

n < m ⇒ n ∈ m. (2.20)

Um auch die Gegenrichtung von (2.20) zu erhalten, zeigen wir

x ∈ m ⇒ (∃n<m)[x = n]. (2.21)

durch Induktion nachm.
Fürm = 0 ist nichts zu zeigen. Istx ∈ m+ 1, so folgtx ∈ m oderx =
m. Im ersten Fall folgt die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung,
im zweiten Fall direkt. �
Gilt nun n ∈ m so haben wir eink < m mit n = k. Mit (2.20) und
(2.19) folgt dann aber sofortk = n. Also haben wir

n < m ⇔ n ∈ m, (2.22)

was zeigt, daß die<-Relation auf den natürlichen Zahlen durch die∈-
Relation auf ihren Repräsentanten repräsentiert wird. Aus (2.22) folgt
aber auch

n = m ⇔ n = m, (2.23)

da die Richtung von links nach rechts trivialerweise gilt und ausn 6= m
entwedern ∈ m oderm ∈ n folgt. Nach (2.19) folgt in beiden Fällen
aberm 6= n.
Als Folgerung von (2.23) ergibt sich dann auch

n+ 1 = m+ 1 ⇒ n = m (2.24)

und aus (2.17) folgt auch

∅ 6= n+ 1 (2.25)

für allen ∈ N . Damit ist klar, daß die Klasse

N = {n n ∈ N }
die PEANOaxiome für die Nachfolgerfunktionen erfüllt. Es ist nun nicht
schwer, Repräsentanten für Addition und Multiplikation aufN zu erklä-
ren und nachzuweisen, daß die KlasseN dann ein Modell der PEANO-
Arithmetik ist. Wir wollen an dieser Stelle aber darauf verzichten, da wir
es später in einem allgemeineren Rahmen ausführen werden.

Den Rest des Abschnittes wollen wir der Konstruktion einer Klasse
widmen, die sich als Modell der bislang eingeführten Mengenaxiome
erweisen wird.
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2.5.3 Definition

HF0 := ∅
HFn+1 := Pow(HFn).

Dann gilt

(∀n∈ N )(HFn ∈ U), (2.26)

was sich sofort durch Induktion nachn ergibt. Weiter beobachten wir,
daß

Tran(HFn) ⇒ HFn ⊆ HFn+1 (2.27)

gilt. Ist nämlichx ∈ HFn, so folgt mit Tran(HFn) auchx ⊆ HFn, d.h.
x ∈ Pow(HFn) = HFn+1. Mit Hilfe von (2.27) erhalten wir

(∀n∈ N )(Tran(HFn)) (2.28)

durch Induktion nachn. Tran(HF0) ist klar. Nehmen wir Tran(HFn) und
x ∈ y ∈ HFn+1 an, so folgt mit (2.27)x ∈ y ⊆ HFn ⊆ HFn+1. Also ist
x ∈ HFn+1 und wir haben Tran(HFn+1). �
Aus (2.27) folgt weiter

m < n ⇒ HFm ⊆ HFn. (2.29)

Man sagt daher, daß dieHFn eine kumulative Hierarchie bilden. Wir
haben sogar etwas mehr, nämlich

m < n ⇒ HFm ∈ HFn. (2.30)

Dies ist klar, da wegenHFm ⊆ HFm bereitsHFm ∈ Pow(HFm) = HFm+1

gilt. �
Es sei am Rande bemerkt, daß (2.29) auch aus (2.30) und (2.28) folgt.
Wir wollen nun nachprüfen, daß in der Klasse

HF =
⋃
{HFn n ∈ N}

der erblich endlichen Mengenbereits alle bislang eingeführten Men-
genaxiome gelten.
Beginnen wir mit demTransitivitätsaxiom.
Ist x ∈ y ∈ HF, so gibt es einn ∈ N mit x ∈ y ∈ HFn. Wegen
Tran(HFn) folgt dannx ∈ HFn und damit auchx ∈ HF.
Zum Nachweis desExtensionalitätsaxiomeshaben wir

K1 = K2 ⇔ (∀x∈HF)(x ∈ K1 ⇔ x ∈ K2)
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für HF-Klassen, d.h. fürK1, K2 ⊆ HF zu prüfen. DaK1 undK2 beide
HF-Klassen sind, folgt sofort

(∀x∈HF)(x ∈ K1 ⇔ x ∈ K2) ⇔ (∀x)(x ∈ K1 ⇔ x ∈ K2),

und dies ist äquivalent zuK1 = K2 auf Grund des Extensionalitätsaxio-
mes.
Um die Komprehensionnachzuprüfen, haben wir für{x ϕ(x)} ⊆ HF
die Tatsache

a ∈ {x ϕ(x)} ⇔ a ∈ HF ∧ ϕ(a)

nachzuweisen. Wegen

{x ϕ(x)} = {x x ∈ HF ∧ ϕ(x)}

undHF ⊆ U folgt aber mit(CA)

a ∈ {x ϕ(x)} ⇔ a ∈ U ∧ a ∈ HF ∧ ϕ(a)
⇔ a ∈ HF ∧ ϕ(a).

Zum Nachweis desPaarmengenaxiomsbenötigen wir

a, b ∈ HF ⇒ {a, b} ∈ HF.

Für a, b ∈ HF finden wir nach (2.29) aber einn mit a, b ∈ HFn. Damit
ist {a, b} ∈ Pow(HFn), d.h.{a, b} ∈ HFn+1.
Ähnlich folgt

a ∈ HF ⇒
⋃
a ∈ HF.

Für a ∈ HFn ist
⋃
a ⊆ HFn, da mit Tran(HFn) jedesx ∈ a auch Teil-

menge vonHFn ist. Also ist
⋃
a ∈ HFn+1, und da für allex ∈ HF

x =
⋃
a ⇔ HF |= x =

⋃
a

zutrifft, gilt dasVereinigungsmengenaxiomin HF.
Wir erhalten auch

a ∈ HF ⇒ Pow(a) ∈ HF,

denn mita ∈ HFn folgt a ⊆ HFn und damit Pow(a) ⊆ HFn+1. Damit ist
Pow(a) ∈ HFn+2 und wir haben die Gültigkeit desPotenzmengenaxioms
in HF nachgewiesen.
Anstelle desErsetzungsaxiomsprüfen wir etwas allgemeiner die Gültig-
keit von Aussonderungs- und Kollektionsaxiom nach.
DasAussonderungsaxiomerhalten wir sofort aus

a ∈ HFn ∧ b ⊆ a ⇒ b ∈ HFn+1.
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2.5. Mengenexistenzaxiome

Um dasKollektionsaxiomnachzuprüfen benötigen wir einige Vorbemer-
kungen. Wir definieren:

2.5.4 Definition Eine Mengea ∈ U heißtendlich, wenn es einn ∈ N
mit a ∼ n gibt.

Die Endlichkeit einer Menge vererbt sich auf auf deren Teilmengen, d.h.
wir haben:

2.5.5 Lemma Ist n ∈ N , a ∼ n undb ⊆ a, so ist auchb endlich.

Beweis: Wir führen Induktion nachn. Fürn = 0 ist a = b = ∅.
Istn = m∪{m} undf : a ←→ n, so haben wir einx ∈ amit f(x) = m.
Ist b ⊆ a \ {x}, so istb nach Induktionsvoraussetzung endlich. Ande-
renfalls istb\{x} nach Induktionsvoraussetzung endlich, d.h. es gibt ein
k ∈ N mit b \ {x} ∼ k und wir erhalten sofortb ∼ k ∪ {k}. Also istb
endlich. �
Die Endlichkeit der Potenzmenge einer endlichen Menge ergibt sich aus
dem folgenden Lemma.

2.5.6 Lemma Ist a ∼ n, so istPow(a) ∼ 2n.

Beweis: Wir führen Induktion nachn. Für n = ∅ ist a = ∅ und da-
mit Pow(a) = {∅} = 1. Gilt a ∼ n+ 1, so ist a 6= ∅ und wir
haben einy ∈ a. Dann ista \ {y} ∼ n und nach Induktionsvor-
aussetzung Pow(a \ {y}) ∼ 2n. Nun ist Pow(a) = Pow(a \ {y}) ∪
{b ∪ {y} b ∈ Pow(a \ {y})}. D.h. Pow(a) = A ∪ B mit A ∼ B ∼ 2n

undA ∩B = ∅. Damit gilt

Pow(a) ∼ 2n + 2n = 2n+1. �
Definieren wir

sexp(a, 0) := 0

und

sexp(a, n+ 1) := asexp(a,n),

so erhalten wir:

2.5.7 LemmaFür allen ∈ N ist HFn ∼ sexp(2, n). Damit ist jedes
a ∈ HF endlich.

Beweis: Durch Induktion nachn folgt HFn ∼ sexp(2, n) sofort aus
Lemma 2.5.6. Ista ∈ HF, so ista ∈ HFn für ein n ∈ N und damit
a ⊆ HFn. Nach Lemma 2.5.5 ist aber jede Teilmenge einer endlichen
Menge wieder endlich. �
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2. Klassen und Mengen

DaHF eine transitive Klasse ist, sind nach Lemma 2.5.7 auch die Ele-
mente von Elementen vonHF endlich. Daher nennt manHF die Klasse
dererblich endlichen Mengen.
Um die Gültigkeit des Kollektionsaxiomes inHF nachzuweisen, nehmen
wir a ∈ HFn und

HF |= (∀x∈a)(∃y)ϕ(x, y)

an. Dann haben wir zu jedemx ∈ a einnx ∈ N und einyx ∈ HFnx mit
HF |= ϕ(x, yx). Da a endlich ist, können wirm := max{nx x ∈ a}
definieren. Dann gilt

(∀x∈a)(∃y∈HFm)HF |= ϕ(x, y).

Nach (2.30) gilt aberHFm ∈ HF. �
Somit erfülltHF alle bisherigen Mengenaxiome. Also ist aus den bisher
eingeführten Axiomen auch nichtHF ∈ U abzuleiten. Aus Lemma 2.5.7
folgt aber auchHF ∼ N . Damit ist auf der Basis der bisherigen Axio-
me nicht einzusehen, daßN eine Menge ist. Die KlasseHF ist also
sicherlich zu klein, um dem mathematischen Universum nahekommen
zu können. Das Nullmengenaxiom ist daher als Mengenexistenzaxiom
nicht ausreichend. Die einfachste Verstärkung ist nun,

N ∈ U (2.31)

zu fordern. Da wirN mit starker Bezugnahme auf unsere intuitive Vor-
stellung natürlicher Zahlen definiert haben, wollen wir (2.31) eine Form
geben, die diesen Bezug überflüssig macht. Wir fordern

(Ue) (∃a)[∅ ∈ a ∧ (∀x∈a)(x ∪ {x} ∈ a)]

und nennen(Ue) dasUnendlichkeitsaxiom, da in ihm die Existenz einer
unendlichen Menge gefordert wird.

Wir haben hier ein Beispiel für den Prozeß vorliegen, den wir die „Gewinnung von
Axiomen durch Reflexion“ nennen wollen. Dabei gehen wir von der Vorstellung aus,
daß das mathematische Universum so groß ist, daß es unbeschreibbar wird. Könnten
wir es durch eine Eigenschaft beschreiben, so würde es ja definierbar und damit selbst
zum mathematischen Objekt. Also kann es keine Eigenschaft geben, die nur dem Uni-
versum zukommt. Jede Eigenschaft des Universums, die wir uns (im Konsens mit
unseren Mitmathematikern) vorstellen können, muß daher bereits an einem Objekt des
Universums, d.h. an einer Menge reflektiert werden. Da wir davon ausgehen, daß das
Universum unbeschränkt ist, ist(Ue), das ja die Existenz einer unbeschränkten Menge
fordert, eine Reflexion dieser Vorstellung.

Wir wollen uns nun noch davon überzeugen, daß aus(Ue) die Exi-
stenz vonN folgt. Dazu definieren wir

Ind(K) :⇔ ∅ ∈ K ∧ (∀x∈K)(Sx ∈ K)
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2.5. Mengenexistenzaxiome

wobei wir die Abkürzung

Sx := x ∪ {x}

verwendet haben. Wir definieren

ω :=
⋂
{K Ind(K)}.

Dann gilt natürlich

(∀K)(Ind(K) ⇒ ω ⊆ K). (2.32)

Nach(Ue) gibt es aber eina ∈ U mit Ind(a). Damit haben wirω ⊆ a
und mit Aussonderung damit auch

ω ∈ U . (2.33)

Da nach Definition vonN schon Ind(N ) gilt, haben wir auch

ω ⊆ N . (i)

Durch Induktion nachn zeigen wir

(∀n∈ N )(n ∈ ω).

Da wir ∅ ∈ K für jedesK mit Ind(K) haben, folgt0 = ∅ ∈ ω. Aus
der Induktionsvoraussetzungn ∈ ω erhalten wirn ∈ K für jedesK mit
Ind(K). Dann gilt aber auchSn ∈ K für alle solcheK und damit auch
n+ 1 = Sn ∈ ω. Also haben wir

N ⊆ ω,

woraus mit (i) schließlich

ω = N (2.34)

folgt. �
Somit haben wir die Richtung von links nach rechts in

(Ue) ⇔ N ∈ U (2.35)

gezeigt. Die Gegenrichtung ist klar, da ja Ind(N ) nach Definition gilt.
Wir wollen an dieser Stelle anmerken, daß wir dasPrinzip der vollstän-
digen Induktion, das wir ja bisher von außen in unser Mengenuniversum
importiert haben, schon aus den Axiomen der Mengenlehre allein erhal-
ten. Gilt nämlich für eine KlasseK

∅ ∈ K ∧ (∀x)(x ∈ K ⇒ Sx ∈ K),

so erhalten wir Ind(K) und damit nach (2.32)ω ⊆ K. D.h. wir haben
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2. Klassen und Mengen

das Prinzip derω-Induktion

∅ ∈ K ∧ (∀x∈K)(Sx ∈ K) ⇒ ω ⊆ K. (2.36)
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3. Ordinal- und Kardinalzahlen

3.1 Fundierte Relationen

Der besseren Lesbarkeit halber wollen wir für eine RelationR im fol-
genden oftx R y anstatt(x, y) ∈ R schreiben.

3.1.1 Definition Es gelte Rel(R). Wir definieren:

(i) A ⊆ U heißtR-transitiv, falls

(∀x)(∀y)(x ∈ A ∧ y R x ⇒ y ∈ A)

gilt.

(ii) TCR(A) := {z | (∃x∈ω)(∃f)[f :Sx −→ U ∧ f(∅) ∈ A
∧ (∀y∈x)(f(Sy) R f(y)) ∧ z = f(x)]}

heißt dieR-transitive Hülle vonA.

Man beachte, daß die schon eingeführte Formel Tran(A) besagt, daßA
∈-transitiv im Sinne von Definition 3.1.1(i) ist. Mit TC(A) bezeich-
nen wir im allgemeinen die∈-transitive Hülle vonA. Transitive Hüllen
haben interessante Eigenschaften.

3.1.2 SatzSeiR eine Relation. Dann gilt:

(i) A ⊆ TCR(A) undTranR(TCR(A)), wobeiTranR(K) bedeute, daß
K eineR-transitive Klasse ist.

(ii) Gilt A ⊆ B undTranR(B), so istTCR(A) ⊆ B,

(iii) A ∈ U ∧ (∀x)({y y R x} ∈ U) ⇒ TCR(A) ∈ U .

Beweis: (i): Betrachten wir die Formel

ϕ(f, x) :⇔ f :Sx −→ U ∧ f(∅) ∈ A ∧ (∀y∈x)[f(Sy) R f(y)]

und die Klassen

Bu := {f(u) ϕ(f, u)}.

Dann gilt

TCR(A) =
⋃
u∈ω

Bu (i)

und
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3. Ordinal- und Kardinalzahlen

B∅ = A, (ii)

dennB∅ = {f(∅) f : {∅} −→ U ∧ f(∅) ∈ A} ⊆ A und für x ∈ A
definieren wirf := {(∅, x)}. Weiter folgt

BSu = {y (∃x∈Bu)[y R x]}. (iii)

Gilt nämlicha ∈ BSu, so ista = f(Su) mit ϕ(f, Su). Wir haben also
a = f(Su) R f(u) und (∀y∈Su)[(f(Sy) R y) ∧ f(∅) ∈ A]. Damit
gilt aber sofortϕ(f �Su, u). Also istf(u) = (f �Su)(u) ∈ Bu und wir
habenBSu ⊆ {y (∃x∈Bu)[y R x]}.
Für die umgekehrte Inklusion geltea R x für einx = f(u). Wir definie-
reng := f ∪ {(Su, a)} und erhalten soϕ(g, Su) undg(Su) = a. Also
ist a ∈ BSu. Damit ist (iii) bewiesen.
Ist nunx R y ∈ TCR(A), so gibt es nach (i) einu ∈ ω mit x R y ∈ Bu.
Nach (iii) ist dannx ∈ BSu und wieder nach (i)x ∈ TCR(A). Also ist
TCR(A) R-transitiv.
(ii) : Sei TranR(B) undA ⊆ B. Durchω-Induktion nachu zeigen wir

Bu ⊆ B. (iv)

Für u = ∅ folgt dies aus (ii) und der VoraussetzungA ⊆ B. Zum
Induktionsschritt nehmen wirBu ⊆ B an. Zua ∈ BSu gibt es nach (iii)
ein x ∈ Bu ⊆ B mit a R x. Wegen derR-Transitivität vonB erhalten
wir somit aucha ∈ B.
Nach (i) folgt aus (iv) aber TCR(A) ⊆ B.
(iii) : Wir folgern

Bu ∈ U (v)

durchω-Induktion nachu. Füru = ∅ ist B∅ = A ∈ U . Nach Indukti-
onsvoraussetzung haben wirBu ∈ U . Setzen wir

BR,x := {y y R x},

so giltBR,x ∈ U für jedesx nach Voraussetzung. Nach (iii) istBSu =⋃
{BR,x x ∈ Bu}. Mit (Er) ist {BR,x x ∈ Bu} ∈ U , und mit (Vm)

folgt BSu ∈ U .
Nach (v) ist nun

F := {(u,Bu) u ∈ ω}

eine Funktion mit dom(F ) = ω. Mit (Er) ist dann{Bu u ∈ ω} ∈ U ,
und mit (i) und(Vm)folgt TCR(A) ∈ U . �

3.1.3 Definition SeiR eine Relation.
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(i) Gilt

(∀z)[z 6= ∅ ⇒ (∃x∈z)(∀y∈z)(¬y R x)],

so heißtR fundiert. Wir notieren dies durch Fund(R).

(ii) IstR fundiert und gilt darüber hinaus

(∀x)[{y y R x} ∈ U ],

so heißtR wohlfundiert. Wir notieren dies durch Wf(R).

3.1.4 SatzGilt Wf(R), so haben wir das Prinzip der transfiniten Induk-
tion überR, d.h. gilt

(∀x)[(∀y)(y R x ⇒ ϕ(y)) ⇒ ϕ(x)],

so folgt

(∀x)ϕ(x).

Beweis: Sei a ∈ U . Wir habenϕ(a) zu zeigen und tun dies indirekt,
indem wir¬ϕ(a) annehmen. Dann betrachten wir die Klasse

a := {x x ∈ TCR({a}) ∧ ¬ϕ(x)}.

Wegena ∈ U folgt mit (Pa) und Satz 3.1.2(iii) auch TCR({a}) ∈ U .
Also ist a ∈ U mit (As). Wegen{a} ⊆ TCR({a}) ist a ∈ TCR({a}).
Aus der Annahme¬ϕ(a) erhalten wir dahera 6= ∅. Wegen Wf(R) haben
wir damit einx ∈ a so, daß¬(y R x) für alle y ∈ a gilt. D.h. wir haben

(∀y)(y R x ⇒ y /∈ a).

Wegenx ∈ a ⊆ TCR({a}) folgt ausy R x ebenfallsy ∈ TCR({a}).
Wegeny /∈ a muß daherϕ(y) gelten. Also haben wir

(∀y)(y R x ⇒ ϕ(y)).

Mit der Voraussetzung des Satzes erhalten wir daherϕ(x), d.h.

x ∈ TCR({a}) ∧ ϕ(x),

was aberx ∈ a widerspricht. �

3.1.5 Satz (Rekursion entlang wohlfundierter Relationen)Seien eine
RelationR mit Wf(R) undG: U −→ U gegeben. Dann gibt es genau
eine FunktionF : U −→ U mit

F (x) = G(F � {y y R x}).
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3. Ordinal- und Kardinalzahlen

Beweis: Zur Abkürzung setzen wir

x̂ := {y y R x}.
Wegen Wf(R) haben wirx̂ ∈ U für alle x ∈ U . Um die Existenz der
FunktionF zu zeigen, definieren wir die Klasse

A := {f |Fkt(f) ∧ TranR(dom(f))
∧ (∀x∈ dom(f))[f(x) = G(f � x̂)]}.

(3.1)

Wir setzen

F :=
⋃
A (3.2)

und weisen nach, daßF den Bedingungen des Satzes genügt. Im ersten
Schritt zeigen wir

f1, f2 ∈ A ∧ x ∈ dom(f1) ∩ dom(f2) ⇒ f1(x) = f2(x). (i)

Zum Nachweis von (i) benutzen wirR-Induktion. Wegenf1, f2 ∈ A
haben wir TranR(dom(fi)) für i = 1, 2. Aus x ∈ dom(f1) ∩ dom(f2)
folgt daherx̂ ⊆ dom(f1) ∩ dom(f2). Nach Induktionsvoraussetzung gilt
dann aberf1 � x̂ = f2 � x̂. Mit f1, f2 ∈ A folgt daraus

f1(x) = G(f1 � x̂) = G(f2 � x̂) = f2(x).

Nun zeigen wir

Fkt(F ) ∧ dom(F ) =
⋃
{dom(f) f ∈ A} ∧ TranR(dom(F ))

∧ (f ∈ A ⇒ f = F �dom(f)).
(ii)

Gilt a ∈ F , so gibt es einf ∈ A mit a ∈ f . Also ista = (x, y) und wir
haben Rel(F ). Ist (x, y) ∈ F und(x, z) ∈ F , so haben wirf, g ∈ A mit
(x, y) ∈ f und(x, z) ∈ g. Nach (i) ist dann abery = f(x) = g(x) = z.
Also gilt Fkt(F ). Es gilt

x ∈ dom(F )⇔ (∃y)((x, y) ∈ F )
⇔ (∃y)(∃f ∈A)((x, y) ∈ f)
⇔ (∃f ∈A)(x ∈ dom(f))
⇔ x ∈

⋃
{dom(f) f ∈ A}.

Haben wirx R y ∈ dom(F ), so gibt es einf ∈ A mit x R y ∈ dom(f).
Wegen TranR(dom(f)) gilt dann aber auchx ∈ dom(f) ⊆ dom(F ).
Also gilt TranR(dom(F )). Ist schließlichf ∈ A undx ∈ dom(f), so
ist F (x) = g(x) für ein g ∈ A mit x ∈ dom(g). Nach (i) folgt wieder
F (x) = g(x) = f(x). Also istf = F �dom(f).
Als nächstes zeigen wir

(∀x∈ dom(F ))[F (x) = G(F � x̂)]. (iii)
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Zu x ∈ dom(F ) gibt es einf ∈ A mit F (x) = f(x) = G(f � x̂) =
G(F � x̂) nach (ii).
Nun fehlt nur noch

dom(F ) = U . (iv)

Dazu zeigen wir

(∀x)[x ∈ dom(F )] (v)

durchR-Induktion. Aus der Induktionsvoraussetzung erhalten wirx̂ ⊆
dom(F ). Wegen TranR(dom(F )) gilt TCR(x̂) ⊆ dom(F ). Gilt x ∈
TCR(x̂), so sind wir fertig. (Man überlegt sich jedoch leicht, daß wegen
der Fundiertheit vonR dieser Fall gar nicht eintreten kann.) Sei also
x /∈ TCR(x̂). Wir definieren dann unter Verwendung von(Er) f :=
F �TCR(x̂) ∪ {(x,G(F � x̂))} und behaupten

f ∈ A. (vi)

Wegenx /∈ TCR(x̂) haben wir Fkt(f). Weiter ist dom(f) = TCR(x̂) ∪
{x}. Aus z R y ∈ TCR(x̂) ∪ {x} folgt aberz ∈ TCR(x̂). Also ist
dom(f) R-transitiv. Füry ∈ dom(f) gilt ŷ ⊆ TCR(x̂). Also istf � ŷ =
F � ŷ. Damit folgt füry ∈ TCR(x̂) schonf(y) = G(F � ŷ) = G(f � ŷ)
und füry = x nach Definitionf(x) = G(F � ŷ) = G(f � ŷ).
Aus (vi) folgt aber sofortx ∈ dom(F ). Also folgt (v) und damit (iv).
Mit (ii), (iii) und (iv) haben wir die Existenz der behaupteten Funktion
gezeigt.
Zum Eindeutigkeitsbeweis nehmen wir an, daß wir eine weitere Funktion
H hätten, die den Bedingungen des Satzes genügt. Wir zeigen dann

(∀x)[F (x) = H(x)]. (vii)

durchR-Induktion. Aus der Induktionsvoraussetzung erhalten wir

F � x̂ = H � x̂ (viii)

und damit sofort

F (x) = G(F � x̂) = G(H � x̂) = H(x). �
Von besonderem Interesse sind Wohlordnungen, d.h. wohlfundierte Re-
lationen, die es erlauben, zwei beliebige Elemente ihres Feldes zu ver-
gleichen. Wir führen daher die folgenden Begriffsbildungen ein.

3.1.6 Definition Eine RelationR heißt eine(lineare) Ordnung, wenn
gilt:

(i) (∀x)(¬x R x) (Irreflexivität)
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3. Ordinal- und Kardinalzahlen

(ii) (∀x)(∀y)(∀z)[x R y ∧ y R z ⇒ x R z] (Transitivität)

(iii) (∀x)(∀y)[x, y ∈ Feld(R) ⇒ x R y ∨ x = y ∨ y R x] (Lineari-
tät).

Ist R eine lineare Ordnung mit Feld(R) = A, so heißtR eine lineare
Ordnung aufA.
R heißt eineWohlordnungvon A, wennR eine lineare wohlfundierte
Ordnung aufA ist. Wir notieren dies durch WO(R). Eine RelationR
ordneteine KlasseA wohl, wennR∩ (A×A) eine Wohlordnung vonA
ist.

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir das folgende Lemma.

3.1.7 LemmaWird A durchR wohlgeordnet und istB ⊆ A, so wird
auchB durchR wohlgeordnet.

Beweis: DaR∩(A×A) eine lineare Ordnung aufA ist, istR∩(B×B)
lineare Ordnung aufB. Ebenso ist klar, daß fürx ∈ B wegen

{y∈B y R x} ⊆ {y∈A y R x} ∈ U

auch{y∈B y R x} ∈ U ist. Zum Nachweis der Fundiertheit seiz ∈
U mit z 6= ∅. Wir setzenR̃ := R ∩ (B × B). Ist z ∩ B = ∅, so gilt
¬y R̃ x für alle x, y ∈ z. Ist z ∩ B 6= ∅, so finden wir wegen Fund(R)
einx ∈ z ∩ B mit ¬y R x für alle y ∈ z ∩ B. Also gilt ¬y R̃ x für alle
y ∈ z und wir haben

(∃x∈z)(∀y∈z)[¬y R̃ x]

gezeigt. �

3.2 Ordinalzahlen

Wir haben bereits in Abschnitt 2.5 bemerkt, daß sich natürliche Zahlen
als Mengen repräsentieren lassen, wobei die<-Relation zwischen natür-
lichen Zahlen durch die∈-Relation auf den repräsentierenden Mengen
dargestellt wurde. Wir wollen, nachdem wirω durch das Unendlich-
keitsaxiom als Menge zur Verfügung haben, diesen Prozeß ins Unendli-
che fortsetzen. Wir wollen also überω hinaus zählen. Eine Menge zu
zählen bedeutet, ihre Elemente zu ordnen. Dabei muß die Ordnung so
beschaffen sein, daß sie sich zum Zählen eignet. D.h. daß wir, nachdem
wir beliebig viele Elemente gezählt haben, genau wissen, welches in der
Ordnung das nächste Element ist. Zum Zählen eignen sich daher nur
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Wohlordnungen1. Wir wollen daher Klassen betrachten, die, ähnlich wie
ω, durch die∈-Relation wohlgeordnet werden.

3.2.1 Definition

(i) On := {x Tran(x) ∧ WO({(u, v) u, v ∈ x ∧ u ∈ v})}.
(ii) < := {(α, β) α ∈ On∧ β ∈ On∧ α ∈ β}.
On heißt die Klasse derOrdinalzahlen.
Ordinalzahlen werdendasHilfsmittel unserer weiteren Untersuchungen
sein. Zunächst studieren wir deren elementare Eigenschaften.

3.2.2 Lemma

(i) (∀α∈On)[α = {x x < α}]
(ii) Tran(On)

(iii) α, β ∈ On ⇒ (α ⊆ β ⇔ α ≤ β)

(iv) (∀α∈On)[α /∈ α].

Beweis: (i): Sei α ∈ On. {x x < α} ⊆ α gilt nach Definition der
Relation<. Ist umgekehrtx ∈ α, so folgt wegen Tran(α) auchx ⊆ α.
Somit wirdx durch∈ wohlgeordnet. Istu ∈ v ∈ x, so istu, v, x ∈ α
und mit der Transitivität von∈ aufα folgt u ∈ x. Also gilt auch Tran(x).
Damit istx ∈ On und wir habenx < α.
(ii) : Ist x ∈ β ∈ On, so folgt mit(i) x < β und somitx ∈ On.
(iii) : Seienα, β ∈ On. Wir zeigen zunächst⇐. Fürα = β gilt α ⊆ β
und füra < β folgt wegen Tran(β) ebenfallsα ⊆ β.
Für die Gegenrichtung seiα $ β. Dann ist∅ 6= β \ α ⊆ β. Also besitzt
β \ α ein ∈-minimales Elementγ. Damit ist γ ⊆ α. Für ξ ∈ α ist
ξ 6= γ ∈ β. Die Annahmeγ ∈ ξ ∈ α führt zum Widerspruchγ ∈ α.
Also ist ξ ∈ γ und wir haben auchα ⊆ γ. Damit istα = γ ∈ β, d.h.
α < β.
(iv): Die Annahmeα ∈ α führt mit der Irreflexivität von∈ ∩(α × α)
sofort zu dem Widerspruchα /∈ α. �

3.2.3 Lemma IstK ⊆ On undK 6= ∅, so ist
⋂
K ∈ K. Insbesondere

ist dann
⋂
K ∈ On.

Beweis: WegenK 6= ∅ gibt es einα ∈ K. Dann ist
⋂
K ⊆ α. Nach

Lemma 3.1.7 wird daher
⋂
K durch∈ wohlgeordnet. Istx ∈ y ∈

⋂
K,

so istx ∈ y ∈ α für alle α ∈ K. Wegen Tran(α) gilt daher auch

1Für eine weitergehende Motivation der Ordinalzahlen siehe z.B. [6].
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3. Ordinal- und Kardinalzahlen

x ∈ α für alle α ∈ K, d.h.x ∈
⋂
K. Damit ist

⋂
K ∈ On. Wegen⋂

K ⊆ α für alle α ∈ K haben wir nach Lemma 3.2.2 (iii)
⋂
K ≤ α.

Nehmen wir
⋂
K < α für alleα ∈ K an, so erhalten wir

⋂
K ∈

⋂
K im

Widerspruch zu Lemma 3.2.2 (iv). Also gibt es einα ∈ K mit
⋂
K = α.

�

3.2.4 SatzDie KlasseOnwird durch die Relation< wohlgeordnet.

Beweis: Wegenα /∈ α für alleα ∈ On ist< eine irreflexive Ordnung.
Ausα < β < γ folgt wegen Tran(γ) auchα < γ und wir sehen, daß<
transitiv ist. Zum Nachweis der Linearität wählen wirα, β ∈ On. Nach
Lemma 3.2.3 ist dannα ∩ β ∈ On. Seiγ := α ∩ β. Wegenγ ⊆ α
undγ ⊆ β haben wirγ ≤ α undγ ≤ β nach Lemma 3.2.2 (iii). Die
Annahmeγ < α ∧ γ < β führt zu dem Widerspruchγ ∈ α ∩ β = γ.
Also istα = γ ≤ β oderβ = γ ≤ α.
Es bleibt die Wohlfundiertheit der Relation< zu zeigen. Fürα ∈ On ist
nach Lemma 3.2.2 (i){β β < α} = α. Also ist{β β < α} ∈ U . Sei
nunz eine Menge mitz 6= ∅. Gilt z 6⊆ On, so finden wir einx ∈ z mit
x /∈ On. Dann gilt aber für alley ∈ z schon¬y < x. Sei daherz ⊆ On.
Wegenz 6= ∅ gilt

⋂
z ∈ z nach Lemma 3.2.3. Seiγ :=

⋂
z. Für alle

α ∈ z gilt dannγ ⊆ α, d.h.¬α < γ. �
Im Beweis der Fundiertheit der Relation< in Satz 3.2.4, der ja auf Lem-
ma 3.2.3 basierte, spielte es offenbar keine Rolle, daßz eine Menge war.
Wir erhalten daher das folgende Korollar.

3.2.5 Korollar Jede nicht leere KlasseK von Ordinalzahlen enthält eine
kleinste Ordinalzahl. Gemäß Lemma 3.2.3 ist diese

⋂
K.

3.2.6 LemmaEs gilt

K ⊆ On∧ Tran(K) ⇔ K = On∨ K ∈ On.

Beweis: Nach Lemma 3.2.2 gilt Tran(On). Damit folgt die Richtung
von rechts nach links der obigen Äquivalenz. Für die Gegenrichtung
seiK eine transitive Klasse von Ordinalzahlen. Nach Satz 3.2.4 und
Lemma 3.1.7 wirdK durch∈ wohlgeordnet. Nehmen wirK 6= On an,
so erhalten wir einα ∈ On das nicht inK liegt. Fürξ ∈ K gilt dann
ξ 6= α und, daK transitiv ist, auch¬α ∈ ξ. Also ist ξ ∈ α und wir
habenK ⊆ α. Mit (As) ist daherK ∈ U und damit giltK ∈ On. �

3.2.7 SatzDie KlasseOn ist keine Menge.

Beweis: Aus der Annahme On∈ U folgt mittels Lemma 3.2.2 (ii) und
Satz 3.2.4 zu On∈ On. Dies widerspricht aber Lemma 3.2.2 (iv). �
Als unmittelbare Folgerung ergibt sich nun
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3.2.8 Korollar

a ∈ U ∧ Tran(a) ∧ a ⊆ On ⇒ a ∈ On.

Wir formulieren nun die Sätze 3.1.4 und 3.1.5 für Ordinalzahlen.

3.2.9 Satz (Transfinite Induktion) Gilt (∀α)[(∀η<α)ψ(η) ⇒ ψ(α)],
so folgtψ(α) für alleα ∈ On.

Zum Beweis wenden wir Satz 3.1.4 auf die Formel

ϕ(x) :⇔ x /∈ On∨ ψ(x)

an. �

3.2.10 Satz (Transfinite Rekursion)Zu einer FunktionG: U −→ U gibt
es genau eine FunktionF : On −→ U , die der Rekursionsgleichung

F (α) = G(F �α)

für alleα ∈ Ongenügt.

Beweis: Wir wenden Satz 3.1.5 an und erhalten eine Funktion

F̃ : U −→ U

mit F̃ (x) = G(F̃ � {y y < x}). Setzen wirF := F̃ �On, so gilt wegen
Lemma 3.2.2 (i)F (α) = G(F �α). Die Eindeutigkeit der FunktionF
folgt wieder sofort durch transfinite Induktion. �

3.3 DerMOSTOWSKI–Kollaps

3.3.1 Definition Es seienR1, R2 Relationen undA, B Klassen. Eine
AbbildungF :A −→ B heißt einR1–R2–Homomorphismusvon A in
B, wenn

(∀x∈A)(∀y∈A)[x R1 y ⇒ F (x) R2 F (y)]

gilt.
Eine BijektionF :A ←→ B heißt einR1–R2–IsomorphismusvonA auf
B, wennF einR1–R2–Homomorphismus vonA in B undF−1 einR2–
R1–Homomorphismus vonB in A ist.

Unser Ziel ist es, fundierte Relationen zu kollabieren, wobei eine Kolla-
bierungsfunktion einR–∈–Homomorphismus auf eine lückenlose, d.h.
transitive Menge ist. Wir definieren daher:
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3. Ordinal- und Kardinalzahlen

3.3.2 Definition SeiR eine wohlfundierte Relation. DurchR-Rekursion
erhalten wir eine FunktionπR mit

πR(x) := {πR(y) y R x}.

Die FunktionπR heißt dieKollabierungsfunktionvon R. Die wich-
tigsten Anwendungen haben Kollabierungsfunktionen in der Situation,
daß die∈–Relation auf einer KlasseA wohlfundiert ist. In diesem Fall
schreiben wir kurzπA anstattπ∈∩(A×A) und nennenπ[A] := πA[A] den
MOSTOWSKI-Kollapsder KlasseA.
Wir wollen nun die Eigenschaft der Kollabierungsfunktion im einzelnen
studieren.

3.3.3 LemmaSeiR eine wohlfundierte Relation mitA = Feld(R). Es
gelten

(i) πR:A −→ πR[A] ist einR–∈–Homomorphismus vonA aufπR[A].
Die KlasseπR[A] ist transitiv und für allea ∈ πR[A] gilt a /∈ a.

(ii) IstR transitiv, so istπR[A] ∈ OnoderπR[A] = On.

(iii) Ist B transitiv undτ :A −→ B ein R–∈–Isomorphismus, so ist
τ = πR.

(iv) IstR extensional, d.h. gilt

(∀x∈A)(∀y∈A)[{u u R x} = {u u R y} ⇒ x = y],

so istπR einR–∈–Isomorphismus.

Beweis: (i): Nach Definition vonπR gilt πR(x) ∈ πR(y) für x R y. Al-
so liegt einR–∈–Homomorphismus vor, der per definitionem surjektiv
ist. Wir zeigen nun die Transitivität vonπR[A]. Ist u ∈ v ∈ πR[A], so
haben wir einx ∈ A mit u ∈ v = πR(x) = {πR(y) y R x}. Also ist
u ∈ πR[A]. Um a /∈ a für a ∈ πR[A] zu erhalten, zeigen wir zunächst

x R y ⇒ πR(x) 6= πR(y) (i)

durchR-Induktion nachy. Nach Induktionsvoraussetzung giltπR(z) 6=
πR(x) für allez R x. Also istπR(x) /∈ πR(x), wohl aberπR(x) ∈ πR(y).
Damit gilt πR(x) 6= πR(y). Wäre nuna ∈ a für ein a ∈ πR[A], so
erhielten wira = πR(y) für ein y ∈ A sowiea = πR(x) für ein x ∈ A
mit x R y, was aber (i) widerspräche.
(ii) : Wir zeigen

a ∈ A ⇒ πR(a) ∈ On (ii)
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3.3. Der MOSTOWSKI–Kollaps

durchR-Induktion. Nach Induktionsvoraussetzung giltπR[â] ⊆ On, wo-
bei wiederâ := {y y R a} sei. Istu ∈ v ∈ πR[â], so haben wir ein
y R a mit v = πR(y) und somitu ∈ πR(y) = {πR(z) z R y}. Also ist
u = πR(z) für ein z R a und somitu ∈ πR[â]. Damit gilt Tran(πR[â])
und nach Korollar 3.2.8 dannπR[â] ∈ On. WegenπR(a) = πR[â] ist also
πR(a) ∈ On.
(iii) : Seia ∈ A undx ∈ τ(a). Wegen Tran(B) folgt x ∈ B und somit
gibt es einu ∈ A mit τ(u) = x ∈ τ(a). Da τ−1 ein ∈–R–Homomor-
phismus ist, folgtu R a. Also ist τ(a) ⊆ τ [â]. Ist x ∈ τ [â], so gibt
es einv R a mit x = τ(v). Dann ist aberx = τ(v) ∈ τ(a). Also ist
τ(a) = τ [â] undτ gehorcht den Rekursionsgleichungen fürπR.
(iv): πR:A −→ πR[A] ist ein surjektiverR–∈–Homomorphismus nach
(i). Um auch die Injektivität zu erhalten, zeigen wir

πR(a) = πR(b) ⇒ a = b

durchR-Induktion. Wir habenπR(a) = πR(b) ⇔ πR[â] = πR[b̂].
Nach Induktionsvoraussetzung folgt dann aberâ = b̂ und mit der Ex-
tensionalität vonR schließlicha = b. Damit istπR eine Bijektion und
wir haben uns nur noch davon zu überzeugen, daßπ−1

R ein ∈–R–Ho-
momorphismus ist. Gilt aberπR(u) ∈ πR(v), so gibt es eina R v mit
πR(u) = πR(a). Mit der Injektivität vonπR folgt dann aberu = a und
damit auchu R v. �
IstR eine Wohlordnung und gilt̂x = ŷ, so folgtx = y, denn sowohlx R
y als auchy R x führen zu dem Widerspruchx ∈ ŷ = x̂, d.h.x R x bzw.
y ∈ x̂ = ŷ, d.h.y R y. Also sind Wohlordnungen immer extensional,
und wir erhalten aus den Lemmata 3.3.3 und 3.2.6 den folgenden Satz.

3.3.4 SatzIst R eine Wohlordnung mitFeld(R) = A, so istπR einR–
∈–Isomorphismus und es gilt entwederπR[A] = On oderπR[A] ∈ On.
Es istπR[A] ∈ Ongenau dann, wennA eine Menge ist.

Wir nennenπR[A] denOrdnungstypvon R und bezeichnen ihn gerne
mit otyp(R). Die Umkehrfunktionπ−1

R : otyp(R) −→ A heißt dieR-
Aufzählungsfunktion vonA. Wir bezeichnen sie mit enR.
Wir werden sehr oft mit der Aufzählungsfunktion arbeiten müssen. Da-
her ist es nützlich, die folgende Rekursionsformel zur Hand zu haben

enR(α) = minR{x (∀β<α)[enR(β) R x]} für α ∈ otyp(R), (3.3)

wobei minR das Minimum bezüglich der WohlordnungR bedeutet. Um
(3.3) zu beweisen, beobachtet man, daß fürβ < α natürlich enR(β) R
enR(α) gilt. Ist b ∈ Feld(R) mit (∀β<α)[enR(β) R b] und nehmen wir
b R enR(α) an, so istπR(b) < α und daherb = enR(πR(b)) R b im
Widerspruch zur Irreflexivität vonR. �
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3. Ordinal- und Kardinalzahlen

Ein wichtiger Spezialfall sind KlassenK ⊆ On, die ja durch< wohlge-
ordnet werden. Gemäß unserer Vereinbarung bezeichnen wir die Kolla-
bierungsfunktion von< ∩ (K×K) kurz mitπK , den Ordnungstypen mit
otyp(K) und die Aufzählungsfunktion mit enK. Es ist nach unseren bis-
herigen Überlegungen klar, daßechteKlassenK ⊆ On den Ordnungstyp
On haben, während MengenK ⊆ On Ordinalzahlen als Ordnungstyp
besitzen.

3.3.5 LemmaSeiA ⊆ On und Tran(A). Ist f :A −→ On ordnungs-
treu, d.h. ein<–<–Homomorphismus, so giltα ≤ f(α) für alleα ∈ A.

Beweis: Nehmen wir{α∈A f(α) < α} 6= ∅ an. Seiα0 das minimale
Element. Dann giltf(α0) < α0 ∈ A. Also auchf(α0) ∈ A und es folgt
f(f(α0)) < f(α0) im Widerspruch zur Minimalität vonα0. �
Als Korollar zu Lemma 3.3.5 erhalten wir

3.3.6 Korollar Ist K ⊆ On transitiv, so giltα ≤ enK(α) für alle α ∈
otyp(K).

3.4 Grundzüge der Theorie der Ordinalzahlen

Offenbar ist die leere Menge eine transitive, durch∈ wohlgeordnete
Menge. Somit gibt es mindestens eine Ordinalzahl. Ziel dieses Ab-
schnittes ist es, die elementaren Eigenschaften von Ordinalzahlen zu un-
tersuchen.

3.4.1 Lemma

(i) ∅ ∈ On

(ii) α ∈ On ⇒ Sα ∈ On

(iii) α ∈ On∧ α < β ⇒ Sα ≤ β

Beweis: (i): Wir haben bereits bemerkt, daß∅ ∈ On gilt. In Zukunft
schreiben wir kurz0 statt∅, wenn wir die Ordinalzahl meinen.
(ii) : Aus α ∈ On folgt α ∪ {α} ⊆ On. Daα ∪ {α} ∈ U gilt, folgt
Sα ∈ On wegen Tran(Sα) aus Korollar 3.2.8.
(iii) : Ist α ∈ On undα < β, so istSα ⊆ β. Nach Lemma 3.2.2(iii)
folgt daherSα ≤ β. �
Wegenα < Sα ist nach Lemma 3.4.1(iii) Sα die kleinste Ordinalzahl,
die größer alsα ist. Wir nennenSα denNachfolgervonα. Wir wollen
uns nun davon überzeugen, daß es außer0 noch andere Ordinalzahlen
gibt, die nicht Nachfolger einer Ordinalzahl sind.
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3.4.2 Satzω ∈ On.

Beweis: Aus Lemma 3.4.1(i) und(ii) folgt mit (2.36), d.h.ω-Induktion,
ω ⊆ On. Wegen (2.33) haben wirω ∈ U . Es bleibt Tran(ω) zu zeigen.
Dazu zeigen wir

x ∈ y ∈ ω ⇒ x ∈ ω

durchω-Induktion nachy. Füry = 0 ist nichts zu zeigen. Giltx ∈ Sy ∈
ω, so haben wir entwederx ∈ y ∈ ω undx ∈ ω nach Induktionsvoraus-
setzung oderx = y ∈ ω. Also gilt Tran(ω) und mit Korollar 3.2.8 folgt
ω ∈ On. �

3.4.3 Definition Seiα ∈ On.

(i) Gibt es einβ ∈ On mitα = Sβ, so heißtα eineNachfolgerzahl.

(ii) Ist α 6= 0 undα keine Nachfolgerzahl, so heißtα eineLimeszahl.

Wir definieren

Lim := {α∈On α ist Limeszahl}.

3.4.4 LemmaWir habenα ∈ Lim genau dann, wennα 6= 0 ist und
(∀β<α)(Sβ < α) gilt.

Beweis: Seiα ∈ Lim undβ < α. Dann istSβ < α. Die Gegenrichtung
folgt unmittelbar aus der Definition. �

3.4.5 Satzω ∈ Lim und für alleβ < ω gilt β /∈ Lim.

Beweis: Es istω 6= 0 und fürα < ω gilt Sα < ω. Also istω ∈ Lim
nach Lemma 3.4.4. Fürβ ∈ Lim gilt nach 3.4.4 Ind(β). Also istω ⊆ β,
d.h.ω ≤ β. �
Ist nuna ⊆ On mit a ∈ U , so gilt offenbar

⋃
a ⊆ On und Tran(

⋃
a),

denn fürx ∈ y ∈
⋃
a gibt es einξ ∈ a mit x ∈ y ∈ ξ ∈ a. Also

ist x ∈ ξ ∈ a, d.h.x ∈
⋃
a. Damit ist nach Korollar 3.2.8

⋃
a ∈ On.

Wegenα ⊆
⋃
a für alle α ∈ a haben wirα ≤

⋃
a, d.h.

⋃
a ist eine

obere Schranke für alleα ∈ a. Gilt andererseitsα ⊆ β für alleα ∈ a, so
folgt sofort

⋃
a ⊆ β, d.h.

⋃
a ≤ β. Damit ist

⋃
a ist die kleinste obere

Schranke für alle Ordinalzahlen ina. Dies ist die duale Beobachtung
zu Korollar 3.2.5, in dem wir festgehalten haben, daß die größte untere
Schranke einer KlasseK von Ordinalzahlen durch

⋂
K definiert wird.

Wir definieren daher:
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3.4.6 Definition SeiK ⊆ On.

(i) supK :=
⋃
K

(ii) infK :=
⋂
K

Anstelle von infK verwenden wir oft synonym minK.
Wie wir bereits gesehen haben gilt:

3.4.7 LemmaSeiK ⊆ On.
IstK ∈ U , so istsupK ∈ Onund es gilt

(i) (∀α∈K)(α ≤ supK)

(ii) (∀α∈K)(α ≤ β) ⇒ supK ≤ β

IstK 6= ∅, so istinfK ∈ Onund es gilt

(iii) (∀α∈K)(infK ≤ α)

(iv) (∀α∈K)(β ≤ α) ⇒ β ≤ infK.

Eine Umformulierung der Definition von supK liefert

α < supK ⇔ (∃β∈K)(α < β). (3.4)

3.4.8 LemmaEs gelten:

(i) α ist Nachfolgerzahl⇔ α = S(supα).

(ii) α ∈ Lim ⇔ α 6= 0 ∧ α = supα.

(iii) a ∈ U ∧ a ⊆ On∧ a 6= ∅ ∧ supa /∈ a ⇒ supa ∈ Lim.

Beweis: (i): Ist α = Sβ, so ist⋃
α=

⋃
(β ∪ {β})

= {y (∃ξ∈β)[y ∈ ξ] ∨ y ∈ β} =
⋃
β ∪ β = β,

da wegen Tran(β) bereits
⋃
β ⊆ β gilt. Also α = S(supα). Die Gegen-

richtung ist trivial.
(ii) : Sei zunächstα ∈ Lim. Dann istα 6= ∅ undα keine Nachfolgerzahl.
Nun ist wegen Tran(α) aber supα =

⋃
α ⊆ α, d.h. wir haben mit

Lemma 3.4.7 supα ≤ α. Wegenα ∈ Lim zieht die Annahme supα < α
daherS(supα) < α nach sich, was zu dem Widerspruch supα < supα
führt.
Sei nunα 6= 0 undα = supα. Zu β < α gibt es dann einξ < α mit
β < ξ. Also istSβ ≤ ξ < α und es giltα ∈ Lim nach Lemma 3.4.4.
(iii) : Sei a ∈ U , a ⊆ On, a 6= 0 und supa /∈ a. Nach Lemma 3.4.7
haben wir supa ∈ On. Also gilt sup(supa) ⊆ supa. Ist ξ ∈ supa,
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so finden wir einη ∈ a mit ξ < η. Dann istη ≤ supa und wegen
supa /∈ a sogarη ∈ supa und es folgtξ ∈

⋃
(supa) = sup(supa). Also

ist sup(supa) = supa und wir erhalten supa ∈ Lim nach(ii) . �
Damit kennen wir nun drei Typen von Ordinalzahlen

• Die Ordinalzahl0

• Nachfolgerordinalzahlen

• Limeszahlen

Gemäß dieser Unterscheidung lassen sich die Prinzipien der transfiniten
Induktion und Rekursion umformulieren.

3.4.9 Satz (Transfinite Induktion) Geltenϕ(0), (∀α)(ϕ(α)→ ϕ(Sα))
und(∀λ∈Lim)[(∀ξ<λ)(ϕ(ξ)→ ϕ(λ))], so gilt auch(∀α)ϕ(α).

Beweis: Nehmen wir{α ¬ϕ(α)} 6= ∅ an, so gibt es laut Korollar 3.2.5
ein kleinstesα mit ¬ϕ(α). Dann istα 6= 0 undα keine Nachfolgerzahl.
Aber auchα ∈ Lim führt zum Widerspruch, da dann(∀ξ <α)ϕ(ξ) und
somit nach Voraussetzung auchϕ(α) gilt. �

3.4.10 Satz (Transfinite Rekursion)Zu a ∈ U undG,H: U −→ U
gibt es genau eine FunktionF : On −→ U mit

F (0) = a
F (Sα) = G(F (α))
F (λ) = H(F �λ) für λ ∈ Lim.

Beweis: Sei

G̃(f) :=

G(f(α)) falls dom(f) = Sα
H(f) falls dom(f) ∈ Lim
a sonst.

Durch transfinite Rekursion (alter Art) erhalten wir eine Funktion

F : On −→ U
mit F (α) = G̃(F �α). Ist alsoα = 0, so giltF (0) = G̃(F � 0) = a. Im
Nachfolgerfall istF (Sα) = G̃(F �Sα) = G(F (α)), und im Limesfall
ist schließlichF (λ) = G̃(F �λ) = H(F �λ).
Die Eindeutigkeit der FunktionF zeigt man leicht durch transfinite In-
duktion. �
Der wichtigste Spezialfall der in Satz 3.4.10 eingeführten Form der trans-
finiten Rekursion ist der, daß im LimesfallF (λ) = sup{F (ξ) ξ < λ}
gefordert wird.

45



3. Ordinal- und Kardinalzahlen

Als Beispiele für Definitionen durch transfinite Rekursion wollen wir
die Grundfunktionen der Ordinalzahlarithmetik, Addition, Multiplikati-
on und Exponentiation, einführen. Allerdings wollen wir uns hier nicht
tiefer auf Ordinalzahlarithmetik einlassen. Einige ihrer Grundzüge wer-
den in den Übungen dargestellt.

3.4.11 Definition Wir definierenα+β durch die Rekursionsgleichungen

α+ 0 := α
α+ Sβ := S(α+ β)
α+ λ := sup{α+ ξ ξ < λ} für λ ∈ Lim.

3.4.12 Definition Die Multiplikation α · β ist definiert durch

α · 0 := 0
α · Sβ := (α · β) + α
α · λ := sup{α · ξ ξ < λ} für λ ∈ Lim.

3.4.13 Definition Die Ordinalzahlexponentiation ist definiert durch

α0 := S0
αSβ := αβ · α
αλ := sup{αξ ξ < λ} für λ ∈ Lim.

Man sieht, daß wir im Prinzip die aus der Zahlentheorie (d.h. aufω)
bekannten Funktionen nur „stetig“ fortgesetzt haben.

Stetig heißt hier stetig im Sinne der Ordnungstopologie auf den Ordinalzahlen, die
von den offenen Ordinalzahlintervallen(α, β) = {ξ α < ξ < β} ∪ {0} erzeugt wird.

Allerdings muß man dabei beachten, daß einige der gewohnten Ei-
genschaften dieser Funktionen im Unendlichen verloren gehen. So ist
beispielsweise die Addition ebenso wie die Multiplikation nicht mehr
kommutativ. Um dies einzusehen, zeigt man durchω-Induktion die Aus-
sage

n < ω ∧ m < ω ⇒ n+m < ω. (3.5)

Daraus folgt z.B. mit1 := S0

1 + ω = sup{1 + n n < ω} = ω,

wohingegen

ω < Sω = ω + 1

gilt. Damit ist auch klar, daß die Addition nicht linksmonoton sein kann,
denn aus0 < 1 folgt mitnichten0 + ω < 1 + ω, da0 + ω = 1 + ω = ω
ist. Was jedoch gilt, ist die strikte Rechtsmonotonie, d.h.
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β < γ ⇒ α+ β < α+ γ. (3.6)

Dies läßt sich recht einfach durch Induktion nachγ einsehen. Wir wollen
– einfach um die Methode zu demonstrieren – hier einen anderen Weg
einschlagen, um (3.6) einzusehen.

3.4.14 LemmaDie Funktionλξ . α+ ξ := {(ξ, α+ ξ) ξ ∈ On} ist die
Aufzählungsfunktion der Klasse{β∈On α ≤ β}.
Beweis: Die Aufzählungsfunktion von{β ∈ On α ≤ β} bezeichnen
wir für diesen Beweis mitf und zeigen

f(ξ) = α+ ξ (i)

durch Induktion nachξ.
Es istf(0) = α = α+ 0. Mit (3.3) folgt f(Sη) = min{ζ f(η) < ζ} =
S(f(η)) = S(α + η) = α + Sη. Fürλ ∈ Lim erhalten wir schließlich
f(λ) = min{ζ (∀µ<λ)[f(µ) < ζ]}. Damit ist sup{f(µ) µ < λ} ≤
f(λ) und mit der Induktionsvoraussetzung folgt

f(λ) ≥ sup{α+ µ µ < λ} = α+ λ. (ii)

Andererseits gilt aber

α+ λ > α+ µ = f(µ)

für alleµ < λ, woraus

f(λ) ≤ α+ λ (iii)

folgt. Mit (ii) und (iii) ist α+ λ = f(λ). �
Da die Aufzählungsfunktion ein<–<-Isomorphismus ist, sie somit eine
ordnungstreue Funktion ist, folgt (3.6) sofort aus Lemma 3.4.14.
Eine weitere Folgerung ist

3.4.15 Korollar Zuα ≤ β gibt es genau eine Ordinalzahlη mit α+ η =
β. Man bezeichnet diese Ordinalzahl manchmal mit−α+ β.

3.5 Kardinalzahlen

Wir haben bereits in Definition 2.3.8 die Gleichmächtigkeit von Klassen
eingeführt. Wir wollen nun versuchen, Mächtigkeiten durch Ordinalzah-
len zu messen. Dazu definieren wir

3.5.1 Definition

|A| := inf {α∈On A ∼ α}.
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3. Ordinal- und Kardinalzahlen

Wir wollen natürlich gerne einsehen, daß die Funktion| | für allea ∈ U
eine Ordinalzahl ergibt. Allein, das kann auf der Basis der bisher ein-
geführten Axiome noch nicht gezeigt werden. Klar ist hingegen, daß| |
auf allen Ordinalzahlen definiert ist. Die Fixpunkte der Funktion| | �On
heißenKardinalzahlen. Wir bezeichnen die Klasse der Kardinalzahlen
mit Card. Wir setzen also:

Card:= {α∈On |α| = α}.

Eine Kardinalzahl wird durch die Eigenschaft charakterisiert, daß sie
sich nicht bijektiv auf kleinere Ordinalzahlen abbilden läßt. Offensicht-
lich gilt immer

|α| ≤ α. (3.7)

Die Funktion| | �On ist schwach monoton, d.h. wir haben

α ≤ β ⇒ |α| ≤ |β|. (3.8)

Ausα ≤ β folgt nämlichα ⊆ β, und haben wir eine Bijektion

f : β ←→ |β|,

so istf [α] ⊆ |β|. Für ξ ∈ otyp(f [α]) ist ξ ≤ enf [α](ξ) < |β|. Also
ist otyp(f [α]) ≤ |β| und es giltα ∼ otyp(f [α]). Damit folgt |α| ≤
otyp(f [α]) ≤ |β|. �
Als weitere Folgerung erhalten wir

κ ∈ Card⇒ (α < κ ⇔ |α| < κ). (3.9)

Die Richtung von links nach rechts folgt dabei unmittelbar aus (3.7). Aus
κ ≤ α folgt aber mitκ ∈ Card und (3.8)κ = |κ| ≤ |α|, womit wir auch
die Gegenrichtung gezeigt haben. �
Da die Komposition von Bijektionen wieder eine Bijektion ergibt, haben
wir auch

|a| = α ∧ a ∼ b ⇒ |b| = α. (3.10)

Anstatt der Aussage(∃f)(f : a 1−1−→ b) schreiben wir kurza ↪→ b. Wir
können dann die Beweisidee von (3.8) benutzen, um

a ↪→ b ∧ |b| = β ⇒ |a| ∈ On∧ |a| ≤ β (3.11)

zu erhalten. Dazu gehen wir von einer Bijektiong: b ←→ β und einer
Injektion f : a 1−1−→ b aus. Wir bildeng ◦ f und erhalten(g ◦ f)[a] ⊆ β.
Damit ista ∼ otyp((g ◦ f)[a]) ≤ β und es folgt sowohl|a| ∈ On als
auch|a| ≤ |β|. �
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Wenn wir jetzt davon ausgehen, daß|a| ∈ On und|b| ∈ On sind, so
erhalten wir aus (3.11)

a ↪→ b ∧ b ↪→ a ⇒ a ∼ b. (3.12)

Diese Aussage ist als Satz von CANTOR und BERNSTEIN bekannt. Es
sei hier nur bemerkt, daß (3.12) in der zitierten Form richtig ist, d.h.
man kann auf die Voraussetzung|a| ∈ On und |b| ∈ On verzichten.
Diese Aussage wurde in den Übungen gezeigt und soll daher hier nicht
nochmals wiederholt werden.
Offenbar gilt auch

|a| < |b| ⇒ a ↪→ b. (3.13)

Wir wollen nun feststellen, unter welchen Bedingungen|a| ∈ On ist.

3.5.2 LemmaDie folgenden Aussagen sind äquivalent:

(i) |a| ∈ On

(ii) (∃α∈On)[a ∼ α]

(iii) (∃r)[WO(r) ∧ Feld(r) = a]

(iv) (∃γ∈On)(∃f)[f : γ auf−→ a]

(v) (∃f)[f : a 1−1−→ On].

Beweis: (i) ⇔ (ii) folgt sofort aus der Definition von|a|.
(iii) ⇒ (ii) erhalten wir sofort aus Satz 3.3.4, daπr eine Bijektion von
a auf otyp(r) ist.
Um (ii) ⇒ (iii) zu erhalten, nehmen wirf : a ←→ α an und definieren
r := {(x, y) x ∈ a ∧ y ∈ a ∧ f(x) < f(y)}. Man rechnet mühelos
nach, daßr eine Wohlordnung mit Feld(r) = a ist. Wegenr ⊆ a× a ist
r ∈ U .
(iii) ⇒ (iv): Ist r eine Wohlordnung mit Feld(r) = a, so haben wir die
Bijektion enr: otyp(r) ←→ a.
(iv) ⇒ (v): Seif : γ auf−→ a wir definiereng: a −→ On durchg(x) :=
inf {ξ∈γ f(ξ) = x}. Offenbar istg injektiv.
(v) ⇒ (iii) : Wir definieren wieder

r := {(x, y) x∈a ∧ y∈a ∧ f(x) < f(y)}. �
Um jeder Menge eine Kardinalzahl als Mächtigkeit zuordnen zu können,
wird es nach Lemma 3.5.2 notwendig sein, jede Menge wohlzuordnen.
Wir werden sehen, daß dies aus dem Auswahlaxiom folgt.

Vorher bemerken wir aber noch die folgenden Tatsachen.
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3.5.3 LemmaSeiF eine Funktion. Ist|dom(F )| ∈ On, so ist

| rng(F )| ≤ |dom(F )|.
Beweis: Seig: |dom(F )| ←→ dom(F ). Wir definieren

h: rng(F ) −→ |dom(F )|
durch

h(x) := inf {ξ∈|dom(F )| F (g(ξ)) = x}.
Dann isth injektiv, d.h. wir haben rng(F ) ↪→ |dom(F )| und erhalten
nach (3.11)| rng(F )| ≤ |dom(F )|. �
Wir wollen zunächst endliche Kardinalzahlen untersuchen, d.h. Ordinal-
zahlenα mit α = |α| < ω. Zur Vorbereitung zeigen wir das folgende
Lemma.

3.5.4 Lemma Istα < ω undβ < α, so istS(otyp(α \ {β})) = α.

Beweis: Wir führen Induktion nachα. Fürα = 0 ist nichts zu zeigen.
Sei daherα = Sγ und β < α. Ist β = γ, so istα \ {β} = γ und
otyp(α \ {β}) = γ. Also istS(otyp(α \ {β})) = α. Istβ < γ, so setzen
wir

δ := otyp(γ \ {β})
und erhalten aus der Induktionsvoraussetzung

Sδ = S(otyp(γ \ {β})) = γ. (i)

Offenbar gilt fürξ ∈ γ \ {β} immer

π(Sγ\{β})(ξ) = π(γ\{β})(ξ)

und somit

π(Sγ\{β})(γ) = {π(Sγ\{β})(ξ) ξ ∈ γ \ {β}}
= {π(γ\{β})(ξ) ξ ∈ γ \ {β}}
= δ.

(ii)

Mit (i) und (ii) erhalten wir nun

otyp(Sγ \ {β}) = π(Sγ\{β})[Sγ \ {β}]
= π(γ\{β})[γ \ {β}] ∪ {πSγ\{β}(γ)}
= δ ∪ {δ}
= Sδ = γ.

Also folgtα = Sγ = S(otyp(α \ {β})). �
Mit Hilfe von Lemma 3.5.4 erhalten wir die folgende Aussage:
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3.5.5 Lemma Istα < ω undα ∼ β, so istα = β.

Beweis: Induktion nachα. Istα = 0 undα ∼ β, so istβ = ∅.
Sei daherα = Sγ undf :α ←→ β. Dann ist

f � γ: γ ←→ β \ {f(γ)} ∼ otyp(β \ {f(γ)}).
Mit der Induktionsvoraussetzung erhalten wir

γ = otyp(β \ {f(γ)})
und mit Lemma 3.5.4 daraus

α = Sγ = S(otyp(β \ {f(γ)})) = β. �
Lemma 3.5.5 verhilft uns dazu, eine Reihe von Kardinalzahlen zu erken-
nen. Ist nämlichα < ω, so ist wegenα ∼ |α| nach Lemma 3.5.5 schon
α = |α|. Damit sind alle endlichen Ordinalzahlen bereits Kardinalzah-
len. Weiter haben wir|ω| ≤ ω nach (3.7). Die Annahme|ω| < ω führt
aber nach Lemma 3.5.5 zu dem Widerspruchω = |ω| < ω. Zusammen-
fassend erhalten wir daher den folgenden Satz:

3.5.6 Satzω + 1 ⊆ Card, d.h.ω und alle endlichen Ordinalzahlen sind
Kardinalzahlen.

3.5.7 Definition Eine Mengea ∈ U heißtabzählbar, wenn|a| ≤ ω gilt.
Anderenfalls heißta überabzählbar.

Eine einfache Beobachtung ist

ω ≤ α ⇒ α ∼ Sα. (3.14)

Dazu definieren wir eine Funktion

f :Sα ←→ α

durch

f(ξ) :=

Sξ falls ξ < ω
ξ falls ω ≤ ξ < α
0 falls ξ = α.

Man überzeugt sich sofort, daßf eine Bijektion ist.
Bezeichnen wir mit

K := {κ∈Card ω ≤ κ} (3.15)

die Klasse derunendlichen Kardinalzahlen, so erhalten wir aus (3.14)

K ⊆ Lim. (3.16)
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Wir wollen eine KlasseK ⊆ Onunbeschränktnennen, wenn

(∀ξ)(∃η∈K)[ξ ≤ η]

gilt. Ist K eine unbeschränkte Klasse, so ist offenbar otyp(K) = On.
Damit sind unbeschränkte Klassen keine Mengen. Umgekehrt sind be-
schränkte KlassenK ⊆ On nach dem Aussonderungsaxiom Mengen.
Wir wollen uns nun davon überzeugen, daß die Klasse der Kardinalzah-
len unbeschränkt ist. Dazu benötigen wir die folgende Begriffsbildung.

3.5.8 Definition Seia ∈ U . Wir definieren

H(a) := inf {ξ∈On ¬(∃f)[f : ξ 1−1−→ a]}

und nennenH(a) die HARTOGSzahl der Mengea.

Offensichtlich haben wirα < H(α) für alleα ∈ On. Wir wollen nun ein-
sehen, daß für jede Mengea die HARTOGSzahlH(a) eine Kardinalzahl
ist, d.h. wir zeigen:

3.5.9 Lemma Ist a ∈ U , so istH(a) ∈ Card.

Beweis: Seia ∈ U . Wir betrachten die Klassen

A := {ξ (∃f)[f : ξ 1−1−→ a]}
und

W := {(b, r) b ⊆ a ∧ WO(r) ∧ Feld(r) = b}.

WegenW ⊆ Pow(a)× Pow(a× a) ist

W ∈ U . (i)

Nun gilt aber

A = {otyp(r) (b, r) ∈W}. (ii)

Für (b, r) ∈W haben wir nämlich

otyp(r) ↪→ b ⊆ a.

Dies liefert die Inklusion „⊇“ in (ii). Für die Gegenrichtung seiξ ∈ A.
Dann haben wirf : ξ 1−1−→ a und wir definierenb := f [ξ] ⊆ a undr :=
{(f(α), f(β)) α < β}. Dann gilt WO(r) und otyp(r) = ξ.
Aus (ii) und (i) erhalten wir

A ∈ U
mit Ersetzung. Also ist
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α := supA ∈ On.

WegenSα /∈ A gilt

¬(∃f)[f :Sα 1−1−→ a],

und wir erhalten

H(a) ∈ On.

Gilt nun ξ ←→ H(a) 6↪→ a für eine Ordinalzahlξ, so istξ 6↪→ a und
daherH(a) ≤ ξ. Damit haben wir

|H(a)| ≤ H(a) ≤ |H(a)|

und somitH(a) ∈ Card. �
Wegenα < H(α) erhalten wir den folgenden Satz:

3.5.10 SatzDie Kardinalzahlen sind eine unbeschränkte Klasse.

Aus Satz 3.5.10 folgt, daß die KlasseK und wegenK ⊆ Lim auch die
Klasse der Limeszahlen unbeschränkt ist. Also ist otyp(K) = On und
wir definieren

ℵα := enK(α).

Da otyp(K) = On ist, istℵα für alle Ordinalzahlenα definiert. Es gilt
ℵ0 = ω. Für eine Mengea sei

a+ := min{κ ∈ K |a| < κ}.
Für Ordinalzahlen istα+ immer definiert und es gilt

ω ≤ α ⇒ α+ = H(α). (3.17)

Wegen|α| < H(α) haben wir nämlichα+ ≤ H(α). Wäre nunα+ <
H(α), so hätten wirα+ ↪→ α und erhielten nach (3.11) den Widerspruch
α+ = |α+| ≤ |α| < α+.

3.6 Das Auswahlaxiom

Wir sind bislang nicht in der Lage, jeder Menge eine Ordinalzahl als
Kardinalität zuzuordnen. In Lemma 3.5.2 haben wir eingesehen, daß
dies äquivalent zu der Forderung ist, jede Menge wohlordnen zu können.
Dies erscheint auf den ersten Blick eine gewagte Forderung zu sein. Wie
sollte wohl eine Wohlordnung auf den reellen Zahlen oder noch komple-
xeren Mengen aussehen? Es gibt jedoch ein Prinzip, das Mathematikern
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wohlvertraut ist und das sich als dazu äquivalent herausstellt. Haben wir
eine Familie

{Aι ι ∈ I}

von Mengen mit einer IndexmengeI, so bildet man dasProdukt∏
ι∈ I

Aι := {f f : I −→
⋃
ι∈ I

Aι ∧ f(ι) ∈ Aι},

das eine natürliche Verallgemeinerung des endlichen Produktes

A1 × · · · × An = {(a1, . . . , an) ai ∈ Ai}

darstellt. GiltAι 6= ∅ für alle ι ∈ I, so möchte man natürlich gerne auch∏
ι∈ I Aι 6= ∅ haben. Dies können wir auf der Grundlage unserer bis-

herigen Axiome aber nicht zeigen. Wir müssen dies daher axiomatisch
fordern. Dazu definieren wir:

3.6.1 Definition Sei a ∈ U . Eine Funktionf mit dom(f) ⊇ a heißt
Auswahlfunktionfür a, wenn für jedesx ∈ a mit x 6= ∅ schonf(x) ∈ x
gilt. Das Auswahlaxiom besagt nun:

(AC) Zu jedema ∈ U existiert eine Auswahlfunktion.

Ganz offensichtlich haben wir dann den folgenden Satz:

3.6.2 SatzDas Auswahlaxiom ist äquivalent zu der Forderung, daß jede
Mengenfamilie nicht leerer Mengen ein nicht leeres Produkt besitzt. D.h.

(AC) ⇔ (∀I)(∀A){[Fkt(A) ∧ dom(A) = I ∧ (∀ι∈ I)(Aι 6= ∅)]
⇒
∏
ι∈ I

Aι 6= ∅}

Ein weiteres in der Algebra oft benutztes Prinzip ist das ZORNsche Lem-
ma, das wir wie folgt formulieren:

3.6.3 Lemma (ZORNsches Lemma)Seia ∈ U , a 6= 0 und≺ eine tran-
sitive irreflexive Relation.b ⊆ a heißt≺-Kette ina, wenn≺ ∩(b × b)
eine lineare Relation ist. Ein Elementy ∈ a heißt eine obere Schranke
für b ⊆ a, wenn(∀x∈ b)[x � y] gilt. Besitzt nun jede≺-Kette ina eine
obere Schranke, so besitzta ≺-maximale Elemente, d.h. Elementez für
die

(∀y∈a)[¬z ≺ y ∨ z = y]

gilt.
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Beweis: Seia ∈ U , a 6= ∅ und≺ eine transitive irreflexive Relation,
die die Voraussetzungen des Lemmas erfüllt. Dann ist Pow(a) ∈ U und
besitzt demnach nach(AC) eine Auswahlfunktionf . Durch transfinite
Rekursion definieren wir eine Funktion

F : On −→ U

mit

F (α) := f({x∈a (∀y∈F [α])[y ≺ x]}). (i)

Setzen wir

Aα := {x∈a (∀y∈F [α])[y ≺ x]},

so folgt aus (i)

Aα 6= ∅ ⇒ F (α) ∈ Aα ∧ (∀y∈F [α])[y ≺ F (α)].

Weiter folgt

α ≤ β ⇒ Aβ ⊆ Aα, (ii)

denn mitx ∈ Aβ gilt (∀y∈F [β])[y ≺ x] und damit auchy ≺ x für alle
y ∈ F [α]. Als Folgerung von (ii) erhalten wir

α < β ∧ Aβ 6= ∅ ⇒ Aα 6= ∅ ∧ F (α) ≺ F (β), (iii)

denn es istAβ ⊆ Aα undF (α) ∈ F [β].
Definieren wir nun

Γ := {β Aβ 6= ∅} ⊆ On

so gilt

Tran(Γ)

nach (iii). DaF [Γ] ⊆ a folgt (mit der sich aus der Irreflexivität von≺
ergebenden Injektivität vonF �Γ) Γ ∈ U und wir erhalten

Γ ∈ On. (iv)

Für x, y ∈ F [Γ] haben wir aberα, β ∈ Γ mit x = F (α) und y =
F (β). Nach (iii) folgt F (α) � F (β) oderF (β) � F (α). Damit ist
F [Γ] eine≺-Kette ina und besitzt daher eine obere Schrankez ∈ a. Wir
behaupten, daßz ein ≺-maximales Element ist. Nehmen wir nämlich
z ≺ x für einx ∈ a an, so folgt

(∀y∈F [Γ])(y � z ≺ x).
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Wegen der Transitivität von≺ ist damitAΓ 6= ∅. Also folgt Γ ∈ Γ im
Widerspruch zu (iv). �
Fehlt bei den Voraussetzungen des ZORNschen Lemmas die Irreflexivität von≺, so
kann manx ≺ z durch die irreflexive und transitive Ordnungx ≺ z :⇔ x ≺ z ∧ x 6=
z auf den durchx := {y y � x ∧ x � y} definierten Äquivalenzklassen ersetzen.
Man bekommt dann „maximale“ Elementez ∈ a mit der Eigenschaft

(∀y ∈ a)[¬z ≺ y ∨ z = y].

Als nächstes wollen wir zeigen, daß mit Hilfe des Auswahlaxiomes jede
Menge wohlgeordnet werden kann. Dies werden wir jedoch so tun, daß
wir uns lediglich auf das ZORNsche Lemma beziehen. Da wir dann aus
der Wohlordenbarkeit jeder Menge das Auswahlaxiom erhalten, werden
wir dann die Äquivalenz von Auswahlaxiom, ZORNschem Lemma und
Wohlordnungssatz gezeigt haben.

3.6.4 Satz (Wohlordnungssatz)Jede Menge läßt sich wohlordnen.

Beweis: Seia ∈ U . Wir definieren die Klasse

H := {f (∃ξ)[f : ξ 1−1−→ a]}.
Dann giltH ⊆ Pow(H(a)× a), wobeiH(a) die in Definition 3.5.8 defi-
nierte HARTOGSzahl der Mengea ist. Also ist

H ∈ U .
Wir definieren aufH eine Relation

≺ := {(f, g) f, g ∈ H ∧ f $ g}.
Dann ist≺ eine transitive irreflexive Relation aufH. Ist A ⊆ H ei-
ne≺-Kette, so ist

⋃
A ∈ H eine obere Schranke vonA. Nach dem

ZORNschen Lemma besitztH maximale Elemente. Seih maximal und
α := dom(h). Wir behaupten

h:α ←→ a. (i)

Dazu ist nur nochh:α auf−→ a zu zeigen. Zux ∈ a mit x /∈ rng(h)
könnten wir aber

h′ := h ∪ {(α, x)}

bilden. Dann hätten wirh′ ∈ H undh ≺ h′ im Widerspruch zur Maxi-
malität vonh. Also folgt (i). Nach Lemma 3.5.2 ist dies aber äquivalent
zur Wohlordenbarkeit vona. �
Zuletzt wollen wir uns klarmachen, das der Wohlordnungssatz seiner-
seits das Auswahlaxiom impliziert. D.h. wir zeigen:
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3.6.5 SatzLäßt sich jede Menge wohlordnen, so gilt(AC).

Beweis: Sei a ∈ U . Dann ist auch
⋃
a ∈ U und wir haben aus der

Annahme der Wohlordenbarkeit mit Lemma 3.5.2 eine Bijektion

h: |
⋃
a| ←→

⋃
a.

Wir definieren

f(x) :=

{
h(inf {ξ h(ξ) ∈ x}) falls x ∈ a ∧ x 6= ∅
∅ sonst.

Ist x ∈ a undx 6= ∅, so giltf(x) ∈ x. Offenbar istf eine Funktion. �
Wir haben in Lemma 3.6.3 vor dem Hintergrund der übrigen Axiome der
Mengenlehre

(AC) ⇒ (ZL)

gezeigt, wobei wir mit(ZL) die Aussage des ZORNschen Lemmas ab-
kürzen.
Im Wohlordnungssatz (Satz 3.6.4) haben wir hingegen

(ZL) ⇒ (WS)

gezeigt, wobei jetzt(WS)die Aussage des Wohlordnungssatzes abkürzt.
Schließlich haben wir in Satz 3.6.5

(WS) ⇒ (AC)

nachgewiesen.
Zusammenfassend erhalten wir daher als Korollar des Beweisganges den
folgenden Satz:

3.6.6 SatzVor dem Hintergrund der übrigen Axiome der Mengenlehre
sind Auswahlaxiom,ZORNsches Lemma und Wohlordnungssatz paar-
weise äquivalent.

Wir wollen im folgenden immer das Auswahlaxiom zugrundelegen. Als
Korollar zum Wohlordnungssatz (Satz 3.6.4) erhalten wir:

3.6.7 Korollar Für allea ∈ U ist |a| ∈ On, d.h. jede Menge besitzt eine
Kardinalität.

Darüber hinaus erhalten wir

3.6.8 Lemma Ist a unendlich, d.h.ω ≤ |a|, so istH(a) = a+.

Beweis: Es ist|a| < H(a), alsoa+ ≤ H(a). Wegen¬(∃f)(f : a+ 1−1−→ a)
gilt aber auchH(a) ≤ a+. �
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3.7 DEDEKIND–endliche Mengen

Eine der überraschendsten Eigenschaften unendlicher Mengen ist die
Tatsache, daß sie gleichmächtig zu einer ihrer echten Teilmengen sein
können. R. DEDEKIND verwendete diese Eigenschaft zur Definition von
Unendlichkeit.

3.7.1 Definition Eine MengeK heißtD-unendlich, wenn es eine Menge
A $ K mit A ∼ K gibt.
IstK nichtD-unendlich, so heißtK D-endlich.

3.7.2 Lemma Ist K D-endlich undK ∼ M , so istM ebenfallsD-
endlich.

Beweis: Ist f :M ←→ K undA $M , so istf [A] $ K. Nehmen wir
g:A ←→ M an, so folgtf ◦ g ◦ f−1: f [A] ←→ K. Das widerspricht
jedoch derD-Endlichkeit vonK. �
Als unmittelbare Folgerung erhält man

3.7.3 LemmaEine Mengea ist genau dannD-endlich, wenn ihre Kar-
dinalität |a| ebenfallsD-endlich ist.

Es sei angemerkt, daß eine Richtung in Lemma 3.7.3 das Auswahlaxiom
erfordert. Nur mit dem Auswahlaxiom wissen wir, daß jede Menge eine
Kardinalität besitzt.

3.7.4 Lemma Ist a D-endlich, so ist auchSa D-endlich.

Beweis: Nehmen wir an,Sawäre nichtD-endlich. Dann haben wir ein
A $ Sa = a ∪ {a} und einf :Sa ←→ A. Ist f(a) = a oderA ⊆ a,
so ist f � a: a ←→ A \ {f(a)}, wobeiA \ {f(a)} $ a ist. Dies ist
unmöglich. Istf(a) 6= a unda ∈ A, so gibt es einb ∈ a mit f(b) = a
und wir definieren

g(x) :=

f(x) falls x ∈ a undx 6= b
f(a) falls x = b
a falls x = a.

Dann istg:Sa ←→ A mit g(a) = a und wir sind im ersten Fall. �
Da die leere Menge trivialerweiseD-endlich ist, folgt mit Lemma 3.7.4
durchω-Induktion:

3.7.5 Lemma Istα < ω, so istα D-endlich.

Als Korollar von Lemma 3.7.5 und Lemma 3.7.3 erhalten wir:

3.7.6 LemmaJede endliche Menge istD-endlich.
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Beweis: Ist a endlich, so ist|a| < ω, also |a| D-endlich. Mit Lem-
ma 3.7.3 ist dann aber aucha D-endlich. �
Man beachte, daß Lemma 3.7.6 kein Auswahlaxiom benötigt. Die Ge-
genrichtung erfordert jedoch Lemma 3.7.3 und damit das Auswahlaxi-
om.

3.7.7 SatzEine Mengea ist genau dannD-endlich, wenn|a| < ω ist,
d.h.a endlich ist.

Beweis: Ist |a| < ω, so ist nach Lemma 3.7.6a D-endlich. Istω ≤ |a|,
so ist nach (3.14)a ∼ Sa. Damit kannSa nichtD-endlich sein. Mit
Lemma 3.7.4 folgt daraus, daß dann aucha D-unendlich ist. �
Auch hier sollte man beachten, daß das Auswahlaxiom in der Form be-
nutzt wurde, daß zu jeder Mengea die Ordinalzahl|a| existiert.

3.8 Kardinalzahlarithmetik

Nachdem wir – unter Zuhilfenahme des Auswahlaxiomes – in der Lage
sind, jede Menge wohlzuordnen, können wir die Grundzüge der Kardi-
nalzahlarithmetik einführen. Allerdings werden wir diese in dieser Vor-
lesung nicht weiter vertiefen.
Wir hatten bereits kurz angedeutet, daß die offenen Intervalle zusammen
mit dem Singleton{0} die Basis einer Topologie auf den Ordinalzahlen
bilden. Haben wir eine ordnungstreue AbbildungF : On −→ On, so be-
merkt man, daß diese Abbildung genau dann stetig ist, wenn sie Suprema
erhält. Daher definieren wir

3.8.1 Definition SeiA ⊆ On oderA = On. EinF :A −→ On heißt
stetig aufA, wenn für alleB ⊆ A mit supB ∈ A schon

supF [B] = F (supB)

gilt.

3.8.2 LemmaSeiB ⊆ On. Die AufzählungsfunktionenB ist genau
dann stetig, wennB abgeschlossen gegenüber Suprema ist, d.h. wenn
für jede inB beschränkte MengeA ⊆ B auchsupA ∈ B ist.

Beweis: Nehmen wir zuerst an, daß enB stetig ist. SeiA ⊆ B eine inB
beschränkte Menge, d.h. es gibt einβ ∈ B so, daß(∀α∈A)[α ≤ β] gilt.
Wir betrachten en−1

B [A] = {ξ∈ otyp(B) enB(ξ) ∈ A}. Dann gilt

sup(en−1
B [A]) ≤ en−1

B (β) ∈ otyp(B)

und damit ist
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sup(en−1
B [A]) ∈ otyp(B).

Mit der Stetigkeit von enB folgt

enB(sup(en−1
B [A])) = sup(enB[en−1

B [A]]) = supA.

Also ist sup(A) ∈ B undB ist abgeschlossen gegenüber Suprema.
Ist umgekehrtB abgeschlossen gegenüber Suprema undX ⊆ otyp(B)
mit supX ∈ otyp(B), so betrachten wir{enB(ξ) ξ ∈ X}. Dann gilt

sup(enB[X]) ≤ enB(sup(X)). (i)

Zu η < sup(X) gibt es aber einξ ∈ X mit η < ξ und wir erhalten mit
(3.3)

enB(sup(X))= min{ξ∈B (∀η< supX)[enB(η) < ξ]}
≤ sup(enB[X]).

(ii)

Aus (i) und (ii) folgt aber sup(enB[X]) = enB(sup(X)). �
Wir benutzen Lemma 3.8.2, um zu zeigen, daß die Funktionλξ . ℵξ stetig
ist. Wir haben

3.8.3 SatzEs gilt ℵ0 = ω, ℵα+1 = ℵ+
α undℵλ = sup{ℵξ ξ < λ} für

λ ∈ Lim.

Beweis: ℵ0 = ω haben wir im Anschluß an Satz 3.5.10 bereits gezeigt.
ℵα+1 = ℵ+

α folgt sofort aus (3.3), da jaℵα = enK(α) ist. Es bleibt
zu zeigen, daß enK stetig ist. Nach Lemma 3.8.2 genügt es dafür, den
Abschluß der Kardinalzahlen unter Suprema zu haben. Sei dazuX ⊆ K
beschränkt inK. Dann istX ∈ U und wir setzenλ := supX. Nehmen
wir λ /∈ Card an, so ist|λ| < λ und es gibt einµ ∈ X mit |λ| < µ. Sei
f :λ ←→ |λ|. Dann erhalten wir den Widerspruch

µ = |µ| = |f [µ]| ≤ |λ| < µ. �
Wir führen nun die „arithmetischen“ Operationen⊕,� und Exponentia-
tion auf den Kardinalzahlen ein. Für zwei Mengena, b ∈ U definieren
wir die disjunkte Vereinigung

a t b := (a× {0}) ∪ (b× {1}).

3.8.4 Definition Seienκ undλ Kardinalzahlen. Wir definieren

(i) κ⊕ λ := |κ t λ|
(ii) κ� λ := |κ× λ|

(iii) κλ := |λκ |.
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3.8.5 SatzFür endliche Kardinalzahlen sind die arithmetischen Kardinal
- und Ordinalzahloperationen gleich.

Beweis: Wir definieren eine Relation≺rlex auf On×On durch

(ξ, γ) ≺rlex (η, δ) :⇔ γ < δ ∨ (γ = δ ∧ ξ < η).

≺rlex ist die lexikographische Ordnung von rechts. Dann ist

α+ β = otyp(≺rlex �α t β)

und

α · β = otyp(≺rlex �α× β),

wobei für eine RelationR die NotationR �A die RelationR ∩(A× A)
bezeichnet. Daraus ergibt sich

|α+ β| = |α t β| = α⊕ β (i)

und

|α · β| = |α× β| = α� β. (ii)

Da wir für endliche Ordinalzahlenα immer |α| = α haben (Satz 3.5.6),
folgt aus (i) und (ii)

α+ β = α⊕ β,

sowie

α · β = α� β.

Da wir für endlichesn immer

αn = α · · ·α︸ ︷︷ ︸
n-fach

haben, folgt aus (ii)

αn = |α× · · · × α︸ ︷︷ ︸
n-fach

|.

Damit sind Ordinal- und Kardinalzahloperationen im Endlichen iden-
tisch. �
Für α ∈ On ist die eben definierte Relation≺rlex �α stets eine Wohl-
ordnung. Sie ist sogar auf On fundiert, dort aber keine Wohlordnung,
da z.B.{(ξ, η) (ξ, η) ≺rlex (0, 1)} schon den Ordnungstyp On hat. Wir
führen daher eine Wohlordnung auf On× On ein, die uns helfen wird,
die Kardinalzahlarithmetik transfiniter Ordinalzahlen zu studieren.
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3.8.6 Definition Seien(α1, β1) ∈ On×On und(α2, β2) ∈ On×On. Wir
definieren

(α1, β1) ≺× (α2, β2) :⇔ (α1 ∪ β1 < α2 ∪ β2) ∨
(α1 ∪ β1 = α2 ∪ β2 ∧ α1 < α2) ∨
(α1 ∪ β1 = α2 ∪ β2 ∧ α1 = α2 ∧ β1 < β2).

Dann gilt:

3.8.7 Lemma≺× ordnetOn×Onwohl.

Beweis: Wir sehen sofort, daß≺× eine lineare und fundierte Ordnung
ist. Weiter ist für(α, β) ∈ On×On die Klasse

{(ξ, η) (ξ, η) ≺× (α, β)} ⊆ S(α ∪ β)× S(α ∪ β)

und damit eine Menge. Also ist≺× eine Wohlordnung auf On×On. �
Wir wollen im folgenden die Kollabierungsfunktionπ≺× mit Γ bezeich-
nen.

3.8.8 LemmaEs gelten

(i) α ≤ Γ[α× α] ∈ On

(ii) Γ[ℵα × ℵα] = ℵα.

Beweis: (i): Wir habenΓ[α × α] ⊆ On undΓ[α× α] ∈ U . DaΓ eine
Kollabierungsfunktion ist, gilt aber auch Tran(Γ[α×α]). Also haben wir
Γ[α×α] ∈ On. Fürα < β ist Γ[α×α] $ Γ[β×β]. Damit istΓ[α×α] <
Γ[β × β] und die AbbildungΓ∆(α) := Γ[α × α] ist ordnungstreu mit
dom(Γ∆) = On. Nach Lemma 3.3.5 ist dannα ≤ Γ∆(α) = Γ[α× α].
(ii) : Wir zeigen die Behauptung durch transfinite Induktion nachα. Die
Richtung

ℵα ⊆ Γ[ℵα × ℵα]

gilt dabei bereits nach(i). Es bleibt daher

Γ[ℵα × ℵα] ⊆ ℵα
zu zeigen. Sei daherξ ∈ Γ[ℵα×ℵα]. Dann gibt es(µ, ν) ∈ ℵα×ℵα mit
ξ = Γ[µ, ν]. Seiδ := sup{µ, ν} + 1. Dann istξ ∈ Γ[δ × δ] und wegen
ℵα ∈ Lim auchδ < ℵα. Daneben gilt|ξ| ≤ |δ × δ|. Ist δ < ω, so ist
|δ × δ| < ω, und es folgt

ξ = |ξ| ≤ |δ × δ| < ω ≤ ℵα.
Seiω ≤ δ. Dann ist|δ| = ℵα0 für einα0 < α. Nach Induktionsvoraus-
setzung ist dann
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|δ| = Γ[ℵα0
× ℵα0

].

und wir erhalten mit (3.11)

|ξ| ≤ |δ × δ| ≤ |ℵα0
× ℵα0

| ≤ Γ[ℵα0
× ℵα0

] = ℵα0
< ℵα.

Damit ist nach (3.9)ξ < ℵα. �
Die in Definition 3.8.4 eingeführten Kardinalzahloperationen⊕ und�
sind wegenκ × λ ∼ λ × κ kommutativ und trivialerweise schwach
monoton, d.h. wir haben

ℵα ⊕ ℵβ = ℵβ ⊕ ℵα (3.18)

ℵα � ℵβ = ℵβ � ℵα (3.19)

und

α ≤ β ⇒ ℵγ ⊕ ℵα ≤ ℵγ ⊕ ℵβ ∧ ℵγ � ℵα ≤ ℵγ � ℵβ. (3.20)

Aus Satz 3.8.5 folgt, daß (3.18) – (3.20) auch im Endlichen gelten.
Als Korollar zu Lemma 3.8.8 erhalten wir den folgenden Satz:

3.8.9 SatzEs gelten

(i) ℵα � ℵα = ℵα
(ii) ℵα ⊕ ℵα = ℵα
(iii) a ∈ U ∧ |a| ∈ K ⇒ a ∼ a× a.

Beweis:
(i): ℵα � ℵα = |ℵα × ℵα| ≤ |Γ∆(ℵα)| = ℵα.
(ii) : Wegenℵα t ℵα ↪→ ℵα × 2 erhalten wir

ℵα ≤ ℵα ⊕ ℵα ≤ ℵα � 2 ≤ ℵα � ℵα = ℵα.
(iii) : Das folgt sofort aus(i). �
Als Korollar aus Satz 3.8.9 und der schwachen Monotonie von⊕ und�
erhalten wir sofort

3.8.10 SatzEs istℵα ⊕ ℵβ = ℵα � ℵβ = sup{ℵα,ℵβ}.
Damit stellt sich die Addition und Multiplikation von Kardinalzahlen als
im wesentlichen trivial heraus. Etwas interessanter sind jedoch unendli-
che Summen und Produkte. Wir definieren dazu

3.8.11 Definition Es sei

(i)
∑
ι∈ I

κι := |
⋃
{{ι} × κι ι ∈ I}|
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(ii)
∏
ι∈ I

κι := |
∏
ι∈ I

κι|, wobei die rechte Seite das in Abschnitt 3.6 de-
finierte Produkt bedeutet.

Zunächst erhalten wir

3.8.12 LemmaFürκ ∈ Cardgilt∑
ι∈ I

κ = |I| � κ

Beweis: Es ist∑
ι∈ I

κ = |
⋃
{{ι} × κ ι ∈ I}| = |I × κ| = |I| � κ. �

Eine weitere Beobachtung ist

3.8.13 LemmaEs gelten

(i) |
⋃
ι∈ I

Aι| ≤
∑
ι∈ I
|Aι|

(ii) |
∏
ι∈ I

Aι| =
∏
ι∈ I
|Aι|

Sind alleAι paarweise disjunkt (d.h. giltAι∩Aσ = ∅ für ι 6= σ), so steht
in (i) das Gleichheitszeichen.

Beweis: Zu ι ∈ I sei

fι: |Aι| ←→ Aι.

(i): Wir definieren (mit(AC)) für ξ ∈ |Aι|
F (ι, ξ) := fι(ξ).

Dann ist

F :
⋃
ι∈ I

({ι} × |Aι|) −→
⋃
ι∈ I

Aι.

Da wir zu jedemx ∈
⋃
ι∈ I Aι ein ι ∈ I und einξ ∈ |Aι| mit x =

fι(ξ) haben, istF surjektiv. Sind dieAι paarweise disjunkt, so istF
darüberhinaus auch injektiv. Damit folgt

|
⋃
ι∈ I

Aι| ≤ |
⋃
ι∈I

({ι} × |Aι|)| =
∑
ι∈ I
|Aι|.

Für bijektivesF gilt Gleichheit.
(ii) : Seix ∈

∏
ι∈ I |Aι|. Wir definieren
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F (x): I −→
⋃
ι∈ I

Aι

vermöge

F (x)(ι) := fι(x(ι)).

Also ist

F :
∏
ι∈ I
|Aι| −→

∏
ι∈ I

Aι.

Ist y ∈
∏

ι∈ I Aι, so ist fürι ∈ I auchy(ι) ∈ Aι und damitf−1
ι (y(ι)) ∈

|Aι|. Also ist

x = {(ι, f−1
ι (y(ι))) ι ∈ I} ∈

∏
ι∈ I
|Aι|

und

F (x) = {(ι, fι(f−1
ι (y(ι)))) ι ∈ I}

= {(ι, y(ι)) ι ∈ I} = y.

Damit istF surjektiv.F ist aber auch injektiv, denn fürx, y ∈
∏

ι∈I |Aι|
mit x 6= y haben wir einι ∈ I mit x(ι) 6= y(ι). Dann ist aberfι(x(ι)) 6=
fι(y(ι)) und somit auchF (x) 6= F (y). Somit haben wir

F :
∏
ι∈ I
|Aι| ←→

∏
ι∈ I

Aι,

und es folgt

|
∏
ι∈ I

Aι| = |
∏
ι∈ I
|Aι|| =

∏
ι∈ I
|Aι|. �

3.8.14 LemmaGilt κι ≤ σι für alle ι ∈ I, so ist
∑

ι∈ I κι ≤
∑

ι∈ I σι
und

∏
ι∈ I κι ≤

∏
ι∈ I σι.

Beweis: Trivial, wegen⋃
ι∈ I

({ι} × κι) ↪→
⋃
ι∈ I

({ι} × σι)

und∏
ι∈ I

κι ⊆
∏
ι∈ I

σι. �

3.8.15 LemmaSei{κι ι ∈ I} ⊆ CardundI ∈ U . Dann gilt:
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(i) sup{κι ι ∈ I} ≤
∑
ι∈ I

κι ≤ |I| � sup{κι ι ∈ I}

(ii)
∑
ι∈ I

κι = |I| � sup{κι ι ∈ I}, falls ℵ0 ≤ |I| und(∀ι∈ I)κι 6= 0.

(iii)
∑
ι∈ I

κι = sup{κι ι ∈ I}, falls ℵ0 ∪ |I| ≤ sup
ι∈I

κι.

(iv) (
∏
ι∈ I

κι)
λ =

∏
ι∈ I

κλι .

Beweis: (i): Wir habenκι ↪→
⋃
ι∈ I({ι}× κι) und damitκι ≤

∑
ι∈I κι

für alle ι ∈ I. Also supι∈I κι ≤
∑

ι∈ I κι. Setzen wirσ := supι∈I κι, so
gilt mit Lemma 3.8.14∑

ι∈ I
κι ≤

∑
ι∈ I

σ = |I| � σ.

(ii) : Sei nunℵ0 ≤ |I| und κι 6= 0 für alle ι ∈ I. Dann folgt wegen
1 ≤ κι für alle ι ∈ I

|I| =
∑
ι∈ I

1 ≤
∑
ι∈ I

κι =: κ.

Mit σ := supι∈I κι haben wir wegenℵ0 ≤ |I|

|I| � σ ≤ |I| � κ = κ ≤
∑
ι∈ I

σ = |I| � σ.

(iii) : Ist ℵ0 ∪ |I| ≤ σ := supι∈I κι, so folgt

σ ≤
∑
ι∈ I

κι ≤ |I| � σ = σ.

(iv): Zu F ∈ (λ
∏

ι∈ I κι) sei F̃ ∈
∏

ι∈ I(
λκι) definiert durchF̃ (ι) :=

λx. F (x)(ι) . Dann ist∼:λ
∏
ι∈ I

κι ←→
∏
ι∈ I

(λκι). �

3.8.16 LemmaIst 2 ≤ κι für alle ι ∈ I, so gilt∑
ι∈ I

κι ≤
∏
ι∈ I

κι.

Beweis:Für endlichesI folgt dies aus

κ0 × {0} ∪ · · · ∪ κn × {n} ↪→ κ0 × · · · × κn.

66



3.9. Kofinalität

Sei daherI eine unendliche Menge. Dann gilt

|I| ≤ 2|I| =
∏
ι∈ I

2 ≤
∏
ι∈ I

κι.

Damit ist

|I| �
∏
ι∈ I

κι =
∏
ι∈ I

κι. (i)

Sei nun

F : I ×
∏
ι∈ I

κι −→
⋃
{{ι} × κι ι ∈ I}

definiert durch

F (ι, f) := (ι, f(ι)).

Zu (ι, y) ∈
⋃
{{ι} × κι ι ∈ I} ist jedesf : I −→

⋃
{κι ι ∈ I} mit

f(ι) = y ein Urbild unterF . Damit istF surjektiv und es folgt mit (i)∑
ι∈ I

κι = |
⋃
{{ι} × κι ι ∈ I}| ≤ |I| �

∏
ι∈ I

κι =
∏
ι∈ I

κι. �

Deutlich interessanter ist die Potenzierung von Kardinalzahlen. Bevor
wir hier einige exemplarische Ergebnisse vorstellen können, benötigen
wir den Begriff der Kofinalität einer Ordinalzahl.

3.9 Kofinalität

3.9.1 Definition Seiα ∈ On. Eine MengeX heißtkofinal in α, wenn
X ⊆ α undX unbeschränkt inα ist, d.h.

(∀ξ <α)(∃η∈X)[ξ ≤ η]

gilt. Wir definieren

cf(α) := inf {|X| X ist kofinal inα}
und nennen cf(α) dieKofinalität vonα.

Gilt cf(α) = α, so heißt die Ordinalzahlα regulär, anderenfalls nennen
wir α singulär.
Daα immer kofinal inα ist, haben wir

cf(α) ≤ α. (3.21)

Die einzige Menge, die in0 kofinal ist, ist die leere Menge. Also ist
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cf(0) = 0. (3.22)

Ist α = Sβ undγ < α, so istγ ≤ β und damit ist{β} ⊆ α kofinal inα.
Also haben wir

cf(Sβ) = 1. (3.23)

Ganz allgemein gilt

X kofinal inα ⇒ supX = supα. (3.24)

WegenX ⊆ α ist ja supX ≤ supα und für ξ < supα haben wir ein
µ < α mit ξ < µ. Also gibt es auch einη ∈ X mit ξ < µ ≤ η und damit
ist auch supα ≤ supX.
Aus (3.22) und (3.23) folgt, daß die Kofinalität nur für Limeszahlen
wirklich interessant wird. Dazu beobachten wir zuerst

α ∈ Lim ⇒ (X kofinal inα ⇔ supX = α). (3.25)

Ist nämlichX kofinal inα ∈ Lim, so haben wir nach (3.24)α = supα =
supX. Ist umgekehrt supX = α, so gilt für alleξ ∈ X zunächstξ ⊆ α
und wegenα ∈ Lim daherξ < α, d.h.X ⊆ α und zu jedemξ < α gibt
es einη ∈ X mit ξ < η. Also istX kofinal inα.
Wir haben nach Definition cf(α) ∈ Card. Wir behaupten

α ∈ Lim ⇒ cf(α) ∈ K (3.26)

und haben dazu nurω ≤ cf(α) zu zeigen. Nehmen wir cf(α) < ω an, so
haben wir eine MengeX ⊆ α die kofinal inα ist mit |X| < ω. Dann ist
aber supX ∈ X und damit supX < α. Dies widerspricht aber (3.25).
Wir wollen daher die trivialen Fälle0 und 1, für die cf(0) = 0 bzw.
cf(1) = 1 gilt, ausschließen und nur noch strikt reguläre Ordinalzahlen
betrachten, d.h. reguläre Ordinalzahlen≥ ω. Sei daher

R := {κ ω ≤ κ ∧ κ regulär}.

Für κ ∈ R ist wegenω ≤ κ und κ = cf(κ) sowohlκ 6= 0 als auch
κ 6= Sβ. Also istκ ∈ Lim und mit (3.26) folgt

R ⊆ K. (3.27)

Fürα ∈ Lim gilt nach (3.26) speziell cf(α) ∈ Lim. Damit erhalten wir
cf(ω) ≤ ω ≤ cf(ω). Also gilt

ω ∈ R. (3.28)

Ist f : γ −→ α mit supf [γ] = α ∈ Lim, so ist |f [γ]| ≤ |γ| ≤ γ. Nach
(3.25) istf [γ] kofinal in α. Wir nennenf : γ −→ α daher eine inα
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kofinale Abbildung. Natürlich ist dann cf(α) ≤ γ. Wir haben also

f : γ −→ α ∧ supf [γ] = α ∈ Lim ⇒ cf(α) ≤ γ. (3.29)

Eine Charakterisierung der regulären Ordinalzahlen liefert das folgende
Lemma.

3.9.2 LemmaEs istκ ∈ R genau dann, wennκ ∈ Lim ist und

(∀γ<κ)(∀f)[f : γ −→ κ ⇒ supf [γ] < κ]

gilt.

Lemma 3.9.2 besagt, daß reguläre Kardinalzahlen das Ersetzungsaxiom reflektieren.
Ist nämlichf :κ −→ κ eine Funktion undγ < κ, so istf [γ] in κ durch supf [γ] be-
schränkt, d.h.f [γ] ist „eine Menge relativ zuκ“.
Beweis: Sei zunächstκ ∈ R. Dann istκ ∈ K ⊆ Lim. Gäbe es einγ < κ
und einf : γ −→ κ mit κ = supf [γ], so hätten wir cf(κ) ≤ γ < κ im
Widerspruch zuκ ∈ R.
Für die Gegenrichtung nehmen wirκ ∈ Lim und cf(κ) < κ an. Sei
X ⊆ κ kofinal in κ mit |X| < κ. Dann ist nach (3.25) supX = κ.
Damit haben wirf : |X| ←→ X ⊆ κ mit sup(f [|X|]) = supX = κ.

�
Eine analoge Charakterisierung liefert:

3.9.3 LemmaEs istκ ∈ R genau dann, wennκ ∈ Lim ist und

(∀X)[X ⊆ κ ∧ |X| < κ ⇒ supX < κ]

gilt.

Beweis: Gilt κ ∈ R, so istκ ∈ Lim. Ist X ⊆ κ mit |X| < κ, so istX
nicht kofinal inκ. Mit (3.25) folgt daraus supX < κ.
Ist umgekehrtκ ∈ Lim und cf(κ) < κ, so gibt es einX ⊆ κ das kofinal
in X ist mit |X| < κ. Nach (3.25) folgt dann aber supX = κ. �
Zuletzt wollen wir einsehen, daß die Kofinalitäten von Limeszahlen im-
mer schon regulär sind. Dann zeigen wir zuerst

3.9.4 LemmaEs gibt eine kofinale ordnungstreue Funktion

f : cf(α) −→ α.

Beweis: Da die Behauptung fürα = 0 oder Nachfolgerzahlen trivial ist,
nehmen wirα ∈ Lim an. SeiX ⊆ α, X kofinal in α mit |X| = cf(α)
undg: |X| ←→ X. Wir definieren

f(η) := sup{g(η), sup{f(ξ) + 1 ξ < η}}.
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3. Ordinal- und Kardinalzahlen

für alle η < |X| durch Rekursion nachη. Dann istf ordnungstreu mit
g(η) ≤ f(η). Zu µ < α gibt es aber einη < |X| mit µ ≤ g(η) ≤ f(η).
Also istf [|X|] unbeschränkt inα. Wir zeigenf(η) < α für alleη < |X|
durch Induktion nachη. Nach Induktionsvoraussetzung haben wir wegen
α ∈ Lim

(∀ξ <η)[f(ξ) + 1 < α].

Also ist γ := sup{f(ξ) + 1 ξ < η} ≤ α. Hätten wir Gleichheit, so
folgte cf(α) ≤ η < |X| = cf(α). Also gilt γ < α. Nun istf(η) =
sup{g(η), γ} < α, dag(η) ∈ X ⊆ α ist. �

3.9.5 Lemma Istα ∈ Lim undf :α −→ β ordnungstreu undf [α] kofi-
nal inβ, so istcf(α) = cf(β).

Beweis: Istg: cf(α) −→ α eine kofinale Abbildung, so ist(f◦g)[cf(α)]
kofinal in β. Also ist cf(β) ≤ cf(α). Um cf(α) ≤ cf(β) zu sehen, sei
g: cf(β) −→ β kofinal. Definiereh(ξ) := min{η f(η) > g(ξ)}. Ist
µ < α, so istf(µ) < β und es gibt einξ < cf(β) mit f(µ) ≤ g(ξ) <
f(h(ξ)). Damit istµ < h(ξ) und somit isth[cf(β)] kofinal in α. Also
cf(α) ≤ cf(β). �

3.9.6 SatzFürα ∈ On ist cf(cf(α)) = cf(α).

Beweis: Fürα = 0 und Nachfolgerzahlenα ist die Behauptung klar. Sei
alsoα ∈ Lim. Nach Lemma 3.9.4 gibt es eine ordnungstreue Funktion
f : cf(α) −→ α mit f [cf(α)] kofinal inα. Mit Lemma 3.9.5 folgt dann
cf(cf(α)) = cf(α). �
Istα ∈ Lim, so haben wir nach Satz 3.9.6

ω ≤ cf(cf(α)) = cf(α).

Damit erhalten wir als Korollar:

α ∈ Lim ⇒ cf(α) ∈ R. (3.30)

Durch (3.30) wird uns bestätigt, daß die KlasseR nicht leer ist, was wir
allerdings bereits nach (3.28) wissen. Wir haben tatsächlich bisher noch
nicht nachgewiesen, daßR außerω weitere Elemente beinhaltet. Wir
zeigen daher

3.9.7 SatzFür alleα ∈ On ist ℵα+1 ∈ R.

Beweis: Um einen Widerspruch zu erhalten, nehmen wir cf(ℵα+1) ≤ ℵα
an. Seif : cf(ℵα+1) −→ ℵα+1 eine inℵα+1 kofinale Abbildung. Dann
gilt mit κ := cf(ℵα+1)
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(∀ξ <κ)[|f(ξ)| ≤ ℵα]

und

sup
ξ<κ

f(ξ) = ℵα+1.

Mit den Lemmata 3.8.13 und 3.8.12 erhalten wir dann den Widerspruch

ℵα+1 = | supξ<κ f(ξ)| ≤
∑

ξ<κ |f(ξ)|
≤
∑

ξ<κ ℵα ≤ κ� ℵα = ℵα < ℵα+1.
�

Wir nennen Kardinalzahlen der Formℵα+1 Nachfolgerkardinalzahlen
und solche der Formℵλ mit λ ∈ Lim Limeskardinalzahlen. Wie wir
eben gesehen haben, sind alle Nachfolgerkardinalzahlen regulär. Li-
meskardinalzahlen können durchaus singulär sein. So ist beispielsweise
cf(ℵω) = ℵ0. Reguläre Limeskardinalzahlen heißenschwach unerreich-
bar. Wir können auf der Basis unserer bisherigen Axiome die Existenz
schwach unerreichbarer Kardinalzahlen nicht beweisen.
Wegena ↪→ Pow(a) und¬(a ∼ Pow(a)) gilt offenbar

|a| < |Pow(a)|.

Damit erhalten wir

a+ ≤ |Pow(a)|. (3.31)

Die Annahme, daß hier immer Gleichheit gilt, heißt dieallgemeine Kon-
tinuumshypothese. Um (3.31) besser schreiben zu können, bemerken
wir, daß

Pow(a) ∼ a2 (3.32)

gilt. Die Zuordnung der charakteristischen Funktion

χb(x) :=

{
1 falls x ∈ b
0 falls x /∈ b

zu jeder Mengeb ∈ Pow(a) liefert offensichtlich

Pow(a)←→ a2 .

Also gilt

|Pow(a)| = |a2 | = 2|a|. (3.33)

Damit läßt sich (3.31) schreiben als

ℵα+1 ≤ 2ℵα. (3.34)
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3. Ordinal- und Kardinalzahlen

Man definiert die Beth-Funktion durch

i0 := ℵ0

iα+1 := 2iα

iλ := sup{iξ ξ < λ} für λ ∈ Lim.

Die Abbildung

ℵα 7→ 2ℵα

nennt man oft auch dieKontinuumsfunktion. Reguläre Limeskardinal-
zahlen, die gegenüber der Kontinuumsfunktion abgeschlossen sind, hei-
ßen(stark) unerreichbar. Für unerreichbare Kardinalzahlenµ gilt

iµ = µ, (3.35)

denn wir habenµ ≤ iµ und zeigeniξ < µ für alleξ < µ durch Indukti-
on nachξ, wobei im Nachfolgerfall der Abschluß unter der Kontinuums-
funktion und im Limesfall die Regularität vonµ zum Tragen kommt.

3.10 Grundeigenschaften der Kardinalzahlexponentia-
tion

Wir haben in Abschnitt 3.8 bereits eingesehen, daß Kardinal- und Ordi-
nalzahlexponentiation auf endlichen Kardinal- und Ordinalzahlen über-
einstimmen. Die noch offene Frage ist daher

ℵℵβα = ?. (3.36)

Wir werden diese schwierige Frage in dieser Vorlesung nicht vollständig
beantworten (auf Grund der üblichen Axiome für das Mengenuniversum
läßt sie sich gar nicht vollständig beantworten), sondern nur einige der
Grundeigenschaften der Kardinalzahlexponentiation studieren.
Sindµ, ν ∈ Card mitµ ≤ ν, so gilt wegenκµ ⊆ κν undµκ ↪→ νκ
sofortµκ ≤ νκ undκµ ≤ κν, d.h. wir haben die schwache Monotonie

µ ≤ ν ⇒ µκ ≤ νκ undκµ ≤ κν . (3.37)

Aus der Definition der Kardinalzahlpotenz erhalten wir weiter

|ba | = |a||b|. (3.38)

Weitere grundlegende Eigenschaften der Kardinalzahlpotenz stellen wir
im folgenden Lemma bereit.

3.10.1 LemmaSindκ, λ Kardinalzahlen. Dann gilt:
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(i) (κλ)µ = κλ�µ

(ii) κ
∑
ι ∈ I κι =

∏
ι∈ I κ

κι und damitκλ⊕µ = κλ � κµ

(iii)
∏
ι∈ I

κ = κ|I|

(iv) Fürλ 6= 0 ist 0λ = 0 und1λ = 1.

(v) Für 2 ≤ κ ≤ λ undλ ∈ K ist κλ = 2λ.

(vi) Für endlichesλ undκ ∈ K ist κλ = κ.

(vii) Fürκ > 1 ist λ < κλ.

(viii) Fürλ ≥ 1 ist κ ≤ κλ.

(ix) Fürλ ≤ κ ∈ K ist κλ ≤ 2κ.

Beweis:(i): Zu f ∈ µ(λκ) undx ∈ µ, y ∈ λ seiFf(x, y) := (f(x))(y).
Die AbbildungF : µ(λκ) −→ µ×λκmit F (f) := Ff ist offenbar injektiv.
Zu jedemg ∈ µ×λκ erhalten wir ein UrbildG = λx. (λy . g(x, y)) ∈
µ(λκ). Also istF : µ(λκ) ←→ µ×λκ und damit nach (3.38)

(κλ)µ = κλ�µ

(ii) : Ist f : I −→
⋃
ι∈ I κ

κι, so definieren wir fürι ∈ I undx ∈ κι
Ff(ι, x) := f(ι)(x).

Dann ist

Ff :
⋃
{{ι} × κι ι ∈ I} −→ κ.

Die Zuordnungf 7−→ Ff ist offenbar injektiv und zu

g:
⋃
{{ι} × κι ι ∈ I} −→ κ

ist die durch

h(ι) := λx. g(ι, x)

definierte Funktion ein Urbild.
(iii) : Wir haben mit (3.38)∏

ι∈ I
κ = |

∏
ι∈ I

κ| = |Iκ| = κ|I|.

(iv): Für λ 6= 0 ist λ∅ = ∅ und λ1 = {f}, wobei f die konstante
Funktion mitf(x) = ∅ für allex ∈ λ ist.
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3. Ordinal- und Kardinalzahlen

(v): Es istκλ ≤ (2κ)λ = 2κ�λ = 2λ ≤ κλ.
(vi): κλ =

∏
n<λ κ = κ� · · · � κ︸ ︷︷ ︸

λ-fach

= κ.

(vii): Ist 2 ≤ κ, so giltλ < 2λ ≤ κλ.
(viii) : Dies ist ein Spezialfall von (3.37).
(ix): Mit (v) folgt κλ ≤ κκ = 2κ. �
Fürκ ∈ R undλ < κ ist

λκ =
⋃
α< κ

λα, (3.39)

denn⊇ gilt trivialerweise und zu jedemf :λ −→ κ gibt es einα ∈ κ,
dasf [λ] beschränkt. Also gilt

κλ =
∑
α<κ

|α|λ (3.40)

wegen

κλ = |
⋃
α< κ

λα | ≤
∑
α<κ

|α|λ ≤ κ� κλ = κλ.

Ist insbesondereκ = ℵη+1, so erhalten wir fürλ < κ

ℵλη+1 =
∑
α<κ

|α|λ ≤
∑
α<κ

ℵλη = κ� ℵλη . (3.41)

Wir bemerken, daß (3.41) auch fürℵη+1 = κ ≤ λ gilt, denn dann ist
κλ = 2λ = κ� 2λ = κ� ℵλη . D.h. es gilt die HAUSDORFFsche Formel

ℵℵβη+1 = ℵℵβη � ℵη+1. (3.42)

Um wenigstens zu einer groben Charakterisierung vonℵℵβα zu gelangen,
zeigen wir das folgende Lemma.

3.10.2 LemmaSeiα ∈ Lim undκ ∈ K. Dann gilt

ℵκα =

{
supξ<α ℵκξ falls κ < cf(ℵα)

(supξ<α ℵκξ )cf(ℵα) falls cf(ℵα) ≤ κ.

Beweis: Sei zunächstκ < cf(ℵα). Dann ist

κℵα =
⋃
ξ<α

κℵ ξ,

denn⊇ ist klar und zuf : κ −→ ℵα gibt es wegenκ < cf(ℵα) einξ < α
mit supf [κ] < ℵξ. Also ist
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ℵκα = |
⋃
ξ<α

κℵξ | ≤
∑

ξ<α ℵκξ
≤ |α| � supξ<α ℵκξ = supξ<α ℵκξ
≤ ℵκα.

Sei nun cf(ℵα) ≤ κ. Seiλ := cf(ℵα) und f :λ −→ ℵα eine kofinale
ordnungstreue Funktion. Dann gilt supξ<λ f(ξ) = ℵα. Also folgt

ℵα = sup
ξ<λ

f(ξ) ≤
∑
ξ<λ

|f(ξ)| ≤
∏
ξ<λ

|f(ξ)|.

Also ist wegenλ ≤ κ:

ℵκα ≤ (
∏

ξ<λ |f(ξ)|)κ =
∏

ξ<λ |f(ξ)|κ
≤
∏

ξ<λ(supξ<α ℵκξ ) = (supξ<α ℵκξ )λ ≤ (ℵκα)λ

= ℵκ�λα = ℵκα.
�

Mit Hilfe von Lemma 3.10.2 zeigen wir den nun folgenden Charakteri-
sierungssatz für die Kardinalzahlexponentiation.

3.10.3 SatzEs gelten

(i) α ≤ β ⇒ ℵℵβα = 2ℵβ

(ii) (∀γ <α)[ℵα ≤ ℵℵβγ ⇒ ℵℵβα = ℵℵβγ ]

(iii) β < α ∧ (∀γ <α)[ℵℵβγ < ℵα] ⇒ ℵℵβα =

{ℵα falls ℵβ < cf(ℵα)

ℵcf(ℵα)
α falls cf(ℵα) ≤ ℵβ

Beweis:(i): Lemma 3.10.1(v).
(ii) : ℵℵβα ≤ (ℵℵβγ )ℵβ = ℵℵβ�ℵβγ = ℵℵβγ ≤ ℵℵβα .
(iii) : Sei zunächstα = δ + 1. Nach der HAUSDORFFschen Formel
(3.42) gilt dann

ℵℵβα = ℵℵβδ � ℵα = ℵα,

denn nach Voraussetzung istℵℵβδ < ℵα.
Sei nunα ∈ Lim. Ist ℵβ < cf(ℵα), so folgt mit Lemma 3.10.2

ℵα ≤ ℵℵβα = sup
ξ<α

(ℵℵβξ ) ≤ ℵα.

Ist cf(ℵα) ≤ ℵβ, so folgt mit Lemma 3.10.2

ℵℵβα = (sup
ξ<α

ℵℵβξ )cf(ℵα) ≤ ℵcf(ℵα)
α ≤ ℵℵβα .

�
Als Korollar zu Satz 3.10.3 erhalten wir
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3.10.4 Korollar Für Ordinalzahlenα undβ ist ℵℵβα
(i) 2ℵβ oder

(ii) ℵα oder

(iii) ℵcf(ℵγ)
γ für einγ ≤ α derart, daßcf(ℵγ) ≤ ℵβ < ℵγ ist.

Beweis: Istℵℵβα 6= 2ℵβ undℵℵβα 6= ℵα, so istβ < α und wir definieren

κ := inf {λ ∈ K λℵβ = ℵℵβα }.

Dann istκ ≤ ℵα und es gibt einγ mit κ = ℵγ. Nehmen wirℵβ < cf(ℵγ)
an, so istβ < γ und für jedesξ < γ auchℵℵβξ < ℵℵβα = ℵℵβγ . Gilt

ℵℵβξ < ℵγ für alle ξ < γ, so folgt mit Satz 3.10.3(iii) der Widerspruch

ℵℵβγ = ℵγ ≤ ℵα < ℵℵβα = ℵℵβγ .

Gilt ℵγ ≤ ℵℵβξ für ein ξ < γ, so folgt mit Satz 3.10.3(ii) ℵℵβγ = ℵℵβξ im
Widerspruch zur Minimalität vonℵγ.
Damit muß cf(ℵγ) ≤ ℵβ sein. Nehmen wirℵγ ≤ ℵβ an, so erhalten wir

ℵℵβα = ℵℵβγ = 2ℵβ

im Widerspruch zu unserer Voraussetzung. Demnach gilt

cf(ℵγ) ≤ ℵβ < ℵγ
und es folgt mit Satz 3.10.3(iii)

ℵℵβα = ℵℵβγ = ℵcf(ℵγ)
γ . �

Wir erkennen aus Korollar 3.10.4, daß die Gimel-Funktion

(κ)ג := κcf(κ) (3.43)

für die Kardinalzahlexponentiation eine wesentliche Rolle spielt.
Um die Gimel-Funktion etwas besser kennenzulernen, definieren wir

2<κ := sup{2ξ ξ < κ ∧ ξ ∈ Card}.

3.10.5 LemmaIst κ eine Limeskardinalzahl, so ist2κ = (2<κ)cf(κ).

Beweis: Ist f : cf(κ) −→ κ eine kofinale Abbildung, so ist, daκ eine
Limeskardinalzahl ist, auch̃f : cf(κ) −→ κ mit f̃(ξ) := f(ξ)+ =: κξ
kofinal. Damit istκ = supι<cf(κ) κι. Nach Lemma 3.8.15(iii) gilt dann
κ =

∑
ι<cf(κ) κι und es folgt

76



3.10. Grundeigenschaften der Kardinalzahlexponentiation

2κ = 2
∑
ι<cf(κ) κι =

∏
ι<cf(κ) 2κι ≤

∏
ι<cf(κ) 2<κ

= (2<κ)cf(κ) ≤ (2κ)cf(κ) = 2κ.
�

Ist nunκ ∈ R, so ist

(κ)ג = κκ = 2κ.

Ist κ singulär und gibt esλ ∈ K ∩ κ, so daß2γ = 2λ für alle γ < κ mit
γ ∈ K gilt, so ist

2κ = (2<κ)cf(κ) = (2σ)cf(κ) = 2σ

für einσ < κ mit cf(κ) ≤ σ. Das heißt aber

2κ = 2<κ.

Ist schließlichκ singulär und ist{2γ γ < κ} unbeschränkt in2κ, so ist
nach Lemma 3.9.5 cf(2<κ) = cf(κ). Damit folgt 2κ = (2<κ)cf(κ) =
.(κ>2)ג Zusammenfassend erhalten wir

3.10.6 SatzEs ist

2κ =

ג(κ) falls κ ∈ R
2<κ falls 2γ unterhalbκ schließlich konstant wird
(κ>2)ג sonst.

Nehmen wir

(GCH) 2ℵα = ℵα+1

an, so ist2<κ = κ und die Kontinuumsfunktion wird niemals konstant,
d.h. wir haben:

3.10.7 Korollar Gilt (GCH), so istג(κ) = 2κ = κ+.

Zusammen mit Satz 3.10.4 folgt dann

3.10.8 SatzGilt (GCH), so ist

ℵℵβα =

ℵα falls ℵβ < cf(ℵα)
ℵα+1 falls cf(ℵα) ≤ ℵβ < ℵα
ℵβ+1 falls ℵα ≤ ℵβ.
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4. Axiomatische Mengenlehre

4.1 Das fundierte Universum

Wir haben in Abschnitt 2.5 die Hierarchie der erblich endlichen Mengen
eingeführt. Unter Zuhilfenahme transfiniter Rekursion läßt sich diese ins
Unendliche fortsetzen. Wir definieren

4.1.1 Definition

V0 := ∅
Vα+1 := Pow(Vα)
Vλ :=

⋃
ξ<λ Vξ für λ ∈ Lim.

Durch transfinite Induktion nachα ergibt sich dann sofort

(∀α∈On)[Vα ∈ U ]. (4.1)

Wir definieren

V :=
⋃
ξ ∈On

Vξ

und nennenV dasfundierte Universum. Wie in (2.27) erhalten wir

Tran(Vα) ⇒ Vα ⊆ Vα+1 (4.2)

und zeigen

(∀α∈On)[Tran(Vα)] (4.3)

durch transfinite Induktion nachα. Dabei haben wir nur noch den Li-
mesfall zu ergänzen. Fürx ∈ y ∈ Vλ undλ ∈ Lim folgt aber sofort
x ∈ y ∈ Vξ für ein ξ < λ und damit nach Induktionsvoraussetzung
x ∈ Vξ ⊆ Vλ.
Aus (4.2) und (4.3) ergibt sich mit der Tatsache, daß fürξ < λ ∈ Lim
per definitionemVξ ⊆ Vλ gilt,

α ≤ β ⇒ Vα ⊆ Vβ. (4.4)

Die auf J.VON NEUMANN zurückgehende Hierarchie derVα ist somit
kumulativ.
WegenVα ∈ Vα+1 folgt durch Induktion nachβ sofort

α < β ⇒ Vα ∈ Vβ. (4.5)
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Analog zu Abschnitt 2.5 zeigen wir, daß im fundierten Universum die
Axiome der Transitivität, Extensionalität und der Komprehension erfüllt
sind. Ebenso sehen wir ein, daß das Paar- und Vereinigungsmengenaxi-
om gilt.
Es ist∅ ∈ Vω, und fürx ∈ Vω ist x ∈ Vn für ein n < ω und daher
x ∪ {x} ⊆ Vn. Also istSx ∈ Vn+1 ⊆ Vω, und wegenVω ∈ V gilt somit
das Unendlichkeitsaxiom inV.
Für a ∈ Vα undb ⊆ a ist b ∈ Vα+1. Also gilt das Aussonderungsaxiom
in V. Hier bemerken wir, daß das Aussonderungsaxiom bereits in jedem
Vλ mit λ ∈ Lim gilt. Dies ist offenbar auch für das Potenzmengenaxiom
richtig.

Fassen wir diese Beobachtungen zusammen, so erhalten wir

4.1.2 SatzIst λ ∈ Lim undω < λ, so gelten inVλ alle ontologischen
Axiome, das Paar-, Vereinigungs-, Potenzmengen- und Aussonderungs-
axiom sowie das Unendlichkeitsaxiom.

Wir haben also beiVω+ω zum erstenmal ein Universum vorliegen, in dem
die in Satz 4.1.2 genannten Axiome richtig sind. Wir wollen uns kurz
überlegen, daß inVω+ω weder Kollektions- noch Ersetzungsaxiom gelten
können. Dazu zeigen wir

Vα ∩On = α (4.6)

durch Induktion nachα. Fürα = 0 ist dies klar. Istx ∈ Vα+1 ∩ On, so
ist wegen Tran(On) auchx ⊆ Vα ∩On. Also ist nach Induktionsvoraus-
setzungx ⊆ α und damitx < α+ 1.
Ist α ∈ Lim und x ∈ Vα ∩ On, so istx ∈ Vξ ∩ On für einξ < λ und
damit nach Induktionsvoraussetzungx < ξ < α. Damit haben wir

Vα ∩On⊆ α. (i)

Für die umgekehrte Inklusion gilt

ξ = Vξ ∩On∈ Vα ∩On

für alle ξ < α. Also ist

α ⊆ Vα ∩On. (ii)

Aus (i) und (ii) folgt aber (4.6). �

4.1.3 Definition Zu a ∈ V definieren wir

rk(a) := inf {α a ∈ Vα}
und nennen rk(a) denRangder Mengea ∈ V.
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Offensichtlich ist rk(a) immer eine Nachfolgerzahl.
Es gilt

b ∈ a ∈ V ⇒ rk(b) < rk(a), (4.7)

denn fürα := rk(a) gilt a ∈ Vα \
⋃
ξ<α Vξ. Wegenb ∈ a ⊆

⋃
ξ<α Vξ

folgt aber rk(b) < rk(a). �
Als unmittelbare Folgerung von (4.7) haben wir

(∀a∈V)[a /∈ a]. (4.8)

Nun ist nach (4.6)

ω ∈ Vω+ω. (4.9)

Wir definieren nun eine Funktion

f :ω −→ Vω+ω

vermöge

f(n) := Vω+n.

Dann ist dom(f) = ω ∈ Vω+ω und für jedesn ∈ dom(f) auchf(n) =
Vω+n ∈ Vω+ω. Die Annahme

rng(f) ∈ Vω+ω

führt aber zu

Vω+ω =
⋃

rng(f) ∈ Vω+w,

was (4.8) widerspricht. Also haben wir:

4.1.4 LemmaEs gibt eine Funktionf mit dom(f) ∈ Vω+ω undrng(f) /∈
Vω+ω. Damit kann inVω+ω weder das Ersetzungsaxiom noch das Kollek-
tionsaxiom gelten.

Andererseits ist klar, daß inV das Kollektionsaxiom und damit auch das
Ersetzungsaxiom gelten, falls dies inU der Fall ist. Ist nämlicha ∈ V
und gilt

(∀x∈a)(∃y∈V)[V |= ϕ(x, y)],

so gibt es einz ∈ U mit

(∀x∈a)(∃y∈ (z ∩V))[V |= ϕ(x, y)].

Setzen wir

α := sup{rk(y) y ∈ z ∩V},
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so istz ∩ V ⊆ Vα und damitz ∩V ∈ V.
Als Folgerung von Lemma 4.1.4 erhalten wir, daß weder das Kollek-

tions- noch das Ersetzungsaxiom aus dem Aussonderungsaxiom gefol-
gert werden können. Um diese Folgerung stichhaltig zu machen, werden
wir im folgenden Abschnitt den logischen Rahmen fixieren und so zur
sogenannten axiomatischen Mengenlehre vordringen.

Zunächst wollen wir aber noch einige Beobachtungen über das fun-
dierte Universum machen. Als erstes soll der Name begründet werden.
Dazu zeigen wir

4.1.5 SatzDie Relation∈ �V ist wohlfundiert.

Beweis: Beginnen wir mit der Fundiertheit. IstA ⊆ V undA 6= ∅,
so ist auchA0 := {rk(a) a ∈ A} 6= ∅. Wir setzenα := infA0 und
wählen eina ∈ A mit rk(a) = α. Für jedesb ∈ a gilt dann nach (4.7)
rk(b) < rk(a). Also gilt (∀b∈A)[b /∈ a].
Wir konnten hier direkt zeigen, daß nicht nur jede nichtleere Menge, sondern sogar jede
nichtleere Teilklasse vonV ein∈-minimales Element besitzt. Auf Grund der folgenden
Eigenschaft und Satz 3.1.4 hätte es aber genügt, nurA ∈ V vorauszusetzen.
Wegen{x∈V x ∈ a} = a ∈ U für allea ∈ V ist∈ �V auch wohlfun-
diert. �
Als Folgerung aus Satz 4.1.5 erhalten wir das Prinzip der∈-Induktion
für Teilklassen vonV, d.h. wir haben

4.1.6 SatzGilt (∀x∈V)[(∀y∈x)(y ∈ A) → x ∈ A)] für A ⊆ V, so ist
A = V.

Eine oft benutzte Formulierung von Satz 4.1.6 erhalten wir, wenn wir
A = {x ϕ(x)} setzen. Dann erhalten wir fürV das Schema

(∀x)[(∀y∈x)ϕ(y)→ ϕ(x)]→ (∀x)ϕ(x). (4.10)

der∈-Induktion. Durch Kontraposition erhalten wir aus (4.10)

(∃x)ϕ(x)→ (∃x)[ϕ(x) ∧ (∀y∈x)¬ϕ(y)]. (4.11)

Wir kürzen (4.10) (bzw. das dazu logisch äquivalente (4.11)) oft mit
(Fund)ab und sprechen vomFundierungsschema.

4.1.7 SatzDas MengenuniversumU erfüllt genau dann das Fundierungs-
schema, wennV = U ist.

Beweis: IstV = U , so folgt mit Satz 4.1.6, daß inU das Fundierungs-
schema gilt. Gilt umgekehrt das Fundierungsschema inU , so ist∈ eine
wohlfundierte Relation. Wir zeigen(∀x∈ U)[x ∈ V] durch∈-Induktion
nachx. Die Induktionsvoraussetzung liefert
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(∀y∈x)[y ∈ V]. (i)

Wir definieren

β := sup{rk(y) y ∈ x}.
Dann giltx ⊆ Vβ und damitx ∈ Vβ+1 ⊆ V. Also erhalten wir aus (i)

x ∈ V

und mit∈-Induktion schließlich

(∀x∈ U)[x ∈ V]. (ii)

Da trivialerweiseV ⊆ U ist, erhalten wir aus (ii) dannU = V. �
Wie wir in Abschnitt 3.1 über fundierte Relationen gesehen haben, ge-
nügt es, anstelle des Fundierungsschemas dasFundierungsaxiom

(Fu) a ∈ U ∧ a 6= 0→ (∃x∈a)(∀y∈x)[y /∈ a]

zu betrachten. Gilt nämlich(Fu) in U , d.h. Wf(∈), so folgt aus Satz 3.1.4
bereits

A 6= 0 ⇒ (∃x∈A)(∀y∈x)[y /∈ A],

was die Klassenschreibweise von (4.11) ist. Wir wollen im folgenden
immer von einem fundierten Universum ausgehen. Wir können dies tun,
da das Fundierungsaxiom, relativ zu den übrigen Axiomen, in dem Sinne
unproblematisch ist, daß dessen Hinzunahme nicht zu Widersprüchen
führen kann. Wir sagen, daß das Fundierungsaxiomrelativ konsistent
zu den übrigen Axiomen ist. Im folgenden Abschnitt werden wir darauf
genauer eingehen.
Im fundierten Universum ist die Rangfunktion für jede Menge definiert.
Es gilt

rk(x) = sup{rk(y) y ∈ x}+ 1. (4.12)

Setzen wir nämlichσ := sup{rk(y) y ∈ x}, so gilt x ⊆ Vσ und da-
mit rk(x) ≤ σ + 1. Um die entgegengesetzte Ungleichung zu erhalten,
beobachten wir zunächst, daß immer

rk(x) /∈ Lim (4.13)

gilt. Anderenfalls könnte ja nichtx ∈ Vrk(x) \
⋃
ξ<rk(x) Vξ gelten. Ist

rk(x) = δ + 1, so ist wegen (4.7)σ ≤ δ und damitσ + 1 ≤ rk(x). �
Man überlegt sich leicht, daß mit (4.12) auch

rk(x) = sup{rk(y) y ∈ TC(x)}+ 1
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gilt.
Im fundierten Universum lassen sich Klassen „lokalisieren“. D.h. es

läßt sich eine Funktionτ so angeben, daß fürA ⊆ V
τ(A) ⊆ A und[A 6= ∅ ⇒ τ(A) ∈ V ∧ τ(A) 6= ∅] (4.14)

gilt. Dazu definieren wir einfach

τ(A) := {x∈A (∀y∈A)[rk(x) ≤ rk(y)]}.
Für A = ∅ ist τ(A) = ∅ ∈ V, und fürA 6= ∅ setzen wirα :=
inf {rk(x) x ∈ A}. Dann istτ(A) ⊆ Vα und damit sowohlτ(A) ∈ V
als auchτ(A) 6= ∅.

Als eine Anwendung desLokalisierungsprinzips(das auf TARSKI zu-
rückgeht) zeigen wir

4.1.8 SatzSeiR ⊆ V×V eine fundierte Relation. Dann gilt das Prinzip
der transfiniten Induktion entlangR, d.h. aus

(∀x)[(∀y)[y R x→ ϕ(y)]→ ϕ(x)]

erhalten wir

(∀x)ϕ(x).

Analog dazu besitzt jede nichtleere Klasse einR-minimales Element.

Beweis: SeiA eine nichtleere Klasse. Zu allenx ∈ V definieren wir
die Klassen̂xA := {y ∈ A y R x} und dann die Relation

S := {(y, x) y R x ∧ y ∈ τ(x̂A)}
= {(y, x) y R x ∧ y ∈ A ∧ (∀z∈A)[z R x ⇒ rk(y) ≤ rk(z)]}.

Als Teilrelation vonR ist S fundiert, und wegen

{y y S x} = τ(x̂A) ∈ V
ist S sogar wohlfundiert. Nach Satz 3.1.4 besitztA ein S-minimales
Elementx ∈ A. Gäbe es einy ∈ A mit y R x, so gäbe es ein solches
mit minimalem Rang. Für dieses hätten wir abery S x im Widerspruch
zurS-Minimalität vonx. Also istx auchR-minimal. �
Als eine weitere Anwendung des Lokalisierungsprinzips zeigen wir, daß
im fundierten Universum das Ersetzungsaxiom äquivalent zu Kollektion
zusammen mit Aussonderung ist, d.h. wir zeigen

4.1.9 SatzIstV auf der Basis des Ersetzungsaxioms konstruiert (d.h.V
ist in einem UniversumU definiert, in dem das Ersetzungsaxiom gilt),
so gilt inV auch das Kollektionsaxiom.
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Erfüllt U das Aussonderungs- und das Auswahlaxiom, so gilt das Aus-
wahlaxiom auch inV.

Beweis: Wir haben bereits gezeigt, daß das Aussonderungsaxiom aus
dem Ersetzungsaxiom folgt, also können wirV konstruieren und seine
Eigenschaften nachweisen (für die wir nie mehr als nur Aussonderung
gebraucht haben).
Ist a ∈ Vmit a 6= ∅ und gilt

(∀x∈a)(∃y∈V)[V |= ϕ(x, y)],

so bilden wir für jedesx ∈ a die Klasse

{y∈V V |= ϕ(x, y)}.

Dann betrachten wir deren Lokalisierung

xl := τ({y∈V V |= ϕ(x, y)}).

Nun istx 7→ xl eine Funktion mit Definitionsbereicha, und wir erhalten

b :=
⋃
x∈ a

xl ∈ V.

Damit gilt

(∀x∈a)(∃y∈ b)[V |= ϕ(x, y)].

Wir wollen nun das Auswahlaxiom behandeln. Zua ∈ V existiert ei-
ne Auswahlfunktionf , für die wir mittels Aussonderung und Paarmen-
genaxiom dom(f) = a ∪ {∅} undf(∅) = ∅ annehmen dürfen. Damit
gilt rng(f) ∈ V. Wegenf ⊆ dom(f) × rng(f) ∈ V bekommen wir
f ∈ V. �

4.2 Das Axiomensystem vonZERMELO und FRAENKEL

Um mit Methoden der Prädikatenlogik, insbesondere mit der Modell-
theorie arbeiten zu können, wollen wir versuchen, die bisher recht infor-
mal eingeführten Axiome logisch exakt zu fassen. Dabei ist es wichtig,
eine Axiomatisierung in der ersten Stufe anzugeben, da uns hier eine ein-
fach zu handhabende Modelltheorie zur Verfügung steht. Daher fixieren
wir zunächst die Sprache.

4.2.1 Definition Die Sprache der Mengenlehre ist die Sprache der Prä-
dikatenlogik erster Stufe mit Identität, deren einziges nichtlogisches Zei-
chen die zweistellige Relationskonstante∈ ist, d.h.L = L(∈).
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Unsere Intention ist, das Mengenuniversum als den Individuenbereich
unserer Sprache zu erhalten. Das bedeutet, daß alle Quantoren über Men-
gen laufen. Wir können daher nicht explizit über Klassen sprechen. Das
macht Schwierigkeiten bei dem ontologischen Axiom(Tran), in dem wir
ja fordern, daß jede Menge eine Klasse ist. Wir werden uns später damit
behelfen, daß wir uns nur mit transitiven Modellen des noch einzufüh-
renden Axiomensystems beschäftigen. Wir verdrängen das ontologische
Axiom (Tran)damit auf die Metaebene.
Ebenso macht es keinen Sinn mehr, die Klassenkomprehension(CA) zu
fordern. Hier werden wir uns später dadurch helfen, daß wir Ausdrücke
der Gestalt

y ∈ {x ϕ(x)}
für L(∈)-Formelnϕ(x) einfach als „Abkürzungen“ für die Formelϕ(y)
lesen.
Von den ontologischen Axiomen, können wir damit nur noch das Exten-
sionalitätsaxiom explizit formulieren. Es lautet

(Ext) (∀x)(∀y)[x = y ↔ (∀u)(u ∈ x↔ u ∈ y)].

Einfacher zu formulieren sind die Abschlußaxiome

(Pa) (∀x)(∀y)(∃z)(∀u)[u ∈ z ↔ u = x ∨ u = y].

(Vm) (∀x)(∃y)(∀z)[z ∈ y ↔ (∃u)(u ∈ x ∧ z ∈ u)].

(Pm) (∀x)(∃y)(∀z)[z ∈ y ↔ (∀u)(u ∈ z → u ∈ x)].

(As) (∀~u){(∀x)(∃y)(∀z)[z ∈ y ↔ z ∈ x ∧ ϕ(z, ~u)]}.

(Kol) (∀~u)(∀v){(∀x)[x ∈ v → (∃y)ϕ(x, y, ~u)]
→ (∃z)(∀x)[x ∈ v → (∃y)(y ∈ z ∧ ϕ(x, y, ~u))]}.

(Er) (∀~u){(∀x)(∀y)(∀z)[ϕ(x, ~u, y) ∧ ϕ(x, ~u, z)→ y = z]
→ (∀v)(∃w)(∀z)[z ∈ w↔ (∃p)(p ∈ v ∧ ϕ(p, ~u, z))]}.

Als zusätzliches ontologisches Axiom wollen wir noch das Fundierungs-
axiom

(Fu) (∀a){(∃x)(x ∈ a)→ (∃x)[x ∈ a ∧ (∀y)(y ∈ x→ ¬y ∈ a)]}.
hinzunehmen.

Natürlich wird es unmöglich sein, immer nur inL(∈) zu arbeiten.
Wir werden daher definitorische Erweiterungen der Sprache betrachten.
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So definieren wir Paar, geordnetes Paar, Relation und Funktion durch die
folgenden definierenden Axiome

(∀z)(z ∈ {x, y} ↔ z = x ∨ z = y)
(x, y) = {{x}, {x, y}}
Rel(x)↔ (∀z)[z ∈ x↔ (∃u)(∃v)(z = (u, v))]
Fkt(f)↔ Rel(f) ∧ Reind(f),

wobei(x, y) ∈ f für die Formel

(∃v)[v = (x, y) ∧ v ∈ f ]

und Reind(f) für

(∀x)(∀y)(∀z)[(x, y) ∈ f ∧ (x, z) ∈ f → y = z]

stehen. Der Leser möge sich selbst davon überzeugen, daß wir alle bis-
lang eingeführten Begriffe wie z.B. dom(f), rng(f), a ⊆ b, . . . – zumin-
dest für Mengen – inL(∈) definieren können.

Zur Formulierung des Auswahlaxioms benutzen wir schon definito-
rische Erweiterungen.

(AC) (∀a)(∃f){Fkt(f) ∧ (∀x∈a)[x 6= ∅ → f(x) ∈ x]}.
Dabei steht(∀x∈a)[. . .] für (∀x)(x ∈ a → . . .). Ebenso schreiben wir
(∃x∈a)[. . .] für (∃x)(x ∈ a ∧ . . .). Wir wollen sogar so weit gehen,
beschränkte Quantorender Form(Qx∈a) von unbeschränktenzu un-
terscheiden.
Schließlich formulieren wir das Unendlichkeitsaxiom

(Ue) (∃x)[∅ ∈ x ∧ (∀y∈x)(y ∪ {y} ∈ x)]

als einziges Mengenexistenzaxiom.
Es hat sich eingebürgert, die Axiome(Ext), (Fu), (Pa), (Vm), (Pm),

(As), (Ue)als das ZERMELOsche AxiomensystemZ zu bezeichnen. Das
ZERMELO-FRAENKELsche AxiomensystemZF erhält man, indem in
Z das Schema(As) durch (Er) ersetzt wird. Nimmt man jeweils noch
das Auswahlaxiom hinzu, so spricht man vonZC bzw.ZFC. Manch-
mal will man diese Systeme auch ohne das Potenzmengenaxiom betrach-
ten. Man bezeichnet diese Abschwächungen oft alsZ0, ZC0, ZF 0 bzw.
ZFC0, wiewohl diese Notation in der Literatur nicht ganz einheitlich
gehandhabt wird. MitZ−, ZF−, ZC− undZFC− bezeichnen wir die
entsprechenden Axiomensysteme ohne das Fundierungsaxiom.

Wir werden im Folgenden davon ausgehen, daß in unserem Men-
genuniversum das Auswahlaxiom gilt.

Versehen mit der kanonischen Elementrelation ist jede Klasse eine
L(∈)-Struktur. Wir können daher Satz 4.1.2 und Lemma 4.1.4 umfor-
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mulieren zu:

4.2.2 SatzFürω < λ ∈ Lim ist Vλ ein transitivesZC Modell. Vω+ω ist
aber keinZFC-Modell.

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir daraus

4.2.3 Korollar Es gelten

(i) (As); (Er)

(ii) ZC 0 (Kol)

Beweis: Nehmen wirZC ` (Kol) an, so folgt mit (2.10)ZC ` (Er).
Dies widerspricht Satz 4.2.2 �
Als eine Folgerung (des Beweises) von Satz 4.1.9 erhalten wir

4.2.4 SatzEs giltZFC ` (Kol) und damitZFC = ZC + (Kol).

Beweis: Nach (2.10) giltZC + (Kol) ` ZFC. Ist andererseitsU |=
ZFC, so gilt nach Satz 4.1.7U = V. Nach Satz 4.1.9 haben wir
V |= (Kol). Da wir zur Konstruktion vonV innerhalb vonU außer
den Axiomen vonZFC keine weiteren Eigenschaften benutzt haben,
können wirV in jedemModell U von ZFC konstruieren. Also gilt
M |= ZFC ⇒ M |= (Kol) für jedes ModellM. D.h.ZFC ` (Kol).

�
Ein Satzϕ vonL(∈) heißtrelativ konsistentzu einer SatzmengeΣ, wenn
aus der Konsistenz vonΣ auch die Konsistenz vonΣ ∪ {ϕ} folgt.
Wir erhalten wir den folgenden Satz:

4.2.5 Satz(Fu) und(Fund)sind relativ konsistent zuZF− undZFC−.

Beweis: Da wir zur Konstruktion vonV nur transfinite Rekursion (in
die das Ersetzungsaxiom einging), das Potenz- und das Vereinigungsaxi-
om benötigen, können wirV in jedemZF−Modell konstruieren. Wegen
V |= (Fu) undV |= (Fund) sind dann auchZF− ∪ {(Fu)} etc. konsi-
stent. �

4.3 Persistenz und Absolutheit

4.3.1 Definition SeiM eine transitive Klasse. EinL(∈)-Satzϕ mit Pa-
rametern ausM (d.h. ϕ ≡ ϕ(m1, . . . , mn), wobei ϕ(x1, . . . , xn) aus
L(∈), mi ∈ M und diemi Konstanten für diemi sind) heißtM-
aufwärts persistent, wenn
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M |= ϕ ⇒ N |= ϕ,

M-abwärts persistent, wenn

N |= ϕ ⇒ M |= ϕ

undM-absolut, wenn

M |= ϕ ⇔ N |= ϕ

für jede transitive OberklasseN ⊇M gilt.

Eine Formelϕ ∈ L(∈) heißt eine∆0-Formel, wenn sie nur beschränkte
Quantoren (vgl. Seite 87) enthält, d.h. die∆0-Formeln bilden die klein-
ste Formelklasse, die alle Primformelnx ∈ y, x = y enthält und abge-
schlossen ist gegenüber den booleschen Operationen¬, ∧, ∨ sowie den
beschränkten Quantifikationen(∀x∈y) und(∃x∈y).

4.3.2 SatzIstϕ ein ∆0-Satz mit Parametern ausM und istM transitiv,
so istϕM-absolut.

Wir wollen nochmals daran erinnern, daß ein Satz eine Formel ohne freie Variablen ist.
Nur für Sätzeϕ ist die ErfüllbarkeitsrelationM |= ϕ sinnvoll.

Beweis: Seiϕ(~x ) eine∆0-Formel und~a ein Tupel von Elementen aus
M so, daßϕ(~a) ein Satz ist. SeiN ⊇M transitiv. Wir zeigen

M |= ϕ(~a) ⇔ N |= ϕ(~a)

durch Induktion nach dem Aufbau vonϕ(~x ). Istϕ(~a) ≡ ai ∈ aj, so gilt
wegenM⊆ N

M |= ai ∈ aj ⇔ N |= ai ∈ aj.

Ebenso haben wir

M |= ai = aj ⇔ N |= ai = aj.

Ist ϕ ≡ ϕ1
∧
∨ ϕ2 bzw.ϕ ≡ ¬ψ, so folgt die Behauptung sofort aus der

Induktionsvoraussetzung.
Erwähnenswert ist eigentlich nur der Fall beschränkter Quantifikation.
Sei alsoϕ(~a) ≡ (∀x∈ai)ψ(x,~a). DaM⊆ N undM,N transitiv sind,
ist für ai ∈M stetsai ∩M = ai ∩N . Nun gilt

M |= (∀x∈ai)ψ(x,~a)

genau dann, wenn

M |= ψ(b,~a)
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für alle b ∈ ai ∩M gilt. Nach Induktionsvoraussetzung ist dies genau
dann der Fall, wenn

N |= ψ(b,~a) (i)

für alle b ∈ ai ∩M gilt. Wegenai ∩M = ai ∩N bedeutet (i) aber

N |= (∀x∈ai)ψ(x,~a). �

Eine Formelϕ heißt eineΣ1-Formel, wenn

ϕ ≡ (∃u)ψ(u)

für eine∆0-Formelψ(u) ist.
Dual heißtϕ eineΠ1-Formel, wenn¬ϕ eineΣ1-Formel ist. Es ist klar,
wie Σn- (bzw.Πn-) Formeln zu definieren sind, obwohl wir diese Begrif-
fe in dieser Vorlesung nicht benötigen werden.
Die Klasse derΣ-Formeln ist die kleinste Formelklasse, die alle∆0-For-
meln umfaßt und abgeschlossen ist gegenüber den positiven booleschen
Operationen∧, ∨, beschränkter Quantifikation sowie unbeschränkter∃-
Quantifikation.
Dual heißtϕ eineΠ-Formel, wenn¬ϕ eineΣ-Formel ist.
Es ist klar, daß jedeΣ1-Formel auch eineΣ-Formel ist. Die umgekehrte
Tatsache gilt im allgemeinen nicht.
IstM eine transitive Klasse undϕ ein Satz mit Parametern ausM, so
nennen wirϕ einenM-∆0- (M-Σ1-,M-Π1-,M-Σ-,M-Π-) Satz, wenn
es einen∆0- (Σ1-, Π1-, Σ-, Π-) Satzψ mit Parametern ausM gibt, so
daß

N |= ϕ↔ ψ

für alle transitivenN ⊇M gilt. Ein Satzϕ heißtM-∆1, (M-∆), wenn
er sowohlM-Σ1 (M-Σ), als auchM-Π1 (M-Π) ist.
Dies ist eine gegenüber der üblichen Literatur restriktive Definition, die für unsere
Zwecke im wesentlichen ausreicht. Allgemeiner definiert man für eine TheorieT die
T -Σ- (T -Σ1-, T -Π-, T -Π1-, . . . ) Sätze dadurch, daß die Äquivalenz zu einemΣ- (Σ1-,
Π-, Π1-, . . . ) Satz in allen Modellen vonT zu gelten hat. Ein in unserem SinneM-
∆-Satz muß daher bereits in einer sehr schwachen Theorie erkennbar sein, für die jede
genügend große transitive Menge bereits ein Modell ist. Üblicherweise kann man da-
von ausgehen, daß die Äquivalenz zu sowohl einemΣ- als auch einemΠ-Satz bereits
in der reinen Logik erkennbar ist. Alle nun folgenden Betrachtungen übertragen sich
natürlich sinngemäß aufT -Σ-, (T -Π-, . . . ) Sätze, wobei beispielsweise die Persistenz-
aussagen nur noch für solche transitive Mengen gelten, die Modelle vonT sind.

4.3.3 SatzSeiM transitiv. Dann sindM-Σ-SätzeM-aufwärts,M-Π-
SätzeM-abwärts persistent. Damit sindM-∆-SätzeM-absolut.
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Beweis: (Man kann sogar zeigen, daß ein Satzϕ genau dannM-
absolut ist, wenn er einM-∆-Satz ist. Wir wollen uns hier aber mit
der einen Richtung begnügen.)
Seiψ ein Σ-Satz mit Parametern ausM. Wir wollen zeigen, daßψM-
aufwärts persistent ist und führen dazu eine Induktion nach dem Aufbau
vonψ.
Istψ ein ∆0-Satz, so folgt die Behauptung aus Satz 4.3.2.
Ist ψ ≡ ψ1 ∧ ψ2 und giltM |= ψ, so folgtM |= ψ1 undM |= ψ2. Für
ein transitivesN ⊇ M gilt nach InduktionsvoraussetzungN |= ψi für
i = 1, 2 und damit auchN |= ψ1 ∧ ψ2. Analog behandelt man den Fall
ψ ≡ ψ1 ∨ ψ2.
Ist ψ ≡ (∀x∈a)χ(x) und giltM |= ψ, so ist für transitivesN ⊇ M
aucha ∈ N . Für b ∈ a ∩ N ist wegen Tran(M) unda ∈ M aber auch
b ∈ M. Also giltM |= χ(b), und nach Induktionsvoraussetzung folgt
N |= χ(b). Somit giltN |= (∀x∈a)χ(x).
Ist ψ ≡ (∃x)χ(x) und giltM |= (∃x)χ(x), so gibt es einb ∈ M ⊆ N
mit M |= χ(b). Nach Induktionsvoraussetzung folgtN |= χ(b) und
wegenb ∈ N damit auchN |= (∃x)χ(x).
Die übrigen Behauptungen des Satzes folgen jetzt sofort. �
Ist ϕ eineL(∈)-Formel undA eine Klasse oder Menge, so bezeich-
nen wir mit ϕA die Formel, die ausϕ entsteht, wenn wir in ihr alle
unbeschränkten Quantoren(Qx) durch (Qx∈A) ersetzen. Für Men-
genA lesen wir(Qx∈A) als (Qx∈A), wobeiA eine Konstante fürA
ist. IstA die Klasse{x χ(x)}, so lesen wir(∀x∈A)[. . .] jedoch als
(∀x)[χ(x)→ . . .] und(∃x∈A)[. . .] als(∃x)[χ(x) ∧ . . .].
Es ist klar, daß für Mengena die Formelϕa eine∆0-Formel ist. Für
KlassenA istϕA im allgemeinen jedoch komplizierter alsϕ.

4.3.4 LemmaSeiA ⊆ V undϕ ein Satz, der höchstens Parameter aus
A enthält. Dann gilt:

A |= ϕ ⇔ V |= ϕA.

Beweis: Seiϕ ≡ ϕ(~a), wobei~a eine Liste aller inϕ auftretender Para-
meter ist. Wir führen Induktion nach dem Aufbau vonϕ und dürfen uns
auf die logischen Zeichen¬, ∧, ∃ beschränken.
Istϕ ≡ (ai ∈ aj) oderϕ ≡ (ai = aj), so ist die Behauptung klar.
Seiϕ ≡ ¬ψ. Dann gilt nach Induktionsvoraussetzung

A |= ϕ ⇔ A 6|= ψ ⇔ V 6|= ψA ⇔ V |= ϕA.

Fürϕ ≡ ψ1 ∧ ψ2 folgt mit der Induktionsvoraussetzung

A |= ϕ⇔ A |= ψ1 und A |= ψ2

⇔ V |= ψA1 und V |= ψA2 ⇔ V |= ϕA.
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Ist schließlichϕ ≡ (∃x)χ(x), so gilt nach Induktionsvoraussetzung

A |= (∃x)χ(x) ⇔ (∃a∈A)[A |= χ(a)]
⇔ (∃a∈A)[V |= χ(a)A]
⇔ V |= (∃x∈A)[χ(x)A] ⇔ V |= ϕA. �

4.4 Kumulative Hierarchien und das Reflexionsprinzip

4.4.1 Definition Eine Familie{Hα α ∈ On} bezeichnen wir alskumu-
lative Hierarchie, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(H1) (∀α∈On)[Hα ⊆ Hα+1 ⊆ Pow(Hα)]

(H2) (∀α∈Lim)[Hα =
⋃
ξ < α

Hξ].

Es seiH :=
⋃
ξ ∈OnHξ.

Ein Beispiel für eine kumulative Hierarchie sind dieVON NEUMANN-
schen Stufen{Vα α ∈ On} des fundierten Universums. (Wobei wir dar-
an erinnern wollen, daß wir jetzt und im folgenden immer(Fu) voraus-
setzen und daher innerhalb des fundierten Universums argumentieren).

4.4.2 Lemma Ist {Hα α ∈ On} eine kumulative Hierarchie, so gilt

(i) α ≤ β ⇒ Hα ⊆ Hβ

(ii) (∀α∈On)[Tran(Hα)] ∧ Tran(H)

(iii) K ∈ V ∧ K ⊆ H ⇒ (∃α∈On)[K ⊆ Hα]

Beweis: (i) folgt sofort durch Induktion nachβ.
(ii) Gilt x ∈ Hα ⊆ Hα+1 ⊆ Pow(Hα), so folgtx ∈ Pow(Hα), d.h.
x ⊆ Hα und somit Tran(Hα).
(iii) Fürx ∈ H definieren wir

rkH(x) := inf {α x ∈ Hα}. (4.15)

Seiα := sup{rkH(x) x ∈ K}. WegenK ∈ V ist α ∈ On und es folgt
mit (i) K ⊆ Hα. �
Wir haben in Lemma 3.8.2 erklärt, wann eine Klasse abgeschlossen ge-
genüber Suprema ist. Wir wollen solche Klassen kurzabgeschlossen
nennen. Eine KlasseK ⊆ On heißtclub (closedunbounded), wenn
K abgeschlossen und unbeschränkt ist. IstK ⊆ κ abgeschlossen und
unbeschränkt inκ, so heißtK club inκ.
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4.4.3 Lemma Ist κ ∈ R undK club in κ, so gilt supX ∈ K für alle
X ⊆ K mit |X| < κ.

Beweis: Ist |X| < κ, so ist wegenκ ∈ R auch supX < κ. DaK
unbeschränkt inκ ist, gibt es einη ∈ K, dasX beschränkt. DaK
abgeschlossen ist, folgt supX ∈ K. �
Wir wollen hier nur zwei Eigenschaften von club Mengen angeben, die
für das Folgende von Bedeutung sein werden.

4.4.4 Lemma Ist κ eine überabzählbare reguläre Kardinalzahl,α < κ
und{Kι ι < α} eine Familie von clubs inκ, so ist

⋂
ι < αKι club inκ.

Beweis: Sei

K :=
⋂
ι < α

Kι.

Wir zeigen zunächst die Abgeschlossenheit vonK. Sei dazuX ⊆ K ei-
ne inK beschränkte Menge. Dann istX aber in jedem derKι beschränkt
und damit gilt supX ∈ Kι für alle ι < α. Also ist supX ∈ K.
Zum Nachweis der Unbeschränktheit seiβ < κ. Wir definieren fürµ <
α undn < ω Ordinalzahlenβµ,n ∈ Kµ mit den folgenden Eigenschaften:

β0,0 ≥ β
µ < ν < α ⇒ βµ,n < βν,n
β0,n+1 > supν < α βν,n.

Da alle dieKµ unbeschränkt inκ sind undα < κ ∈ R ist, lassen sich die
βµ,n in der angegebenen Weise finden. Nun gilt

βµ,ω := sup
n<ω

βµ,n ∈ Kµ

für alleµ < α, und nach Konstruktion gilt

µ < ν < α ⇒ βµ,ω ≤ βν,ω.

Ist ξ < βν,ω so gibt es einn < ω mit ξ < βν,n < β0,n+1 ≤ βµ,n+1 ≤ βµ,ω,
und damit gilt auch

βν,ω ≤ βµ,ω.

D.h. wir haben

βµ,ω = βν,ω

für alleµ, ν < α. Damit folgt aber

β < β0,ω ∈
⋂
µ<α

Kµ,
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undK ist unbeschränkt inκ. �
Wir können den eben geführten Beweis sofort auf die Situation übertra-
gen, daß wir eine Familie{Kι ι < α} von clubs und eine Ordinalzahl
α haben. Wir erhalten daher als Korollar des Beweises von Lemma 4.4.4

4.4.5 Korollar Ist α ∈ On und{Kι ι < α} eine Familie von clubs, so
ist auch

⋂
ι < αKι club.

Eine weitere wichtige Begriffsbildung im Zusammenhang mit clubs ist
der sogenanntediagonale Durchschnitt, der folgendermaßen definiert
ist:

4.4.6 Definition Ist {Kι ι < κ} eine Familie von clubs inκ, so sei

∆ι < κKι := {ξ∈κ ξ ∈
⋂
η < ξ

Kη}.

Analog definieren wir für eine Familie{Kι ι ∈ On} von clubs

∆ιKι := {ξ ξ ∈
⋂
η < ξ

Kη}.

Wir nennen∆ι < κKι bzw. ∆ιKι dendiagonalen Durchschnittoder die
DiagonalisierungderKι.

4.4.7 LemmaEs seiκ eine überabzählbare reguläre Kardinalzahl und
{Kι ι < κ} eine Familie von clubs inκ. Dann ist auch∆ι < κKι club in
κ.

Beweis: Setzen wir

K∩ξ :=
⋂
η < ξ

Kη,

so ist nach Lemma 4.4.4 jedes derK∩ξ club inκ und

∆ι < κKι = ∆ι < κK
∩ι.

Daher dürfen wir ohne Einschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß

K0 ⊇ K1 ⊇ · · · ⊇ Kι ⊇ · · ·

gilt. SeiK := ∆ι < κKι undX ⊆ K eine inK beschränkte Menge mit
supX =: δ. Wir habenδ ∈ Kξ für alle ξ < δ nachzuweisen. Zuξ < δ
sei

Xξ := {η∈K ξ < η ≤ δ}.

94



4.4. Kumulative Hierarchien und das Reflexionsprinzip

Dann istXξ ⊆ Kξ und supXξ = δ. Also istδ ∈ Kξ.
Zum Nachweis der Unbeschränktheit seiβ < κ. Wir definieren eine
Folge

β < β0 ∈ K0

βn < βn+1 ∈ Kβn.

Seiδ := supn< ω βn. Zu ξ < δ gibt es einn < ω mit ξ < βn. Dann ist

{βk n < k} ⊆ Kβn ⊆ Kξ.

Also ist δ = supn< k <ω βk ∈ Kξ. Damit folgt

δ ∈
⋂
ξ < δ

Kξ

und wir habenβ < δ ∈ K. �
Auch hier überträgt sich der Beweis mühelos auf die Situation, daß eine
Familie {Kι ι ∈ On} von clubs vorliegt. Wir haben also wieder als
Korollar des Beweises:

4.4.8 Korollar Ist {Kι ι ∈ On} eine Familie von clubs, so ist auch de-
ren Diagonalisierung∆ιKι club.

Man sieht an beiden Korollaren, daß sich On in gewisser Weise wie eine
überabzählbare reguläre Kardinalzahl verhält. Diese Betrachtungsweise
stellt jedoch die wirklichen Verhältnisse auf den Kopf. Reguläre Kardi-
nalzahlen wurden ja gerade so eingeführt, daß sie gewisse Eigenschaften
von On reflektieren. Dieses Reflexionsverhalten soll nun genauer stu-
diert werden.

4.4.9 LemmaSei eine kumulative Hierarchie{Hα α ∈ On} gegeben
undϕ(x, u1, . . . , un) eineL(∈)-Formel, deren freie Variablen alle in der
Liste (x, u1, . . . , un) auftreten. Definieren wir

Kϕ := {α∈On| (∀a1∈Hα) . . . (∀an∈Hα)[H |= (∃y)ϕ(y, a1, . . . , an)
⇔ (∃b∈Hα)H |= ϕ(b, a1, . . . , an)]},

so istKϕ club.

Beweis: Für~a ∈ Hn sei

k(~a) :=

{
inf {α (∃b∈Hα)[H |= ϕ(b,~a)]} falls dies existiert
0 sonst.

Dann gilt

~a ∈ Hn ∧ H |= (∃y)ϕ(y,~a) ⇒ (∃b∈Hk(~a))[H |= ϕ(b,~a)]. (i)
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Wir zeigen zunächst die Unbeschränktheit der KlasseKϕ. Sei dazuβ ∈
On. Wir definieren:

α0 := β

αm+1 := sup{αm + 1, sup{k(~a) ~a ∈ Hn
αm
}}

und

α := sup
m<ω

αm.

Dann gilt nach Definition

αm < αm+1 (ii)

und

~a ∈ Hn
α ⇒ k(~a) < α, (iii)

denn für~a ∈ Hn
α =

⋃
m<ωHn

αm
gibt es einm < ω mit ~a ∈ Hn

αm
. Also ist

k(~a) ≤ αm+1 < α.
Aus (iii) und (i) erhalten wir aber sofort

~a ∈ Hn
α ∧ H |= (∃y)ϕ(y,~a) ⇒ (∃b∈Hα)[H |= ϕ(b,~a)]. (iv)

Da ausH |= ϕ(b,~a) für b ∈ Hα ⊆ H aber sofort auchH |= (∃y)ϕ(y,~a)
folgt, erhalten wir aus (iv)

α ∈ Kϕ. (v)

Damit istKϕ unbeschränkt.
Um die Abgeschlossenheit vonKϕ zu zeigen, seiU ⊆ Kϕ eine inKϕ

beschränkte Menge. Seiα := supU . Wir sind fertig, fallsα ∈ U ist.
Anderenfalls ist nach Lemma 3.4.8α ∈ Lim. Ist ~a ∈ Hn

α, so gibt es
demnach einβ ∈ α ∩ U mit ~a ∈ Hn

β. Gilt H |= (∃y)ϕ(y,~a), so folgt
wegenβ ∈ U ⊆ Kϕ die Existenz einesb ∈ Hβ ⊆ Hα mit H |= ϕ(b,~a).
Da ausH |= ϕ(b,~a) für b ∈ Hα sofortH |= (∃y)ϕ(y,~a) folgt, ist α ∈
Kϕ. �

4.4.10 Satz (Reflexionsprinzip fürL(∈)-Formeln) Sei eine kumula-
tive Hierarchie{Hα α ∈ On} gegeben. Zu jederL(∈)-Formelϕ, die
höchstens die freien Variablenx1, . . . , xn enthält, existiert eine unbe-
schränkte und abgeschlossene KlasseRef(ϕ) ⊆ On, für die gilt:

(∀α∈Ref(ϕ))(∀a1∈Hα) . . . (∀an∈Hα)[H |= ϕ(a1, . . . , an) ⇔
Hα |= ϕ(a1, . . . , an)].

Ref(ϕ) heißt dann eine reflektierende Klasse fürϕ.
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Beweis: Wir führen Induktion nach dem Aufbau der Formelϕ(~x ), wo-
bei wir uns auf die logischen Zeichen¬, ∧, ∃ beschränken können.
Ist ϕ(~x ) ≡ (xi ∈ xj) oderϕ(~x ) ≡ (xi = xj), so können wir Ref(ϕ) :=
On setzen.
Istϕ(~x ) ≡ ¬χ(~x ) undα ∈ Ref(χ), so gilt für~a ∈ Hα:

H |= ϕ(~a) ⇔ H 6|= χ(~a)
⇔ Hα 6|= χ(~a)
⇔ Hα |= ¬χ(~a) ⇔ Hα |= ϕ(~a)

und wir können Ref(ϕ) := Ref(χ) setzen. Nach Induktionsvorausset-
zung ist Ref(χ) club.
Istϕ(~x ) = ϕ1(~x ) ∧ ϕ2(~x ), so setzen wir Ref(ϕ) := Ref(ϕ1)∩Ref(ϕ2).
Nach Induktionsvoraussetzung ist Ref(ϕi) club für i ∈ {1, 2}. In Korol-
lar 4.4.5 haben wir aber gezeigt, daß der Durchschnitt von clubs wieder
club ist.
Istϕ(~x ) ≡ (∃y)χ(y, ~x ) undα ∈ Ref(χ) ∩Kχ, so gilt für~a ∈ Hα:

H |= (∃y)χ(y,~a) ⇔ (∃b∈Hα)[H |= χ(b,~a)]
⇔ (∃b∈Hα)[Hα |= χ(b,~a)]
⇔ Hα |= (∃y)χ(y,~a).

Nach Induktionsvoraussetzung ist Ref(χ) club undKχ ist club nach
Lemma 4.4.9. Setzen wir Ref(ϕ) := Ref(χ) ∩Kχ, so ist Ref(ϕ) club.

�
Da die Schichten des fundierten Universums eine kumulative Hierarchie
bilden, können wir das in Satz 4.4.10 formulierte Reflexionsprinzip für
V anwenden.
In Satz 4.1.2 haben wir gezeigt, daß inV immer das Aussonderungsaxi-
om gilt und im Anschluß an Lemma 4.1.4 erwähnt, daß inV auch das
Kollektionsaxiom gilt, wobei wir allerdings vorausgesetzt hatten, daßV
innerhalb eines UniversumsU gebaut wurde, in dem das Kollektions-
axiom bereits gilt. Da{Vα α ∈ On} eine kumulative Hierarchie ist,
können wir diese Voraussetzung durch das Reflexionsprinzip ersetzen.
Wir erhalten:

4.4.11 LemmaIst {Hα α ∈ On} eine kumulative Hierarchie mit der
Eigenschaft

α < β ⇒ Hα ∈ Hβ,

so giltH |= (Kol).

Beweis: Seiϕ(x, y, ~u) eineL(∈)-Formel, die keine weiteren freien Va-
riablen enthält. Seien~a ∈ Hn, b ∈ H und
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H |= (∀x∈ b)(∃y)ϕ(x, y,~a).

Ist α := sup{rkH(b), rkH(a1), . . . , rkH(an)} so gibt es nach Satz 4.4.10
und Korollar 4.4.5 einβ ≥ α mit

β ∈ Ref(ϕ(x, y, ~u)) ∩Ref((∀x∈v)(∃y)ϕ(x, y, ~u)).

Wir erhalten

H |= (∀x∈ b)(∃y)ϕ(x, y,~a) ⇔ Hβ |= (∀x∈ b)(∃y)ϕ(x, y,~a)
⇔ (∀c∈ b)(∃d∈Hβ)[Hβ |= ϕ(c, d,~a)]
⇔ (∀c∈ b)(∃d∈Hβ)[H |= ϕ(c, d,~a)].

WegenHβ ∈ H folgt dann

H |= (∃z)(∀x∈ b)(∃y∈z)ϕ(x, y,~a). �
Als Korollar erhalten wir dann

4.4.12 SatzIm fundierten Universum gilt das Kollektionsaxiom und da-
mit auch das Ersetzungsaxiom.

Wir können, unter Ausnutzung der Tatsache, daßV ein Modell der Axio-
me vonZFC ist, aus Satz 4.4.10 ein Reflexionsprinzip folgern, das un-
abhängig von kumulativen Hierarchien formuliert ist. Wir bereiten dies
durch das folgende Lemma vor.

4.4.13 LemmaSeienϕ1, . . . , ϕm L(∈)-Formeln, in denen höchstens die
Variablenx1, . . . , xn, y frei auftreten. Zu jeder MengeM0 gibt es dann
eine ObermengeM ⊇M0 mit

|M | ≤ ℵ0 ⊕ |M0|
so, daß füri = 1, . . . , m

(∀a1∈M) . . . (∀an∈M)[(∃b∈M)ϕi(a1, . . . , an, b)
⇔ (∃b)ϕi(a1, . . . , an, b)]

gilt.

Beweis: Wir argumentieren im fundierten UniversumV. Wie bereits
bemerkt ist{Vα α ∈ On} eine kumulative Hierarchie. Lemma 4.4.9
liefert uns club KlassenKϕi für i = 1, . . . , m. Dann ist auch

K := Kϕ1
∩ . . . ∩Kϕm

club. DaM0 eine Menge ist, gibt es einα ∈ K mit M0 ∈ Vα. Dafür gilt
nach Lemma 4.4.9

(∀a1∈Vα) . . . (∀an∈Vα)[(∃y)ϕi(~a, y) ⇔ (∃y∈Vα)ϕi(~a, y)]. (i)
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Seif eine Auswahlfunktion fürVα+1. Zu~a ∈ V n
α sei

gi(~a) := {b∈Vα ϕi(~a, b)} ∈ Vα+1.

Nun definieren wir eine Familie{Mk k < ω} durch Rekursion nachk.
M0 ist gegeben.

Mk+1 := Mk ∪ {f(gi(~a)) 1 ≤ i ≤ m ∧ ~a ∈Mn
k ∧ gi(~a) 6= ∅}.

Weiter sei

M :=
⋃
k ∈ ω

Mk.

Durch Induktion nachk folgt

Mk ⊆Mk+1 ⊆ Vα.

Also gilt auch

M ⊆ Vα.

Aus der Definition derMk erhalten wir

~a ∈Mn
k ∧ (∃y∈Vα)ϕi(~a, y) ⇒ f(gi(~a)) ∈Mk+1 ∧ ϕi(~a, f(gi(~a))),

woraus sich auf

~a ∈Mn
k ∧ (∃y∈Vα)ϕi(~a, y) ⇒ (∃y∈M)ϕi(~a, y) (ii)

schließen läßt. Aus (i) und (ii) folgt

(∀~a∈Mn)[(∃y)ϕi(~a, y) ⇒ (∃y∈M)ϕi(~a, y)]. (iii)

Da die Gegenrichtung in (iii) trivialerweise gilt, bleibt nur noch die Kar-
dinalität vonM nachzurechnen. Es ist

|M | = |
⋃
k<ωMk| ≤

∑
k<ω |Mk| = ℵ0 ⊕ supk<ω(|Mk|).

Wir zeigen durch Induktion nachk, daß

|Mk| ≤ ℵ0 ⊕ |M0|

gilt. Für k = 0 ist dies klar, und mit der Induktionsvoraussetzung folgt

|Mk+1| ≤ |Mk| ⊕
∑m

i=1 |{f(gi(~a)) ~a ∈Mn
k }|

≤ |Mk| ⊕ (m� |Mn
k |) ≤ ℵ0 ⊕ |M0|. �

Um die Notation nicht unnötig zu komplizieren, werden wir im folgen-
den nicht mehr zwischen Mengena und den Konstantena für a unter-
scheiden. Es ist aus dem Zusammenhang immer klar, was gemeint ist.
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Aus Lemma 4.4.13 läßt sich leicht folgern, daß sich jede endliche Menge
von Formeln, die simultan im Universum gelten, bereits an einer Menge
reflektieren läßt:

4.4.14 SatzSeienϕ1, . . . , ϕm L(∈)-Formeln, in denen höchstens die Va-
riablenx1, . . . , xn frei auftreten. Zu jeder MengeM0 gibt es dann eine
ObermengeM ⊇M0 mit

|M | ≤ ℵ0 ⊕ |M0|

so, daß füri = 1, . . . , m

(∀a1∈M) . . . (∀an∈M)[ϕi(a1, . . . , an) ⇔ M |= ϕi(a1, . . . , an)]

gilt.

Beweis: Zuerst beobachten wir, daß wir (nach eventueller Erweiterung
von{x1, . . . , xn}) ohne Einschränkung annehmen können, daß auch alle
in denϕi gebundenen Variablen in{x1, . . . , xn} enthalten sind. Dar-
überhinaus dürfen wir davon ausgehen, daß sich alle Subformeln derϕi
schon in{ϕ1, . . . , ϕm} befinden. Nach Lemma 4.4.13 existiert eine Men-
geM ⊇M0 mit |M | ≤ ℵ0 ⊕ |M0| so, daß

(∃y)ψ(a1, . . . , an, y) ⇔ (∃y∈M)ψ(a1, . . . , an, y) (i)

für jedesn-Tupel (a1, . . . , an) von Elementen ausM und jede Formel
ψ(~x , y) ∈ {ϕ1, . . . , ϕm} gilt. Wir zeigen durch Induktion nach der Kom-
plexität vonϕi, daß dann auch

ϕi(a1, . . . , an) ⇔ M |= ϕi(a1, . . . , an) (ii)

für alle n-Tupel (a1, . . . , an) ausM und allei ∈ {1, . . . , m} gilt. Die-
se Induktion ist legal, da die Induktionsvoraussetzung für alle Subfor-
meln vonϕi zur Verfügung steht. Für Primformeln ist (ii) klar, die Fälle
ϕi ≡ ψ1 ∧ ψ2 und ϕ ≡ ¬ψ folgen wie gewohnt aus der Induktions-
voraussetzung. Sei alsoϕi ≡ (∃y)ψ(x1, . . . , xn, y). Laut Vorausset-
zung existiert einj mit y = xj. Damit istxj keine freie Variable von
ψ. Mit (i) und der Induktionsvoraussetzung erhalten wir dann aber für
â := a1, . . . , aj−1, aj+1, . . . , an

(∃y)ψ(â, y) ⇔ (∃y∈M)ψ(â, y)
⇔ (∃y∈M)[M |= ψ(â, y)]
⇔ M |= (∃y)ψ(â, y). �

Als Korollar ergibt sich nun leicht:

4.4.15 Satz (Reflexionsprinzip für Formelmengen von beschränkter
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Komplexität) Seim > 0. Zu jeder MengeM0 gibt es eine Obermenge
M ⊇M0 mit |M | ≤ ℵ0 ⊕ |M0| so, daß

(∀a1∈M) . . . (∀an∈M)[ϕ(a1, . . . , an) ⇔ M |= ϕ(a1, . . . , an)]

für alle Formelnϕ einer Komplexität≤ m (d.h.ϕ enthält höchstensm
logische Zeichen) gilt, in der höchstens die freien Variablenx1, . . . , xn
auftreten.

Beweis: Da die Namen der gebundenen Variablen unwichtig sind, be-
nötigt man zur Bildung aller möglichen Aussagen einer Komplexität
≤ m mit freien Variablen aus{x1, . . . , xn} nur m weitere Variablen.
Da es nur endlich viele Formeln mit beschränkter Komplexität und be-
schränktem Variablenvorrat gibt, dürfen wir Satz 4.4.14 anwenden.�
Eine Folgerung aus dem Reflexionsprinzip ist der folgende Satz:

4.4.16 SatzZF ist nicht endlich axiomatisierbar, d.h. es gibt keine end-
liche SatzmengeΣ mit

ZF ` ϕ ⇔ Σ ` ϕ.

Beweis: Nehmen wir an,ZF wäre endlich axiomatisierbar. Dann ist,
daAC ein einzelnes Axiom ist, auchZFC endlich axiomatisierbar. Sei
σ die Konjunktion all dieser Axiome. Dann hätten wir nach dem Refle-
xionsprinzip

ZFC ` [σ → (∃M)(M |= σ)]

und wegenZFC ` σ daher

ZFC ` (∃M)(M |= σ).

Damit würdeZFC seine eigene Widerspruchsfreiheit beweisen, was
dem zweiten GÖDELschen Satz widerspricht. �

4.5 Das konstruktible Universum

Fragen nach der Gültigkeit von(AC) oder (GCH) lassen sich im fun-
dierten UniversumV nicht beantworten. Natürlich können wir zeigen,
daß sich die AnnahmeU |= (AC) bzw. U |= (GCH) auf das fundierte
UniversumV überträgt, das innerhalb vonU gebildet wird. Damit kön-
nen wir aber Fragen nach der relativen Konsistenz von(AC) und(GCH)
nicht angehen. Einer Idee von KURT GÖDEL folgend werden wir daher
eine schlankere kumulative Hierarchie einführen, in der sich die Frage
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nach der Gültigkeit von(AC) und(GCH) entscheiden läßt. Der wesent-
liche Unterschied dieser neuen, konstruktibel genannten Hierarchie zum
fundierten Universum besteht im vorsichtigeren Umgang mit der Potenz-
menge. Dadurch, daß wir bei der Konstruktion derV-Hierarchie

Vα+1 = Pow(Vα) = {a∈ U a ⊆ Vα}

gesetzt haben, haben wir die Kenntnis des gesamten Universums bereits
antizipiert. Bei der Konstruktion der konstruktiblen Hierarchie wollen
wir bei der Bildung vonLα+1 nur solchea ⊆ Lα zulassen, deren „Men-
geneigenschaft“ wir auf Grund der Kenntnis des bereits konstruierten
Teils des Universums feststellen können.
Dazu definieren wir

4.5.1 Definition SeiM eine Menge. Die KlasseDef(M) der überM
mit Parametern definierbaren Mengen ist gegeben durch

a ∈ Def(M) :⇔ es gibt eineL(∈)-Formelϕ(x, u1, . . . , un) ohne
weitere freie Variablen und(a1, . . . , an) ∈ Mn

mit a = {x∈M M |= ϕ(x, a1, . . . , an)}.
Damit ist klar, daß wir

Def(M) ⊆ Pow(M) (4.16)

haben. Für unendlichesM gilt wegen|Def(M)| ≤ max{ℵ0, |M |} sogar

Def(M) $ Pow(M).

Ist M endlich, so istDef(M) = Pow(M). Wir definieren nun die kon-
struktible Hierarchie wie folgt.

4.5.2 Definition (Die Konstruktible Hierarchie) Durch transfinite Re-
kursion definieren wir

L0 := ∅
Lα+1 := Def(Lα)
Lλ :=

⋃
ξ<λLξ für λ ∈ Lim

und setzen

L :=
⋃
ξ ∈On

Lξ.

Als erstes zeigen wir, daß eine kumulative Hierarchie vorliegt.

4.5.3 LemmaDie konstruktible Hierarchie{Lα α ∈ On} ist kumula-
tiv.

102



4.5. Das konstruktible Universum

Beweis: Es genügt, wenn wir

Lα ⊆ Lα+1 ⊆ Pow(Lα)

zeigen.Lα+1 ⊆ Pow(Lα) folgt aus (4.16). Es gilt

Tran(Lα) ⇒ Lα ⊆ Lα+1,

denn füra ∈ Lα ist

a = {x x ∈ a} = {x∈Lα Lα |= x ∈ a}.
Daher ista ∈ Lα+1, und wir erhaltenLα ⊆ Lα+1. Durch Induktion nach
α folgt aber sofort

(∀α∈On)[Tran(Lα)]. (4.17)
�

Mit Lemma 4.4.2 folgt nun, daß alleLα undL transitiv sind undLα ⊆
Lβ für α ≤ β gilt.
WegenLα = {x∈Lα Lα |= x = x} gilt Lα ∈ Lα+1 und es folgt

α < β ⇒ Lα ∈ Lβ. (4.18)

Im folgenden wird es oft bequem sein, eine einfache Definition für Ordi-
nalzahlen zur Verfügung zu haben. Mit dem Fundierungsaxiom erhalten
wir

(∀x)[x ∈ On↔ Tran(x) ∧ (∀y∈x)Tran(y)]. (4.19)

Die Richtung von links nach rechts in (4.19) folgt dabei sofort aus Lem-
ma 3.2.2(i). Die Gegenrichtung zeigen wir durch∈-Induktion nachx.
Die Induktionsvoraussetzung liefert dannx ⊆ On. Mit Tran(x) (und
x ∈ V, was implizit in der Tatsache steckt, daß wir nur über Mengen
quantifizieren) erhalten wir aus Korollar 3.2.8 dannx ∈ On. �
Wir wollen als erstes feststellen, daß alle Ordinalzahlen konstruktibel
sind.

4.5.4 LemmaEs gelten

(i) Lα ∩On = α

(ii) α ∈ On ⇒ rkL(α) = α+ 1

(iii) On⊆ L

Beweis: Wir zeigen(i) und(ii) simultan durch Induktion nachα.
L0 ∩On = ∅ ist klar. Istα ∈ Lim, so folgt mit der Induktionsvorausset-
zung
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Lα ∩On =
⋃
ξ < α

(Lξ ∩On) =
⋃
ξ < α

ξ = α.

Damit ist

α = {x∈Lα x ∈ On}.

Wegen

Tran(x) ⇔ (∀y∈x)(∀z∈y)[z ∈ x]

ist Tran(x) und damit nach (4.19) auchx ∈ On eine∆0-Formel. Also ist

α = {x ∈ Lα Lα |= x ∈ On}

und damit

α ∈ Lα+1. (4.20)

Sei nunα = β + 1. Dann ist nach Induktionsvoraussetzung für(i)

Lβ ∩On = β

und nach Induktionsvoraussetzung für(ii)

β ∈ Lβ+1 = Lα.

Damit istα = β ∪ {β} ⊆ Lα, woraus

α ⊆ Lα ∩On (i)

folgt. Da umgekehrt nach (4.6)

Lα ∩On⊆ Vα ∩On = α

gilt, folgt

Lα ∩On = α.

Damit ist(i) gezeigt. Um auch(ii) zu erhalten, beobachten wir

α= β ∪ {β}
= (Lβ ∩On) ∪ {β}
= {x∈Lβ x ∈ On} ∪ {z z = Lβ ∩On}
= {x∈Lβ x ∈ On}∪
{z (∀x∈z)(x ∈ Lβ ∧ x ∈ On) ∧ (∀x∈Lβ)(x ∈ On→ x ∈ z)}.

Also gilt (in V)
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z ∈ α ⇔ (z ∈ Lβ ∧ z ∈ On)
∨ [(∀x∈z)(x ∈ Lβ ∧ x ∈ On)
∧ (∀x∈Lβ)(x /∈ On∨ x ∈ z)].

(ii)

Kürzen wir die rechte Seite der Äquivalenz in (ii) mitχ(z) ab, so haben
wir zusammen mit (i)

α = {z∈Lα χ(z)}.

Wir haben bereits festgestellt, daßx ∈ On eine∆0-Formel ist. Nach
(4.18) istLβ ∈ Lα. Damit istχ(z) eine∆0-Formel mit Parametern aus
Lα. WegenLα ⊆ V und Tran(Lα) folgt mit Satz 4.3.2 aus (ii)

α = {z∈Lα Lα |= χ(z)} ∈ Lα+1.

Damit ist rkL(α) ≤ α + 1. Hätten wir rkL(α) < α + 1, so wäreα ∈
Lα∩On = α im Widerspruch zu Lemma 3.2.2(iv). Damit ist(ii) gezeigt.
(iii) folgt aber sofort aus(ii) . �
Wir wollen uns weitere elementare Eigenschaften derLα klarmachen.

4.5.5 LemmaFür jede Limeszahlα > ω gilt

Lα |= (Ext)∧ (Fu) ∧ (Pa)∧ (Vm)∧ (Ue)

Beweis: DaLα transitiv ist, erhalten wir sofort

Lα |= (Ext).

Die in (4.15) definierte Abbildung rkL:L −→ On ist ein∈-<-Homo-
morphismus. Damit erhalten wir insbesondere

Lα |= (Fu).

Für eine endliche MengeM = {a0, . . . , an} gilt

b ∈ Pow(M) ⇔ b = {ai1, . . . , aik}
⇔ b = {x∈M M |= x = ai1 ∨ · · · ∨ x = aik}

für {i1, . . . , ik} ⊆ {0, . . . , n}. Also haben wir für endlichesM immer

Pow(M) = Def(M)

und erhalten daher

α ≤ ω ⇒ Lα = Vα = HFα. (4.21)

Aus (4.18) und (4.20) folgt

ω ∈ Lα
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und damit

Lα |= (Ue).

Sinda, b ∈ Lα, so gibt es einβ < α mit a, b ∈ Lβ und es ist

{a, b} = {x∈Lβ Lβ |= x = a ∨ x = b} ∈ Lβ+1 ⊆ Lα

und wir haben somit

Lα |= (Pa).

Füra ∈ Lβ erhalten wir wegen Tran(Lβ)⋃
a = {x∈Lβ Lβ |= (∃y∈a)(x ∈ y)} ∈ Lβ+1 ⊆ Lα.

Also gilt

Lα |= (Vm). �
Wir wollen uns nun klarmachen, daßL ein Modell vonZF ist.
Die Argumentation von Lemma 4.5.5 ist direkt übertragbar, wodurch wir

L |= (Ext)∧ (Fu) ∧ (Pa)∧ (Vm)∧ (Ue)

erhalten. Wir haben also nur noch die Abschlußaxiome(Kol), (Pm)und
(As)nachzuprüfen. Aus Lemma 4.5.3, (4.18) und Lemma 4.4.11 erhalten
wir sofort

L |= (Kol).

Etwas aufwendiger wird der Nachweis der Gültigkeit des Potenzmen-
genaxioms. Sei dazua ∈ L. Wir haben zu zeigen, daß

b := {x∈L L |= x ⊆ a} ∈ L
ist. Zunächst istb ∈ V. Also gibt es nach Lemma 4.4.2(iii) ein α mit
a ∈ Lα undb ⊆ Lα. Damit gilt

b = {x∈Lα V |= (∀y∈x)(y ∈ a)}.
(∀y∈x)(y ∈ a) ist aber ein∆0-Satz mit Parametern ausLα. Also ist

b = {x∈Lα Lα |= (∀y∈x)(y ∈ a)} ∈ Lα+1.

und wir haben

L |= (∀a)(∃b)(∀z)(z ∈ b ⇔ z ⊆ a),

d.h.

L |= (Pm).
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Somit verbleibt nur noch die Aussonderung. Sei alsoϕ(x, ~u) eineL(∈)-
Formel ohne weitere Variablen, sowie~a, a ∈ L. Wir haben zu zeigen,
daß einb ∈ L existiert mit

(∀x∈L)[L |= x ∈ b↔ x ∈ a ∧ ϕ(x,~a)]. (i)

Mit Lemma 4.4.2 finden wir wieder einα mit ~a, a ∈ Lα. Wir definieren

b := {x∈L L |= x ∈ a ∧ ϕ(x,~a)}.
Mit dem Reflexionsprinzip fürL finden wir einβ ≥ α mit

b = {x∈Lβ Lβ |= x ∈ a ∧ ϕ(x,~a)} ∈ Lβ+1.

Offensichtlich gilt (i) für das so konstruierteb. �
Zusammenfassend erhalten wir

4.5.6 SatzL |= ZF .

Wir haben mitL innerhalb vonV ein Modell vonZF konstruiert. Da-
her nennt manL ein inneres Modell. Zur Konstruktion vonL haben wir
außer der Transitivität vonV nur die Tatsache benutzt, daßV ein ZF -
Modell ist. Damit istL innerhalb jedes transitivenZF -Modells konstru-
ierbar. Es ist in diesem Sinneminimal, wobei es bislang noch nicht klar
ist, obL unabhängig von dem Universum ist, in dem es konstruiert wird.
Das soll in den folgenden Abschnitten studiert werden.

Mit Satz 4.5.6 haben wir die relative Konsistenz des Konstruktibili-
tätsaxioms

V = L

gezeigt. Damit gilt

4.5.7 SatzDas KonstruktibilitätsaxiomV = L ist relativ konsistent zu
ZF .

Allerdings haben wir uns noch nicht klar gemacht, daß sichV = L durch
einenL(∈) Satz beschreiben läßt. Das soll im folgenden Abschnitt ge-
klärt werden.

4.6 GÖDELoperationen

Ziel dieses (etwas technischen) Abschnittes ist es, das Konstruktibilitäts-
axiomV = L alsL(∈)-Formel zu erhalten. Erst dann wird Satz 4.5.7
zu einer wirklich sinnvollen Aussage. Daneben wollen wir so vorgehen,
daß wir eine gewisse Kontrolle über die Komplexität der FormelV = L
erhalten.
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Wir könnenL als FunktionL: On −→ V auffassen, die durch die Re-
kursionsgleichungen

L0 = ∅
Lα+1 = Def(Lα)
Lλ =

⋃
ξ<λLξ für λ ∈ Lim

definiert ist. Gemäß (3.1) und (3.2) erhalten wir daher

x = Lα ⇔ (∃f)[Fkt(f) ∧ dom(f) = α
∧ (∀y∈α)(f(y) = G(f � y)) ∧ x = G(f)]

(4.22)

wobei gemäß Satz 3.4.10 die FunktionG definiert ist durch

G(f) =

∅ falls dom(f) = 0⋃
rng(f) falls dom(f) ∈ Lim

Def(f(α)) falls dom(f) = Sα.
(4.23)

Um einzusehen, daßx = Lα durch eineL(∈)-Formel definiert wird, ge-
nügt es daher,Def(M) durch eineL(∈)-Formel zu beschreiben. Dazu
ist es notwendig,M |= ϕ(~a) auszudrücken. Es gibt verschiedene Mög-
lichkeiten, dies zu erreichen. Eine besteht darin, jederL(∈)-Formelϕ
eine GÖDELnummer ϕ ∈ V zuzuordnen und dann die Existenz einer
FormelSatzu zeigen, für die

M |= ϕ(~a) ⇔ Sat( ϕ ,M,~a)

für alle transitivenM ∈ V und~a ∈Mk gilt. Dieser Weg wird beispiels-
weise in [2] beschritten. Wir wollen hier einen anderen Weg beschrei-
ten undDef(M) als Abschluß vonM unter elementaren Funktionen be-
schreiben. Dieser Weg wurde bereits von K. GÖDEL beschritten.

4.6.1 Definition Die elementaren GÖDELfunktionen sind:

F1(x, y) := {x, y} F6(x, y) := dom(x)
F2(x, y) := x× y F7(x, y) := {(u, v) u ∈ x ∧ v ∈ y ∧ u ∈ v}
F3(x, y) := x \ y F8(x, y) := {(v, u) (u, v) ∈ x}
F4(x, y) := x ∩ y F9(x, y) := {((u, w), v) (u, v) ∈ x ∧ w ∈ y}
F5(x, y) :=

⋃
x F10(x, y) := {((u, v), w)) u ∈ x ∧ (v, w) ∈ y}

Die etwas merkwürdig aussehenden FunktionenF9 und F10 erklären
sich aus der Asymmetrie dern-Tupel. Wir wollen von

(a1, . . . , an+1) := ((a1, . . . , an), an+1)

ausgehen. Dann ist natürlich klar, daß(a1, . . . , an) und(a1, (a2, . . . , an))
sehr verschiedene Objekte sind. Die beiden Funktionen sorgen dafür,
daß wir das eine in das andere umwandeln können.
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Mit Hilfe der elementaren GÖDELfunktionen erhalten wir den GÖDEL-
abschlußCl(M) einer MengeM wie folgt:

4.6.2 Definition Durch Rekursion nachk ∈ ω definieren wir

Cl0(M) := M

Clk+1(M) := Clk(M) ∪ F1[Clk(M)×Clk(M)] ∪ · · ·
∪ F10[Clk(M)× Clk(M)]

und setzen dann

Cl(M) :=
⋃
k ∈ ω

Clk(M).

Der Bequemlichkeit halber wollen wirCl(M) noch in anderer Form dar-
stellen. Dazu definieren wir GÖDELterme wie folgt:

4.6.3 Definition GÖDELterme werden induktiv durch folgende Klauseln
definiert

(GT0) Jede freie Variable ist ein GÖDELterm.

(GT1) Sinds undt GÖDELterme und gilt1 ≤ i ≤ 10, so ist auch
Fi(s, t) ein GÖDELterm.

Ist t(x1, . . . , xn) ein GÖDELterm ohne weitere freie Variablen, so defi-
niert er die GÖDELfunktionλx1 . . . xn . t(x1, . . . , xn) .

4.6.4 LemmaCl(M) = {F(a1, . . . , an)|a1, . . . , an ∈M undF ist GÖ-
DELfunktion}.

Beweis: SeiM := {F(a1, . . . , an)|~a ∈Mn ∧ F ist GÖDELfunktion}.
Wir zeigen

a ∈ Clk(M) ⇒ a ∈M (i)

durch Induktion nachk. Fürk = 0 ist a ∈M und dahera ∈M über die
GÖDELfunktionλx. x . Ist

a ∈ Clk+1(M) = Clk(M) ∪
10⋃
i=1

Fi[Clk(M)×Clk(M)]

und a ∈ Clk(M), so gilt a ∈ M nach Induktionsvoraussetzung. Ist
a /∈ Clk(M), so gibt ess, t ∈ Clk(M) und eini ∈ {1, . . . , 10} mit
a = Fi(s, t). Nach Induktionsvoraussetzung sinds, t ∈ M und wir
erhalten GÖDELtermes̃, t̃ und ein~a ∈ M mit s = s̃(~a) und t = t̃(~a).
(Wir dürfen ohne Einschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß fürs und t das
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gleiche Tupel~a herangezogen werden kann. Notfalls fügen wir leere Argumente ins̃

und t̃ ein.) Dann ist aberFi(s̃, t̃) eine GÖDELfunktion und wir erhalten

Fi(s̃, t̃)(~a) = Fi(s, t) = a.

Also ista ∈M .
Für die entgegengesetzte Inklusion

M ⊆ Cl(M) (ii)

nehmen wir

a = t(~a)

an und zeigent(~a) ∈ Cl(M) durch Induktion nach dem Aufbau des
GÖDELtermst. Ist t = xi, so istt(~a) = ai ∈ M ⊆ Cl(M). Ist t =
Fi(t0, t1), so gilt nach Induktionsvoraussetzungt0(~a), t1(~a) ∈ Cl(M).
Damit finden wir eink ∈ ω mit t0(~a), t1(~a) ∈ Clk(M) und es folgt

t(~a) = Fi(t0(~a), t1(~a)) ∈ Clk+1(M) ⊆ Cl(M). �
Unser Ziel ist es,Cl(M) und Def(M) in Beziehung zu setzen. Dazu
definieren wirL(∈)-Formeln in Normalform. Zunächst eliminieren wir
das Gleichheitszeichen, indem wir

x = y :⇔ (∀z∈x)(z ∈ y) ∧ (∀z∈y)(z ∈ x) (4.24)

setzen. EineL(∈)-Formelϕ im Fragment¬, ∧, ∃ heißt eine Normalfor-
mel, falls

• ϕ kein Gleichheitszeichen enthält

• ∈ nur in der Formxi ∈ xj mit i 6= j in ϕ auftritt

• ∃ nur in der Form(∃xm+1∈xi)ψ(x1, . . . , xm+1) mit i ≤ m in ϕ auf-
tritt.

Insbesondere sind alle Normalformeln∆0-Formeln. Es gilt aber allge-
meiner

4.6.5 Lemma Ist ϕ eine∆0-Formel, so gibt es eine NormalformelϕN
mit

M |= (∀x1) . . . (∀xm)[ϕ(x1, . . . , xm)↔ ϕN(x1, . . . , xm)]

für jede MengeM 6= ∅ mit M |= (Ext). Umgekehrt ist jede Normalfor-
mel bereits eine∆0-Formel.

Beweis: Seiϕ eine∆0-Formel. Ersetzen wir inϕ jedes Auftreten von
x = y gemäß (4.24), so bleibtϕ eine∆0-Formel. WegenM |= (Ext)
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dürfen wir daher annehmen, daßϕ eine Formel des Fragmentes¬, ∧, ∃,
∈ ohne Gleichheitszeichen ist. Der Beweis verläuft nun durch Induktion
nach dem Aufbau vonϕ und besteht im wesentlichen in einer Umbenen-
nung der gebundenen Variablen. Etwas Aufmerksamkeit erfordert der
Fall, daßϕ ≡ xi ∈ xi ist. WegenM 6|= (∀xi)(xi ∈ xi) genügt es,ϕN als
unerfüllbare Formel, z.B.(∃xi+1∈xi)[xi ∈ xi+1] zu wählen. �

4.6.6 Definition Eine Formelϕ(x1, . . . , xn) ohne weitere freie Variablen
heißt eineG-Formel, wenn es einen-stellige GÖDELfunktionFϕ gibt mit

{(x1, . . . , xn)∈a1 × · · · × an ϕ(x1, . . . , xn)} = Fϕ(a1, . . . , an).

Wir zeigen nun

4.6.7 LemmaJede∆0-Formelϕ(x1, . . . , xn) ohne weitere freie Varia-
blen ist eineG-Formel.

Beweis: Wegen Lemma 4.6.5 dürfen wir annehmen, daßϕ eine Nor-
malformel ist. Wir machen eine Reihe von Beobachtungen, die den Be-
weis vorbereiten.

Ist ϕ(x1, . . . , xn+1) :≡ ψ(x1, . . . , xn) undψ(x1, . . . , xn) eineG-
Formel, so ist auchϕ(x1, . . . , xn+1) eineG-Formel.

(i)

Dazu setzen wir einfachFϕ(a1, . . . , an, an+1) := Fψ(a1, . . . , an)×an+1.
Etwas schwieriger ist es, die Stellenzahl zu vermindern.

Istϕ(x1, . . . , xn) :≡ ψ(x1, . . . , xn+1) undψ(x1, . . . , xn+1) eineG-
Formel, so ist auchϕ(x1, . . . , xn) eineG-Formel.

(ii)

Dazu beobachten wir, daß{∅} = F1(F3(a, a),F3(a, a)) für alle a gilt
und definierenFϕ(a1, . . . , an) := dom(Fψ(a1, . . . , an, {∅})). Dann gilt

Fϕ(a1, . . . , an) = {x (∃y)[(x, y) ∈ Fψ(a1, . . . , an, {∅})]}
= {(x1, . . . , xn) ∈ a1 × · · · × an ψ(x1, . . . , xn, ∅)}
= {(x1, . . . , xn) ∈ a1 × · · · × an ϕ(x1, . . . , xn)}.

Aus (i) und (ii) erhalten wir durch Iteration sofort

Ist ϕ(x1, . . . , xn) :≡ ψ(x1, . . . , xm) und ψ(x1, . . . , xm) eineG-
Formel, so ist auchϕ(x1, . . . , xn) eineG-Formel.

(iii)

Als nächstes wollen wir einsehen, daßG-Formeln gegenüber den boole-
schen Operationen abgeschlossen sind. Wir zeigen

Ist ϕ(x1, . . . , xn) :≡ ¬ψ(x1, . . . , xn) undψ(x1, . . . , xn) eineG-
Formel, so ist auchϕ(x1, . . . , xn) eineG-Formel.

(iv)

Dazu definieren wirFϕ := (a1 × · · · × an) \ Fψ.
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Ist ϕ(~x ) :≡ ψ1(~x ) ∧ ψ2(~x ) und sindψ1(~x ) und ψ2(~x ) G-For-
meln, so ist auchϕ eineG-Formel.

(v)

Dazu setzen wirFϕ(~a) := Fψ1
(~a) ∩ Fψ2

(~a).
Aus (iii), (iv) und (v) folgt, daß dieG-Formeln gegenüber den booleschen
Operationen abgeschlossen sind. Zum Nachweis des Abschlußes gegen-
über beschränkter∃-Quantifikation benötigen wir die Tatsache, daß nor-
male Primformeln alleG-Formeln sind. Dies gestaltet sich überraschend
schwierig. Zunächst zeigen wir

Ist ϕ(x1, . . . , xn+1) :≡ ψ(x1, . . . , xn)xn[xn+1] undψ(x1, . . . , xn)
eineG-Formel, so ist auchϕ(x1, . . . , xn+1) eineG-Formel.

(vi)

(Hier notieren wir mitψx[y] die Zeichenreihe, die ausψ entsteht, wenn
alle freien Auftreten vonx durchy ersetzt werden.)
Ist n = 1, so setzen wir

Fϕ(a1, a2) := a1 ×Fψ(a2).

Fürn > 1 sei

Fϕ(a1, . . . , an+1) := F9(Fψ(a1, . . . , an−1, an+1), an).

Dann gilt:

Fϕ(~a)
= {((y, xn), xn+1) xn ∈ an ∧ (y, xn+1) ∈ Fψ(a1, . . . , an−1, an+1)}
= {(x1, . . . , xn+1) ∈ a1 × · · · × an+1 ψ(x1, . . . , xn−1, xn+1)}.

Istψ(x1, x2) eineG-Formel undϕ(x1, . . . , xn) :≡ ψx1,x2
[xn−1, xn],

so ist auchϕ(x1, . . . , xn) eineG-Formel.
(vii)

Natürlich müssen wir hiern ≥ 2 annehmen. Fürn > 2 sei

Fϕ(a1, . . . , an) := F10(a1 × · · · × an−2,Fψ(an−1, an)).

Die Formel(x1 ∈ x2) ist eineG-Formel. (viii)

Wir setzenFϕ(a1, a2) := F7(a1, a2).

Aus (vii) und (viii) erhalten wir nun

Die Formelϕ(x1, . . . , xn+1) :≡ xn ∈ xn+1 ist eineG-Formel. (ix)

Durch Induktion nachn erhalten wir nun:

Für i < n ist die Formelϕ(x1, . . . , xn) :≡ xi ∈ xn eineG-Formel. (x)

Fürn = 2 ist dies (viii). Nach Induktionsvoraussetzung istxi ∈ xn für
i < n eineG-Formel undxn ∈ xn+1 ist nach (ix) eineG-Formel. Mit (vi)
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folgt, daß dann auchxi ∈ xn+1 eineG-Formel ist.

Aus (x) folgt nun mit (iii)

Ist i < j, so ist die Formelϕ(x1, . . . , xn) :≡ xi ∈ xj eineG-
Formel.

(xi)

Betrachten wir die FunktionF8(F7(a1, a2), a2) so erhalten wir

Die Formelx2 ∈ x1 ist eineG-Formel. (xii)

Dies zusammen mit (vii) ergibt

Die Formelϕ(x1, . . . , xn+1) :≡ xn+1 ∈ xn ist eineG-Formel. (xiii)

Analog zu (xi) erhalten wir aus (vi), (xii) und (xiii), daß auch füri > j
die Formelϕ(x1, . . . , xn) :≡ xi ∈ xj eineG-Formel ist. Damit haben
wir:

Ist i 6= j, so ist die Formelϕ(x1, . . . , xn) :≡ xi ∈ xj eineG-
Formel.

(xiv)

Nun muß nur noch der Abschluß derG-Formeln gegenüber beschränkter
Quantifikation gezeigt werden. D.h.

Ist ϕ(x1, . . . , xn) :≡ (∃xn+1∈xi)ψ(x1, . . . , xn+1) für ein i ≤ n
und eineG-Formelψ(x1, . . . , xn+1), so ist auchϕ(x1, . . . , xn) eine
G-Formel.

(xv)

Nach (xiv) und (v) ist die Formel

χ(x1, . . . , xn+1) :≡ xn+1 ∈ xi ∧ ψ(x1, . . . , xn+1)

eineG-Formel. Dann giltFχ(a1, . . . , an,
⋃
ai) = c für

c := {(x1, . . . , xn+1)
n∧
k=1

(xk ∈ ak) ∧ xn+1 ∈ xi ∧ ψ(~x )}.

Damit können wir

Fϕ(a1, . . . , an) := dom(Fχ(a1, . . . , an,
⋃
ai))

setzen.

Aus (xiv) zusammen mit (iv),(v) und (xv) folgt durch Induktion nach
dem Aufbau vonϕ, daß jede Normalformelϕ eineG-Formel ist. �
Nun wenden wir Lemma 4.6.7 an, um das folgende Lemma zu zeigen.

4.6.8 LemmaEs istDef(M) ⊆ Cl(M ∪ {M}) ∩ Pow(M).
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Beweis: Ist a ∈ Def(M), so gibt es einen Satzϕ(x, a1, . . . , an) mit Pa-
rametern aus(a1, . . . , an) ∈Mn so, daß

a = {x∈M M |= ϕ(x, a1, . . . , an)}
= {x∈M ϕ(x, a1, . . . , an)

M}
= rng({(z, ~y , x)∈{M} × {a1} · · · × {an} ×M ϕ(x, ~y )z})

gilt. Nun ist die Formelϕ(x, y1, . . . , yn)
z eine∆0-Formel. Daher exi-

stiert nach Lemma 4.6.7 eine GÖDELfunktionFϕ mit

a = rng(Fϕ({M}, {a1}, · · · , {an},M)).

Wegen rng(f) = dom(F8(f, f)) erhalten wir aus Lemma 4.6.4

a ∈ Cl(M ∪ {M}) ∩ Pow(M). �
Die Umkehrung der Inklusion in Lemma 4.6.8 bereiten wir durch die
folgenden Definitionen und Lemmata vor.

4.6.9 Definition Eine FunktionF(x1, . . . , xn) heißtsubstituierbar, falls
die folgenden vier Bedingungen erfüllt sind:

(S1) u ∈ F(x1, . . . , xn) ist eine∆0-Formel.

(S2) Mit ϕ ist auch(∃u∈F(x1, . . . , xn))ϕ eine∆0-Formel.

(S3) z = F(x1, . . . , xn) ist eine∆0-Formel.

(S4) Mit ϕ ist auchϕ(F(~x )) eine∆0-Formel.

Erfüllt eine Funktion die Punkte (S1) und (S2), so ist sie bereits substi-
tuierbar, dennz = F(x1, . . . , xn) ist äquivalent zu

(∀y∈z)(y ∈ F(x1, . . . , xn)) ∧ (∀y∈F(x1, . . . , xn))(y ∈ z),
was laut Voraussetzung wieder eine∆0-Formel ist. Um auch (S4) ein-
zusehen, überlegt man sich, daß durch das Einsetzen vonF(~x ) in die
∆0-Formelϕ nur neue Subformeln der Formeny ∈ F(~x ), y = F (~x ),
(∃y∈F(~x ))ψ undF(~x ) ∈ y entstehen können. Während die ersten drei
Formeln schon durch (S1) bis (S3) als∆0-Formeln erkannt werden, läßt
sich die vierte äquivalent zur∆0-Formel(∃z∈y)(z = F(~x )) umformen.
Die substituierbaren Funktionen tragen ihren Namen zu recht.

4.6.10 LemmaDie substituierbaren Funktionen sind gegen Substitution
mit substituierbaren Funktionen abgeschlossen.

Beweis: Wir müssen nur zeigen, daß mitF undG auchH := F ◦ G
substituierbar ist. Um (Si) (sogar für1 ≤ i ≤ 4) für H zu beweisen,
benutzt man (Si) fürF und dann (S4) fürG. �
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4.6.11 LemmaDie GÖDELfunktionen sind substituierbar.

Beweis: Wegen Lemma 4.6.10 müssen wir nur zeigen, daß dieFi substi-
tuierbar sind. Zuerst bearbeiten wir dazu folgerichtigerweiseF1, wofür
wir leicht die gesuchten∆0-Formeln finden:

u ∈ F1(x, y) ⇔ u = x ∨ u = y

sowie

(∃u∈F1(x, y))ϕ(u) ⇔ ϕ(x) ∨ ϕ(y).

Mit Lemma 4.6.10 folgt nun, daß

F(x, y) := (x, y) = F1(F1(x, y),F1(x, x))

subsituierbar ist. Um möglichst ökonomisch zu verfahren, zeigen wir
jetzt, daß die ProjektionenP1 undP2 substituierbar sind. Dazu beachten
wir, daß es eine∆0-Formel Paar(x) gibt, die genau dann zutrifft, wennx
ein geordnetes Paar ist:

Paar(x) :⇔ (∃y∈x)(∃u∈y)(∃v∈y)[x = (u, v)].

Wir sehen leicht, daßz ∈ P1(x) äquivalent zu der∆0-Formel

Paar(x) ∧ (∃v∈x)(∃w0∈v)(∃w1∈v)(x = (w0, w1) ∧ z ∈ w0)

ist. Die Behandlung von (S2) verläuft analog, ebenso bereitet es jetzt
keine Mühe,P2 zu behandeln.
Wir wollen uns jetzt um die FunktionenF2 bisF10 kümmern. Da sich
dies mit der soeben geleisteten Vorarbeit als Fleißaufgabe erweist, wol-
len wir nur einige Fälle vorführen. Dabei beschränken wir uns auf (S1),
da (S2) stets analog formuliert werden kann. Wir bekommen zum Bei-
spiel

u ∈ F2(x, y) ⇔ (∃v∈x)(∃w∈y)(u = (v, w)),

undu ∈ F9(x, y) ist äquivalent zu

(∃w∈y)(∃z∈x)(Paar(z) ∧ u = ((P1(z), w), P2(z))). �

4.6.12 SatzIstM eine transitive Menge, so gilt

Def(M) = Cl(M ∪ {M}) ∩ Pow(M).

Beweis: In Lemma 4.6.8 haben wir bereits eingesehen, daßDef(M) ⊆
Cl(M ∪ {M}) ∩ Pow(M) ist.
Für die umgekehrte Inklusion seien eine GÖDELfunktionF(x0, . . . , xn)
unda1, . . . , an ∈ M mit F(M, a1, . . . , an) ⊆ M gegeben. Wir wollen
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F(M,~a) ∈ Def(M) zeigen. Laut Lemma 4.6.11 gibt es eine∆0-Formel
ϕ(y, x0, . . . , xn) mit y ∈ F(M,~a) ⇐⇒ ϕ(y,M,~a). WegenF(M,~a) ⊆
M gilt nun

F(M,~a) = {y ∈M ϕ(y,M,~a)}. (i)

Da der ParameterM in ϕ benutzt werden kann, müssen wirϕ noch mo-
difizieren, um eine Formelψ mit

ϕ(y,M,~a) ⇔ M |= ψ(y,~a) (ii)

zu bekommen. Wegen der in transitiven Mengen geltenden Extensiona-
lität dürfen wir annehmen, daß inϕ alle Auftreten vonv = w durch das
äquivalente(∀u∈v)(u ∈ w) ∧ (∀u∈w)(u ∈ v) ersetzt worden sind.
Die Formelψ entstehe nun ausϕ, indem alle Auftreten von(Qv∈x0)
durch(Qv), alle Auftreten vonv ∈ x0 durch eine trivial wahre Formel,
etwav = v, und alle Auftreten vonx0 ∈ v durchv 6= v ersetzt wer-
den. Man überlegt sich leicht, daß nun (ii) zutrifft, woraus mit (i) sofort
F(M,~a) ∈ Def(M) folgt. �
Als unmittelbare Folgerung aus Satz 4.6.12 erhalten wir

4.6.13 Korollar Lα+1 = Cl(Lα ∪ {Lα}) ∩ Pow(Lα).

4.7 Die relative Konsistenz des Auswahlaxioms

Als erste Anwendung von Korollar 4.6.13 wollen wir zeigen, daß sich
das konstruktible Universum wohlordnen läßt. Die Wohlordnung des
Universums soll mit<L bezeichnet werden. Wir definieren<L in Schich-
ten<α, dieLα wohlordnen und sich enderweitern. Da im Nachfolgerfall

Lα+1 = Cl(SLα) ∩ Pow(Lα) =
⋃
n∈ ω

Cln(SLα) ∩ Pow(Lα)

ist, definieren wir<α+1 wieder in Schichten<n
α+1, die Cln(SLα) wohl-

ordnen und die sich ebenfalls enderweitern.
Es sei

<0:= ∅

und fürλ ∈ Lim

<λ:=
⋃
ξ < λ

<ξ .

Im Nachfolgerfall setzen wir
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<α+1:=
⋃
n ∈ω

<n
α+1,

wobei die Relationen<n
α+1 durch Rekursion nachn wie folgt definiert

werden:

a <0
α+1 b :⇔ a <α b ∨ (a ∈ Lα ∧ b = Lα)

Im Nachfolgerfall soll<n+1
α+1 die Relation<n

α+1 fortsetzen und die Schicht
Cln+1(SLα) wohlordnen. Zunächst seien alle Elemente inCln(SLα) vor
den Elementen, die erst inCln+1(SLα) dazukommen, d.h.

a ∈ Cln(SLα) ∧ b /∈ Cln(SLα) ⇒ a <n+1
α+1 b.

Nun wollen wir davon ausgehen, daßa, b /∈ Cln(SLα) gilt. Dann gibt
es i, j ∈ {1, . . . , 10} und c, d, c′, d′ ∈ Cln(SLα) mit a = Fi(c, d) und
b = Fj(c′, d′). Wir setzen

kx := min{i (∃c∈Cln(SLα))(∃d∈Cln(SLα))[x = Fi(c, d)]}

für x ∈ {a, b} und fordern

ka < kb ⇒ a <n+1
α+1 b.

Stimmen diese beiden Minima überein und haben sie den Wertk, so
definieren wir

cx := min<nα+1
{c ∈ Cln(SLα) (∃d∈Cln(SLα))[x = Fk(c, d)]}

und

ca <
n
α+1 cb ⇒ a <n+1

α+1 b,

wobei min<nα+1
das Minimum bezüglich der Relation<n

α+1 bedeutet, die
ja nach Induktionsvoraussetzung bereits definiert ist. Stimmen auch die-
se Minima überein und haben sie den Wertc, so setzen wir schließlich
dx := min<nα+1

{d ∈ Cln(SLα) x = Fk(c, d)} und

da <
n
α+1 db ⇒ a <n+1

α+1 b.

Damit haben wir alle möglichen Fälle erfaßt und können schließlich

<L:=
⋃

α∈On

<α

definieren. Es ist nach Konstruktion klar, daß<L eine lineare wohlfun-
dierte Ordnung ist. Damit haben wir den folgenden Satz:

4.7.1 SatzEs gibt eine Wohlordnung<L des konstruktiblen Universums.
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Als Folgerung erhalten wir sofort

4.7.2 Korollar Jede konstruktible Menge läßt sich wohlordnen. Damit
haben wir

L |= (AC).

Wir wollen hier vermerken, daß inL sogar das starke Auswahlaxiom
gilt, demzufolge eine KlassenfunktionC existiert mit

(∀x)(x 6= ∅ → C(x) ∈ x).

Die FunktionC wird definiert durch

C(x) :=

{
∅ falls x = ∅
min<L{y y ∈ x} sonst. (4.25)

Als Folgerung von Korollar 4.7.2 erhalten wir

4.7.3 SatzDas Auswahlaxiom ist relativ konsistent zuZF .

4.8 Absolutheit vonL

Um die Komplexität der Formel

x = Lα

zu untersuchen, haben wir nach (4.22) und (4.23) im wesentlichen die
Komplexität vonDef(M) festzustellen. Dazu stellen wir Tabellen von
häufig benutzten∆0-Prädikaten in den Abbildungen 4.8.1 und 4.8.2 zu-
sammen.

4.8.1 Definition Es seiC eine der üblichen Komplexitätsmengen für For-
meln.
Eine (totale) FunktionF heißt eineC-Funktion, wenn es eineC-Formel
ϕ(~x , y) mit

F (~x ) = y ⇔ ϕ(~x , y)

gibt. F heißt eineM-C-Funktion, wenn es eineC-Formelϕ(~x , y) mit

M |= (∀~x )(∀y)[F (~x ) = y ⇔ ϕ(~x , y)]

gibt.

Wegen

F (~x ) 6= y ⇔ (∃z)[F (~x ) = z ∧ y 6= z] (4.26)
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Prädikat Definition

a = ∅ ¬(∃x∈a)[x = x]

a ⊆ b (∀x∈a)[x ∈ b]

u = a ∪ b a ⊆ u ∧ b ⊆ u ∧ (∀x∈u)[x ∈ a ∨ x ∈ b]

u = a ∩ b u ⊆ a ∧ u ⊆ b ∧ (∀x∈a)[x /∈ b ∨ x ∈ u]

a =
⋃
b (∀x∈a)(∃y∈ b)[x ∈ y] ∧ (∀y∈ b)(∀x∈y)[x ∈ a]

u = b \ a (∀x∈u)[x ∈ b ∧ x /∈ a] ∧ (∀x∈ b)[x ∈ a ∨ x ∈ u]

a = Sb (∀x∈a)[x ∈ b ∨ x = b] ∧ b ⊆ a ∧ b ∈ a

Tran(a) (∀x∈a)(x ⊆ a)

a ∈ On Tran(a) ∧ (∀x∈a)Tran(x)

α ∈ Lim α ∈ On∧ α 6= ∅ ∧ (∀y∈α)(∃z∈α)[z = Sy]

α < β α ∈ On∧ β ∈ On∧ α ∈ β

α ≤ β α < β ∨ (α ∈ On∧ α = β)

a = {u0, . . . , un} u0 ∈ a ∧ · · · ∧ un ∈ a
∧ (∀x∈a)[x = u0 ∨ · · · ∨ x = un]

a = (u, v) (∃x∈a)(∃y∈a)[a = {x, y}
∧ x = {u} ∧ y = {u, v}]

Abbildung 4.8.1: Einige∆0-Prädikate
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Prädikat Definition

Paar(a) (∃y∈a)(∃u∈y)(∃v∈y)[a = (u, v)]

Rel(a) (∀x∈a)[Paar(x)]

P1(a) = u, d.h.
(∃y)[a = (u, y)] (∃z∈a)(∃y∈z)[a = (u, y)]

P2(a) = u, d.h.
(∃y)[a = (y, u)] (∃z∈a)(∃y∈z)[a = (y, u)]

Fkt(f) Rel(f) ∧ (∀x∈f)(∀y∈f)[P1(x) = P1(y)
⇒ P2(x) = P2(y)]

a = dom(f) (∀x∈f)(∃y∈a)[y = P1(x)]
∧ (∀y∈a)(∃x∈f)[y = P1(x)]

a = rng(f) (∀x∈f)(∃y∈a)[y = P2(x)]
∧ (∀y∈a)(∃x∈f)[y = P2(x)]

a ∈ dom(f) (∃x∈f)[a = P1(x)]

f(a) = b
(a ∈ dom(f) ∧ (∃z∈f)[z = (a, b)])
∨ (a /∈ dom(f) ∧ b = ∅)

Abbildung 4.8.2:∆0-Prädikate für Relationen und Funktionen

gilt:

Jede (M-)Σ(1)-Funktion ist bereits eine (M-)∆(1)-Funktion. (4.27)

Aus den Tabellen in den Abbildungen 4.8.1 und 4.8.2 sehen wir sofort,
daß Funktionen wie beispielsweise

λxy . x ∪ y , λxy . x ∩ y , λx.
⋃
x, λx. rng(x) , . . .

Σ1-Funktionen sind. Als Übung sollte man sich klarmachen, daß die
Klasse derΣ-Funktionen gegenüber Substitution mitΣ-Funktionen ab-
geschlossen ist.Das liegt daran, daß für eineΣ-Formelϕ und eineΣ-FunktionF
die Formelϕ(F (~x ), ~x ) wegen

ϕ(F (~x ), ~x ) ⇔ (∃z)[F (~x ) = z ∧ ϕ(z, ~x )]

wieder eineΣ-Formel ist.)

Einige Beispiele fürΣ-Funktionen finden sich in der Tabelle in Abbil-
dung 4.8.3.
IstG eineΣ-Funktion und istF durch die Rekursionsgleichung

F (α) := G(F �α)
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Funktion Definition

λf . dom(f) u = dom(f) siehe Abb. 4.8.2

λf . rng(f) u = rng(f) siehe Abb. 4.8.2

λx. Pi(x) siehe Abb. 4.8.2

λfx. f � x a = f � x ⇔ a = {z∈f P1(z) ∈ x}

λfx. f [x] a = f [x] ⇔ a = {z∈ rng(f) (∃y∈x)[z = f(y)]}

λx. Sx a = Sx ⇔ a = x ∪ {x}

λab. a× b u = a× b ⇔ (∀x∈u)[P1(x) ∈ a ∧ P2(x) ∈ b]
∧ (∀x∈a)(∀y∈ b)[(x, y) ∈ u]

Abbildung 4.8.3: EinigeΣ-Funktionen

definiert, so gilt nach (3.1) und (3.2)

x = F (α) ⇔ (∃f){Fkt(f) ∧ dom(f) = α
∧ (∀y∈α)[f(y) = G(f � y)]
∧ x = G(f)}.

(4.28)

Aus (4.28) folgt, daßF wieder eineΣ-Formel ist, d.h. wir haben den
folgenden Satz:

4.8.2 Satz (Σ-Rekursionssatz) IstG eineΣ-Funktion und istF durch
die Rekursionsgleichung

F (α) = G(F �α)

definiert, so istF eineΣ-Funktion.

Der Satz gilt natürlich auch für FunktionenF :V −→ V die durchΣ-
Rekursion definiert werden.
Als Anwendung desΣ-Rekursionssatzes wollen wir feststellen, daß die
FunktionL: On −→ V eineΣ-Funktion ist. Dazu zeigen wir:

4.8.3 LemmaDie FunktionF definiert durch

F (M) :=

{
Def(M) falls Tran(M)
∅ sonst

ist eineΣ-Funktion.

Beweis: Nach Satz 4.6.12 gilt für transitivesM
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Def(M) = Cl(SM)∩Pow(M) =
⋃

rng(λk .Clk(SM)) ∩ Pow(M),

d.h.

x = Def(M) ⇔ (∀y∈x)(y ⊆M) ∧ x ⊆
⋃

rng(λk .Clk(SM))
∧ (∀y∈

⋃
rng(λk .Clk(SM))(y ⊆M → y ∈ x).

Daλa.
⋃
a , λM . SM undλf . rng(f) alle Σ-Funktionen sind, müssen

wir nur noch die Abbildungλk .Clk(M) als Σ-Funktion nachweisen.
Aus Definition 4.6.2 und demΣ-Rekursionssatz (Satz 4.8.2) ersehen wir,
daß wir dazu nur alle elementaren GÖDELfunktionen alsΣ-Funktionen
nachzuweisen haben. Mit den Tabellen in den Abbildungen 4.8.1 und
4.8.3 folgt dies fürF1 – F10 aber sofort aus deren Definition (Definiti-
on 4.6.1).
Wegen

F (M) = x ⇔ (Tran(M) ∧ Def(M) = x) ∨ (¬Tran(M) ∧ x = ∅)

erhalten wir nunF alsΣ-Funktion. �
Mit Lemma 4.8.3 folgt, daß die in (4.23) definierte FunktionG eine
Σ-Funktion ist. Zusammen mit demΣ-Rekursionssatz (oder direkt mit
(4.22)) erhalten wir daher:

4.8.4 SatzDie FunktionL: On −→ V ist eineΣ-Funktion. Damit istL
absolut für alle transitivenZF -ModelleM ⊆ V, die alle Ordinalzahlen
enthalten.

Beweis: DaßL eineΣ-Funktion ist, folgt sofort aus unseren vorher-
gehenden Überlegungen. Mit (4.26) folgt daher, daßx = Lα eine∆-
Relation und daher absolut ist. Also gilt für jedes transitiveM |= ZF

LMα = {x∈M M |= (∃z)(z = Lα ∧ x ∈ z)}
= {x∈M (∃z)(z = Lα ∧ x ∈ z)} = Lα ∩M.

Durch Induktion nachα folgt, daM einZF -Modell ist, sofort

α ∈M ⇒ Lα ⊆M.

Damit ist LMα = Lα für alle α ∈ M, und daM alle Ordinalzahlen
enthält, folgtLM = L. �
Als unmittelbare Folgerung erhalten wir daraus

4.8.5 SatzL ist die bezüglich der Inklusion kleinste transitive Klasse,
die alle Ordinalzahlen enthält und ein Modell vonZFC ist.
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4.9 Zulässige Ordinalzahlen

4.9.1 Definition Eine Ordinalzahlα heißtzulässig, wennα ∈ Lim ist
und

Lα |= (∀~u)[ϕ(~u)↔ (∃x)ϕx(~u)] (4.29)

für jedeΣ-Formelϕ(~u) gilt.

Das bedeutet, daß für zulässigesα jederΣ-Satz mit Parametern ausLα
schon einLα-Σ1-Satz ist. Das Schema (4.29) wird alsΣ-Reflexionssche-
mabezeichnet.

Wir wollen hier die Theorie zulässiger Mengen und Ordinalzahlen
nur oberflächlich streifen. Als erstes bemerken wir, daß füra, b ∈ Lα
undΣ-Sätzeϕ mit Parametern ausLα

Lα |= a ⊆ b→ (ϕa → ϕb) (4.30)

und

Lα |= ϕa → ϕ (4.31)

gilt. Dies ist nichts anderes als die Persistenz vonΣ-Formeln. Der Be-
weis verläuft wie in Lemma 4.3.3.
Unter dem Schema der∆0-Kollektion (abgekürzt(∆0-Kol)) verstehen
wir

(∀a)(∀~u)[(∀x∈a)(∃y)ϕ(x, y, ~u)→ (∃z)(∀x∈a)(∃y∈z)ϕ(x, y, ~u)],

wobeiϕ(x, y, ~v) eine∆0-Formel ist. Dann gilt:

4.9.2 LemmaEine Ordinalzahlα ist genau dann zulässig, wennα eine
Limeszahl ist undLα das Schema der∆0-Kollektion erfüllt.

Beweis: Offensichtlich ist∆0-Kollektion ein Spezialfall derΣ-Reflexi-
on. Damit gilt

Lα |= (∆0-Kol)

für jedes zulässigeα. Für die Gegenrichtung nehmen wir

Lα |= (∆0-Kol)

an und zeigen

Lα |= ϕ ⇒ (∃a∈Lα)[Lα |= ϕa] (i)

für Σ-Sätzeϕ mit Parametern ausLα durch Induktion nach der Länge
vonϕ. Istϕ ein ∆0-Satz, so istϕ ≡ ϕa.
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4. Axiomatische Mengenlehre

Istϕ ≡ ϕ1 ∧ ϕ2, so haben wira1, a2 ∈ Lα mit Lα |= ϕa1

1 undLα |= ϕa2

2 .
Wegenα ∈ Lim ist a := a1 ∪ a2 ∈ Lα, und wir erhalten mit (4.30)

Lα |= (ϕ1 ∧ ϕ2)
a.

Ähnlich schließen wir, fallsϕ ≡ ϕ1 ∨ ϕ2. Nach Induktionsvorausset-
zung gibt es eina ∈ Lα mit Lα |= ϕai für ein i ∈ {1, 2}. Damit folgt
aber auchLα |= (ϕ1 ∨ ϕ2)

a.
Der interessanteste Fall istϕ ≡ (∀x∈ b)ψ(x). Nach Induktionsvoraus-
setzung gilt

(∀x∈ b)(∃y∈Lα)[Lα |= ψ(x)y],

und damit

Lα |= (∀x∈ b)(∃y)ψ(x)y.

Nun istψ(x)y eine∆0-Formel. WegenLα |= (∆0-Kol) erhalten wir ein
c ∈ Lα mit Lα |= (∀x∈ b)(∃y∈ c)ψ(x)y. Mit c ∈ Lα ist aber auch
a :=

⋃
c ∈ Lα. Damit haben wiry ⊆ a für y ∈ c und erhalten nach

(4.30)

Lα |= (∀x∈ b)ψ(x)a.

Ist schließlichϕ ≡ (∃x)ψ(x) und gilt

Lα |= ψ(b)

für einb ∈ Lα, so erhalten wir nach Induktionsvoraussetzung einc ∈ Lα
mit Lα |= ψ(b)c. Setzen wira := {b} ∪ c, so folgt mit (4.30)

Lα |= (∃x∈a)ψa. �
Zuletzt wollen wir uns davon überzeugen, daß es tatsächlich zulässige
Ordinalzahlen gibt.

4.9.3 SatzZu jedemβ ∈ Ongibt es eine zulässige Ordinalzahlα ≥ β.

Beweis: Wir setzenα := β+. Dann istα eine Nachfolgerkardinalzahl
oderℵ0 und damit nach Satz 3.9.7 regulär. Gilt nun

Lα |= (∀x∈a)(∃y)ϕ(x, y, ~u),

so haben wir zu jedemx ∈ a ein yx ∈ Lα mit Lα |= ϕ(x, yx, ~u). Dann
ist rkL(yx) < α und, daα regulär ist, auchγ := supx∈ a rkL(yx) < α.
WegenLγ ∈ Lα undyx ∈ Lγ für allex ∈ a haben wir

Lα |= (∃z)(∀x∈a)(∃y∈z)ϕ(x, y, ~u).

Damit gilt
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4.10. Das Kondensationslemma und(GCH)

Lα |= (∆0-Kol),

undα ist nach Lemma 4.9.2 zulässig. �
Natürlich haben wir hierα viel zu groß gewählt. Es gibt viel kleinere.
Insbesondere läßt sichα so wählen, das|α| = |β| ist. Einzelheiten stehen
in [1].
Als Korollar des Beweises von Satz 4.9.3 können wir zumindest festhal-
ten:

4.9.4 Korollar Jede reguläre Ordinalzahl ist zulässig.

Allerdings gibt es sehr viel mehr zulässige als reguläre Ordinalzahlen.
So liegt bereits zwischenℵ0 undℵ1 ein ganzer Kosmos von zulässigen
Ordinalzahlen (vgl. [1]).
Es ist unter gewissen Anstrengungen möglich, Satz 4.8.4 zu verallgemei-
nern:

4.9.5 SatzEs gibt parameterfreieΣ1-FormelnϕL(x, y) und ϕ<(x, y),
die für alle zulässigenα > ω

(∀a∈Lα)(∀β<α)[a = Lβ ⇔ Lα |= ϕL(a, β)]

sowie

(∀a∈Lα)(∀b∈Lα)[a <L b ⇔ Lα |= ϕ<(a, b)]

erfüllen.

Beweis: Hier verweisen wir auf [2]. Der Beweis ähnelt unserem Vorge-
hen in Abschnitt 4.6, allerdings ist einiger Mehraufwand erforderlich.

�

4.10 Das Kondensationslemma und(GCH)

Eine der wesentlichen Eigenschaften des konstruktiblen Universums ist
das Verhalten konstruktibler Mengen unter dem MOSTOWSKI-Kollaps.
Als Vorbereitung führen wir den Begriff derelementaren Substruktur
ein.

4.10.1 Definition SeiM ⊆ Lα. Wir nennenM eineelementare Sub-
strukturvonLα, wenn

M |= ϕ ⇔ Lα |= ϕ (4.32)

für jeden Satzϕ mit Parametern ausM gilt. Man notiert mit
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M ≺ Lα,

daßM eine elementare Substruktur vonLα ist.
Gilt (4.32) nur fürM-Σ1-Sätze, so heißtM eine Σ1-elementare Sub-
struktur vonLα und wir notieren dies durch

M ≺1 Lα.

4.10.2 LemmaSeiM ⊆ Lα. Dann giltM ≺ Lα genau dann, wenn
für jedes nichtleereA ⊆ Lα, das sich überLα mit Parametern ausM
definieren läßt, auchA ∩M 6= ∅ ist.

Beweis: Sei zuerstM ≺ Lα undA := {x∈Lα Lα |= ϕ(x, ~u)}, wobei
~u ∈ M ist. IstA 6= ∅, so giltLα |= (∃x)ϕ(x, ~u) und damit ebenfalls
M |= (∃x)ϕ(x, ~u). Somit gibt es einb ∈ M mit M |= ϕ(b, ~u), woraus
Lα |= ϕ(b, ~u) folgt. Das bedeutetb ∈ A ∩M .
Für die Gegenrichtung zeigen wir

Lα |= ϕ(~u) ⇔ M |= ϕ(~u)

für jeden Satzϕ(~u) mit Parametern ausM durch Induktion nach der
Komplexität vonϕ(~u). Dabei können wir uns wieder auf das¬, ∧, ∃-
Fragment beschränken.
Für Primformelnϕ(~u) ist die Behauptung klar und fürϕ(~u) ≡ ¬ψ(~u)
bzw.ϕ(~u) ≡ ϕ1(~u) ∧ ϕ2(~u) erhalten wir die Behauptung sofort aus der
Induktionsvoraussetzung.
Sei alsoϕ ≡ (∃x)ψ(x, ~u). Nehmen wir zunächstM |= ϕ(~u) an. Dann
gibt es einb ∈ M mit M |= ψ(b, ~u) und nach Induktionsvoraussetzung
folgt Lα |= ψ(b, ~u). WegenM ⊆ Lα ist b ∈ Lα und wir erhalten

Lα |= (∃x)ψ(x, ~u).

Gilt umgekehrtLα |= ϕ(~u), so ist

A := {x∈Lα Lα |= ψ(x, ~u)} 6= ∅.
Also istA ∩M 6= ∅ und es gibt einb ∈ M mit Lα |= ψ(b, ~u). Nach
Induktionsvoraussetzung folgt dann aberM |= ψ(b, ~u) und damit auch
M |= (∃x)ψ(x, ~u). �

4.10.3 Definition SeiM ⊆ Lα. Wir sagen, daßa ∈ Lα überM als
Punkt definierbarist, wenn es ein Tupel~u von Elementen ausM und
eineL(∈)-Formelϕ(x, ~y ) gibt, für die

Lα |= (∃!x)ϕ(x, ~u)

und
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Lα |= ϕ(a, ~u)

gilt.
Die SKOLEMhülle SHLα(M) vonM in Lα ist die Menge aller Elemente
vonLα, die sich überM als Punkt definieren lassen.

4.10.4 LemmaIstα zulässig undM ⊆ Lα, so istSHLα(M) die kleinste
elementare Substruktur vonLα, dieM umfaßt, d.h. es gilt

SHLα(M) ≺ Lα

und

(∀N)(M ⊆ N ≺ Lα ⇒ SHLα(M) ⊆ N).

Beweis: Offenbar istM ⊆ SHLα(M), denn wir haben ja

Lα |= (∃!x)[x = a]

und

Lα |= a = a

für jedesa ∈ M . WegenSHLα(M) ⊆ Lα erhalten wir nach Lem-
ma 4.10.2

SHLα(M) ≺ Lα,

wenn wirA∩SHLα(M) 6= ∅ für jedes nicht leereA ⊆ Lα gezeigt haben,
das sich mit Parametern ausSHLα(M) überLα definieren läßt. Sei also
~u ∈ SHLα(M) undA := {x∈Lα Lα |= ϕ(x, ~u)} 6= ∅, d.h.

Lα |= (∃x)ϕ(x, ~u).

Jedesui läßt sich als Punkt überM in Lα, etwa durch die Formelψi(x),
definieren. Dann gilt

Lα |= (∃x)(∃x1) . . . (∃xn)[ψ1(x1) ∧ . . . ∧ ψn(xn) ∧ ϕ(x, ~x )],

wobeiψ1(x1), . . . , ψn(xn) undϕ(x, ~x ) höchstens noch Parameter ausM
enthalten. Wir definieren

χ(x) :≡ (∃x1) . . . (∃xn){ψ1(x1) ∧ . . . ∧ ψn(xn) ∧ ϕ(x, ~x )
∧ (∀y)[y <L x→ ¬ϕ(y, ~x )]},

wobei wir für y <L x die Formelϕ< aus Satz 4.9.5 verwenden. Dann
gilt Lα |= (∃!x)χ(x) unda ∈ A für dasa ∈ Lα mit Lα |= χ(a). Damit
ist a ∈ SHLα(M) ∩ A.
Um den Beweis abzuschließen, sei
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4. Axiomatische Mengenlehre

M ⊆ N ≺ Lα.

Ist a ∈ SHLα(M), so ista das eindeutig bestimmtea ∈ Lα mit Lα |=
ϕ(a, ~u) für ein~u ∈ Mk. WegenLα |= (∃!x)ϕ(x, ~u) undM ⊆ N ≺ Lα
folgt dann aber auchN |= (∃!x)ϕ(x, ~u). Also gilt a ∈ N und wir
erhaltenSHLα(M) ⊆ N . �
Wir wollen hier nochmals anmerken, daß sich jedesa ∈ Lω als Punkt
über der leeren Menge definieren läßt, (vgl. (4.21)). FürM ⊆ Lω ist
alsoSHLω(M) = Lω.
Als Folgerung aus Lemma 4.10.4 erhalten wir

4.10.5 SatzIst α zulässig undM ⊆ Lα, so gibt es einN ≺ Lα mit
M ⊆ N und|N | = sup{ℵ0, |M |}.
Beweis: Wir setzenN := SHLα(M) und haben nur noch die Kardinali-
tät nachzurechnen. Da sich aber nur so viele Mengena als Punkte über
M definieren lassen, wie esL(∈) - Formelnϕ(x, ~u) mit Parametern aus
M gibt, gilt

|SHLα(M)| ≤ sup{ℵ0, |M |}.
WegenSHLα(M) ⊇M ∪ Lω gilt auch

|SHLα(M)| ≥ sup{ℵ0, |M |}. �

4.10.6 Lemma (Kondensationslemma) Seiα eine zulässige Ordinal-
zahl. IstM ≺1 Lα, so gibt es einβ ≤ α mit β ∈ Lim und

π[M ] = Lβ.

Beweis: Mit einer einfachen Induktion nachn können wir

(∀n∈ω)[Ln ⊆M ]

und damit

Lω ⊆M (i)

zeigen. Offensichtlich giltL0 ⊆ M . Ist Ln ⊆ M und{a1, . . . , am} ⊆
Ln, so haben wir für

ψ :≡ (∃z)[a1 ∈ z ∧ . . . ∧ am ∈ z
∧ (∀x∈z)(x = a1 ∨ . . . ∨ x = am)]

natürlichLα |= ψ, also auchM |= ψ. Damit gilt auchLn+1 ⊆M .
Der Fallα = ω ist mit (i) trivial, denn hier folgtM = Lα. Deshalb sei
ab jetztα > ω.
Wir zeigen zuerst, daßM extensional ist, d.h.
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M |= (Ext).

Gilt nämlichM |= x 6= y, so folgtLα |= x 6= y und damit

Lα |= (∃z)(z ∈ x↔ z /∈ y).

WegenM ≺1 Lα haben wir also auch

M |= (∃z)(z ∈ x↔ z /∈ y).

Mit Lemma 3.3.3 folgt nun, daßπ[M ] transitiv und

πM :M ←→ π[M ]

ein∈ - ∈ - Isomorphismus ist. Damit ist

π[M ] ∩On∈ On

und wir setzenβ := π[M ] ∩On. Wir behaupten nun

π[M ] = Lβ.

Die Formel

u = Lγ

ist für γ < α nach Satz 4.9.5 eineLα-Σ1-Formel. Wegenα ∈ Lim haben
wir für jedesa ∈ Lα

Lα |= (∃x)(∃γ)[γ ∈ On∧ x = Lγ ∧ a ∈ x]. (ii)

Sei

a ∈ π[M ]. (iii)

Dann gilt nach (ii)

M |= (∃x)(∃γ)[γ ∈ On∧ x = Lγ ∧ π−1
M (a) ∈ x]

und damit

π[M ] |= (∃x)(∃γ)[γ ∈ On∧ x = Lγ ∧ a ∈ x],

d.h.

(∃x∈π[M ])(∃γ∈π[M ])[π[M ] |= γ ∈ On∧ x = Lγ ∧ a ∈ x].

Daπ[M ] transitiv ist, folgtγ ∈ π[M ] ∩On = β und (mit der Aufwärts-
persistenz vonΣ1-Formeln)a ∈ x = Lγ. Also ist

a ∈
⋃
γ < β

Lγ. (iv)

129



4. Axiomatische Mengenlehre

Mit (iii) und (iv) haben wir daher

π[M ] ⊆
⋃
γ < β

Lγ. (v)

Ist γ < β, so istπ−1
M (γ) ∈ M und es giltM |= π−1

M (γ) ∈ On. Also ist
π−1
M (γ) < α und wir haben

Lα |= (∃z)[z = Lπ−1
M (γ)].

Damit folgt aber

M |= (∃z)[z = Lπ−1
M (γ)]

und schließlich

π[M ] |= (∃z)[z = Lγ]. (vi)

Da (vi) für alleγ < β gilt, haben wir⋃
γ < β

Lγ ⊆ π[M ]. (vii)

Nach (vii) und (v) ist

π[M ] =
⋃
γ < β

Lγ. (viii)

Fürγ < β gilt aber wieder wegenπ−1
M (γ) < α

Lα |= (∃ξ)(π−1
M (γ) < ξ),

und wir erhalten analog zu eben

π[M ] |= (∃ξ)(γ < ξ),

d.h.(∃ξ <β)[γ < ξ]. Also istβ ∈ Lim und es folgt mit (viii)

π[M ] = Lβ. �

Es sei an dieser Stelle angemerkt, daß das Kondensationslemma bereits
für Limeszahlenα gilt. Es erfordert allerdings einen wesentlich höheren
Aufwand, wenn man einsehen möchte, daß fürγ < α ∈ Lim die Formel
x = Lγ eineLα-Σ1-Formel ist (vgl. [2]). Sobald man dies jedoch zur
Verfügung hat, überträgt sich der hier geführte Beweis sofort.
Zur Erinnerung sei nochmals betont, daß für transitivesa ⊆ M im-
mer πM � a = ida ist. Das ergibt sich sofort aus der Definition des
MOSTOWSKI-Kollapses (Definition 3.3.2).
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Mit Hilfe des Kondensationslemmas erhalten wir eine gewisse Kontrol-
le über das Wachstum der Schichten der konstruktiblen Welt. Während
ja bei der Bildung der Schichten des fundierten Universums die Potenz-
menge vonVα bereits inVα+1 erscheint, geschieht dies inL viel langsa-
mer. Die Frage, die wir jetzt klären wollen, ist, wann im konstruktiblen
Universum die Potenzmenge erscheint, d.h. wir setzenV = L voraus,
betrachten eina ⊆ Lα und fragen nach rkL(a).

4.10.7 LemmaIstV = L unda ⊆ Lα, so istrkL(a) < α+.

Beweis: Fürα < ω ist die Aussage wegenα+ = ω undLω = HFω klar.
Sei daherω ≤ α. Da wirV = L voraussetzen, ista ∈ L und wir finden
mit Satz 4.9.3 eine zulässige Ordinalzahlβ mit Lα ∪ {a} ⊆ Lβ. Nach
Satz 4.10.5 gibt es einM ≺ Lβ mit

Lα ∪ {a} ⊆M und|M | = |Lα ∪ {a}| < α+.

Dann istπ[M ] = Lγ für ein γ ∈ Lim nach dem Kondensationslemma.
Wegen|γ| = |Lγ| = |M | < α+ ist γ < α+. DaLα∪{a} transitiv und in
M enthalten ist, giltπM �Lα ∪ {a} = id. Also ista = πM(a) ∈ Lγ und
damit rkL(a) ≤ γ < α+. �

4.10.8 SatzEs giltL |= (GCH). Damit ist(GCH) relativ konsistent zu
ZFC.

Beweis: Wir arbeiten unter der VoraussetzungV = L. Seiω ≤ κ ∈ L.
Für allea ⊆ κ gilt wegenκ ⊆ Lκ nach Lemma 4.10.7a ∈ Lκ+. Also ist
Pow(κ) ⊆ Lκ+ und damit|Pow(κ)| ≤ κ+. Somit gilt mittels (3.34)

κ+ ≤ 2κ = |Pow(κ)| ≤ κ+,

d.h.2κ = κ+. �

4.11 Weitere Unendlichkeitsaxiome

Wir erinnern an die Begriffe von schwach unerreichbaren und unerreich-
baren Kardinalzahlen. Es sei

WI := {κ∈R (∃λ∈Lim)[κ = ℵλ]}
die Klasse der schwach unerreichbaren Kardinalzahlen. Eine reguläre
Kardinalzahl, die auch gegenüber der Kontinuumsfunktion abgeschlos-
sen ist, heißt (stark) unerreichbar. Wir wollen allerdings nur überab-
zählbare Kardinalzahlen betrachten. Jede überabzählbare unerreichbare
Kardinalzahlκ ist wegen
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λ < κ ⇒ λ+ ≤ 2λ < κ

auch eine Limeskardinalzahl und damit auch schwach unerreichbar. Da-
her können wir

I := {κ∈WI (∀λ<κ)[2λ < κ]}

setzen undI die Klasse der (stark) unerreichbaren Kardinalzahlen nen-
nen. Wir zeigen zuerst:

4.11.1 SatzIst κ ∈ I , so istVκ ein Modell vonZF . Gilt V |= (AC), so
folgt auchVκ |= (AC).

Beweis: Wegenω < κ ∈ Lim gilt nach Satz 4.1.2

Vκ |= (Ext)∧ (Fu) ∧ (Pa)∧ (Vm)∧ (Pm)∧ (As)∧ (Ue).

Wir haben also nur noch

Vκ |= (Kol) (i)

zu zeigen. Dazu zeigen wir durch Induktion nachλ < κ zuerst

λ < κ ⇒ |Vλ| < κ. (ii)

Natürlich ist|V0| < κ.
Im Nachfolgerfall haben wir|Vα+1| = |Pow(Vα)| = 2|Vα| < κ, da nach
Induktionsvoraussetzung|Vα| < κ ist.
Fürλ ∈ Lim ist

|Vλ| = |
⋃
ξ<λ Vξ| ≤ Σξ<λ|Vξ|

= |λ| � supξ<λ |Vξ| < κ,

da |λ| < κ, κ regulär und nach Induktionsvoraussetzung|Vξ| < κ für
alle ξ < λ ist.
Wegenκ ∩ Vκ = κ erhalten wir mit (ii)

κ ∈ I ⇒ |Vκ| = κ. (4.33)

Um die Gültigkeit des Kollektionsschemas inVκ nachzuprüfen, sei

~u, a ∈ Vκ
und

Vκ |= (∀x∈a)(∃y)ϕ(x, y, ~u). (iii)

Zu x ∈ a definieren wir

αx := min{rk(y) ϕ(x, y, ~u)}.
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Nach (iii) gilt αx < κ, und nach (4.33) gilt|a| < |Vκ| = κ ∈ R. Daher
ist

α := sup
x∈ a

αx < κ,

und wir erhalten

(∀x∈a)(∃y∈Vα)[Vκ |= ϕ(x, y, ~u)].

Daraus folgt schließlich

Vκ |= (∃z)(∀x∈a)(∃y∈z)ϕ(x, y, ~u).

Damit ist (i) bewiesen. Wir wollen schließlich noch zeigen, daß aus

V |= (AC)

auch

Vκ |= (AC)

folgt. Ist nämlicha ∈ Vκ mit ∅ /∈ a und gibt es eine Funktionf ∈ Vmit

dom(f) = a ∧ (∀x∈a)[f(x) ∈ x], (iv)

so sehen wir sofort, daß die Formel in (iv) eineVκ-∆0-Formel ist. DaVκ
einZF -Modell ist, gilt a×

⋃
a ∈ Vκ und weiter

f ∈ Pow(a×
⋃
a) ∈ Vκ.

Damit istf ∈ Vκ, und aus (iv) folgt wegen der Absolutheit vonVκ-∆0-
Formeln

Vκ |= dom(f) = a ∧ (∀x∈a)[f(x) ∈ x],

d.h.Vκ |= (AC). �
Man kann sich nun klarmachen, daß sich Satz 4.11.1 formal innerhalb
vonZFC zeigen läßt, d.h. wir haben

ZFC ` (∀κ∈ I)[ϕVκ] (4.34)

für jedesZFC-Axiom ϕ. Nehmen wir nun an, wir hätten

ZFC ` I 6= ∅,

so folgte mit (4.34) (nach einiger Formalisierung)

ZFC ` „ZFC ist konsistent“.

Da dies dem zweiten GÖDELschen Satz widerspricht, haben wir
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4.11.2 SatzIn ZFC läßt sich die Existenz unerreichbarer Kardinalzah-
len nicht beweisen.

Beweis: Wir wollen hier, weil es uns instruktiv zu sein scheint, einen
Beweis angeben, der ohne Bezug auf den GÖDELschen Satz arbeitet.
Nehmen wir also an, wir hätten

ZFC ` I 6= ∅. (i)

WegenV |= ZFC existiert dann

I 0 := min I . (4.35)

und es istVI0
∩On = I 0, d.h.

VI0
∩ I = ∅. (4.36)

Gelingt es uns zu zeigen, daß

κ ∈ I ⇒ [(Vκ |= λ ∈ I) ⇔ λ ∈ I ] (4.37)

für alle λ < κ gilt, d.h. daß unerreichbare KardinalzahlenVκ-absolut
sind, so erhalten wir aus (4.36), daß

VI0
|= I = ∅ (ii)

gilt. Da nach Satz 4.11.1VI0
|= ZFC gilt, widersprechen sich (i) und

(ii).
Fürκ ∈ I zeigen wir zuerst dieVκ-Absolutheit von Card. Es gilt

λ ∈ Card⇔ (∀f)(∀γ)[f :λ ←→ γ ⇒ λ ≤ γ].

Damit liegt eineΠ1-Formel vor, die abwärts persistent ist.
Gilt umgekehrtVκ |= λ ∈ Card für einλ ∈ Vκ und nehmen wir ein

f :λ ←→ γ mit γ < λ

an, so istγ < κ und daherf ⊆ λ×γ ∈ Vκ. Also istf ∈ Vκ. Da Begriffe
wie „Funktion“, „ Ordinalzahl“, dom(f) etc.∆0-definierbar und mithin
absolut sind, folgt widersprüchlicherweise

Vκ 6|= λ ∈ Card.

Somit ist aber auch die Aufwärtspersistenz gezeigt und Card absolut für
Vκ. Ebenso überlegt man sich sofort, daß füra ∈ Vκ auch Pow(a)∩Vκ =
Pow(a) ist und damit die Potenzmenge absolut ist. Damit gilt

(Vκ |= λ = 2µ) ⇔ λ = 2µ

für alle λ, µ < κ und wir sehen, daß eine Kardinalzahl genau dann ge-
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genüber der Kontinuumsfunktion abgeschlossen ist, wenn dies schon in-
nerhalb vonVκ gilt.

Weiterhin gilt

Vκ |= „λ ist Limeskardinalzahl“⇔ „λ ist Limeskardinalzahl“,

da wegen der Absolutheit von Card inVκ auch dieℵ-Funktion absolut
ist, wir daher

Vκ |= (∃µ∈Lim)[λ = ℵµ] ⇔ (∃µ∈Lim)[λ = ℵµ]

für jedesλ ∈ Vκ haben.
Die Absolutheit vonR in Vκ ergibt sich aus der Tatsache, daß sich für

λ < κ alle bei der Auswertung von cf(λ) betrachteten Funktionen schon
in Vκ befinden.
Zusammenfassend erhalten wir (4.37). �
Mit einem ähnlichen Argument wollen wir auch einsehen, daß die Exi-
stenz schwach unerreichbarer Kardinalzahlen inZFC nicht beweisbar
sein kann. Dazu zeigen wir zuerst

4.11.3 LemmaIst κ ∈WI, so istLκ ein Modell vonZFC.

Beweis: Wir haben ja bereits in Lemma 4.5.5 gezeigt, daß wir an Li-
meszahlenα > ω immer

Lα |= (Ext)∧ (Fu) ∧ (Pa)∧ (Vm)∧ (Ue)

haben. Daneben wissen wir, daß für reguläresκ auch

Lκ |= (Kol)

gilt (vgl. Satz 4.9.3). Es bleibt also

Lκ |= (Pm)∧ (As)∧ (AC) (i)

zu zeigen. Ist abera, b ∈ Lκ mit a ⊆ b, so gibt es einλ < κ mit
a ⊆ b ⊆ Lλ. Mit Lemma 4.10.7 erhalten wira ∈ Lλ+ ⊆ Lκ. Damit ist
aber auch Pow(b)∩Lκ ⊆ Lλ+ und damit Pow(b)∩Lκ ∈ Lλ++. Also gilt
Lκ |= (Pm).
Sei nunϕ(x, ~y ) eineL(∈) - Formel unda und~a in Lκ. Wir betrachten

b := {x∈a Lκ |= ϕ(x,~a)}.

Dann istb ∈ L und b ⊆ a ∈ Lλ für ein λ < κ. Mit Lemma 4.10.7
erhalten wirb ∈ Lλ+ ⊆ Lκ. Also gilt Lκ |= (As).
Zum Nachweis vonLκ |= (AC) erinnern wir uns an die in (4.25) einge-
führteL-AuswahlfunktionC. Wir wollen zeigen, daß sich mita auch
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C � a in Lκ befindet. Istx ∈ a, so giltC(x) ∈ x für x 6= ∅. Wegen
C(∅) = ∅ ergibt sich

rkL(C(x)) ≤ rkL(x) < rkL(a). (ii)

Da κ Limeskardinalzahl ist, befindet sichλ := rkL(a)+ in Lκ. Mittels
(ii) gilt C � a ⊆ Lλ, und aus Satz 4.9.5 folgt für

ψ(x, y) :≡ [(x = ∅ ∧ y = ∅)
∨ (x 6= ∅ ∧ y ∈ x ∧ (∀z∈x)(¬z <L y))]

wegen

ψ(x, y) ⇔ [(x = ∅ ∧ y = ∅)
∨ (x 6= ∅ ∧ y ∈ x ∧ (∀z∈x)(y <L z ∨ y = z))]

leicht

C � a = {(x, y)∈Lλ Lλ |= x ∈ a ∧ ψ(x, y)} ∈ Lλ+1 ⊆ Lκ.

Also ist (i) gezeigt. �
Wir bemerken, daß für die Absolutheit unerreichbarer Kardinalzahlen in
Vκ, wie wir sie schon skizziert haben, die Absolutheit der Potenzmenge
ausschlaggebend war. Fürκ ∈WI ist aber die Potenzmenge in dem Sinn
absolut, daß

a ∈ Lκ ⇒ Pow(a) ∩ L ∈ Lκ (4.38)

gilt. Dies folgt wie im Beweis von Lemma 4.11.3 sofort aus Lem-
ma 4.10.7. Damit erhalten wir, ohne daß wir alle Details ausführen wol-
len, wieder

ι ∈WI ⇒ (Lι |= κ ∈WI ⇔ L |= κ ∈WI). (4.39)

Aus (4.39) erhalten wir dann

4.11.4 SatzDie Existenz einer schwach unerreichbaren Kardinalzahl ist
in ZFC nicht beweisbar.

Beweis: Nehmen wirZFC `WI 6= ∅ an, so giltL |= WI 6= ∅. Sei

ι0 := min{ι∈L L |= ι ∈WI}. (4.40)

Dann ist

Lι0 ∩WIL = ∅.
Wegen (4.39) folgt nun aber

Lι0 |= WI = ∅. (i)
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Da Lι0 |= ZFC gilt, widerspricht (i) aber unserer AnnahmeZFC `
WI 6= ∅. �
Um unerreichbare und schwach unerreichbare Kardinalzahlen weiter zu
studieren, erinnern wir an die Begriffe einer club Klasse, bzw. einer Men-
geA ⊆ κ, die club inκ ist. (Vgl. Abschnitt 4.4 auf Seite 92)

4.11.5 Definition Eine MengeA ⊆ κ heißtstationär in einer regulären
Kardinalzahlκ > ω, wenn für jedesK ⊆ κ, das club inκ ist,A∩K 6= ∅
gilt.

Da der Durchschnitt von clubs immer wieder club ist, ist jede Menge
K ⊆ κ, die club inκ ist, auch stationär. IstS stationär undK club inκ,
so ist offensichtlichS ∩K ebenfalls stationär inκ.
Stationäre Mengen sind relativ groß inκ. Insbesondere sind sie kofinal.
Mengen, die nicht stationär inκ sind, heißen daherdünn inκ.

4.11.6 LemmaIst κ ∈ R undω < κ, so ist die Menge

W := {α < κ cf(α) = ω}
stationär inκ.

Beweis: IstK ⊆ κ club, so wählen wir eine aufsteigende Folge

α0 < α1 < . . . < αn < . . .

inK. Dann istα := supn∈ω αn ∈ K und cf(α) = ω. Also istW∩K 6= ∅.
�

Es gibt zwei interessante Eigenschaften stationärer Mengen, die wir hier
erwähnen möchten.

4.11.7 Satz (Satz vonFODOR) IstS ⊆ κ stationär undf :S −→ κ eine
regressive Funktion, d.h.(∀α∈S)[α 6= 0 → f(α) < α], so istf auf
einer stationären Teilmenge vonS konstant.

Beweis: Wir zeigen das Lemma indirekt und nehmen an, daß für jedes
γ < κ die Urbildmenge{ξ∈S f(ξ) = γ} dünn inκ ist. Dann gibt es
zu jedem solchenγ < κ ein clubKγ ⊆ κ mit

(∀ξ∈Kγ ∩ S)[f(ξ) 6= γ]. (i)

Sei

K := ∆γ < κKγ

die Diagonalisierung derKγ. Laut Lemma 4.4.7 istK club in κ und
somitS∩K stationär. Fürα ∈ S∩K gilt f(α) 6= ξ für alleξ < α. Also
ist α ≤ f(α) im Widerspruch zur Regressivität vonf . �
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4.11.8 SatzJede überabzählbare reguläre Kardinalzahlκ ist disjunkte
Vereinigung vonκ-vielen stationären Mengen.

Beweis: SeiW := {α < κ cf(α) = ω}. Nach Lemma 4.11.6 istW
stationär inκ. Zu jedemα ∈W haben wir eine kofinale Abbildung

fα:ω −→ α. (i)

Dann gilt

(∃n∈ω)(∀η∈κ)[{α∈W fα(n) ≥ η} ist stationär inκ]. (ii)

Anderenfalls fänden wir zu jedemn ∈ ω einηn und ein clubKn ⊆ κmit
{α∈W fα(n) ≥ ηn} ∩Kn = ∅, d.h.fα(n) < ηn für alleα ∈ Kn ∩W .
Wir definieren

η := sup
n∈ ω

ηn und K :=
⋂
n ∈ ω

Kn.

Dann giltfα(n) < η für alleα ∈ K ∩W . DaK ∩W unbeschränkt inκ
ist, widerspricht dies (i).
Gemäß (ii) wählen wir nun einn ∈ ω, so daß{α∈W fα(n) ≥ η} für
jedesη < κ stationär ist und definieren

F (α) := fα(n).

Dann giltF (α) < α für alle α ∈ W , d.h.F ist regressiv. Nach dem
Satz von FODOR (Satz 4.11.7) finden wir zu jedemη < κ ein γη mit
η ≤ γη < κ so, daß

Sη := {β∈W F (β) = γη}

stationär aufκ ist. Wir können darüber hinausγη so wählen, daßγξ < γη
für alle ξ < η ist. Fürη 6= η′ ist dannγη 6= γη′ und damitSη ∩ Sη′ = ∅.
Setzen wir

S̃η :=

κ \
⋃
η < κ Sη falls η = 0

Sξ falls η = ξ + 1 < ω
Sη sonst,

so erhalten wirκ als disjunkte Vereinigung der̃Sη mit

|{S̃η η < κ}| = |{γη η < κ}| = κ. �

Istκ ∈ I, so ist klar, daß die Menge der Kardinalzahlen unterhalbκ club
in κ ist. Dies gilt natürlich auch für die Menge der Limeskardinalzah-
len. Auch die Menge derstarken Limeskardinalzahlenkleiner alsκ, d.h.
die Menge der Kardinalzahlen< κ, die unter der Kontinuumsfunktion
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abgeschlossen sind, ist club inκ.
Per definitionem liegen unterhalb vonI0 keine regulären starken Li-

meszahlen. Da die starken Limeszahlen club inI 0 sind, ist die Klasse
der regulären Kardinalzahlen nicht stationär inI 0. Stark unerreichba-
re Kardinalzahlen, in denen die regulären Kardinalzahlen stationär sind,
bezeichnet man als MAHLOzahlen. Istκ eine MAHLOzahl, so liegenκ
viele unerreichbare Kardinalzahlen unterhalb vonκ. Natürlich ist die
Existenz von MAHLOzahlen inZFC nicht beweisbar.
Analog nennt manκ eine schwache MAHLOzahl, wennκ ein Limeskar-
dinalzahl ist und die regulären Kardinalzahlen unterhalb vonκ stationär
in κ sind. Es ist leicht einzusehen, daß jede schwache MAHLOzahl auch
schwach unerreichbar ist. Daher ist die Existenz schwacher MAHLOzah-
len inZFC nicht beweisbar.
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5. Meßbare Kardinalzahlen

Es ist wohlbekannt, daß sich nicht alle Mengen reeller Zahlen im LE-
BESGUEschen Sinne messen lassen. Die Frage, die wir uns hier stellen
wollen ist, ob es nicht möglich ist, eine MengeS so zu finden, daß sich
ein Maß auf der vollen Potenzmenge vonS definieren läßt. Insbeson-
dere interessieren wir uns dann für die Frage, wie groß diese Menge zu
sein hätte. Im folgenden Abschnitt wollen wir zunächst die Problematik
genauer studieren.

5.1 Das Maßproblem

Bevor wir uns mit dem eigentlichen Maßproblem beschäftigen können,
müssen wir einige Grundbegriffe bereitstellen.

5.1.1 Definition SeiS eine unendliche Menge. EinFilter aufS ist eine
MengeU ⊆ Pow(S), die den folgenden Bedingungen genügt.

(i) S ∈ U und∅ /∈ U

(ii) A ∈ U ∧ B ∈ U ⇒ A ∩B ∈ U

(iii) A ∈ U ∧ A ⊆ B ⇒ B ∈ U

Der zum Filter duale Begriff ist der eines Ideals. Wir definieren:

5.1.2 Definition SeiS eine unendliche Menge. EinIdeal aufS ist eine
MengeI ⊆ Pow(S), die den folgenden Bedingungen genügt.

(i) ∅ ∈ I undS /∈ I

(ii) A ∈ I ∧ B ∈ I ⇒ A ∪B ∈ I

(iii) A ⊆ B ∧ B ∈ I ⇒ A ∈ I

Als Folgerung aus beiden Definitionen erhalten wir sofort:

Die MengeI ⊆ Pow(S) ist genau dann ein Ideal, wenn

D := {X ⊆ S S \X ∈ I}
ein Filter ist.
Umgekehrt ist eine MengeU ⊆ Pow(S) genau dann ein Filter, wenn die
Menge
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5. Meßbare Kardinalzahlen

I := {X ⊆ S S \X ∈ U}
ein Ideal ist.

IstU ein Filter und gibt es einA ⊆ S derart, daß

U = {X ⊆ S A ⊆ X}
ist, so heißtU einHauptfilter. Die MengeA nennen wir eineErzeugende
des Filters. Der dazu duale Begriff ist der desHauptideals. D.h. ein
Hauptideal aufS ist eine Menge

I = {X ⊆ S X ⊆ A}
für einA ⊆ S. A heißt wieder die Erzeugende des Ideals.
Läßt sich die Bedingung(ii) in der Definition des Filters verstärken zu

(ii) (∀α<κ)[{Xξ ξ < α} ⊆ U ⇒
⋂
ξ < α

Xξ ∈ U ],

so spricht man von einemκ-vollständigen Filter. ℵ1-vollständige Filter
nennt man aus historischen Gründenσ-vollständig.
Die dualen Begriffe gelten wieder für Ideale. Wir glauben, daß sie nicht
mehr explizit formuliert werden müssen.
Ein Filter U auf S heißt einUltrafilter, wenn für jede MengeX ⊆ S
entwederX ∈ U oderS \X ∈ U gilt.
Der duale Begriff zum Ultrafilter ist der desPrimideals.
Zwei oft nützliche Beobachtungen formulieren wir als Lemmata.

5.1.3 LemmaEin Ultrafilter U auf S ist genau dann ein Hauptfilter,
wenn es eina ∈ S so gibt, daß

U = {X ⊆ S a ∈ X}
gilt.

Beweis: Ist

U = {X ⊆ S a ∈ X},
so istU natürlich ein Hauptfilter, der von der Menge{a} ⊆ S erzeugt
wird. Ist umgekehrtU ein Haupt-Ultrafilter, so gibt es einA ⊆ S mit

U = {X ⊆ S A ⊆ X}.
Wir zeigen, daß dannA bereits ein Singleton sein muß. Anderenfalls
gäbe es nämlich einx ∈ A so, daß{x} $ A gilt. Also ist {x} /∈ U und,
da ein Ultrafilter vorliegt, damitS\{x} ∈ U . Also giltA % A\{x} ∈ U .
Ein Widerspruch. �
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5.1.4 Definition Eine Familie{Xξ ξ < α} heißtPartition einer Menge
S, wenn dieXξ paarweise disjunkt sind undS =

⋃
ξ < αXξ gilt.

5.1.5 LemmaEin UltrafilterU aufS ist genau dannκ-vollständig, wenn
jede Partition vonS in weniger alsκ Teile zumindest ein Element vonU
enthält, d.h. wenn

(∀α<κ)[S =
⋃
ξ < α

Xξ ⇒ (∃η<α)(Xη ∈ U)]

gilt.

Beweis: Beginnen wir mit der Richtung von links nach rechts. Sei also
α < κ, S =

⋃
ξ < αXξ und (∀ξ <α)[Xξ /∈ U ]. Bezeichnen wir mitXξ

das Komplement vonXξ in S, so erhalten wir wegen der Ultrafilterei-
genschaft vonU

(∀ξ <α)[Xξ ∈ U ].

Wegen derκ-Vollständigkeit vonU folgte dann aber der Widerspruch

∅ =
⋂
ξ < α

Xξ ∈ U.

Für die Gegenrichtung gehen wir davon aus, daßU nicht κ-vollständig
ist. Dann finden wir einα < κ und eine Familie{Xξ ξ < α} von
Elementen vonU derart, daßX :=

⋂
ξ < αXξ /∈ U gilt. Dann ist

S =
⋃
ξ < α

Xξ ∪X

und es ist klar, daß sich daraus eine Partition vonS der Längeα konstru-
ieren läßt, deren Elemente alle nicht inU liegen. �
Doch nun zum Maßproblem. Wir definieren:

5.1.6 Definition Eine MengeF ⊆ Pow(S) heißt eineσ-Mengenalgebra
überS, wennF die folgenden Bedingungen erfüllt.

(i) S ∈ F
(ii) F ist abgeschlossen gegenüber (endlichem) Durchschnitt und Kom-

plement. (Damit ist insbesondere∅ ∈ F .)

(iii) F ist abgeschlossen gegenüber abzählbaren Vereinigungen.

(iv) Für allex ∈ S ist {x} ∈ F .

Auf σ-Mengenalgebren definieren wir Maße in der folgenden Weise.
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5. Meßbare Kardinalzahlen

5.1.7 Definition SeiF eineσ-Mengenalgebra überS. Ein Maß fürF
ist eine Abbildung

µ:F −→ R,

wobeiR hier die reellen Zahlen, nicht die regulären Ordinalzahlen be-
deutet, die den folgen Bedingungen genügt:

(i) µ(∅) = 0 undµ(S) = 1.

(ii) FürX undY in F mit X ⊆ Y gilt µ(X) ≤ µ(Y ).

(iii) Für allex ∈ S ist µ({x}) = 0. (Nichttrivialität)

(iv) Ist {Xi i ∈ I} ⊆ F eine paarweise disjunkte abzählbare Familie,
so ist

µ(
⋃
i∈ I

Xi) =
∑
i∈ I

µ(Xi). (σ-Additivität)

Als Paradigma für den Maßbegriff dient selbstverständlich das (normier-
te) LEBESGUE-Maß für die LEBESGUE-meßbaren Mengen. (Allerdings
werden wir uns keine Gedanken über die Translationsinvarianz von Ma-
ßen machen.)
Offensichtlich istℵ0 nicht mit einem Maß versehbar. Es ist allgemein
bekannt, daß sich nicht jede Menge reeller Zahlen im LEBESGUEschen
Sinne messen läßt. D.h. die LEBESGUE-meßbaren Mengen bilden eine
echte Teilmenge der Potenzmenge vonR. Die Frage ist nun, ob es über-
haupt eine MengeS gibt, für die sich ein Maß auf Pow(S) angeben läßt
und, falls dies zutrifft, wie groß diese Menge zu sein hat. Dieser Frage
wollen wir in diesem Abschnitt nachgehen.
Zur Vereinfachung der Redeweisen vereinbaren wir, daß einMaß aufS
ein Maß für Pow(S) sein soll.
Um den Hauptsatz dieses Abschnittes formulieren zu können, müssen
wir einige Notationen bereitstellen.

5.1.8 Definition Ein Maß µ auf S heißt zweiwertig , wennµ(X) ∈
{0, 1} für alleX ⊆ S gilt.

Zwischen zweiwertigen Maßen und Ultrafiltern besteht eine enge Bezie-
hung, die im folgenden Lemma zum Ausdruck kommt.

5.1.9 Lemma Ist µ ein zweiwertiges Maß aufS, so ist die Menge

U := {X ⊆ S µ(X) = 1}
einσ-vollständiger Ultrafilter, der kein Hauptfilter ist.
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Umgekehrt definiert jeder solche Filter vermöge

µ(X) =

{
1 fallsX ∈ U
0 fallsX /∈ U

ein zweiwertiges Maß auf S.

Beweis: Wir zeigen nur, daß durch das Maß ein Ultrafilter definiert wird.
Den anderen Teil, dessen Beweis völlig kanonisch verläuft, rechnet man
einfach nach.
Wegenµ(S) = 1 undµ(∅) = 0 haben wirS ∈ U und∅ /∈ U .
SindX undY in U und nehmen wirµ(X ∩ Y ) = 0 an, so gelangen wir
wie folgt zu einem Widerspruch. Es ist

X = X \ Y ∪ (X ∩ Y )

und analog

Y = Y \X ∪ (X ∩ Y ).

Mit unserer Annahme erhielten wir also

µ(X ∪ Y ) = µ(X \ Y ) + µ(Y \X) = µ(X) + µ(Y ) = 2,

was natürlich absurd ist.
Daßµ(X) ≤ µ(Y ) für X ⊆ Y gilt, ist klar.
Wegen derσ-Additivität von µ kann es keine abzählbare PartitionS =⋃
ι∈ I Xι durch NullmengenXι geben. Nach Lemma 5.1.5 istU daher

σ-vollständig.
Da für x ∈ S stetsµ({x}) = 0 ist, kannU nach Lemma 5.1.3 kein
Hauptfilter sein. �

5.1.10 Definition Seiµ ein Maß aufS. Eine MengeA ⊆ S heißt ein
Atomvonµ, wennµ(A) > 0 ist und

(∀X)[X ⊆ A ⇒ µ(X) = 0 ∨ µ(X) = µ(A)]

gilt. Maße, die keine Atome besitzen, heißenatomlos.

Bei einem zweiwertigen Maß ist offenbar jede Menge vom Maß1 ein
Atom. Umgekehrt induziert jedes Maßµ aufS, das ein AtomA besitzt,
ein zweiwertiges Maß

ν(X) :=
1

µ(A)
· µ(X ∩A)

aufS.
Wir haben nun alle Begriffe zur Hand, um den Hauptsatz dieses Ab-
schnittes formulieren zu können.
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5.1.11 Satz (Satz vonULAM ) Existiert ein Maß auf einer MengeS, so
gibt es bereits ein zweiwertiges Maß aufS und es istI 0 ≤ |S|, oder man
findet ein atomloses Maß auf2ℵ0 und es istι0 ≤ 2ℵ0.

Der Beweis des Satzes erfordert eine Reihe von Vorbereitungen. Be-
ginnen wir damit, die Auswirkungen der Existenz eines zweiwertigen
Maßes genauer zu studieren.

5.1.12 LemmaEs seiκ die kleinste Ordinalzahl, die einenσ-vollständi-
gen Ultrafilter trägt, der kein Hauptfilter ist. Dann ist jeder solche Ultra-
filter aufκ bereitsκ-vollständig.

Beweis: SeiU einσ-vollständiger Ultrafilter aufκ, der kein Hauptfilter
ist. Um zu einem Widerspruch zu gelangen, nehmen wir an, daßU nicht
κ-vollständig ist. Nach Lemma 5.1.5 gibt es dann einα < κ und eine
Partitionκ =

⋃
ξ < αXξ so, daßXξ /∈ U für alle ξ < α gilt. Damit

können wir eine Abbildungf : κ −→ α mittels

f(ξ) = η :⇔ ξ ∈ Xη

definieren. Die Wohldefiniertheit vonf ergibt sich dadurch, daß dieXη

paarweise disjunkt sind. Wir setzen

D := {X ⊆ α f−1[X] ∈ U}

und behaupten, daßD ein σ-vollständiger Ultrafilter aufα ist, der kein
Hauptfilter ist. Sobald wir diese Behauptung bewiesen haben, stellt diese
aber einen Widerspruch zur Minimalität vonκ dar.
Wegenf−1[α] = κ ist α ∈ D und wegenf−1[∅] = ∅ auch∅ /∈ D.
FürX ∈ D undX ⊆ Y erhalten wir offenbar sofort auchY ∈ D.
Gilt Xn ∈ D für allen ∈ ω, so haben wir nach Definitionf−1[Xn] ∈ U
für allen ∈ ω und damit

⋂
n∈ ωXn ∈ U . Nun gilt aber

f−1[
⋂
n∈ ω

Xn] =
⋂
n∈ ω

f−1[Xn],

woraus wir
⋂
n∈ ωXn ∈ D erhalten. Damit istD ein σ-vollständiger

Filter.
Wegen

f−1[α \X] = κ \ f−1[X]

istD auch ein Ultrafilter.
Nach Konstruktion haben wir für alleξ < α

f−1[{ξ}] = Xξ.
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WegenXξ /∈ U für alle ξ < α folgt daher auch{ξ} /∈ D. Also istD
kein Hauptfilter. �
Als eine unmittelbare Folgerung von Lemma 5.1.12 erhalten wir:

5.1.13 Korollar Istκ die kleinste Ordinalzahl, die ein zweiwertiges Maß
trägt, so existiert einκ-vollständiger Ultrafilter aufκ, der kein Hauptfilter
ist.

Dieses Korollar bildet die Motivation für die folgende Definition.

5.1.14 Definition Eine Ordinalzahlκ heißtmeßbar, wenn es einenκ-
vollständigen Ultrafilter aufκ gibt, der kein Hauptfilter ist.

Wir werden feststellen, daß meßbare Ordinalzahlen sehr groß sind. Zu-
nächst machen wir uns klar, daß

X ∈ U ⇒ κ ≤ |X| (5.1)

für jedenκ-vollständigen UltrafilterU aufκ gilt, wenn er kein Hauptfilter
ist. Anderenfalls erhielten wir nämlichX =

⋃
x∈X{x}, was wegen der

κ-Vollständigkeit vonU zusammen mit der Tatsache, daß für allex ∈ X
stets{x} /∈ U gilt, zu dem WiderspruchX /∈ U führte.
Zusammen mit Lemma 5.1.5 folgt aus dieser Beobachtung, daß jedes
meßbareκ bereits regulär, also insbesondere eine Kardinalzahl sein muß.
Es gilt aber mehr, wie wir im folgenden Lemma festhalten wollen.

5.1.15 LemmaJede meßbare Kardinalzahl ist stark unerreichbar.

Beweis: Daß meßbare Kardinalzahlen regulär sind, haben wir uns ge-
rade überlegt. Es bleibt daher nur noch zu zeigen, daß jede meßbare
Kardinalzahlκ auch gegenüber der Kontinuumsfunktion abgeschlossen
ist. Um zu einem Widerspruch zu gelangen, nehmen wir die Existenz
einesσ < κ an, für dasκ ≤ 2σ ist. Dann wählen wir eine MengeS ⊆ 2σ

mit |S| = κ. Auf S gibt es dann einenκ-vollständigen UltrafilterU , der
kein Hauptfilter ist. Zuξ < σ wählen wirεξ ∈ {0, 1} so, daß immer

Xξ := {f ∈S f(ξ) = εξ} ∈ U

gilt. Dann ist wegen derκ-Vollständigkeit vonU⋂
ξ < σ

Xξ ∈ U.

Da aber
⋂
ξ < σXξ als einziges Element die Funktionf enthalten kann,

für die immerf(ξ) = εξ gilt, ist |
⋂
ξ < σXξ| = 1, was im Widerspruch

zu (5.1) steht. �
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Damit haben wir bereits ein grobe Größenvorstellung von meßbaren
Kardinalzahlen gewonnen, die doch so gut ist, daß sie den ersten Teil
der Aussage des Satzes von ULAM – der ja noch immer unser nächstes
Ziel ist – nach sich zieht. Wir wollen uns daher nun Maßen zuwenden,
die nicht notwendigerweise zweiwertig sind. Dort funktioniert unsere
Ultrafilterkonstruktion sicher nicht. Wir können uns aber dem dualen
Begriff zuwenden und dasNullmengenideal

Iµ := {X ⊆ S µ(X) = 0}
eines Maßesµ aufS betrachten. Wir wollen hier die Einzelheiten nicht
vorrechnen, aber es ist sehr leicht nachzuprüfen, daßIµ ein σ-vollstän-
diges Ideal aufS ist, das wegen der Nichttrivialität des Maßesµ kein
Hauptideal ist. Darüber hinaus können wir feststellen, daßIµ auch die
folgenden Eigenschaften besitzt:

(∀x∈S)[{x} ∈ Iµ] (5.2)

Jede Familie von paarweise disjunkten Teilmengen vonS, die
alle nicht inIµ liegen, ist abzählbar.

(5.3)

Um einzusehen, daß (5.3) gilt, betrachten wir eine Familie

F := {Xι ⊆ S ι ∈ J}
von paarweise disjunkten Mengen mitµ(Xι) > 0 für alle ι ∈ J . Wir
setzen

Fn := {Xι ι ∈ J ∧ µ(Xι) ≥
1

n
}.

Jede der FamilienFn muß endlich sein. Wegen

F =
⋃
n∈ ω
Fn

istF dann abzählbar.
Ein IdealI aufS, daß die Eigenschaften (5.2) und (5.3) besitzt, wollen
wir σ-saturiertnennen.
Genügt ein IdealI der Bedingung (5.2) und erfüllt es die folgende Mo-
difizierung von (5.3):

Jede Familie von paarweise disjunkten Teilmengen vonS, die
alle nicht inI liegen, hat eine Kardinalität kleiner alsκ,

(5.4)

so nennen wirI κ-saturiert. Dieσ-saturierten Ideale sind also die in
diesem Sinneℵ1-saturierten Ideale.
Ein erstes Analogon zu Lemma 5.1.12 ist die folgende Beobachtung.
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5.1.16 LemmaIst κ die kleinste Ordinalzahl, die ein Maßµ trägt, so ist
dessen NullmengenidealIµ σ-saturiert undκ-vollständig.

Beweis: Daß Iµ ein σ-saturiertes Ideal ist, haben wir uns bereits klar
gemacht. Wir beschränken uns daher auf den Nachweis derκ-Vollstän-
digkeit. Wir führen den Beweis indirekt und nehmen dazu an, daßIµ
nicht κ-vollständig ist. Dann finden wir einα < κ und eine Familie
{Xξ ξ < α} von Nullmengen so, daßµ(

⋃
ξ < αXξ) > 0 ist. Dabei dür-

fen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß dieXξ

paarweise disjunkt sind. Wir definieren

X :=
⋃
ξ < α

Xξ undm := µ(X)

und erhalten eine Abbildungf :X −→ α mittels

f(x) = ξ :⇔ x ∈ Xξ,

die ihrerseits die Definition eines Maßes

ν(Y ) :=
1

m
· µ(f−1[Y ])

erlaubt. Man rechnet sofort nach, daß es sich um einσ-additives Maß
aufα handelt, das wegen

ξ < α ⇒ ν({ξ}) =
1

m
· µ(Xξ) = 0

nichttrivial ist. Dies widerspricht jedoch der Minimalität vonκ. �
Um die Analogie zwischen der ersten meßbaren Kardinalzahl und der
kleinsten Kardinalzahl, die ein reellwertiges Maß trägt, noch besser her-
auszuarbeiten, führen wir den Begriff einesκ-additiven Maßes ein. Dazu
definieren wir für{rι ι ∈ J} ⊆ R∑

ι∈ J
rι := sup{

∑
ι∈E

rι E ⊆ J ∧ E ist endlich}.

5.1.17 Definition Ein Maßµ auf einer MengeS heißtκ-additiv, wenn

µ(
⋃
ξ < α

Xξ) =
∑
ξ < α

µ(Xξ)

für alleα < κ und paarweise disjunkte{Xξ ξ < α} ⊆ Pow(S) gilt.

Maße, dieκ-additiv sind, lassen sich durch ihre Nullmengenideale cha-
rakterisieren. Es gilt:
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5. Meßbare Kardinalzahlen

5.1.18 LemmaEin Maßµ auf einer MengeS ist genau dannκ-additiv,
wenn sein Nullmengenidealκ-vollständig ist.

Beweis: Es ist natürlich klar, daß einκ-additives Maß einκ-vollständi-
ges Nullmengenideal hat. Nur die Gegenrichtung erfordert etwas Über-
legung. Wir wollen daher annehmen, daß das NullmengenidealIµ κ-
vollständig ist. Sei nunα < κ und{Xξ ξ < α} eine Familie paarweise
disjunkter Teilmengen vonS, wobei wir annehmen dürfen, daß es ein
ξ < α mit Xξ /∈ Iµ gibt. Es können höchstens abzählbar vieleXξ ein
positives Maß haben. Seien diese{Yn n ∈ ω}. Damit ist

{Xξ ξ < α} = {Yn n ∈ ω} ∪ {Nη η < α′},
wobei α′ ≤ α ist und alle dieNη Nullmengen sind. Wegen derκ-
Vollständigkeit des Nullmengenideals ist dann aber auch

⋃
η < α′ Nη eine

Nullmenge und wir erhalten

µ(
⋃
ξ < α

Xξ)= µ(
⋃
n∈ ω Yn) + µ(

⋃
η < α′ Nη)

=
∑
n∈ ω

µ(Yn) + 0

=
∑
n∈ ω

µ(Yn) +
∑
η < α′

µ(Nη)

=
∑
ξ < α

µ(Xξ). �

Mit Hilfe der Lemmata 5.1.18 und 5.1.16 gelangen wir zu einem befrie-
digenden Analogon von Lemma 5.1.12.

5.1.19 LemmaIst κ die kleinste Ordinalzahl, die ein Maß trägt, so ist
jedes solche Maß bereitsκ-additiv.

Lemma 5.1.19 ist wieder die Motivation der folgenden Definition.

5.1.20 Definition Eine Ordinalzahlκ heißt reellwertig meßbar, wenn
einκ-additives Maß aufκ existiert.

Ist nunµ ein κ-additives Maß aufκ, so gilt µ(X) = 0 für jedesX ⊆
κ mit |X| < κ. Damit kannκ nicht die Vereinigung von weniger als
κ vielen Mengen einer Kardinalität kleiner alsκ sein. Also ist jedes
reellwertig meßbareκ regulär. Wir werden etwas später einsehen, daß
reellwertig meßbare Kardinalzahlen mindestens schwach unerreichbar
sein müssen.
Zunächst sehen wir uns jedoch atomlose Maße genauer an.

5.1.21 LemmaWenn überhaupt eine MengeS existiert, die ein atomlo-
ses Maß trägt, so gibt es bereits einκ ≤ 2ℵ0, das ein Maß trägt.
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Beweis: Seiµ eine atomloses Maß aufS. Der Beweis beruht wesent-
lich auf der Tatsache, daß sich jede MengeX ⊆ S mit positivem Maß
in zwei disjunkte Mengen positiver Maße zerlegen läßt. Dies ist leicht
einzusehen, denn zuX ⊆ S mit µ(X) > 0 muß es einY ⊆ X mit
0 < µ(Y ) < µ(X) geben, da anderenfallsX ein Atom wäre. Setzen
wir Z := X \ Y , so istX die disjunkte Vereinigung vonY undZ und
sowohlY als auchZ haben positives Maß.
Wir definieren nun einen BaumT ⊆ Pow(S), dessen Baumordnung
durch die inverse Mengeninklusion gegeben wird. Die Definition erfolgt
in SchichtenTξ, wobei jedesX ∈ Tξ positives Maß bekommen soll. Wir
beginnen mit

T0 := {S}.

Ist Tξ bereits definiert, so finden wir zu jedemX ∈ Tξ zwei disjunkte
MengenY, Z ⊆ X positiven Maßes mitX = Y ∪ Z. Diese nehmen wir
als unmittelbare Nachfolger vonX in Tξ+1.
Ist schließlichξ eine Limeszahl und ist{Xη η < ξ} ⊆

⋃
β < ξ Tβ derart,

daß

(∀η<ξ)[Xη ∈ Tη] ∧ (∀η<ξ)(∀ζ <η)[Xη ⊆ Xζ ]

gilt undµ(X) > 0 für X :=
⋂
η < ξXη ist, so istX ∈ Tξ.

Schließlich ist

T :=
⋃

ξ ∈On
Tξ.

Wir erinnern daran, daß ein Pfad in einem Baum(T,≤) eine durch die
Baumordnung≤ linear geordnete Teilmenge vonT ist. Ein PfadP heißt
ein PfaddurchT , wennP ein maximaler Pfad inT ist, d.h. inT nicht
mehr verlängert werden kann.
Ist nun{Xη η < α} ein Pfad durch den eben definierten BaumT , so
setzen wir

Yη := Xη \Xη+1.

Dann bildet{Yη η < α} eine disjunkte Familie von Mengen positiven
Maßes, denn wegenµ(Xη) = µ(Xη+1) + µ(Yη) undµ(Xη+1) < µ(Xη)
ist µ(Yη) > 0. Damit ist laut (5.3) aberα < ℵ1. Mit der gleichen Ar-
gumentation ist|Tη| ≤ ℵ0 für alle η < ℵ1, denn nach Konstruktion sind
die Elemente von jedemTη paarweise disjunkt. Also gibt es höchstens
ℵℵ0

0 = 2ℵ0 viele Pfade durchT . Sei{Pξ ξ < κ} eine Aufzählung der
Pfade, deren DurchschnittDξ :=

⋂
{X X ∈ Pξ} nicht leer ist. Da alle

Pξ Pfade durchT sind, muß jedes derDξ eine Nullmenge sein. Nach
Konstruktion sind dieDξ paarweise disjunkt, und zu jedemx ∈ S gibt
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5. Meßbare Kardinalzahlen

es einξ < κ mit x ∈ Dξ. Damit bildet die Familie{Dξ ξ < κ} eine
Partition vonS in Nullmengen. Wir verwenden diese Partition wieder
zur Definition einer Funktionf :S −→ κ mittels

f(x) = ξ :⇔ x ∈ Dξ.

Mit Hilfe dieser Abbildung erhalten wir nun ein Maß aufκ durch

ν(X) := µ(f−1[X]).

Man rechnet mühelos nach, daßν wegen

ν({ξ}) = µ(Dξ) = 0

ein Maß ist. �
Der eben geführte Beweis hat weiter gezeigt, daß jede MengeS, die ein
atomloses Maßµ trägt, eine Partition in höchstens2ℵ0 viele Nullmengen
besitzt. Damit kannµ nicht (2ℵ0)+-additiv sein. Trägt also eine Kardi-
nalzahlκ ein atomlosesκ-additives Maß, so istκ ≤ 2ℵ0. Damit erhalten
wir den folgenden Satz.

5.1.22 SatzIst κ eine reellwertig meßbare Kardinalzahl, so istκ entwe-
der meßbar, oder es istκ ≤ 2ℵ0.

Aus Lemma 5.1.22 folgt nun auch sofort, daß das im Beweis des Lem-
ma 5.1.21 definierte Maß atomlos sein muß. Anderenfalls wäre nämlich
nach Satz 5.1.22κ meßbar und nach Lemma 5.1.16 damit stark uner-
reichbar. Wir haben aberℵ0 < κ ≤ 2ℵ0.
Damit haben wir ein atomloses Maßµ auf einemκ ≤ 2ℵ0, das sich
vermöge der Festsetzung

ν(X) := µ(X ∩ κ)

auf alleX ⊆ 2ℵ0 fortsetzen läßt.
Es bleibt also nur noch zu zeigen, daßι0 ≤ κ für alle reellwertig meßba-
ren Kardinalzahlenκ gilt. Da wir, die Existenz eines atomlosen Maßes
auf einer MengeS vorausgesetzt,κ ≤ 2ℵ0 für die erste reellwertig meß-
bare Kardinalzahl haben, folgt dann die letzte Aussage des Satzes von
ULAM , nämlichι0 ≤ 2ℵ0.
Wir wissen bereits, daß jede reellwertig meßbare Kardinalzahl regulär
ist. Daher müssen wir uns also nur noch klar machen, daß sie darüber
hinaus auch eine Limeskardinalzahl ist. Dazu führen wir den folgenden
Begriff ein:

5.1.23 Definition Seiλ eine Kardinalzahl. Eine Kollektion

{Aξ,η ξ < λ+ ∧ η < λ} ⊆ Pow(λ+)
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heißt eine(λ+, λ)-ULAM -Matrix, wenn die folgenden Bedingungen er-
füllt sind:

(i) (∀ξ1<λ
+)(∀ξ2<λ

+)(∀η<λ)[ξ1 6= ξ2 ⇒ Aξ1,η ∩Aξ2,η = ∅]
(ii) (∀ξ <λ+)[|λ+ \

⋃
η < λAξ,η| ≤ λ].

Wir zeigen nun:

5.1.24 LemmaZu jeder Kardinalzahlλ ≥ ℵ0 existiert eine(λ+, λ)-
ULAM -Matrix.

Beweis: Zu ξ < λ+ wählen wir eine Funktionfξ:λ −→ λ+ so, daß
immerξ ⊆ rng(fξ) gilt. Zu ξ < λ+ undη < λ definieren wir

Aξ,η := {ζ ∈λ+ fζ(η) = ξ}
und behaupten, daß

A := {Aξ,η ξ < λ+ ∧ η < λ}
eine ULAM -Matrix ist.
Zuerst bemerken wir, daß es zu jedemη < λ undζ < λ+ nur einξ < λ+

mit ζ ∈ Aξ,η gibt, nämlichξ := fζ(η). Ist alsoζ ∈ Aξ1,η ∪Aξ2,η, so folgt
ξ1 = fζ(η) = ξ2. Damit erfülltA aber Bedingung(i) der Definition einer
ULAM -Matrix.
Ist nunξ < λ+ undζ > ξ, so gibt es einη < λ mit fζ(η) = ξ, d.h. es ist
ζ ∈ Aξ,η. Damit folgt aber

λ+ \
⋃
η < λ

Aξ,η ⊆ ξ + 1,

woraus sich

|λ+ \
⋃
η < λ

Aξ,η| ≤ λ

ergibt. Damit erfülltA auch die Bedingung(ii) der Definition einer
ULAM -Matrix. �
Als Folgerung erhalten wir:

5.1.25 LemmaAuf keiner Nachfolgerkardinalzahlλ+ kann einλ+-ad-
ditives Maß existieren.

Beweis: Seiλ+ gegeben und

A := {Aξ,η ξ < λ+ ∧ η < λ}
eine (λ+, λ)-ULAM -Matrix. Um zu einem Widerspruch zu gelangen,
nehmen wir an, daß aufλ+ einλ+-additives Maß existiert. Dann gibt es
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5. Meßbare Kardinalzahlen

wegen der Eigenschaft(ii) in der Definition der ULAM -Matrix zu jedem
ξ < λ+ ein ηξ < λ so, daßAξ,ηξ positives Maß hat. Aus Kardinali-
tätsgründen können nicht alleηξ voneinander verschieden sein. Es gibt
daher eine MengeM der Kardinalitätλ+ mit

(∀ξ∈M)(∀ζ ∈M)[ηξ = ηζ]. (i)

Aus (i) folgt aber sofort

(∀ξ∈M)(∀ζ ∈M)[ξ 6= ζ ⇒ Aξ,ηξ ∩Aζ,ηζ = ∅]. (ii)

Mit (ii) haben wir ein Familie paarweise disjunkter Teilmengen vonλ+

der Kardinalitätλ+ vorliegen, die alle positives Maß besitzen. Dies ist
aber unmöglich, da wir das Maß alsλ+-additiv vorausgesetzt haben, und
λ+ ≥ ℵ1 ist. �
Da, wie bereits gezeigt, jede reellwertig meßbare Kardinalzahl regulär
und nach dem eben gezeigten Lemma 5.1.25 auch eine Limeskardinal-
zahl sein muß, erhalten wir als Korollar:

5.1.26 Korollar Jede reellwertig meßbare Kardinalzahl ist schwach un-
erreichbar.

Existiert überhaupt ein atomloses Maß, so ist nach Lemma 5.1.21 und
Satz 5.1.22 die erste reellwertig meßbare Kardinalzahl≤ 2ℵ0. Damit gilt
dann aber auchι0 ≤ 2ℵ0, und wir haben die letzte noch offene Behaup-
tung des Satzes von ULAM bewiesen.

5.2 Ultraprodukte und Ultrapotenzen

Wir haben im Abschnitt über das Maßproblem dargestellt, wie zweiwer-
tige Maße mit Ultrafiltern zusammenhängen. Ultrafilter spielen in der
Modelltheorie eine wichtige Rolle, die wir am Beispiel der SpracheL(∈)
der Mengenlehre in diesem Abschnitt erläutern wollen.
Sei dazuS eine Menge undU ein Ultrafilter aufS. Weiter sei für jedes
x ∈ S eineL(∈)-StrukturAx = (Ax, Ex) gegeben. Auf dem Produkt

A :=
∏
x∈ S

Ax

definieren wir eine Relation

f =U g :⇔ {x∈S f(x) = g(x)} ∈ U. (5.5)

WegenS ∈ U haben wir

f =U f (5.6)
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für allef ∈ A. DaU gegenüber Durchschnitten abgeschlossen ist, folgt

f =U g ∧ g =U h ⇒ f =U h (5.7)

und schließlich haben wir

f =U g ⇒ g =U f

als unmittelbare Folgerung der Definition (5.5). Damit liegt eine Äqui-
valenzrelation aufA vor und wir definieren

[f ]U := {g∈A f =U g},
wobei wir den unteren IndexU immer fortlassen, wenn aus dem Zusam-
menhang klar ist, auf welchen Ultrafilter wir uns beziehen. Wir betrach-
ten nun die Klasse der Äquivalenzklassen

A/U = {[f ]U f ∈ A}
und definieren

[f ] ∈U [g] :⇔ {x∈S f(x) Ex g(x)} ∈ U,
wobei wir nachzuweisen haben, daß diese Definition unabhängig von
Repräsentanten ist. Ist nämlichf1 ∈ [f ] undg1 ∈ [g], so sind

M1 := {x∈S f1(x) = f(x)} ∈ U,
M2 := {x∈S g1(x) = g(x)} ∈ U

und

M3 := {x∈S f(x) Ex g(x)} ∈ U.
Also ist

M := {x∈S f1(x) Ex g1(x)} ⊇M1 ∩M2 ∩M3 ∈ U
und damitM ∈ U , d.h. wir haben

[f ] ∈U [g] ∧ [f1] = [f ] ∧ [g1] = [g] ⇒ [f1] ∈U [g1].

Damit ist∈U wohldefiniert. Wir schreiben manchmal auchf ∈U g an-
statt[f ] ∈U [g].
Damit wird

AU := (A/U,∈U)

zu einerL(∈)-Struktur. Man nenntAU dasUltraproduktder Strukturen
Ax. Die wichtige Rolle von Ultraprodukten erhellt der folgende Satz, der
auch für beliebige Sprachen erster Stufe gilt.
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5.2.1 Satz (Fundamentalsatz über Ultraprodukte)SeiS eine Menge,
U ein Ultrafilter aufS und{Ax x ∈ S} eine Familie vonL(∈)-Struktu-
ren. Für jede Formelϕ(x1, . . . , xn), die keine weiteren freien Variablen
enthält, und jedes Tupelf1, . . . , fn ∈

∏
x∈ S Ax gilt dann

AU |= ϕ([f1], . . . , [fn]) ⇔ {x Ax |= ϕ(f1(x), . . . , fn(x))} ∈ U.

Ist insbesondereϕ ein Satz, so haben wir

AU |= ϕ ⇔ {x Ax |= ϕ} ∈ U.

Beweis:Wir führen Induktion nach der Länge der Formelϕ(x1, . . . , xn),
wobei wir uns auf die logischen Zeichen∧,¬ und∃ beschränken dürfen.
Istϕ(x1, . . . , xn) die Formelxi = xj oderxi ∈ xj, so haben wir

AU |= [fi] = [fj]⇔ {x fi(x) = fj(x)} ∈ U
⇔ {x Ax |= fi(x) = fj(x)} ∈ U

bzw.

AU |= [fi] ∈ [fj] ⇔ {x Ax |= fi(x) ∈ fj(x)} ∈ U.

Ist ϕ(x1, . . . , xn) ≡ ϕ1(x1, . . . , xn) ∧ ϕ2(x1, . . . , xn), so erhalten wir
mit der Induktionsvoraussetzung

AU |= ϕ([f1], . . . , [fn])

⇔ AU |= ϕ1([f1], . . . , [fn]) undAU |= ϕ2([f1], . . . , [fn])

⇔ {x Ax |= ϕ1(f1(x), . . . , fn(x))} ∈ U
und{x Ax |= ϕ2(f1(x), . . . , fn(x))} ∈ U

⇔ {x Ax |= ϕ1(f1(x), . . . , fn(x)) ∧ ϕ2(f1(x), . . . , fn(x))} ∈ U ,

dennU ist abgeschlossen gegenüber Durchschnitten und Obermengen.
Istϕ(x1, . . . , xn) ≡ ¬ψ(x1, . . . , xn), so erhalten wir mit der Induktions-
voraussetzung und der Ultrafiltereigenschaft vonU

AU |= ϕ([f1], . . . , [fn])⇔ AU 6|= ψ([f1], . . . , [fn])
⇔ {x Ax |= ψ(f1(x), . . . , fn(x))} /∈ U
⇔ {x Ax 6|= ψ(f1(x), . . . , fn(x))} ∈ U
⇔ {x Ax |= ϕ(f1(x), . . . , fn(x))} ∈ U.

Gilt schließlichϕ(x1, . . . , xn) ≡ (∃y)ψ(x1, . . . , xn, y) und

AU |= ϕ([f1], . . . , [fn]),

so gibt es einf ∈
∏

x∈ S Ax mit

AU |= ψ([f1], . . . , [fn], [f ]).
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Damit ist

{x Ax |= ψ(f1(x), . . . , fn(x), f(x))} ∈ U
und damit auch

{x Ax |= (∃y)ψ(f1(x), . . . , fn(x), y)} ∈ U,
dennU ist abgeschlossen gegenüber Obermengen.
Ist umgekehrt

M := {x Ax |= (∃y)ψ(f1(x), . . . , fn(x), y)} ∈ U,
so haben wir zu jedemx ∈M einyx ∈ Ax mit

Ax |= ψ(f1(x), . . . , fn(x), yx)

und wir definieren

g(x) :=

{
yx falls x ∈M
beliebiges Element inAx sonst.

Dann istg ∈
∏

x∈ S Ax, und es gilt

{x Ax |= ψ(f1(x), . . . , fn(x), g(x))} = M ∈ U.
Nach Induktionsvoraussetzung folgt

AU |= ψ([f1], . . . , [fn], [g])

und damit auch

AU |= (∃y)ψ([f1], . . . , [fn], y). �
Ein wichtiger Spezialfall von Ultraprodukten ist dieUltrapotenz, in der
alle StrukturenAx identisch sind. Ist alsoA = (A,E) eineL(∈)-
Struktur, so sei

UltU(A) =

(
(
∏
x∈ S

A)/U,∈U

)
.

Als eine unmittelbare Folgerung des Fundamentalsatzes für Ultrapro-
dukte erhalten wir den folgenden Satz:

5.2.2 SatzDie UltrapotenzUltU(A) zu einer StrukturA ist elementar
äquivalent zuA, d.h. für jedenL(∈)-Satzϕ gilt:

UltU(A) |= ϕ ⇔ A |= ϕ.

Beweis:Nach dem Fundamentalsatz gilt
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UltU(A) |= ϕ ⇔ {x ∈ S A |= ϕ} ∈ U.
Da{x∈S A |= ϕ} entwederS oder∅ und∅ /∈ U ist, folgt

UltU(A) |= ϕ ⇔ A |= ϕ. �
Im engen Zusammenhang mit elementarer Äquivalenz stehen elementare
Einbettungen. Um diesen hier zu erhalten, definieren wir

j:A −→ UltU(A)

wie folgt:
Zunächst betrachten wir zu jedema ∈ A die konstante Abbildung

ca:S −→ A

mit

ca(x) := a.

Dann istca ∈
∏

x∈ S A, und wir definieren

jU(a) := [ca]U .

Wir nennenj die kanonische Einbettungvon A in UltU(A). Wir wol-
len nun festhalten, daß wir mit der kanonischen Einbettung bereits eine
elementare Einbettung vonA in UltU(A) gefunden haben.

5.2.3 LemmaDie kanonische Einbettung

j:A −→ UltU(A)

ist elementar, d.h. für jede Formelϕ(x1, . . . , xn) ohne weitere freie Va-
riablen und jedesn-Tupela1, . . . , an ∈ A gilt

A |= ϕ(a1, . . . , an) ⇔ UltU(A) |= ϕ(j(a1), . . . , j(an)).

Beweis: Auch dies ist eine unmittelbare Konsequenz des Fundamental-
satzes. Es gilt ja

UltU(A) |= ϕ(j(a1), . . . , j(an)) ⇔ UltU(A) |= ϕ([ca1
], . . . , [can])

⇔ {x∈S A |= ϕ(a1, . . . , an)} ∈ U
⇔ A |= ϕ(a1, . . . , an). �

Man sollte an dieser Stelle erwähnen, daß für Haupt-UltrafilterU die
kanonische EinbettungjU ein Isomorphismus wird. Zunächst ist klar,
daß wegen

x 6= y ⇔ M |= j(x) 6= j(y) ⇔ j(x) 6= j(y)
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jede elementare Einbettungj injektiv ist. IstU ein Haupt-Ultrafilter, so
gibt es nach Lemma 5.1.3 einu ∈ S mit

M ∈ U ⇔ u ∈M.

Zu [f ] ∈ UltU(A) seia := f(u) ∈ A. Dann gilt aber

[f ] = [ca] = j(a),

denn es ist jaf(u) = a = ca(u), also

{x∈S f(x) = ca(x)} ∈ U.
Damit ist j auch surjektiv und somit ein Isomorphismus. Um nichttri-
viale Einbettungen zu erhalten, werden wir uns daher mit Ultrafiltern zu
beschäftigen haben, die keine Hauptfilter sind.

Wenn wir versuchen, Ultraprodukte und Ultrapotenzen innerhalb un-
seres Mengenuniversums zu bauen, so stoßen wir sofort auf die Schwie-
rigkeit, daß für einen UltrafilterU die Äquivalenzklasse[f ]U im allge-
meinen eine echte Klasse wird. Wir behelfen uns daher mit dem Lokali-
sierungsprinzip, wie wir es in (4.14) angegeben haben.
Beginnend mit dem UniversumV und einer MengeS definieren wir wie
vorher die Äquivalenzrelationf =U g für f, g ∈ SV . Die Äquivalenz-
klassen jedoch lokalisieren wir zu

[f ]U := {g∈SV g =U f ∧ (∀h∈SV)[h =U f ⇒ rk(g) ≤ rk(h)]},

d.h.

[f ]U = τ([f ])

in der Terminologie von (4.14), wenn[f ] die alte Äquivalenzklasse be-
deutet, die im allgemeinen eine echte Klasse ist. Schließlich definieren
wir die Ultrapotenz

UltU(V) = {[f ]U f ∈ SV},
die mit [f ]U ∈U [g]U :⇔ {x f(x) ∈ g(x)} ∈ U wieder zu einer
L(∈)-Struktur wird, für die der Fundamentalsatz gilt. Damit sindV und
UltU(V) elementar äquivalent. DaV ein Modell des Fundierungssche-
mas ist, gilt dies ebenso in UltU(V). Damit hat jede nicht leere Klasse,
die sich durch eineL(∈)-Formel beschreiben läßt, ein∈-minimales Ele-
ment. Das bedeutet abernicht, daß UltU(V) generell wohlfundiert ist.
Wir erinnern daran, daß eineL(∈)-StrukturA = (A,E) wohlfundiert
heißt, wenn jede TeilklasseB ⊆ A, die nicht leer ist, einE-minimales
Element besitzt und für jedesa ∈ A die Klasse{b∈A b E a} eine
Menge ist.
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Die Tatsache, daß jede nicht leere Teilklasse vonA ein E-minimales
Element besitzt, ist äquivalent dazu, daß es keine Funktion

f :ω −→ A

gibt mit

(∀n∈ω)[f(n+ 1) E f(n)].

Gibt es nämlich eine Funktionf , so ist ja die Klasse

{f(n) n ∈ ω}

nicht fundiert. Ist umgekehrt(A,E) nicht fundiert, so haben wir ein
nicht leeresB ⊆ A ohneE-minimales Element. Wir wählen einx ∈ B
und definierenf(0) = x. Haben wirf(0), . . . , f(n) ∈ B so gewählt,
daßf(n) E . . . E f(0) gilt, so gibt es einy ∈ B mit y E f(n) da
anderenfallsf(n) in B E-minimal wäre. Wir definieren dannf(n +
1) := y und haben so durch Rekursion einf :ω −→ A definiert, für das
(∀n)[f(n+ 1) E f(n)] gilt.
Wir suchen nun nach Bedingungen dafür, daß die Ultrapotenz vonV
selbst wieder wohlfundiert ist.

5.2.4 LemmaDie UltrapotenzUltU(V) ist genau dann fundiert, wennU
einσ-vollständiger Ultrafilter ist.

Beweis: Sei zunächstU σ-vollständig. Nehmen wir an, daß UltU(V)
nicht fundiert ist, so finden wir eine FolgeF0, F1, . . . , Fn, . . . in UltU(V)
mit

Fn+1 ∈U Fn
für allen ∈ ω. D.h. wir haben

Mn := {x∈S Fn+1(x) ∈ Fn(x)} ∈ U

für alle n ∈ ω. Damit ist aber auch
⋂
n ∈ ωMn ∈ U . Für einx ∈⋂

n∈ ωMn gilt dann aber

(∀n∈ω)[Fn+1(x) ∈ Fn(x)],

was der Wohlfundiertheit vonV widerspricht.
Damit ist eine Richtung gezeigt. Für die Gegenrichtung nehmen wir an,
daßU nichtσ-vollständig ist. Dann gibt es eine Partition

S =
⋃
n∈ ω

Mn

mit Mn /∈ U für allen ∈ ω. Definieren wir
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Nk :=
⋃
n≤ k

Mn,

so gilt auchNk /∈ U für alle k ∈ ω. Bezeichnen wir mitNk das Kom-
plement vonNk in S, so haben wirNk ∈ U . SeiG:S −→ ω durch

G(x) := min{n∈ω x ∈Mn}

definiert. Wir definieren eine Familie von Funktionenfk:S −→ V ver-
möge

fk(x) :=

{
G(x)− k falls k < G(x)
0 sonst.

Fürx ∈ Nk gilt dannG(x) > k und damitfk+1(x) < fk(x). Also ist

U 3 Nk ⊆ {x∈S fk+1(x) ∈ fk(x)}

und es folgt[fk+1] ∈U [fk]. Damit ist UltU(V) nicht fundiert. �
Nun haben wir die Äquivalenzklassen[f ] in UltU(V) ja gerade so einge-
führt, daß es einα ∈ On mit [g] ∈ Vα gibt. Für jedes[f ] ∈U [g] folgt
rk([f ]) ≤ α, denn zuf0 =U f undg0 =U g kann manf ′ =U f0 durch

f ′(x) :=

{
f0(x) falls f0(x) ∈ g0(x)
∅ sonst

definieren. Nun gilt rk(f ′) ≤ rk(g0). Damit ist

{[f ] [f ] ∈U [g]} ∈ Vα+1 ⊆ V.

Gehen wir daher von einemσ-vollständigen UltrafilterU aus, so ist
UltU(V) eine wohlfundierteL(∈)-Struktur. Damit können wir deren
MOSTOWSKI-Kollapsπ[UltU(V)] bilden und gelangen so zu einer tran-
sitivenL(∈)-Struktur. Also haben wir

V jU−→UltU(V) π−→ π[UltU(V)], (5.8)

wobei π der Isomorphismus auf den MOSTOWSKI-Kollaps ist, wie er
in Abschnitt 3.3 eingeführt wurde. Wir wollen im folgenden in der Re-
gel UltU(V) mit seinem MOSTOWSKI-Kollaps identifizieren und daher
UltU(V) als transitive Klasse annehmen. Gemäß (5.8) haben wir dann
eine elementare Einbettung vonV in eine transitive Klasse vorliegen.
Da dies eine im folgenden immer wiederkehrende Situation ist, wollen
wir uns diese einmal genauer ansehen.
Sei daher

j:V −→ M
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eine elementare Einbettung in eine transitive KlasseM . Dabei wollen
wir annehmen, daßj nicht trivial, d.h. nicht die Identität ist.
Für ∆-Formelnϕ(x1, . . . , xn) haben wir

ϕ(x1, . . . , xn) ⇔ M |= ϕ(j(x1), . . . , j(xn))

⇔ ϕ(j(x1), . . . , j(xn)),

(5.9)

wobei wir für die letzte Äquivalenz die Absolutheit vonϕ für alle transi-
tiven Klassen ausgenutzt haben. Ist nunF eineΣ-Funktion (und besitzt
daher einen∆-Graphen), so ist

j(F (x1, . . . , xn)) = F (j(x1), . . . , j(xn)). (5.10)

Ist nämlichϕ(x1, . . . , xn, y) die ∆-Formel, die den Graphen vonF be-
schreibt, so folgt

F (x1, . . . , xn) = y ⇔ ϕ(x1, . . . , xn, y)

⇔ M |= ϕ(j(x1), . . . , j(xn), j(y))

⇔ ϕ(j(x1), . . . , j(xn), j(y))

⇔ F (j(x1), . . . , j(xn)) = j(y).

Mit Lemma 4.6.11 ergeben sich jetzt viele elementare Identitäten, bei-
spielsweise geltenj(x ∩ y) = j(x) ∩ j(y), j(x \ y) = j(x) \ j(y) und
j({x}) = {j(x)}.
Seiα ∈ On. Dax ∈ On eine∆0-Formel ist, folgtj(α) ∈ On. Wegen

α < β ⇔ j(α) < j(β)

bekommen wir

α ≤ j(α) ∈ On∩M, (5.11)

was wegen der Transitivität vonM zuα ∈M führt. Damit gilt

On⊆M. (5.12)

Es istj(0) = 0 und

j(α+ 1) = j(α ∪ {α}) = j(α) ∪ {j(α)} = j(α) + 1.

Daω von der∆0-Formel

Lim(x) ∧ (∀y∈x)(¬Lim(y))

als Punkt definiert werden kann, folgtj(ω) = ω mit (5.9). Also wissen
wir

(∀α≤ω)[j(α) = α]. (5.13)
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5.2.5 LemmaSind die MengenXα uniform inα definierbar, gibt es also
eineL(∈)-Formelϕ mit

x ∈ Xα ⇔ ϕ(x, α),

so gilt für alleα

x ∈ j(Xα) ⇔ x ∈M ∧ M |= x ∈ Xj(α).

Beweis: Sei α gegeben. Wir setzenZ := Xα = {x ϕ(x, α)} und
erhalten

(∀x)(x ∈ Z ↔ ϕ(x, α))

⇒ M |= (∀x)(x ∈ j(Z)↔ ϕ(x, j(α)))

⇒ (∀x∈M)(x ∈ j(Z)↔ x ∈M ∧ M |= x ∈ Xj(α)).

Wegenj(Z) ⊆M ist die Behauptung bewiesen. �
Interessanterweise legt jede elementare Einbettung ihre Bildklasse ein-
deutig fest. Wir zeigen:

5.2.6 Lemma Ist j:V −→ M eine elementare Einbettung in eine tran-
sitive Klasse, so istM =

⋃
α∈Onj(Vα).

Beweis: Seix ∈M gegeben. Mit etwas Mühe sieht man ein, daß dieVα
uniform inα definierbar sind, sagen wir durchψ(x, α). Weil ZFC inM
gilt, haben wir

M |= γ ≤ δ → (∀z)(ψ(z, γ)→ ψ(z, δ)) (i)

undM |= (∃α)ψ(x, α). Insbesondere existiert einα mit M |= ψ(x, α).
Aus (5.11) und (i) folgtM |= ψ(x, j(α)), und Lemma 5.2.5 bestätigt
x ∈ Vj(α). �
Mit (4.12) und demΣ-Rekursionssatz (Satz 4.8.2) sehen wir sofort, daß
die Rangfunktion rk(x) eineΣ-Funktion ist. Damit ist speziell

j(rk(x)) = rk(j(x)). (5.14)

Dies ist der Schlüssel im Beweis des folgenden Lemmas.

5.2.7 LemmaGilt j(α) = α für alle α < κ, so gilt auchj(x) = x für
allex ∈ Vκ.
Beweis: Wir führen Induktion nach rk(x). Es gilt

y ∈ x ⇔ M |= j(y) ∈ j(x)

⇔ j(y) ∈ j(x)

⇔ y ∈ j(x),
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wobei wir in der Richtung von unten nach oben in der letzten Äquiva-
lenz rk(j(x)) = j(rk(x)) = rk(x) benötigen, um die Induktionsvoraus-
setzung anwenden zu können. �
Eine wichtige Folgerung dieses Lemmas formulieren wir als Korollar.

5.2.8 Korollar Ist j:V −→ M eine nichttriviale elementare Einbettung,
so ist die Menge{α∈On j(α) 6= α} nicht leer. Wir definieren

cr(j) := min{α∈On j(α) 6= α}
und nennencr(j) denkritischen Punktder Einbettungj.

Als eine Folgerung von Korollar 5.2.8 und Lemma 5.2.7 erhalten wir:

5.2.9 Lemma Ist j:V −→ M eine elementare Einbettung in eine tran-
sitive KlasseM mit kritischem Punktκ, so istj �Vκ = idVκ.

Wegen (5.11) gilt insbesondere

cr(j) < j(cr(j)). (5.15)

Das zeigt, daß man sich nicht zu dem Trugschluß verleiten lassen sollte,
daßj(x) = {j(y) y ∈ x} ist. Ist nämlichκ der kritische Punkt der
Einbettung, so gilt

{j(α) α < κ} = {α α < κ} = κ < j(κ).

Als eine weitere Folgerung aus Lemma 5.2.9 erhalten wir

j(X) ∩ Vκ = X (5.16)

für alleX ⊆ Vκ, denn fürx ∈ Vκ gilt

x ∈ j(X) ⇔ j(x) ∈ j(X)

⇔ x ∈ X.
WegenVκ ⊆ Vj(κ) = j(Vκ) erhalten wir mittels Aussonderung inM und
der∆-Definierbarkeit des Graphen der Rang-Funktion

Vκ = {x ∈ j(Vκ) rk(x) < κ}
= {x ∈ j(Vκ) M |= rk(x) < κ} ∈M.

Dies können wir nutzen, um

Vκ+1 ⊆M (5.17)

zu zeigen. Ist nämlichx ∈ Vκ+1, so erhalten wirx = j(x) ∩ Vκ ∈ M
durch (5.16). Jetzt bekommen wir auch

(∀X⊆Vκ)[PowM(X) = Pow(X)], (5.18)
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denn wegen (5.17) gilt

PowM(X) = {y∈M M |= y ⊆ X}
= {y∈M y ⊆ X}
= Pow(X) ∩M = PowX.

Durch Induktion nachα erhalten wir aus (5.18) dann

(∀α≤κ+ 1)[VM
α = Vα], (5.19)

denn beispielsweise gilt für jede Limeszahlα ≤ κ

x ∈ V M
α ⇔ M |= (∃β<α)(x ∈ Vβ)

⇔ (∃β<α)(M |= x ∈ Vβ)

⇔ (∃β<α)(x ∈ V M
β ),

was per Induktionsvoraussetzung zux ∈ Vα äquivalent ist.
Fürν < κ gilt

j(
⋂
α< ν

Xα) =
⋂
α< ν

j(Xα). (5.20)

Dazu setzen wirf := {(α,Xα) α < ν}. Wegen Fkt(f) gilt auch Fkt(g)
für g := j(f). Istα < ν beliebig vorgegeben, so haben wir fürY := Xα

offensichtlich(∃p∈f)(P1(p) = α ∧ P2(p) = Y ), und dies führt direkt
zu (∃p∈g)(P1(p) = j(α) ∧ P2(p) = j(Y )). Mit j(α) = α folgt

g(α) = j(Xα). (i)

FürZ :=
⋂
α< ν Xα können wir von

(∀x)(x ∈ Z ↔ (∀α<ν)(x ∈ f(α)))

wegenj(ν) = ν zu

(∀x∈M)(x ∈ j(Z)↔ (∀α<ν)(x ∈ g(α)))

gelangen, was wegen (i) die Behauptung ergibt. �
Sei nunU ein σ-vollständiger Ultrafilter auf einer MengeS. Wir be-
trachten die elementare Einbettung

j:U −→ UltU(V),

wobei wie vereinbart UltU(V) der MOSTOWSKI-Kollaps ist, d.h. wir ha-
ben

j(x) = π([cx]).

165



5. Meßbare Kardinalzahlen

Ist nunU ein Hauptfilter, so gibt es einu ∈ S mit

X ∈ U ⇔ u ∈ X.

Wir zeigen durch Induktion, daß dann

(∀α∈On)[j(α) = α] (5.21)

gilt. Es ist ja

j(α) = π([cα]) = {π([f ]) [f ] ∈U [cα]} = {π([f ]) f(u) ∈ α}. (i)

Daf(u) dann eine Ordinalzahlγ < α ist, erhalten wir aus (i) zusammen
mit der Induktionsvoraussetzung

j(α) = {π([cγ]) γ < α} = {γ γ < α} = α. �

Aus (5.21) und Lemma 5.2.7 folgt dann, daß die kanonische Einbettung
für Hauptfilter trivial ist. Sei nunκ eine meßbare Kardinalzahl. Wir
haben dann einenκ-vollständigen UltrafilterU aufκ, der kein Hauptfilter
ist. Die kanonische Einbettung

j:V −→ UltU(V)

ist also nicht von vornherein trivial. Wir zeigen zunächst

j �κ = idκ. (5.22)

Zu α < κ und [f ] < [cα] gibt es einγ < α mit {x f(x) = γ} ∈ U ,
da wir sonst im Widerspruch zu Lemma 5.1.5 eine Partition vonκ in
α < κ viele Teilmengen erhalten würden, die alle nicht inU liegen.
Durch Induktion nachα < κ zeigen wir

j(α) = α. (i)

Aus der obigen Feststellung erhalten wir zusammen mit der Induktions-
voraussetzung

j(α) = π([cα])= {π([f ]) [f ] < [cα]} = {π([cγ]) γ < α}
= {j(γ) γ < α} = α. �

Andererseits gilt

{α idκ(α) < κ} = κ ∈ U,

woraus sich

[idκ] < [cκ]

ergibt. Fürα < κ ist
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{ζ <κ α < idκ(ζ)} ∈ U,

denn das Komplement dieser Menge hat eine Kardinalität< κ und kann
deshalb nicht zuU gehören. Also haben wir für alleα < κ

[cα] < [idκ] < [cκ],

woraus sich sofort

α = j(α) = π([cα]) < π([idκ]) < π([cκ]) = j(κ)

ergibt. Damit ist

κ ≤ π([idκ]) < j(κ). (5.23)

Aus (5.23) und (5.22) ergibt sich, daßj eine nichttriviale Einbettung mit
kritischem Punktκ ist.
Ist andererseitsj:V −→ M eine nichttriviale Einbettung in eine transi-
tive KlasseM mit kritischem Punktκ, so definieren wir

U := {X⊆κ κ ∈ j(X)}.

Wir wollen zeigen, daßU ein κ-vollständiger Ultrafilter aufκ ist, der
kein Hauptfilter ist.
Wegenj(0) = 0 undκ < j(κ) haben wir∅ /∈ U undκ ∈ U .
SindX, Y ∈ U , so giltκ ∈ j(X) undκ ∈ j(Y ). Nach (5.10) gilt aber
j(X ∩ Y ) = j(X) ∩ j(Y ) und es folgtκ ∈ j(X ∩ Y ).
Ist X ∈ U mit X ⊆ Y , so ergibt sich mit (5.9)κ ∈ j(X) ⊆ j(Y ) und
daherY ∈ U .
Somit liegt ein Filter vor. Es gilt nun fürX ⊆ κ

X /∈ U ⇔ κ /∈ j(X) ⇔ κ ∈ j(κ) \ j(X)

⇔ κ ∈ j(κ \X) ⇔ κ \X ∈ U
– wobei wir wieder (5.10) benutzt haben – undU ist ein Ultrafilter.
U ist aber auch kein Hauptfilter. Für jedesα < κ haben wir ja

j({α}) = {j(α)} = {α}

und damit niemalsκ ∈ j({α}).
Es bleibt zu zeigen, daßU κ-vollständig ist. Sei alsoν < κ und

{Xα α < ν} ⊆ U.

Wir haben dann(∀α<κ)(κ ∈ j(Xα)), woraus mit (5.20)

κ ∈
⋂
α< ν

j(Xα) = j(
⋂
α< ν

Xα)
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folgt. Damit ist
⋂
α< ν Xα ∈ U . Also istU κ-vollständig. �

Wir haben damit den folgenden Satz bewiesen.

5.2.10 SatzEine Kardinalzahlκ ist genau dann meßbar, wenn es eine
elementare Einbettungj:V −→ M in eine transitive KlasseM gibt,
deren kritischer Punktκ ist.

Bevor wir meßbare Kardinalzahlen weiter untersuchen, wollen wir fest-
halten, daß es in der konstruktiblen Welt keine meßbaren Kardinalzahlen
geben kann.

5.2.11 Satz (Satz vonSCOTT) Gilt V = L, so existiert keine meßbare
Kardinalzahl.

Beweis: Zuerst bemerken wir, daß die Eigenschaft, eine meßbare Kardi-
nalzahl zu sein, durch eineL(∈)-Formel beschrieben werden kann. Für
κ ∈ Card ist „κ ist meßbar“ nämlich äquivalent zu

(∃U)[U ⊆ Pow(κ) ∧ ∅ /∈ U ∧ κ ∈ U
∧ (∀a∈U)(∀b∈U)[a ∩ b ∈ U ]

∧ (∀a∈U)(∀b⊆κ)[a ⊆ b ⇒ b ∈ U ]

∧ (∀x∈κ)(∃u∈U)[x /∈ u]

∧ (∀a⊆κ)[a ∈ U ⇔ κ \ a /∈ U ]

∧ (∀α∈κ)(∀F )[Fkt(F ) ∧ dom(F ) = α ∧ rng(F ) ⊆ U
⇒
⋂
γ < α F (γ) ∈ U ]].

Dann können wir aber auch durch

„κ ist meßbar“ ∧ (∀ν∈κ)[ „ν ist nicht meßbar“]

ausdrücken, daßκ die kleinste meßbare Kardinalzahl ist.
Um einen Widerspruch zu erlangen nehmen wir an, daßκ die kleinste
meßbare Kardinalzahl ist. Nach Satz 5.2.10 haben wir dann eine ele-
mentare Einbettung

j:V −→ M

in eine transitive KlasseM ⊆ V , die laut (5.12) alle Ordinalzahlen ent-
hält. DaM undV elementar äquivalent sind, istM ein Modell vonZFC
und damit gilt nach Satz 4.8.5

L ⊆M ⊆ V = L. (i)

Da κ die kleinste meßbare Kardinalzahl ist und sich dies durch eine
L(∈)-Formel mit der einzigen Konstantenκ beschreiben läßt, gilt

M |= „j(κ) ist kleinste meßbare Kardinalzahl“.
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Zusammen mit (i) folgt daher

V |= „j(κ) ist kleinste meßbare Kardinalzahl“.

Das aber steht im Widerspruch zuκ < j(κ). �
Kehren wir zurück zu Satz 5.2.10. Die Konstruktion des Ultrafilters zur
elementaren Einbettungj:V −→ M gibt Anlaß zu folgender Beobach-
tung.

5.2.12 SatzIst j:V −→ M eine elementare Einbettung mit kritischem
Punktκ undU := {X⊆κ κ ∈ j(X)} sowieUlt := UltU(V), so gibt es
eine elementare Abbildungk: Ult −→ M , die das Diagramm in Abbil-
dung 5.2.1 kommutativ macht.

k
jU

j

Ult

V M

Abbildung 5.2.1: Diagramm zu Satz 5.2.12

Beweis: Die Elemente von Ult haben die Gestalt[f ] und wir definieren

k([f ]) := (j(f))(κ). (i)

Als erstes müssen wir zeigen, daß die Definition in (i) unabhängig vom
Repräsentanten ist. Sei also[f ] = [g]. Dann ist

X := {α∈κ f(α) = g(α)} ∈ U
und damit

κ ∈ j(X) = {α∈ j(κ) (jf)(α) = (jg)(α)},
d.h. (jf)(κ) = (jg)(κ).
Als nächstes haben wir zu zeigen, daßk elementar ist. Seiϕ(x1, . . . , xn)
eineL(∈)-Formel ohne weitere freie Variablen und

Ult |= ϕ([f1], . . . , [fn]).

Dann ist

X := {α∈κ ϕ(f1(α), . . . , fn(α))} ∈ U,
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d.h.

κ ∈ j(X) = {α∈ j(κ) M |= ϕ((jf1)(α), . . . , (jfn)(α))}. (ii)

Wegenk([fi]) = (jfi)(κ) folgt aus (ii)

M |= ϕ(k([f1]), . . . , k([fn])).

Damit istk elementar.
Zuletzt haben wir

j(x) = k(jU(x)) = k([cx])

zu zeigen. Es ist aber

k([cx]) := (jcx)(κ) = j(x),

und alles ist gezeigt. �

5.3 Weitere Eigenschaften meßbarer Kardinalzahlen

Bislang haben wir eingesehen, daß meßbare Kardinalzahlen zumindest
unerreichbar sind. In diesem Abschnitt wollen wir einsehen, daß sie
sogar noch deutlich größer sind. Als Vorbereitung zeigen wir

5.3.1 Lemma Ist j:V −→ M eine elementare Einbettung in eine tran-
sitive KlasseM mit kritischem Punktκ undX ⊆ κ club in κ, so gilt
κ ∈ j(X).

Beweis: Wir beobachten zuerst, daß wegenj �κ = idκ für jedesX ⊆ κ,
das club inκ ist, schon

j(X) ∩ κ = X

ist. DaX club inκ ist, gilt

M |= (∀f)[Fkt(f) ∧ dom(f) < j(κ) ∧ rng(f) ⊆ j(X)
⇒ sup(rng(f)) ∈ j(X)]

Wählen wirf als idκ, so erhalten wirκ = supX ∈ j(X). �
Als unmittelbare Folgerung erhalten wir aus Lemma 5.3.1:

5.3.2 SatzJede meßbare Kardinalzahl ist eineMAHLOzahl.

Beweis: Sei κ eine meßbare Kardinalzahl undj:V −→ M eine ele-
mentare Einbettung in eine transitive KlasseM mit kritischem Punktκ.
Da wir κ schon als unerreichbar nachgewiesen haben, haben wir nur zu
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zeigen, daß die MengeC := R ∩ κ der regulären Kardinalzahlen unter-
halb vonκ stationär inκ ist. Dazu beobachten wir zuerst, daß

σ ∈ R ⇔ σ ∈ Card∧ ω ≤ σ

∧ (∀f)[Fkt(f) ∧ dom(f) < σ ∧ rng(f) ⊆ σ
⇒ sup(rng(f)) < σ]

gilt; R also durch eineΠ-Formel beschrieben wird. Damit istR abwärts
persistent. Wegenκ ∈ R gilt daher auch

M |= κ ∈ R,
und wegen

j(C) = {x∈M M |= x ∈ R ∧ x < j(κ)}
somit auchκ ∈ j(C). Ist nunX ⊆ κ club inκ, so gilt nach Lemma 5.3.1
aber auchκ ∈ j(X). Also haben wir

κ ∈ j(X) ∩ j(C) = j(X ∩ C).

Also ist j(X ∩ C) 6= ∅ und daher gilt auchM |= j(X ∩ C) 6= ∅. Damit
folgt X ∩ C 6= ∅ undC ist stationär inκ. �
Meßbare Kardinalzahlen sind allerdings noch viel größer als die erste
MAHLOzahl. Um dies besser beschreiben zu können führen wir die
MAHLOableitungM(X) einer KlasseX ein als

M(X) := {α X ∩ α ist stationär inα}.
Wir definieren nun eine HierarchieMα durch

M0 := I , die Klasse der unerreichbaren Kardinalzahlen
Mα+1 := M(Mα)
Mλ :=

⋂
ξ < λMξ für λ ∈ Lim.

Dann istM1 die Klasse der MAHLOzahlen. Die Zahlen inM2 bezeichnet
man oft alshyper-MAHLOzahlen, die inM3 als hyper-hyper-MAHLO-
zahlenund so fort. Um eine Vorstellung von der Größe dieser Kardinal-
zahlen zu erhalten, muß man sich klarmachen, daß für jedesκ ∈ Mα+1

stets|κ ∩Mα| = κ gilt. Es gibt daherκ-viele unerreichbare Kardinal-
zahlen unterhalb jeder MAHLOzahlκ, κ-viele MAHLOzahlen unterhalb
jeder hyper-MAHLOzahlκ und so fort. Meßbare Kardinalzahlen sind so
groß, daß sie durch diese Hierarchie nicht beschrieben werden. Es gilt
nämlich:

5.3.3 SatzIst κ meßbar, so giltκ ∈Mα für alleα < κ.

Beweis: Wir zeigen durch Induktion nachα, daß fürα < κ immer
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5. Meßbare Kardinalzahlen

κ ∈Mα ∩ j(Mα)

gilt. κ ∈ M0 (und auchκ ∈ M1) haben wir bereits gezeigt. Wir haben
auch bereits gezeigt, daß jede reguläre Kardinalzahl auch inM regulär
ist. Darüber hinaus überlegt man sich, daß die Aussage2σ < κ durch
eine Π-Formel beschrieben wird. Deren Negation kann man nämlich
durch dieΣ-Formel
„es gibt eine injektive Funktionf mit Definitionsbereichκ so, daß für
alle ξ < κ immerf(ξ) ⊆ σ ist“
beschreiben. Damit ist jede unerreichbare Kardinalzahl auch inM uner-
reichbar und es folgtκ ∈ j(M0).
Fürα ∈ Lim folgt κ ∈Mα ∩ j(Mα) sofort aus der Induktionsvorausset-
zung und der Tatsache, daß fürα < κ stetsj(

⋂
ξ < αMξ) =

⋂
ξ < α j(Mξ)

ist.
Nur im Nachfolgerfall ist also tatsächlich etwas zu zeigen. Nach Induk-
tionsvoraussetzung gilt aber immerκ ∈ Mα ∩ j(Mα) und damit auch
M |= κ ∈ j(Mα). Nach Lemma 5.3.1 gilt aberκ ∈ j(X) für jedesX,
das club inκ ist. Also haben wir

M |= κ ∈ j(X) ∩ j(Mα),

d.h.

M |= j(X ∩Mα) 6= ∅,

woraus wir dannX ∩Mα 6= ∅ erhalten. Damit istMα ∩ κ stationär inκ
und somitκ ∈Mα+1. Es bleibt

κ ∈ j(Mα+1)

zu zeigen. Dazu seiϕ(x, α) eine Formel, diex ∈ Mα besagt. Ist nunX
club inκ, so ist dies wegen (5.19) äquivalent zu

X ∈M ∧ M |= X ist club inκ.

Wegenκ ∈Mα+1 und

j(Mα) ∩ κ = Mα ∩ κ

folgt j(Mα) ∩ X 6= ∅. Also gibt es laut Lemma 5.2.5 einγ < κ mit
γ ∈ X undM |= ϕ(γ, j(α)). Aus X ∈ M erhalten wir daraufhin
M |= Mj(α) ∩X 6= ∅. Damit haben wir

M |= (∀X)(X club inκ ⇒ Mj(α) ∩X 6= ∅),

alsoM |= ϕ(κ, j(α) + 1), bewiesen. Wegenj(α) + 1 = j(α + 1) und
Lemma 5.2.5 bedeutet das geradeκ ∈ j(Mα+1). �
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Wir haben eingesehen, daß die Existenz einer nichttrivialen elemen-
taren Einbettungj:V −→ M die Existenz großer Kardinalzahlen nach
sich zieht. Man kann einsehen, daß diese Kardinalzahlen um so größer
werden, je mehr Abschlußeigenschaften vonM gefordert werden. Daß
sichM nicht beliebig vergrößern läßt, zeigt der folgende Satz von KU-
NEN, dessen erstmaliger Beweis eine gewisse Sensation darstellte.

5.3.4 Satz (KUNEN) Ist j:V −→ M eine nichttriviale elementare Ein-
bettung, so istM 6= V.

Der Schlüssel ist merkwürdigerweise ein völlig technisch anmutendes
kombinatorisches Lemma.

5.3.5 LemmaSei λ ∈ K mit 2λ = λℵ0. Dann gibt es eine Funktion
F :ωλ −→ λ so, daß

(∀X)(∀γ<λ)[X ⊆ λ ∧ |X| = λ ⇒ (∃s∈ωX )F (s) = γ]

gilt.

Wir beweisen zunächst das Lemma. Es gibt höchstens2λ viele Paare
(X, γ) mit |X| = λ, X ⊆ λ undγ < λ. Sei daher{(Xξ, γξ) ξ < 2λ}
eine Aufzählung dieser Paare. Durch Rekursion nachα definieren wir
eine Abbildung

s: 2λ −→ ωλ.

Wegen

|α| ≤ α < 2λ = λℵ0 ≤ |ωXα |,
können wirs(α) ∈ ωXα so wählen, daß

(∀β<α)[s(β) 6= s(α)]

gilt. Nun definieren wirF :ωλ −→ λ durch

F (s) :=

{
γα falls s = s(α)
0 sonst.

Ist nunX ⊆ λ mit |X| = λ undγ < λ, so gibt es einα < 2λ so, daß
(X, γ) = (Xα, γα) ist. Dann ist abers(α) ∈ ωXα undF (s(α)) = γα.
Damit hatF die geforderte Eigenschaft. �
Wir beweisen nun den Satz von KUNEN und gehen von einer nichttrivia-
len elementaren Einbettungj:V −→ Vmit kritischem Punktκ aus. Wir
definieren eine Folge durchκ0 := κ undκn+1 := j(κn). Daκ < j(κ)
undj elementar ist, erhalten wirκn < κn+1 für allen ∈ ω. Wir definie-
ren
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λ := sup
n∈ ω

κn.

Dann gilt

j(λ) = j(sup
n∈ ω

κn) = sup
n∈ ω

j(κn) = sup
n∈ ω

κn+1 = λ.

Weil alleκn meßbar sind, istλ eine starke Limeskardinalzahl. Die Kon-
tinuumsfunktion wird nicht unterhalbλ schließlich konstant, denn zu
η < λ finden wir einκn mit η < κn, womit 2η < κn < 2κn gilt. Wegen
cf(λ) = ω gilt λ /∈ R. Nach Satz 3.10.6 gilt daher

2λ = (λ>2)ג = (λ)ג = λcf(λ) = λℵ0.

Damit können wir Lemma 5.3.5 anwenden und erhalten eine Funktion

F :ωλ −→ λ

mit F [ωX ] = λ für jedesX ⊆ λ mit |X| = λ. Wegenj(ω) = ω und
j(λ) = λ gilt dann

jF :ωλ −→ λ (i)

und

(∀X)(∀γ<λ)[X ⊆ λ ∧ |X| = λ ⇒ (∃s∈ωX ) ((jF )(s) = γ)].

SeiG := j[λ] = {j(α) α < λ}. WegenG ⊆ λ und|G| = λ folgt daher

(jF )[ωG ] = λ. (ii)

Damit gibt es eins ∈ ωG mit (jF )(s) = κ. Wegens:ω −→ j[λ] finden
wir dann eint:ω −→ λ mit s(n) = j(t(n)) für alle n ∈ ω. Wegen
j(t(n)) = (jt)(jn) = (jt)(n) für alle n ∈ ω ist dannj(t) = s. Wir
erhalten daher

κ = (jF )(s) = (jF )(jt) = j(F (t)) = j(α), (iii)

wenn wirα := F (t) < λ setzen. Dies ist aber unmöglich, da fürβ < κ
stetsj(β) = β und fürκ ≤ β immerκ < j(κ) ≤ j(β) ist. �
Es sei hier nur am Rande erwähnt, daß der Satz von SCOTT (Satz 5.2.11)
sofort aus dem Satz von KUNEN folgt.
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