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Einleitung

Wir beschiftigen uns mit dem Problem der Super-Resolution (auf Deutsch auch
Super-Auflgsung), also mit der Fragestellung, wie feinskalige Information aus der
Messung eines grobskaligen Signals rekonstruiert werden kénnen. Konkret stellen
wir uns eine Sammlung von Punktquellen vor, bei denen es sich zum Beispiel um
fluoreszierende Molekiile oder Sterne handeln kann. Mathematisch wird eine solche
Punkteverteilung représentiert durch eine Linearkombination von Dirac-Maflen

N
U= E aiézi
i=1

mit Intensitéten a; € C an Positionen z; innerhalb eines Gebietes Q C R,

Als Messung kommen Bildgebungsverfahren wie zum Beispiel die Mikroskopie,
PET-Scanner in der Medizin oder die Teleskopie in der Astronomie in Frage. Wir
stellen uns vor, dass die Messung insofern unvollstdndig ist, als feinskalige Infor-
mationen im Laufe des Messprozesses verloren gehen. Im Fall der optischen Bild-
gebungsverfahren fithrt zum Beispiel die Beugung des Lichtes an der Blende dazu,
dass Punktquellen nicht als scharfe Punkte, sondern als verschwommene Scheiben
abgebildet werden. Dies stellt eine physikalische Auflosungsgrenze dar, welche auch
als Abbe-Limit bekannt ist.

Im Artikel ,, Towards a Mathematical Theory of Super-resolution® [9] wurde von
Candes et al. gezeigt, dass sich die Positionen der Punktquellen durch ein konvexes
Minimierungsproblem der Form

i t. =g ER
UEHA%)HUHTV st. Gu=7 (ER)

iiber dem Raum der Mafle M(Q2) exakt rekonstruieren lassen. Hierbei modelliert
ein Operator G den Messprozess, § = Gu sind die gemessenen Daten und ||-||Tv
ist die sogenannte Totale-Variations-Norm eines Mafles. Dies ist moglich, solange
die aufzulosenden Punkte einen Mindestabstand nicht unterschreiten, welcher von
dem Frequenzbereich abhéingt, der durch den Messprozess abgeschnitten wird. Der
Beweis nutzt auf entscheidende Weise die Dualitdt zwischen dem Raum der Ma-
Be und dem Raum der stetigen Funktionen, welche als der Darstellungssatz von
Riesz bekannt ist. Zu einer gegebenen Punkteverteilung werden sogenannte dua-
le Zertifikate konstruiert. Hierbei handelt es sich um trigonometrische Polynome,
welche eine von den Positionen der Punktquellen abhéngige Interpolationsaufgabe
16sen miissen. Die Existenz eines dualen Zertifikates garantiert, dass die tatsichliche
Punkteverteilung die eindeutige Losung des Problems (ER) ist.



Einleitung

In der Realitdt stehen die Dinge selten still: Sterne wandern am Himmel, Zellen
bewegen sich in der Blutbahn, der Patient zuckt im Computertomographen. Der Ex-
perimentator befindet sich in einem Dilemma: Misst er iiber einen langen Zeitraum,
so konnen viele Daten fiir eine Rekonstruktion gesammelt werden. Wahrenddessen
wird sich die Probe jedoch iiber eine weite Strecke bewegt haben und das Bild
verschwimmen.

Verkiirzt er die Messdauer, so ist die Bewegung im Vergleich zur Grofie der abzu-
bildenden Struktur moglicherweise vernachléssigbar. Allerdings kénnen im kurzen
Zeitraum nur wenige Daten gesammelt werden, was eine Rekonstruktion erschwert.

Die Losung des Dilemmas ist eine Beriicksichtigung der Bewegung in der Mo-
dellierung, sodass diese wihrend der Rekonstruktion wieder herausgerechnet wer-
den kann. Die entsprechende Verallgemeinerung von (ER) fiir lineare Dynamiken
wurde von Alberti et al. unter dem Begriff ,,Dynamic Spike Super-resolution* [2]
veroffentlicht und fithrt auf ein sehr dhnliches TV-Minimierungsproblem. Allerdings
treten statt der Orte x; € R nun Orte und Geschwindigkeiten (z;,v;) € RY x R
als Variablen auf. Das zu rekonstruierende Maf3 hat also die Form

N
5\ = Z aid(xwi) .
=1

Dieses Phasenraum-Lifting des Problems erlaubt es, vieles von der Theorie zu (ER)
auf das dynamische Problem zu iibertragen.

Doch das Lifting ist nicht ohne Nachteil: Das resultierende Problem hat Dimensi-
on 2d statt d. Ein iiblicher Diskretisierungsansatz besteht darin, ein Gitter iiber den
Parameterraum zu legen. Fiir d = 3 wére hierzu ein sechsdimensionales Gitter not-
wendig, was schnell zu numerischen Problemen aufgrund der Vielzahl an Variablen
fiihrt.

In dieser Arbeit wird eine Formulierung untersucht, welche in gewisser Weise
,zwischen“ dem statischen und dem dynamischen Problem angesiedelt ist: Fiir
jeden Richtungsvektor # € S?! wird die gemeinsame Projektion der Orts- und
Geschwindigkeitsvariablen auf 8 betrachtet, was auf ein Maf§ der Form

N
fig = ib(g.0, 00,)
=1

fithrt. Es wird ein dimensionsreduziertes Problem formuliert, welches die Dynamik
der Teilchen beriicksichtigt, aber nur noch Variablen der Dimension d + 1 statt 2d
enthélt.

Die Arbeit ist wie folgt organisiert: Zu Beginn werden die mathematischen Werk-
zeuge eingefiihrt, welche spéter benotigt werden. Dies ist die Theorie komplexwerti-
ger Mafle, darunter der Zerlegungssatz von Lebesgue und der Darstellungssatz von
Riesz.

Anschliefend wird die Methode der Super-Resolution mittels konvexer Optimie-
rung in Kapitel 2 vorgestellt. Hier wird ein duales Problem hergeleitet und der



Begriff der dualen Zertifikate definiert, was es erlaubt, Aussagen iiber Existenz und
Eindeutigkeit von Losungen zu treffen.

Der Super-Resolution von bewegten Teilchen wenden wir uns in Kapitel 3 zu.
Nach einer Vorstellung des Modells werden Situationen untersucht, in welchen dy-
namische duale Zertifikate existieren. Hierfiir wird der Begriff des Durchschnittszer-
tifikates sowie der Begriff der Geisterteilchen zentral sein.

Es folgt die Vorstellung einer neuen Methode zur Dimensionsreduktion des dy-
namischen Super-Resolution Problems in Kapitel 4. Verschiedene moégliche Formu-
lierungen werden diskutiert. Es wird bewiesen, dass die Methode trotz reduzierter
Dimension des Problems das Zielmafl unter bestimmten Voraussetzungen noch ex-
akt rekonstruieren kann.

Die Numerik ist Thema des letzten Kapitels. Hier werden zunéchst zwei Verfahren
aus der Literatur zur numerischen Lésung des Minimierungsproblems beschrieben:
Eine einfache Gitter-Diskretisierung sowie der sogenannte ADCG-Algorithmus. Der
Schwerpunkt liegt jedoch in der Entwicklung einer geeigneten Diskretisierung fiir die
dimensionsreduzierte Methode, welche schliellich anhand eines hierfiir generierten
Datensatzes mit mehreren anderen Methoden verglichen wird.



1. Theorie komplexwertiger Mal3e

Zur mathematischen Modellierung der Bilder im Kontinuierlichen sollen Mafle her-
angezogen werden. Damit beliebige, auch negative und sogar komplexwertige In-
tensitdten modelliert werden kéonnen, miissen die Mafle auch Werte in C annehmen
diirfen. Die Theorie komplexwertiger Mafle soll in diesem Kapitel kurz eingefiihrt
werden, wobei auf Beweise grofitenteils verzichtet wird; die Hauptquelle ist Kapitel
6 aus dem Buch von Rudin [20]. Hierbei werden die Grundlagen der Theorie von
positiven, das heifit [0, co]-wertigen Maflen, als bekannt vorausgesetzt.

1.1. Aligemeine MalBrdume

Wir beginnen mit dem Teil der Theorie fiir allgemeine Mafirdume, der auf der
Grundmenge X keine besondere Struktur aufler einer o-Algebra A verlangt. Im
Folgenden seien alle Mafie auf dem messbaren Raum (X, .A) definiert, sofern nicht
anders angegeben.

1.1 Definition ([20, Kap. 6.1]) Ein komplexwertiges Mafl auf (X,.A4) ist eine
Abbildung i : A — C, sodass fiir alle Folgen (FE;);en C A von paarweise disjunkten
messbaren Mengen gilt: Die Reihe > 2, u(E;) konvergiert und

M <U E) =Y u(E). (o-Additivitit)
=1

i=1

Ein reellwertiges Maf ist eine Abbildung A — R, welche dieselbe Eigenschaft erfiillt.

Da der Term auf der linken Seite der Gleichheit unabhéngig von der Reihenfolge
der Mengen FE; ist, muss dies auch fiir den Grenzwert der Reihe gelten. Die Reihe
konvergiert somit absolut in C bzw. R. Auflerdem bilden die komplexwertigen Mafle
einen Vektorraum iiber C und die reellwertigen einen Vektorraum iiber R.

Das komplex konjugierte Mafl &z zu einem komplexwertigen Maf3 p ist definiert
durch

i(E) =uE), EcA.
Auf die gleiche Weise werden Real- und Imaginérteil Re u bzw. Im p eines komplex-
wertigen Mafles definiert.

Eine Partition einer Menge E ist eine Folge (FE;);en von paarweise disjunkten
Mengen, sodass E = |J;2, E.



1.2 Definition und Satz (Totale Variation) Es sei u ein komplexwertiges MaS8.
Definiere eine Abbildung |u| : A — [0, co] durch

o
\ul(E) = sup{z |1(Ei)| | (Ei)ien C A ist Partition von E} .
=1

Dann ist |p| ein endliches positives MaB auf A und wird das Totale- Variations-Mafs
von pu genannt. Die Zahl

lpllry = [ (X) € [0,00)

heiBBt Totale Variation von p. Durch die Vorschrift p +— ||p|| v wird eine Norm auf
dem Vektorraum der komplexwertigen Mafle definiert.

Beweis. Zu den Mafleigenschaften von |u| sieche [20, Thm. 6.2].

Nach [20, Thm 6.4] gilt |u|(X) < oo, sodass |u| tatsdchlich ein endliches Maf}
ist und auch |||y nur endliche Werte annimmt. Aus der Definition der Totalen
Variation und den Eigenschaften des Betrages und des Supremums folgt sofort die
Dreiecksungleichung fiir ||-||Tv, sowie |[cu|ry = |¢|||p]|Tv fiir alle ¢ € C.

Sei u # 0 ein komplexwertiges Maf}, dann existiert £ € A mit pu(FE) # 0. Die
Familie £y := E, E; := @ fiir ¢ > 1 ist trivialerweise eine Partition von E, sodass
folgt

lpllry > > |u(E:)| = |u(E)| > 0.
=1

Also ist ||-|[Tv auch positiv definit und insgesamt eine Norm. O

Das Dirac-Maf 6, an einem Punkt x € X ist das Maf} definiert durch

50(E) = 1 fallsx € F,
v " ]l0 sonst.

Die Modellierung von Punktquellen fiithrt in natiirlicher Weise auf Linearkombina-
tionen von Dirac-Mafien N

Z aj0a,

j=1

fiir Gewichte a; € C und paarweise verschiedene Punkte z; € X,1 < j < N. Fiir
solche Mafle ist die Totale-Variations-Norm besonders leicht zu berechnen: Wahlt
man in der Definition die Partition F; = {z;},1 <i < N, Eny1 = X\{z1,...,2n}
(vorausgesetzt, diese Mengen sind in der o-Algebra A enthalten), so bekommt man

N+1

N N N
1D adu;llrv = D 1Y apde (B = o).
j=1 i=1 j=1 j=1



1. Theorie komplexwertiger Mafe

Umgekehrt ist auch die TV-Norm durch die rechte Seite beschriankt. Es gilt daher

N
1Y e, llrv = ey,
j=1
d.h. die TV-Norm ist gleich der 1-Norm des Gewichtsvektors o« = (o, ...,an) €
CcN.
1.3 Definition (vgl. [20, Def. 6.7]) Es seien p, p11, 2 komplexwertige Mafe.
1. p heilt konzentriert auf A € A, falls |pu|(A®) = 0.

2. p1 heifit singuldr beziiglich g, falls A € A existiert, sodass p1 konzentriert
auf A und po konzentriert auf A€ ist. Schreibe in diesem Fall pup L po.

3. w1 heifit absolutstetig beziiglich us, falls fiir alle A € A gilt:
2|(A) =0 = |m|(A) =0.

Nutze hierfiir die Notation pu; < po.

Aus der Definition der Totalen Variation iiber das Supremum folgt sofort die
Ungleichung |p(E)| < |p|(E) fir alle E € A. Insbesondere folgt p < || fiir alle
komplexwertigen Mafle .

Fiir ein positives Mafl A und 1 < p < oo ist die LP-Norm einer messbaren Funktion
f+ X — C definiert durch

1/p
I fllzecyy = </X|f|pd)\> .

LP(A) ={f: X = C| f messbar, ||f[|Lrn) < oo}

Die Menge

ist ein C-Vektorraum. Identifiziert man alle Funktionen in L£P(\), welche A-fast
iiberall iibereinstimmen, so erhélt man die Lebesgue-Réume LP(\), auf welchen
[l (») tatséchlich die Eigenschaften einer Norm erfiillt. Ist A das Lebesgue-Maf
auf einer messbaren Menge X = Q C R?, so schreiben wir auch LP().

Ein positives Mafl A heist o-endlich, falls eine Folge (F;);en von messbaren Men-
gen mit A\(E;) < oo existiert, sodass

n-x.
=1

Der folgende Satz ist zentral fiir die spéteren Beweise zur exakten Rekonstruktion,
da er die Zerlegung von Losungen des konvexen Minimierungsproblems in einen
Anteil auf den tatsichlichen Punktquellen und einen Fehleranteil erlaubt.



1.4 Satz (Satz von Lebesgue-Radon-Nikodym [20, Thm. 6.10]) Es sei A ein posi-
tives, o-endliches Mafl und p ein komplexwertiges Maf.

1. Es existiert ein eindeutiges Paar von komplexwertigen Maflen p, und pusg,
sodass
= pla t ps,  pa <A, ps LA

Falls p ein positives endliches Maf ist, dann gilt dies auch fiir p, und ps.

2. Es existiert ein h € £1()\), sodass

)= f

fiir alle messbaren Mengen E € A und die Funktion h mit dieser Eigenschaft
ist A\-fast iiberall eindeutig bestimmt.

Wie schon bemerkt, gilt stets der Zusammenhang p < |p|. Punkt 2 des obigen
Satzes lésst sich fiir den Fall A = || jedoch noch verschérfen:

1.5 Satz (Polarzerlegung [20, Thm. 6.12]) Es sei p ein komplexwertiges Mas8.
Dann existiert eine messbare Funktion h : X — C mit |h(x)| = 1 fiir alle x € X
und

u(B) = [

fiir alle messbaren Mengen E € A.

Die obige Aussage erlaubt es uns nun, die Integration einer messbaren Funktion
f X — C beziiglich eines komplexwertigen Mafles 1 zu definieren als

/deurz/xfhdlul,

solange das rechte Integral wohldefiniert ist. Dementsprechend definiert man

£401) = L2 ()
Fiir ein f € £(p) wird durch v : A — C,
v(E) = / fdu
E
ein weiteres komplexwertiges Maf} definiert und wir schreiben hierfiir kurz v = f du.

Finige Figenschaften des Integrals beziiglich eines komplexwertigen Mafles sind
in folgendem Lemma zusammengefasst:



1. Theorie komplexwertiger Mafe

1.6 Lemma Es sei p ein komplexwertiges Mafl.
1. Die Abbildung
T, L)+ € frr [
X
ist C-linear.

2. Ist f: X — C messbar und beschrénkt, so ist das Integral von f C-linear im
MaBargument, d.h. es gilt

/ fd(eipn + copo) = 01/ fdu +C2/ fdpe
X X X

fiir ¢; € C und komplexwertige Mafle u;, i = 1, 2.

3. Fiir f € £(u) gilt die Abschiitzung

’/deu‘ < [1f1dul.

4. Fiir die komplexe Konjugation des Integrals von f € £'(u) gilt die Rechen-

regel -
/deu=/deu-

Beweis. Punkt 1 folgt durch einfaches Nachrechnen und wegen der Linearitét des
Integrals beziiglich |u|. Fiir Punkt 2 verweisen wir auf [20, Abschnitt 6.18]. Aussa-
ge 3 ergibt sich anhand der Ungleichungskette

‘/){fdu‘z’/){fhdmwé/X|fh|d|,L|:/X|f|du,,

Zum Nachrechnen von Punkt 4 kénnen Funktion und Maf jeweils in ihre Real-
und Imaginérteile aufgespaltet werden und die Aussage folgt nach Anwendung der
Linearitét. O

Die Begriffe des Bildmafles sowie die zugehorige Transformationsformel {ibertragen
sich fast analog auf komplexwertige Mafle, wobei jedoch in der Transformationsfor-
mel die Integrierbarkeit der Verkniipfung der Funktionen gefordert werden muss
(vgl. [4, Ex. 3.10.68]).

1.7 Definition (Bildmaf) Es seien (X, A;), (X2,.A2) messbare Raume, p ein
komplexwertiges Mafl auf X7 und f : X1 — X3 messbar. Das Bildmaf bzw. der
Pushforward von p unter f ist das Mafl fupu auf Xy definiert durch

fe(E) = p(fH(E)), Ee€A.

10



1.8 Satz ([4, Abschnitt 3.6]) Es seien (X1,.4;1), (X2, A2) messbare Rdume, p ein
komplexwertiges Mafl auf X, f : X7 — X messbar und g o f € £(u). Dann ist

g € LY(fyu) und es gilt
| gdten=[ goran.
X X,

1.9 Lemma ([20, Thm. 1.39]) Es sei A ein positives Maf}, A € Aund f: X —
[0, 0o] messbar mit [, fdX = 0. Dann ist f = 0 M-fast iiberall auf A.

Beweis. Sei E,, ={x € A| f(z) > 1/n} fir n € N, dann gilt

1
E)< [ rars [ raa=o,
n En A

d.h. A(E,) = 0 fiir alle n € N. Nun ist

Mze Al flx)>0}) =] En) <D AE) =0

neN
und somit gilt f = 0 A\-fast {iberall auf A. O

Aus diesem klassischen Lemma iiber positive Mafle ldsst sich nun eine Aussage
iiber komplexwertige Mafle folgern, welche spéter zum Beweis der Eindeutigkeit bei
der Rekonstruktion von Maflen niitzlich sein wird.

1.10 Korollar (vgl. [10, Lem. A.1]) Es sei p ein komplexwertiges Mafl und f €
LY () mit | f(z)] < 1 fiir alle z € X. Es gelte

/ Fdu = lully -
X

Dann ist p konzentriert auf {x € X | |f(z)| = 1}.

Beweis. Nach Polarzerlegung von p existiert eine messbare Funktion h : X — C
mit Betrag 1, sodass gilt

[ 1= tndul =llley ~ [ san=o.
X X

Insbesondere muss auch das Integral {iber den Realteil verschwinden:

[ 1= Retrmydiul =0
X
Es gilt fiir alle x € X

1= Re(f(2)h(2)) = 1 — [f(@)h(z)| = 1 = | f(x)] = 0.

11



1. Theorie komplexwertiger Mafe

Nach Lemma 1.9 folgt 1 — Re(fh) = 0 |ul-fast iiberall, also nach obiger Unglei-
chungskette auch 1 = |f(x)| fir |pu|-fast alle z € X. O

SchlieBlich sollen noch zwei Rechenregeln fiir die Totale Variation bewiesen wer-
den.

1.11 Lemma Sind pu, v komplexwertige Mafe, so gilt:

Lplv = |p+v|=|p+|v

2 /IR iy + el < elly

Beweis. Zu Punkt 1: Es sei E € A beliebig. Die Ungleichung |u+v|(E) < |u|(E)+
|V|(E) folgt direkt aus der Dreiecksungleichung fiir den Betrag. Fiir die umgekehrte
Ungleichung sei € > 0 beliebig und (E;);cn eine Partition von E mit

|l (B <Zlu ) +e und |y|(E <Z| i)l +e.

Weiter sei A € A mit |p|(A) = 0 = |v|(A). Definiere eine feinere Partition (F;);en
von E iiber
P EijpnA falls i gerade,
E(it1y2 N A® falls ¢ ungerade
fiir + € N. Dann gilt aufgrund der Definition der Totalen Variation als das Supremum
iiber alle Partitionen die Ungleichung

oo
|+ v|(E Z (1 +v)(

Fiir jedes gerade i € N ist |v(F;)| < |v|(F;) < |v|(A) = 0 und analog ist u(F;) =0
fiir alle ungeraden 7, sodass

Do) (E) = Il |+Z| i)l = |pl(E) + [v[(E) — 2.
i=1 i=1

Da ¢ beliebig war, gilt insgesamt | + v|(E) > |u|(E) + |[v|[(E).
Zu Punkt 2: Es sei € > 0 beliebig. Wihle eine Partition (F;);eny von X mit

o 0
[Repllry <> IReu(E)l+e,  [Tmpllry <D [Tmp(E)| +e
i=1 =1

12



und schreibe kurz
= |Repu(E;)|,  bi=|Impu(E;)|,
o0 o
s1 ::Zai, $9 ::Zbi.
i=1 i=1

Es gilt

VIRe il + m plly < /(51 + €)% + (52 + )?

und die Dreiecksungleichung fiir die 2-Norm angewendet auf die Vektoren (sq, s2)
und (g,¢) in R? liefert

V(s1+€)2 + (52 +€)2 < |(s1,52)ll2 + [l(e, €)ll2 = [[(s1, 52) ]2 + V2e

Weiter gilt mithilfe der Dreiecksungleichung fiir Reihen

0 0o
Z aza 1 Z au ||2

1(s1, 82)| =

Nun ist aber -
> las, bi)l2 = Z (u(E:)| < [[ullrv
i=1

und wir gelangen insgesamt zu der Ungleichung

VIRe iy + ltmplfry < lllay + V2.

Die Behauptung folgt, da e beliebig gewéhlt war. 0

1.2. BorelmaBe und der Darstellungssatz von Riesz

Bisher wurden Mafle auf einem allgemeinen messbaren Raum betrachtet. Nun spe-
zialisieren wir uns auf den Fall, dass X ein topologischer Hausdorffraum mit einer
lokalkompakten Topologie ist. Es sei A = B(X) die zugehorige Borel-o-Algebra,
d.h. die kleinste o-Algebra auf X, die alle offenen Mengen enthélt. Mafle auf B(X)
werden Borelmajfle genannt.

1.12 Definition Es sei p ein komplexwertiges Borelmafl auf X. Definiere den
Tréiger von  als

supp(p) == {x € X | fiir alle offenen Umgebungen U von =z gilt |u|(U) > 0}.

1.13 Lemma (vgl. [19, Ch. 2, Thm. 2.1]) X habe eine abz&hlbare Basis der
Topologie. Dann ist supp(u) C X abgeschlossen und p ist konzentriert auf supp(u).

13



1. Theorie komplexwertiger Mafe

Beweis. Wahle eine abzihlbare Basis B der Topologie auf X. Fiir jedes =z €
supp(u)© existiert eine offene Umgebung V', sodass |u|(V) = 0. Also existiert auch
UéeBmitx € U CV und es gilt |p|(U) < |u|(V) =0.

Umgekehrt ist jede offene Menge U € B mit |u|(U) = 0 in supp(u)© enthalten.
Es gilt also die Darstellung

supp(p)* = | J{U € B | |u|(U) = 0}

und supp(p)© ist als Vereinigung von offenen Mengen offen. Da B abziihlbar ist,
handelt es sich hierbei aulerdem um eine abzéhlbare Vereinigung von Nullmengen
von |u], sodass auch supp(u)© eine |p|-Nullmenge sein muss. O

1.14 Definition ([20, Def. 3.16]) Eine stetige Funktion f : X — C verschwindet
im Unendlichen, falls fiir jedes € > 0 eine kompakte Menge K C X existiert,
sodass |f(x)| < e fur alle z € X \ K. Bezeichne den komplexen Vektorraum dieser
Funktionen mit Cy(X).

1.15 Satz (vgl. [20, Thm. 3.17]) Der Raum Cy(X) wird durch die Supremums-
norm

[ llo = sup | f ()|
zeX
zu einem Banachraum.

Beweis.  Zeige nur die Vollstéandigkeit: Es sei (fy,)nen eine Cauchy-Folge in Cy(X).
Dann ist insbesondere fiir jedes z € X die Folge (f,(z))nen eine Cauchy-Folge in
C und da C vollsténdig ist, konvergiert (f,,) punktweise gegen eine Grenzfunktion
f:X—=C

Fiir beliebiges € > 0 existiert N € N, sodass || f, — fm|lco < € fiir alle n,m > N.
Es folgt fiir alle n > N und alle x € X

(@) = F@)] = T |fu(2) = fm(@)] <,

d.h. ||fn = fllee < € fiir alle n > N. Die Konvergenz gegen f ist also sogar
gleichmafig.

Nach einem klassischen Resultat aus der Analysis (,,5-Beweis®) ist die Grenz-
funktion aufgrund der gleichméfigen Konvergenz wieder stetig. Noch zu zeigen ist,
dass f im Unendlichen verschwindet.

Sei wieder £ > 0 beliebig. Nach dem vorherigen Schritt existiert ein n € N,
sodass || fn — flloo < €/2. Da f,, ein Element von Cy(X) ist, existiert auBerdem eine
kompakte Menge K C X, sodass |f,(z)| < e/2 fiir alle z € X \ K. Insgesamt folgt

[F@)] < [fa(2)] + [ fnlz) = f(2)] <€
fir allex € X \ K. O

Die Funktionen in Cy(X) sind stetig, also Borel-messbar, und auflerdem be-
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schrinkt, sodass ihr Integral beziiglich eines beliebigen komplexwertigen Borelma-
Bes u wohldefiniert ist. Die Vorschrift

T, :Co(X)—C, f»—>/deu

definiert eine lineare Abbildung, welche aufgrund der Abschéitzung

IﬂJ’SZ;thASHﬂwMth (1.1)

beschrankt, also Element des Dualraumes
Co(X) == {®: Cy(X) — C | ® ist stetig}

ist.

Interessant ist nun die Umkehrung dieser Beobachtung: Lésst sich jedes Funk-
tional in Cp(X)" durch ein Borelmafl auf obige Weise ausdriicken? Diese Frage
wird vom Rieszschen Darstellungssatz beantwortet. Damit sogar eine eindeutige
Zuordnung zwischen Maflen und Funktionalen aufgeschrieben werden kann, muss
die Menge der betrachteten Mafle verkleinert werden, was durch folgende Definition
geschieht:

1.16 Definition ([20, Def. 2.15]) Ein positives Borelmafl A heifit reguldr, falls fiir
alle E € B(X) gilt

AME) =inf{\(V) | E CV,V offen} (Regularitéit von aufen)

und
AME) =sup{\(K) | K C E, K kompakt} . (Regularitét von innen)

Ein komplexwertiges Borelmafl 1 heifit reguléir, wenn |u| regulér ist.

Bezeiche die Menge der regulidren komplexwertigen Borelmafie auf X mit M (X, C)
bzw. kiirzer mit M(X). Die Menge der reguldren reellwertigen Borelmafle wird mit
M(X,R) notiert. Die Teilmenge M™(X) C M(X,R) enthiilt diejenigen Mafie, wel-
che zusétzlich nichtnegativ sind.

Die Menge M(X) wird auch die Menge der (endlichen) Radonmafle genannt. Es
ldsst sich zeigen, dass M(X) ein komplexer Vektorraum ist [15, Prop. 7.16].

Nun kommen wir zum zentralen Satz dieses Abschnittes, welcher den Zusammen-
hang zwischen Maflen und stetigen Funktionen herstellt.

1.17 Satz (Darstellungssatz von Riesz, [20, Thm. 6.19]) Essei X ein lokalkompak-
ter Hausdorffraum und ® € Cy(X)' ein stetiges lineares Funktional. Dann existiert
ein eindeutiges komplexwertiges regulidres Borelmaf} 1, sodass

ﬂﬂzéfw
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1. Theorie komplexwertiger Mafe

fiir alle f € Cp(X). AuBlerdem gilt dann fiir die Operatornorm von @
12llcoxy = llpllTv -

1.18 Korollar Die Abbildung
M(X) — C'o(X)’7 p— T, mit T, f = / fdu
X

ist ein isometrischer Isomorphismus von normierten Rdumen. Auflerdem ist der
Raum (M(X),||-||rv) ein Banachraum. Die TV-Norm eines komplexwertigen Bo-
relmafles y ldsst sich ausdriicken als

lallry = sup{\ /. fdu‘ ‘ f € ColX), Il < 1} |

Beweis. Die Abbildung ist wohldefiniert nach der Abschétzung in Gleichung (1.1),
linear aufgrund der Linearitéit des Integraloperators als Funktion des Mafles und
bijektiv und isometrisch nach dem Darstellungssatz von Riesz.

Wie aus der Funktionalanalysis bekannt ist, ist der Dualraum eines normierten
Raumes vollstindig, sodass Cyp(X)" ein Banachraum ist. Da (M(X), ||-|[Tv) isome-
trisch isomorph zu Cy(X)’ ist, muss auch (M(X), ||-||Tv) vollstindig sein.

Die Charakterisierung der TV-Norm folgt direkt aus der Isometrie, da der Aus-
druck auf der rechten Seite der Gleichung lediglich die Operatornorm des Funktio-
nals T}, ist. O

Die Regularitidtsbedingungen aus Definition 1.16 sind sehr technisch, was der
Allgemeinheit des Raumes X geschuldet ist. Unter einer zusétzlichen Annahme an
die Topologie auf X ist die Situation deutlich einfacher: Falls jede offene Menge in
X o-kompakt ist, d.h. sich als abz&hlbare Vereinigung kompakter Mengen schreiben
lasst, so gilt folgende Vereinfachung;:

1.19 Satz ([20, Thm. 2.18]) Es sei X ein lokalkompakter Hausdorffraum, in wel-
chem jede offene Menge o-kompakt ist. Es sei A ein positives Borelmafl auf X,
sodass A(K) < oo fiir jede kompakte Menge K.

Dann ist A regulér.

Mitunter ist in dieser Situation jedes komplexwertige Borelmafl u regulir, da |u|
immer ein endliches Maf ist. Im Rest dieser Arbeit werden wir fast ausschliellich
Grundriume X = R? bzw. X = Q fiir kompakte Teilmengen Q C R betrachten.
Jede offene Teilmenge ldsst sich als abzdhlbare Vereinigung von kompakten Béllen
schreiben (nutze die Dichtheit von Q%), sodass die obige Vereinfachung greift. Au-
Berdem gilt im Fall eines kompakten Grundraums 2, dass Cy(2) = C(£2), d.h. jede
stetige Funktion verschwindet im Unendlichen.

Schlielich wollen wir noch die Fourier-Transformation fiir Mafle einfithren. Wir
werden diese spiter sowohl fiir Male auf dem Wiirfel [0, 1]¢ als auch fiir Mafe auf

R? benétigen, sodass wir zur Unterscheidung letzere mit F bezeichnen.
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1.20 Definition Definiere die Fourier-Transformation eines Mafles u € M ([0, 1]¢)

durch
Fu = / e~ 2m02) qu(z)
[0,1]¢

Die Fourier-Transformation eines MaBes 1 € M(R%) sei durch

lezd

FuiRIC (Fun) = [ e dula)
]Rd

definiert. Die Fourier-Transformation einer Funktion f € £!([0,1]%) bzw. f €
L' (RY) sei die Fourier-Transformation des Mafles f d¢ mit Dichte f beziiglich des
Lebesgue-Mafes.

1.21 Proposition Die Fourier-Transformation auf [0,1]¢ definiert eine lineare
Kontraktion F : M([0,1]¢) — ¢>(Z%) in den Raum der beschriinkten Folgen auf
7%, versehen mit der Supremumsnorm.

Beweis. Die Linearitit ist klar. Fiir alle [ € Z¢ gilt die Abschéitung

Full)] < /
[0,1]¢

sodass F tatsachlich eine Kontraktion ist. O

o 2mi(lz) dlul|(z) = [JullTv,

1.22 Proposition Die Fourier-Transformation auf R? definiert eine injektive Ab-
bildung F : M(R?) — C(RY).

Beweis. Das Ergebnis Fu der Fourier-Transformation eines MaBes p € M(RY) ist
stetig nach dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz, da |e=*¥| = 1 und somit
eine Majorante durch die konstante Einsfunktion gegeben ist.

Der Beweis der Injektivitdt nutzt die Dichtheit der trigonometrischen Polynome
nach dem Satz von Weierstrass. Fiir Details siehe [4, Prop. 3.8.6]. O
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2. Super-Resolution iiber konvexe
Optimierung

Super-Resolution meint grundsétzlich eine Technik, welche eine bessere Auflosung
erlaubt, als nach klassischer Aufffassung moglich wére. Um dies zu erreichen, ist
man im Allgemeinen auf a priori Informationen angewiesen, d.h. es miissen gewisse
Vorinformationen iiber die gesuchte Losung bekannt sein. In vielen Anwendungen
ist die Annahme erfiillt, dass den Bildern eine Sammlung von Punktquellen zu-
grundeliegt. Man spricht dann auch von einer diinnbesetzten Représentation (engl.
sparsity).

2.1 Beispiel (STORM) In der Fluoreszenzmikroskopie werden interessante Struk-
turen mit einem fluoreszierenden Stoff gefirbt. Die Fluoreszenz wird durch Laser-
licht einer bestimmten Wellenlédnge angeregt, sodass der Stoff Licht einer anderen
Wellenldnge zuriicksendet. Dieses wird schlieflich durch ein Mikroskop abgebildet
(vgl. [18]).

Die stochastic optical reconstruction microscopy (STORM, [21]) ist eine Tech-
nik, welche die Abbildung von kleinsten Strukturen mit Gréfien unterhalb von ca.
200 nm erlaubt, obwohl eine Auflésung durch klassische Lichtmikroskopie aufgrund
der Lichtbeugung nicht mehr moglich wire. Dazu werden Molekiile genutzt, de-
ren Fluoreszenz sich mit zwei Lasern verschiedener Wellenlénge (typischerweise ein
griiner und ein roter) an bzw. abschalten ldsst. Nun werden viele Bilder der ein-
gefarbten Struktur aufgenommen, sodass bei jedem Bild nur ein zufélliger Bruchteil
der Molekiile fluoresziert. Ist die Anzahl der fluoreszierenden Molekiile pro Bild ge-
ring genug, so ist mit hoher Wahrscheinlichkeit der Abstand zwischen den Molekiilen
im Bild grof3, sodass diese trotz der Lichtbeugung einzeln aufgelost werden kénnen.
Die Molekiile werden lokalisiert und schliellich werden die Lokalisierungen in den
Einzelbildern zu einem Gesamtbild zusammengefiigt.

Wir wihlen eine kompakte Menge @ C R? welche das Gebiet reprisentiert,
auf dem das Bild aufgenommen wird. Weiter gehen wir davon aus, dass das Stiick
Realitéit, welches abgebildet werden soll, durch ein Radonmaf} 4 € M () modelliert
werden kann. Der Raum der Radonmafle bietet viel Flexibilitéit in der Modellierung,
da sowohl Punktquellen als auch kontinuierliche Intensitéitsverteilungen dargestellt
werden konnen.

Die Bildaufnahme (oder allgemeiner: der Messprozess) wird nun durch einen Ope-
rator

G: M(Q)—-H
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formalisiert, wobei H ein komplexer Hilbertraum mit Skalarprodukt (-, -) sei. Spéter
werden wir uns auf den endlichdimensionalen Fall H = C™ spezialisieren, welcher
sich z.B. nach Diskretisierung eines allgemeineren Messoperators ergibt.

Vom Zielmafl & wird nun eine Messung

g =gu

aufgenommen und die Aufgabe lautet, @& aus dieser Messung zu rekonstruieren.
Hierbei handelt es sich um ein sogenanntes Inverses Problem und der Operator G
wird in diesem Zusammenhang auch der Vorwdrtsoperator genannt.

Die Annahme der Diinnbesetztheit fiihrt nun auf eine Linearkombination von
N € N Dirac-Maflen

N
0= 0, (2.1)
=1

mit z1,...,zy € Q und einem Gewichtsvektor a € K¥ fiir K = R oder C.

Wie erhélt man ein effizientes Verfahren zur Rekonstruktion von @ aus den Daten
g? Im Artikel , Towards a Mathematical Theory of Super-resolution® [9] schlagen
Candes et al. vor, das Minimierungsproblem

i t. = q ER
ue}g%gﬁK)HUllTv st. Gu=g (ERk)

zu betrachten. Hier ist ||-||py die Totale-Variations-Norm aus Kapitel 1 und die Ne-
benbedingung Gu = ¢ erzwingt Konsistenz der Lésung mit den Daten. Dieses Pro-
blem hat eine wichtige Eigenschaft: Da |[|-|[Tv eine Norm und die Nebenbedingung
linear ist, ist (ERk) ein konvexes Minimierungsproblem. Dies ist wichtig, da sich aus
konvexen Minimierungsproblemen héufig effiziente numerische Losungsverfahren
gewinnen lassen, wie auch das letzte Kapitel dieser Arbeit zeigt.

Der Rest dieses Kapitels ist wie folgt strukturiert: Zunéchst werden wir genauer
auf den Messoperator G eingehen und einige Beispiele diskutieren. Anschlieflend
wird ein duales Problem zu (ERk) hergeleitet und gleichzeitig die Existenz von
Losungen bewiesen. In Abschnitt 2.3 beschéftigen wir uns mit Bedingungen, welche
garantieren, dass u die eindeutige Losung von (ERk) ist. Die hierfiir benétigten
dualen Zertifikate werden schliefSlich in Abschnitt 2.4 konstruiert.

2.1. Der Messoperator

Der Operator G modelliert die Messung der Daten g ausgehend von dem Zielmafl
4. Die genaue Form hingt in der Anwendung von der Beschaffenheit des konkreten
Bildgebungsprozesses ab. Einige mogliche Messoperatoren sollen im Folgenden kurz
untersucht werden.

Wir treffen jedoch zunichst eine Annahme an die Regularitdt von G, welche
spater fiir die mathematische Behandlung benétigt wird: Wir nehmen an, dass zu
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2. Super-Resolution iiber konvexe Optimierung

G : M(Q) — H ein Operator
G H = C(Q)

existiert, sodass fiir alle ¢ € H und u € M(2) die Gleichung
(c,Gu) = / G*cdu (2.2)
Q

erfiillt ist. Der Operator G* wird in diesem Zusammenhang der prdduale Operator
zu G genannt (vgl. [8]).
2.1.1. Faltung

Fiir einen stetigen, beschriinkten Faltungskern ¢ : R? — C und ein Ma u € M(Q)
sei die Faltung ¢ * u : 2 — C definiert durch

(pxu)(t) = /Qcp(t — z)du(z).

Fiir die Anwendung in der Mikroskopie wire ¢ typischerweise die sog. point spread
function (PSF) des Mikroskops.
Nach dem Satz von Fubini ist ¢ * u messbar. Es gilt fiir alle ¢t € ()

/Q (t — z)du(z)

d.h. das Ergebnis der Faltung ist beschrinkt. Aufgrund der Kompaktheit von €2 ist
das Lebesgue-Maf} £(€2) endlich und wir kénnen einfach abschéitzen

(P xu)(t)] = /<p t = 2)|dlul(z) < [[elloollullTv

1/2
o+ ullza@ = ( / rso*uﬂdt) < VDl lullry . (2.3)

sodass ¢ * u € L?(Q).
Der Messoperator sei nun gegeben durch

G:M(Q) = L*Q), Gu=p*u.

Dieser ist beschrinkt nach der Rechnung in Gleichung (2.3). Fiir alle ¢ € L?*(Q)
und u € M(Q) gilt nach dem Satz von Fubini

(e, Gu)pa — /Q (o u)0) dt = / o(t) / ol — 2) du(=) dt

// ot —2z)dtdu(z),
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sodass der priduale Operator zu G gegeben ist durch G* : L2(Q2) — C(£2),

(G*c)(z) = /Qc(t)go(t —2)dt, zeQ.

Hierbei ist G*c tatséchlich stetig nach dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz,
da ¢ stetig ist und eine integrierbare Majorante von (t,z) — c(t)p(t — z) gegeben
ist durch t — |c(t)] - [|¢|loo-

2.1.2. Faltung nach Radon-Transformation

Medizinische Bildgebungsverfahren wie die Computertomographie und die Positronen-
Emissions-Tomographie lassen sich durch die Radon-Transformation modellieren.
Hierfiir nutzen wir einen Faltungskern ¢ € C.(R), also eine stetige Abbildung
R — C mit kompaktem Tréger, und betrachten den Operator G auf M(2) de-
finiert durch

(Gu)(8, s) ::/Qw(ﬁ-z—s)du(z), f s seR.

Wegen der Kompaktheit von €2 und des Trigers von v existiert R > 0 mit Q U
supp ) C Br/2(0). Ist s € R mit |s| > R, so gilt fiir alle z € Q und alle § € Sd-1

R
|¢9-z—s|Z\s\—]9~z|>R—||zH>§.

Hieraus folgt supp(Gu) C S?! x [~R, R]. Wir nutzen die Notation X, fiir die
Indikatorfunktion einer Menge A und erhalten eine Majorante von Gu iiber die
Abschétzung

|Gu(8,5)| < /Qliﬁ(ﬁ -z = s)|dul(2) < [YlloollullrvX—r.r(s)-

Bezeichne mit L?(S?! x R) den Lebesgue-Raum des ProduktmaBes wy_1 ® £ aus

dem normierten Oberflichenmaf wy_1 auf S*! und dem Lebesgue-Maf} auf R. Wir
behaupten, dass G nach L?(S?~! x R) abbildet. Es gilt nimlich

1/2
IGulzs ey < Wollclibry ([ Xorm(e) dus 0 6,5))

= V2R[[¢]collufTv -

—IxR

Dies zeigt auch, dass G ein beschriankter Operator ist.
Wie sieht der priaduale Operator zu G aus? Fiir ¢ € L%(ST! x R), u € M(Q)
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2. Super-Resolution iiber konvexe Optimierung

konnen wir rechnen

(€.Gu) sy = [, cl6,90Gu0,5) s 9 (8,5)
Se-1xR

(2.4)
= / c(0, s) / (0 -z —s)du(z) dwg—1 ® £(8,s) .
Sd-1xR Q
Es gilt
/ /|0(9, (0 = — 8| dlul() dwa_y © 00, )
Sd-1xR JQ
< Wllelullry | (0, 5)| dewa—1 @ €(6,8) < o0,
Sé-1x[—R,R]

sodass wir in Gleichung (2.4) den Satz von Fubini anwenden diirfen. Dies bringt
uns auf den Ausdruck

(6, G) 2ot xR) = / / (0, )50 7 = 5) dwy_, ® £(6, 5) du(z) .
Q Jsd-1xR
Der priduale Operator G* : L2(S%~! x R) — C(Q),
(G e)(z) = / c(0,8)0(0 -z —s)dwg—1 @ L(0,s), z€Q
S4-1xR

ist wohldefiniert nach dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz: Die Abbildung
1) ist stetig und eine von z € ) unabhéngige Majorante des Integranden ist gegeben
durch (6, 5) = [[¢[loc|c(0, 5)[X[— g R (5)-

2.1.3. Der ideale Frequenzfilter

Die Aussagen in diesem Abschnitt sind angelehnt an [17, Ch. 3]. Es sei T¢ = R¢/74
der d-dimensionale Torus und C(T%) die Menge der stetigen, komplexwertigen Funk-
tionen hierauf. Wir identifizieren diese mit den stetigen Abbildungen R? — C, wel-
che in jeder Komponente Periode 1 haben und nutzen die Fourier-Transformation
F auf [0,1]? gemiB Definition 1.20.

2.2 Lemma Es sei ¢ € C(T%) und u € M([0,1]%). Dann gilt

(Flp*xu))(l) = (Fe)(l) - (Fu)(l)
fiir alle [ € Z%.

Beweis. Esseil € Z¢ beliebig. Einsetzen der Definitionen von Faltung und Fourier-
Transformation fithrt zu

(Flp xw)(1) = /{0 e /{0 Pl duCz)
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Die Integrale diirfen nach dem Satz von Fubini vertauscht werden, denn

/[0 Jja /[0 1]d|e—2m(z~t)¢(t —2)|d|u|(z) dt < oo

aufgrund der Beschrénktheit der Integranden und der Endlichkeit des Mafles. Wir
erhalten

( 90 % u / / e~ 2mil: (t—=z) ( Z) dt e—27ri(l-z) du(z) )
[0,1]¢ J[0,1]

Da die Abbildung t — e~2™(") o (t) Periode 1 hat, gilt fiir alle z € [0, 1]¢

/ e—2m’l-(t—z)<p(t o Z) dt = / 6—27ril~t<p(t) dt
[071}d [071]d

und es folgt

*u — 6—27ri(l~t) 6—27ri(l-z) ulz
(Floxw)() (A;w ww&)(AMW d())
= (Fo)0) - (Fu)l).
]

Fiir Fouriermessungen betrachten wir zu einer Grenzfrequenz f. € N die Menge
der erlaubten ganzzahligen Frequenzen gegeben durch

Fe={lez’| |l < f}.

Es sei m = |F| und Q = [0, 1]¢. Wir identifizieren C*" mit C™ und kénnen so den
idealen Frequenzfilter zur Grenzfrequenz f. definieren durch Fy, : M(Q) — C™,

Frouw= (Ful))ier -

Der Operator ist stetig nach Proposition 1.21.
Der Zusammenhang zur Faltung ist folgender: Sei Dy, € C(T?),

Df Z 827rz (1-2)

leF

der sogenannte Dirichlet-Kern. Wir berechnen die Fourier-Koeffizienten von Dy, :

(foC)(l/):/ —27rzl -z Z€2m(lz dz_Z/Ol] 27r7,l ") Zdz

(0,1} leF leF

Durch Aufspaltung in das Produkt der Integrale iiber die einzelnen Komponenten
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2. Super-Resolution iiber konvexe Optimierung

kann nachgerechnet werden, dass

1/
/ i)z g, _ J b =1
[0,1]¢ 0 sonst,

1 I'eF,

0 sonst.

sodass
(FDy (V) = {

Nach obigem Lemma gilt F(Dy, * u) = (FDy,) - (Fu), d.h. nach Faltung mit dem
Dirichlet-Kern bleiben im Fourier-Raum genau die niedrigsten Frequenzen von u
bis zur Grenzfrequenz f. erhalten.

Der préduale Operator ist gegeben durch F} : C™ = cl = c(o,1]%),

(Fro)(z) = Z c;e2il2)

leF

Falls a priori bekannt ist, dass das Zielmaf} o reellwertig ist, so ist es natiirlich,
das Minimierungsproblem fiir K = R zu betrachten. Allerdings stellt sich die Frage,
ob auch Losungen des Minimierungsproblems mit allgemeinen, komplexwertigen
Maflen zwangsliufig reellwertig sind, wenn die Daten 4 von einem reellwertigen Mafl
gemessen wurden. Im Fall des idealen Frequenzfilters ist dies positiv zu beantworten.

2.3 Lemma Der ideale Frequenzfilter hat die Eigenschaft

(Fa)(l) = (Fu)(=1l) Viez?.

Beweis. Mit der Rechenregel fiir die komplexe Konjugation des Integrals (Lem-
ma 1.6) kénnen wir dies einfach nachrechnen:

(Fu)(=1) :/ e2mi(l2) duyz) :/ e2mi(l-2) du(z)
[0,1]¢

[0,1)¢

= / e~ 2m2) qa(z) = (Fa)(l)
0.1}

O]

2.4 Satz (Aquivalenz der Minimierungsprobleme fiir den idealen Frequenzfilter)
Angenommen, das Zielma$ ist reellwertig, d.h. &« € M(Q,R), und § = Fy 4 sind
die gemessenen Daten. Dann sind die Lésungsmengen der Minimierungsprobleme

min ||ullrv s.t. Fru=4g ER
ueM(Q,R)H | fe Y (ERg)
und
min v s.t. F =9 ER.
uGM%Q,C)HuH ft =Y (ERc)
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gleich.
Beweis. Da das Zielmafl @ reellwertig ist, gilt fiir die Daten fiir alle [ € I
o= (Fra)l) = (Fra)l) = (Fra)(~1) = §-.

Es sei u € M(Q2,C) eine Losung von ERc. Da u die Nebenbedingung Fpu = g
erfiillt, muss fiir alle [ € F' gelten

(Fr.w)(l) = (Fru) (=) = g1 =,

d.h. Fru = ¢. Nun wissen wir, dass auch der Realteil Reu die Nebenbedingung
erfiillt, denn

1 1
Fr(Rew = 75, (ju+m) ) = 3(Fu+ 7w =g

Nach Lemma 1.11 gilt die Abschéitzung

IReullry < \/IReul3y + [Imuly < [lulry.

Wire Imu # 0, so wire die erste Ungleichung strikt, was ein Widerspruch zur
Optimalitdt von u fiir ER¢ wére. Also ist jede Losung von ER¢ reellwertig und
somit auch eine Losung von ERp.

Sei umgekehrt v € M(Q,R) eine Losung von ERp, dann ist u offensichtlich
auch zulissig fiir ERc. Ist o zulissig fiir ERc, so ist nach obiger Uberlegung Re v’
zuldssig fiir ERg und es gilt ||o/||ryv > [|[Re/||tv > |lul|Tv. Also ist u auch eine
Losung des Minimierungsproblems iiber M (2, C). O

2.2. Duale Struktur und Existenz von Lésungen

Das Problem

min)HuHTv st. Gu=y (ER)

ueM(Q
ist ein konvexes Minimierungsproblem mit einer Variablen in M () und einer
Gleichheitsnebenbedingung im Hilbertraum H. Um die Beweisideen fiir die anschlie-
Benden Aussagen zur exakten Rekonstruktion zu motivieren, wollen wir ein duales
Problem zu (ER) herleiten. Dieser Abschnitt ist angelehnt an die Uberlegungen in
[13], wo jedoch nur reellwertige Mafle behandelt wurden. Wir wollen uns dagegen
mit dem komplexwertigen Fall K = C befassen.
Es bezeichne R = R U {—o00, +00} die erweiterten reellen Zahlen.

2.5 Definition (Fenchel-Transformation) Es sei V' ein reeller topologischer Vek-
torraum und V' der Dualraum. Fiir eine Abbildung f : V — R sei die Fenchel-
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2. Super-Resolution iiber konvexe Optimierung

Transformation von f gegeben durch f*:V’ — R,

(") =sup(v'(v) — f(v)).

veV

Folgender Satz ist eine Zusammenfassung der Ergebnisse aus [14, Abschnitt
II1.4(1)]:

2.6 Satz Es seien V, W reelle lokalkonvexe topologische Vektorrdume und V', W’
die zugehorigen Dualrdume. Weiter sei A : V. — W eine stetige lineare Abbildung
und AT : W’ — V' die transponierte Abbildung.

Es sei eine Abbildung J : V x W — R gegeben. Betrachte die Optimierungspro-
bleme

inf J(v, Av) = py (Pr1)
veV
und
sup —J*(ATw, —w') = ps. (P)
w'eWw’
Es gelte

1) J ist konvex,
2) py ist endlich,

3) es existiert vg € V, sodass J(vp, Avg) < oo und die Funktion w — J(vg, w)
ist stetig im Punkt w = Awyp.

Dann folgt
P1 =p2

und das Supremum in (P;) wird angenommen.

2.7 Bemerkung Der Produktraum V x W ist wieder ein topologischer Vektor-
raum, dessen Dualraum (V x W)" mit V' x W' identifiziert werden kann iiber
f—= (f(-,0), f(0,-)). Also ist J* eine Abbildung V' x W’ — R.

2.8 Bemerkung Problem (P;) wird in diesem Kontext das primale und (P;) das
duale Problem genannt. Da M () nach dem Darstellungssatz von Riesz der Dual-
raum zu C() ist, wiirde dies dazu fiihren, dass unser Ausgangsproblem (ER) die
Rolle des dualen Problems einnimmt. Diese Bezeichnung ist aber genau umgekehrt
zu der in der Literatur {iblichen Bezeichnung. Um die Verwirrung zu vermeiden,
verzichten wir deshalb hier zunéchst auf die Vokabeln primal und dual und halten
uns spéater an die Konvention aus der Literatur.

Wir wenden den obigen Satz an auf V- = H, W = C(Q2). Dazu wollen wir in diesem

Abschnitt beide Vektorraume als Vektorrdaume iiber R auffassen. Der Hilbertraum
H wird zu einem Hilbertraum iiber R mit Skalarprodukt Re(-,-) und der reelle

26



Dualraum H'® kann hieriiber wieder mit H identifiziert werden. Den Dualraum
von C(Q), aufgefasst als reeller Vektorraum, charakterisieren wir mit folgendem
Lemma:

2.9 Lemma Fasse M(Q) und C(Q2) als Vektorrdume iiber R auf. Die Abbildung

L:M(Q)— CEQ)'R, e Dy mit (Tp)(f) = Re/Q fdn

ist ein isometrischer Isomorphismus von normierten Raumen.
Beweis. Siehe Anhang A.1.1. O

Wir kénnen also auch den reellen Dualraum von C(€2) mit M(2) identifizieren.
Wir sind nun bereit, Satz 2.6 auf unser Minimierungsproblem (ER) anzuwenden.
Es sei Tz _ die Indikatorfunktion des abgeschlossenen ||-[|oc-Balls in C(£), also

s () {0 1£lloe <1,

oo sonst.
Wir definieren J : H x C(Q) — R,

J(e, ) = —Rele,9) + I (),

wobel g = Gu wieder die von einem Zielmafl & € M(€2) gemessenen Daten seien. Die
Funktion J ist konvex, da der erste Summand R-linear in ¢ ist und Normbélle konvex
sind. Weiter wahlen wir A = G*. Wenden wir den Realteil auf die definierende
Gleichung des priadualen Operators (vgl. Gleichung (2.2)) an, so erhalten wir

Re{c,Gu) = Re/ G*cdu, Vee H,Vue M(Q).
Q

Hieran lesen wir ab, dass tatsiichlich G = AT die transponierte Abbildung zu G*
ist.
Das Problem (P;) ist gegeben durch

— inf “¢) = inf — )+ T (G
pr = inf J(c,G7c) = inf —Re(c,9) + I5_(G¢)

=— sup Re(q7). (2.5)
1G*clloo<1

Das Supremum ist endlich, da fiir zuldssige ¢ gilt

Re(c,9) = Re(c,Gu) = Re/ G*eda < '/ G*eda
Q Q

< [laflrv -
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2. Super-Resolution iiber konvexe Optimierung

Bevor wir das zweite Problem aufschreiben kénnen, miissen wir die Fenchel-
Transformierte von J berechnen. Nach Definition dieser gilt fiir alle ¢ € H und alle

u e M(Q)

J*(c,u) = sup Re(c, c +Re/fdu+Re<c 9) —Ig_(f)

ceH
fec()
= sup Re(c/,c+ ) sup Re/ fdu
cdeH ||f||oo<1

=Zip(—c) + llullTv -

Fiir Problem (P») erhalten wir

p2= sup —J(Gu,—u)= sup —ZIy5(—Gu)— ||-ulTv
ueEM(RQ) ueM(Q)

= sup —ZIy5(Gu) — [ullrv
ueM(Q)

= — f . 2.6
uelfgl(mHuHTv (2.6)
Gu=7

Bis auf das geéinderte Vorzeichen entspricht dies dem Ausgangsproblem (ER).

Noch zu priifen ist die letzte Bedingung in Satz 2.6. Im Punkt ¢ = 0ist J(¢,G*c) =
0. Die Funktion f +— J(0, f) ist konstant gleich 0 im offenen ||-||so-Einheitsball und
dieser ist eine offene Umgebung von 0 = G*c in C(92).

Nach Satz 2.6 folgt starke Dualitdt der beiden Probleme, d.h. p; = ps. Auflerdem
wird das Infimum in Gleichung (2.6) angenommen.

Lasst sich auch etwas iiber das Supremum im ersten Problem aussagen? Wir
konnen Gleichung (2.5) (hier ohne das Vorzeichen) umschreiben zu

sup Re(c,9) = sup Re(c,Ga)
[G*cllo<1 [G%clloo<1

= sup Re/Q*cdﬁ— sup Re/fdu.

1G*clloo<1 FEIM(G*)NBoo

Wie schon bekannt ist, ist der Integraloperator stetig in der ||-||o-Topologie (vgl.
Satz 1.17). Nehmen wir nun zusétzlich an, dass das Bild Im(G*) des préddualen
Operators endlichdimensional ist (z.B. wenn H = C™ gilt), so ist Im(G*) N Bu
nach dem Satz von Heine-Borel eine kompakte Teilmenge von C(£2). Unter dieser
Annahme wird also auch das Supremum in Gleichung (2.5) angenommen.

Die obigen Ergebnisse werden in folgendem Satz zusammengefasst:

2.10 Satz (Starke Dualitdt) Es sei ¢ € M(Q2) und § = Ga. Nehme an, dass
Im(G*) endlichdimensional ist.
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Dann sind die Losungsmengen der Optimierungsprobleme

t. =9 ER
6%1(1 [ullrv st Gu=7g (ER)

und
max Re(c,9) s.t. [|G%¢lleo <1 (D(ER))

ceH

nichtleer und ihr Optimalwert ist gleich.

Natiirlich ist es im Hinblick auf eine Rekonstruktion wiinschenswert, dass die
eindeutige Losung von (ER) durch das ZielmaB} 4 gegeben ist. In Bezug auf Opti-
malitdt kann folgende Beobachtung gemacht werden: Ist ¢ € H ein Vektor, welcher
die Bedingungen

1G% o0 <1,

o . (2.7)
/ G*¢du = ||al|rv
Q

erfiillt, so muss @ zwangsldufig optimal fiir (ER) sein. Es gilt in diesem Fall ndmlich

lallry = / G*¢d@ = Relé, Git) = Relé, §)
Q

< sup Re(ey) = émnHUHTv < [Jaflrv -

16+ clloc<1

Hier wurde fiir die zweite Gleichheit die Definition des prddualen Operators ge-
nutzt. Der Realteil kann ohne Anderung genommen werden, da die TV-Norm am
Anfang der Gleichung reell ist. Ein Vektor ¢ € H, welcher diese Bedingungen erfiillt,
bescheinigt also die Optimalitéit von 4 und wird deshalb duales Zertifikat fiir Opti-
malitdt genannt.

2.11 Bemerkung Sind wir in der Situation von Satz 2.10, dann wissen wir so-
gar, dass fur jede Losung u € M() von (ER) ein solches duales Zertifikat fiir
Optimalitdt existiert. Denn es gilt dann

max Re{c,y) = min ||u = ||lu
s Re(e,5) = min vy = vy

d.h. es existiert ¢ € H mit ||G*¢||oc < 1 und

|lullTv = Re(c, 9) = Re(c, Gu) = Re/ G*cdu. (2.8)
Q

Tatséchlich muss der Imaginérteil des letzten Integrals verschwinden, denn sonst

ware
Re/ G*cdul| < ‘/ G*cdu
) Q

<G cllool[ullry < flullrv
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2. Super-Resolution iiber konvexe Optimierung

im Widerspruch zu Gleichung (2.8).

Bis jetzt gelten die Betrachtungen dieses Abschnittes fiir allgemeine Zielmafle
@ € M(Q). Eigentlich sind wir jedoch an diskreten Maflen der Form

N
U= E ;0
i=1

mit paarweise verschiedenen zj,...,zy € 2 und einem Gewichtsvektor a € (C\
{0})¥ interessiert. Fiir ein solches Ma8 gilt ||¢||rv = ||||1 und die zweite Bedingung
in Gleichung (2.7) kann umgeformt werden zu

N

N
/ G'edi =Y @G e(z) =Y lail.
Q i=1

=1

Somit sind die Bedingungen aus Gleichung (2.7) fiir den Fall eines diskreten Ziel-
mafes dquivalent zu

1G7elloe <1,
.
G*¢)(z)= —, i=1,...,N.
( )( Z) ’az‘
2.12 Bemerkung In der Literatur wird haufig im Fall des idealen Frequenzfilters
nicht der Koeffizientenvektor ¢ € C™, sondern das frequenzbeschrinkte trigonome-
trische Polynom

(2.9)

(Fro)(e) = 3 et

leF

als ,,duales Zertifikat “ bezeichnet. Zur besseren Unterscheidung nutzen wir fiir obi-
gen Ausdruck den Begriff ,,duales Polynom “.

2.3. Exakte Rekonstruktion

Die Bedingungen aus Gleichung (2.9) garantieren Optimalitdt von 4. Um mithil-
fe des TV-Minimierungsproblems das Maf} & anhand der Daten g rekonstruieren
zu konnen, wiirden wir jedoch auch gerne Bedingungen fiir die Eindeutigkeit der
Losung formulieren.

In diesem Abschnitt behandeln wir wieder die Probleme

i t. -9 ER;
uehn%&K)H“”TV st. Gu=7y (ERk)

fiir K =R oder C.

2.13 Definition Ein Mafl & € M(Q,K) heiit ezakt rekonstruierbar, wenn @ ein-
deutige Losung des Minimierungsproblems (ERk) zu den Daten § = G4 ist. In
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diesem Fall sagen wir auch ,,(ERk) rekonstruiert ¢ exakt“.

2.14 Bemerkung Ist ¢ ein duales Zertifikat fiir Optimalitdt zu einem Zielmafl
€ M(Q,K), dann ist @ optimal fiir (ERk). Fiir jede weitere Losung u von (ERk)
gilt dann

lullry = aflry = /Q G*edf = (&, Gay = (&.) = (¢, Gu)

:/g*édu.
Q

Erfiillt das Zertifikat zusétzlich die strikte Ungleichung auflerhalb des Trégers von
i, d.h.
[(G*¢) (=) < 1 Vz € Q\ supp(a), (2.10)

so folgt mit Korollar 1.10, dass auch u konzentriert ist auf supp(a).

Falls also ein Zertifikat ¢ fiir 4 existiert, sodass die stetige Funktion G*¢ sogar
eine strikte Ungleichung auflerhalb des Trégers von 4 erfiillt, dann ist jede Losung
von (ERk) ein diskretes Maf} auf den Punkten zy, ..., zy.

Es sei
sen KY = {n e KV | |ps| =1,i=1,...,N}.

Die folgende Verschirfung der Bedingungen an ein Zertifikat liefert auch Eindeutig-
keit der Losung von (ERk). Neben der strikten Ungleichung wird zusétzlich gefor-
dert, dass zu jedem Vektor von (komplexen) Vorzeichen 7 € sgn KV ein Zertifikat
existiert, welches an den Punkten {z1,..., 2y} diese Vorzeichen annimmt.

2.15 Satz ([9, Prop. A.1]) Es sei @ = Zi\il a;d,, mit paarweise verschiedenen
21,...,2y € Q und einem Gewichtsvektor o € (K\ {0})". Angenommen, fiir jeden
Vektor 1 € sgn K existiert ein ¢ € H, sodass gilt

(g*c)(zi):m, ’i:l,...,N,
[(G*e)(2)| < 1 Vz € Q\ supp(a) .

Dann ist @ die eindeutige Losung von (ERk).

Beweis. Es sei u eine beliebige Losung von (ERg). Definiere die Differenz aus
Rekonstruktion und Zielmaf} als

h=u—1u.

Mittels Lebesguezerlegung (Satz 1.4) kann h beziiglich |a| zerlegt werden in zwei
MaBe hg, hs € M(Q,K), sodass gilt

h=hg+hs, he<|t|, hsL]lal.

31



2. Super-Resolution iiber konvexe Optimierung

Das Mafl h, ist konzentriert auf supp(d) = {z1,...,2n} und ldsst sich deshalb

schreiben als N
he = Z 62521
i=1

mit Gewichten f; € K.
Es sei nun ¢ € H das Zertifikat aus den Voraussetzungen zu n € sgn KV gegeben
durch

Bi falls B; £ 0
m:{w alls 70,y N

1 sonst,

Da u und @ die Nebenbedingung von (ER) erfiillen, gilt Gh = Gu — Gu = 0, also

0:<gh,c):/g*cdh:/g*cdha+/g*cdhs. (2.11)
Q Q Q

Das MaB h, ist diskret, darum ldsst sich das erste Integral leicht berechnen:

N N N
/ Tedha =S GO = 6 = 318 = lhallzy
L i=1 i=1 i=1
Wir stellen Gleichung (2.11) um und nutzen die Tatsache, dass ||G*c|loc < 1:

lhallry = ' [ @ <l (2.12)

Diese Ungleichung zwischen den TV-Normen von h, und hg ist zentral fiir den
Beweis. Aufgrund der Optimalitit von u gilt

aflrv > [Jullry = [|a+ hlTv . (2.13)
Es gilt (4 + hq) L hs und Lemma 1.11 erlaubt uns, die TV-Norm aufzuspalten:
@+ hllrv = [[@+ hallrv + [|Asl[vv = [[@llrv = [[hall[rv + [[As|Tv
SchlieBllich gilt wegen Gleichung (2.12)
lallv = [hallry + lhslley > [lallry

und mit Blick auf den Start der Ungleichungskette in (2.13) muss iiberall Gleichheit
gelten. Insbesondere folgt Gleichheit in (2.12), d.h.

‘/g*cdhs
Q

= [|hs|Tv -
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Da jedoch G*c die Bedingung
[(GFc)(2) <1 Vz€Q\supp(d)
erfiillt und hs konzentriert auf Q \ supp(u) ist, impliziert dies nach Korollar 1.10
hs =0.
Aus Gleichung (2.12) erhalten wir sofort auch h, = 0, also u = 4. O

Wir wollen noch einen alternativen Beweis fiir obige Aussage prisentieren, um
den Zusammenhang zur dualen Struktur deutlicher auszuarbeiten: Ist u eine Losung
von (ERk), dann folgt aus der strikten Ungleichung wie in Bemerkung 2.14, dass u
konzentriert auf supp() ist. Betrachte das Differenz-Minimierungsproblem

min _||h|rv s.t. Gh=0.
he M(QLK)

Das Zertifikat mit der Wahl von n wie im obigen Beweis ist nun ein duales Zerti-
fikat fiir Optimalitdt von h = u — @ fiir das Differenz-Minimierungsproblem. Die
eindeutige Losung hierfiir ist jedoch offensichtlich das Nullmaf, d.h. h = 0.

2.4. Konstruktion dualer Zertifikate

Unter welchen Voraussetzungen kann ein Mafl @ € M(€,K) durch (ERk) exakt
rekonstruiert werden? Eine Strategie zur Beantwortung dieser Frage ist es, Situa-
tionen zu untersuchen, in denen Zertifikate fiir @ konstruiert werden kénnen, welche
die Voraussetzungen aus Satz 2.15 erfiillen. In [9] wird diese Strategie in der Situati-
on des idealen Frequenzfilters verfolgt. Dort wird gezeigt, dass geeignete Zertifikate
existieren, solange die Punkte {z1,..., 2y} nicht zu nah beieinander liegen.

Dies ist intuitiv einleuchtend: Ein duales Zertifikat entspricht hier einem fre-
quenzbeschriankten trigonometrischen Polynom

(Froz) = ae™, =z e0,1)7, (2.14)
leF

wobei

F={1eZ |l|loc < f}

fiir die Menge der ganzzahligen Frequenzen bis zur Grenzfrequenz f. stand. Dieses
Polynom muss zwischen den Vorzeichen in 7 € sgn K" an den Punkten z1,..., 2y
interpolieren. Liegen die Punkte zu nah beieinander, so ist eine Interpolation auf-
grund der Frequenzbeschriankung nicht mehr méglich.

Die trigonometrischen Polynome aus Gleichung (2.14) sind periodisch, was bei
der Formulierung eines Abstandsbegriffs fiir die Punkte {z1,..., 2y} beriicksichtigt
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2. Super-Resolution iiber konvexe Optimierung

werden muss. Dies fithrt auf die sogenannte Torus-Metrik auf dem Intervall (0, 1):

dr(z,y) = min{|lx —y|,1 — |z —y|}, =z,y€(0,1).

Anschaulich nimmt diese Metrik den kiirzesten Abstand auch {iber die Intervall-
grenzen hinweg, sodass z.B. dr(0.1,0.9) = 0.2. Die d-dimensionale Torus-Metrik ist
dann die Maximumsmetrik zu dy auf (0, 1)4:

dpa(v,w) = mcéxdqy(vi,wi), v,we (0,1)7. (2.15)

i=1

2.16 Definition Die minimale Separation einer Familie von Punkten 7' C (0,1)4
ist definiert durch
A(T) = inf dpa(z,2).

2,2'€T
2#2

Nun kénnen wir das Hauptresultat von Candes et al. zur exakten Rekonstruktion
aus Messungen des idealen Frequenzfilters formulieren:

2.17 Satz ([9, Thm. 1.2]) Esseid =1und @ = % | a;d., mit Gewichten o € KN
und Tréger T := {z1,...,2n} C (0,1) . Weiter sei G = F, der ideale Frequenzfilter
fiir eine Grenzfrequenz f. € 2N mit f. > 128.

Ist K = C und ist die Ungleichung

A(T) = 2/f.

erfiillt, dann ist @ die eindeutige Losung von (ERk).
Ist K = R, so geniigt die Bedingung

A(T) > 1.87/f..

In zwei Dimensionen gilt ein analoges Resultat:

2.18 Satz ([9, Thm. 1.3]) Esseid =2und & = Y.V | o6, mit Gewichten o € RY
und Triiger T := {z1,...,2n} C (0,1)? . Weiter sei G = Fy, der ideale Frequenzfilter
fiir eine Grenzfrequenz f. € 2N mit f. > 512.
Falls gilt
A(T) > 238/,

dann ist @ die eindeutige Losung von (ERk) fiir K = R.

2.19 Bemerkung Da der ideale Frequenzfilter periodisch ist, wiirde eine Punkt-
quelle bei z = 0 dieselbe Messung verursachen wie eine Punktquelle bei z = 1.
Die Mafle & = §p und @ = §; sind somit anhand der Messung nicht voneinander
zu unterscheiden. Candes et al. formulieren das Problem (ERk) tiber dem Raum
der Mafle M(T) auf dem Torus T = R/Z. Hier sind die Intervallgrenzen 0 und 1
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miteinander identifiziert und man kann auch eine Punktquelle auf dem Rand exakt
rekonstruieren (ohne jedoch unterscheiden zu kénnen, ob diese nun bei 0 oder bei
1 lag).

Wie angekiindigt, funktioniert der Beweis iiber die Konstruktion von dualen Zer-
tifikaten. Unter den Voraussetzungen der obigen Sétze ist es also zu jedem Vektor
von Vorzeichen n € sgn KY moglich, ein trigonometrisches Polynom zu konstruie-
ren, welches keine hoheren Frequenzen als f. enthilt und zwischen den Vorzeichen
in n interpoliert. Der Beweis fiir d = 1 soll im Folgenden skizziert werden.

Wir befinden uns also in der Situation von Satz 2.17 und es sei n € sgn CV
ein Vektor von komplexen Zahlen mit Betrag 1. Um Satz 2.15 zur exakten Rekon-
struktion anwenden zu konnen, muss ein trigonometrisches Polynom g € Im(f}kc)
gefunden werden, welches die Bedingungen

Q(Zi):ni7 i:]-a"wNa
lg()] <1 Vz € [0, 1\ T

erfiillt.
Candes et al. betrachten den Faltungskern K € C(T) definiert durch

_(sin((fe/2+ 1)mz) 4
K(z) = (( fol2+ 1)sin(7rz)> ' (2.16)

Dieser Kern hat bei z = 0 den Wert 1 und fallt zu beiden Seiten schnell ab. Da
wir uns auf gerade Grenzfrequenzen f. € 2N beschrianken, handelt es sich bei dieser
Funktion um das (normalisierte) Quadrat des sog. Fejér-Kerns

F,(z) = 1 ZDk(z)

n—|—1k:0

mit der Wahl n = f./2. Hierbei ist der Dirichlet-Kern wie schon in Abschnitt 2.1.3

durch
k

Dk(Z) — Z ei27rlz

l=—k

definiert. Die Zusammenhénge werden von folgender Proposition erfasst:

2.20 Proposition (vgl. [17, Abschnitt 3.1.3]) Der Dirichlet-Kern hat folgende
einfache Darstellung durch Sinus-Funktionen:

sin((2k + 1)7z)
sin(7z)

Dy(2) =
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Fiir den Fejér-Kern gilt analog

1 sin((n+ 1)7z)? .

F.(z) =
(2) n+1  sin(nz)?

Die Koeflizienten des Fejér-Kerns als trigonometrisches Polynom kénnen abgelesen
werden an der Gleichung

. ! 27lz
Fn(Z): Z (1_ny_+_|]_>62l .

l=—n

Schliefflich geben wir auch eine konkrete Form der Koeffizienten von K an (vgl.
[23]), wobei wir zu Abkiirzung n = f./2 schreiben:

2n
K=Y e
r=—2n
1 min{r+n,n}

mitg(?‘)zm > <1_n|4lr|1> <1_‘7:J_rl1|>

l=max{r—n,—n}

Beweis. Siehe Anhang A.1.2. O

2.21 Bemerkung Der Fall ungerader Grenzfrequenzen f. = 2w + 1,w € N wird
von den Autoren in [9] nicht explizit behandelt. Der Kern aus Gleichung (2.16)
kann nicht mehr genutzt werden, da

i 1+1/2)mz) [*
lim |K(2)| = lim sin((w+ 1+ / Jr2) = 0.
z 1 2 (w+ 14 1/2)sin(mz)

Der Sinus iiber dem Bruchstrich konvergiert gegen sin((z + 1+ 1/2)7) € {—1,1},
wéihrend der Sinus unter dem Bruchstrich gegen 0 konvergiert. Im Fall einer un-
geraden Grenzfrequenz wird also durch diesen Ausdruck kein trigonometrisches
Polynom mehr definiert.

Allerdings kann man sich natiirlich auf den Fall f.—1 zuriickziehen (moglicherweise
miissen hierzu die Konstanten in den obigen Sétzen leicht angepasst werden).

Die letzte Aussage der obigen Proposition zeigt, dass der Kern aus Gleichung (2.16)
tatséchlich nur Frequenzen in F' = {—f., ..., f.} enthilt. Natiirlich gilt dies dann
auch fiir die Ableitung K’, sodass jede Linearkombination der beiden Funktionen
im Bild von f}‘c liegt und somit zur Konstruktion eines dualen Polynoms genutzt
werden kann.

Es wird nun fiir Koeffizientenvektoren a,b € CV die Linearkombination

N
q(2) =D ajK(z — zj) + b;K'(z — 2) (2.17)
j=1
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aus dem verschobenen Kern und seiner Ableitung K’ gebildet. Die Idee ist es,
Koeffizienten a, b zu wihlen, sodass an den Punkten z; die Werte 7; angenommen
werden:

N
! .
q(z) = ZajK(zi —zj) + bjK' (2 — 2j) = mi, i=1,...,N (2.18)
i=1

Zusitzlich soll das duale Polynom an allen anderen Punkten z € [0,1] \ T betrag-
lich strikt kleiner als 1 bleiben. Dazu wird gefordert, dass an den Punkten z; die
Ableitung gleich 0 ist, d.h.

N
q'(zi) :ZajK'(zi—zj)+ij”(zi—zj) é0, t=1,...,N. (2.19)
j=1

Diese Forderung soll lokale Extremstellen an den Punkten z; erzwingen. Zu zeigen
ist noch, dass

1. Koeffizientenvektoren a,b existieren, sodass Gleichungen (2.18) und (2.19)
erfiillt sind und

2. das resultierende trigonometrische Polynom ¢ auflerhalb von T tatséchlich
betraglich strikt kleiner als 1 bleibt.

Definiere Matrizen My, My, My € RV*N durch
(MO)ij = K(Zz — Zj), (Ml)ij = K/(Zi — Zj), (Mg)ij = K”(Zi — Zj).

Gleichungen (2.18) und (2.19) sind dquivalent zu dem linearen Gleichungssystem

(o6 32) () - ©) a0

fiir die Koeffizientenvektoren a,b € CV. Bezeichne die obige Blockmatrix mit M.

2.22 Lemma ([9, vgl. Lem. 2.2]) Unter den Annahmen von Satz 2.17 ist die
Matrix in Gleichung (2.20) invertierbar.

Zum Beweis wir der Abstand ||Iony — M || zur Einheitsmatrix in einer geeigneten
Matrixnorm gegen 1 abgeschétzt. Hierzu werden allgemeine Abschitzungen iiber
den Kern K und seine Ableitungen genutzt. Wir verzichten hier auf die Details und
verweisen auf [9].

2.23 Bemerkung Ist K = R, dann werden nur Vorzeichenvektoren 1 € sgn R
interpoliert, deshalb sind in diesem Fall auch die Koeffizienten (a, b) sowie das duale
Polynom ¢ reellwertig.
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2. Super-Resolution iiber konvexe Optimierung

Zur Vervollstédndigung zitieren wir noch das Lemma, welches strikte Ungleichung
aulerhalb des Trégers des Zielmafles garantiert. Da der Beweis jedoch auf einer
Reihe von technischen Abschétzungen des Kerns K und seiner Ableitungen beruht,
wird dieser hier nicht angefiihrt.

2.24 Lemma ([9, Lem 2.3 und 2.4]) Es gelten die Annahmen von Satz 2.17.
Fiir ein n € sgn K" sei (a,b) die Losung des Gleichungssystems (2.20) und ¢ das
zugehorige duale Polynom definiert durch Gleichung (2.17).

Dann gilt |g(2)| < 1 fiir alle z € [0,1] \ 7.
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3. Dynamische Super-Resolution

H&ufig mochte man in Anwendungen nicht statische, sondern bewegte Motive abbil-
den. Wird diese Bewegung bei der Rekonstruktion nicht beriicksichtigt, so kommt
es zu einem Phinomen, was auch Hobbyfotografen als Bewegungsunschdrfe bekannt
ist. Hierdurch verschlechtert sich die Auflosbarkeit der abgebildeten Objekte. Fi-
ne schnelle Reparatur besteht in einer Verringerung der Belichtungszeit. Dies ist
jedoch in Anwendungen problematisch, in denen das vom Motiv gemessene Signal
schon so gering sind, dass es sich kaum vom Hintergrundrauschen abhebt. Statt-
dessen wire es vorteilhaft, Daten iiber einen lingeren Zeitraum zu messen und den
Einfluss der Bewegung in der Rekonstruktionphase wieder herauszurechnen.

Ein zweiter Aspekt, welcher fiir eine Modellierung der Dynamik spricht, ist der
Wunsch nach einer Rekonstruktion der Geschwindigkeiten der Motive. Eine denk-
bare Methode hierzu wére, zunéchst mehrere statische Rekonstruktionen (d.h. ohne
Beriicksichtigung der Dynamik) zu mehreren Zeitschritten durchzufithren und an-
schliefend anhand der rekonstruierten Positionen die Geschwindigkeiten zu schétzen.
Diesee Ansatz hitte zum Nachteil, dass fiir die einzelnen statischen Rekonstruktio-
nen jeweils nur die Daten aus einem Zeitschritt zur Verfiigung sténden.

Stattdessen soll in diesem Kapitel der Ansatz einer gleichzeitigen Rekonstrukti-
on von Positionen und Geschwindigkeiten verfolgt werden. Fiir den Spezialfall der
bewegten Punktquellen mit linearer Dynamik wurde dieser Ansatz von Alberti et
al. in [2] behandelt.

3.1. Vorstellung des Modells

Das zugrundeliegende Modell soll zunéchst eingefithrt werden: Fiir ein § > 0 sei
[—0,0] das Zeitfenster der Beobachtung. Weiter sei K € Nsg und 7 = §/K der
Abstand zwischen zwei Zeitschritten. Die Annahmen des Modells lauten

1) Zu jeder Zeit in [—0d,d] befinden sich dieselben N € N Teilchen im Gebiet
[0, 1]

2) Die Anderung der Geschwindigkeiten ist withrend der Messung hinreichend
klein, sodass von einer linearen Dynamik ausgegangen werden kann

3) Es werden 2K + 1 Messungen zu den Zeitpunkten t, = 7k, k € {—-K,..., K}
aufgenommen

4) Der Messprozess ist zu jedem Zeitpunkt der Gleiche und lésst sich modellieren
durch einen Operator B : M([0,1]?) — H fiir einen Hilbertraum H.
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3. Dynamische Super-Resolution

Um die Rekonstruktion durchzufiihren, schlagen Alberti et al. einen Ubergang
in den Phasenraum vor, d.h. in den Parameterraum, der aus der Kombination von
Position und Geschwindigkeit besteht. Unter Beriicksichtigung von Annahme 1) sei
der kombinierte Parameterraum gegeben durch

Q={(z,v) e REx R |Vt € [-6,0] : = +tve[0,1]%}.

Annahmen 1) und 2) fithren auf eine Darstellung durch ein zeitabhéingiges Maf der
Form

N
ﬁt = Z aifsxi—i-tvia te [_67 5]
=1

mit Gewichten «; € K fiir K = R oder C und Positionen und Geschwindigkeiten
(x4,v;) € Q. Wir gehen davon aus, dass die (z;, v;) paarweise verschieden sind (sonst
konnten sie zusammengefasst werden) und schreiben T := {(z;,v;) | i =1,...,N}.

Wir wollen nun zum Phasenraum iibergehen, um die gleichzeitige Rekonstruk-
tion an allen Zeitpunkten zu formulieren. Die Représentation im Phasenraum ist
gegeben durch

N
A= Z Q0 (2, ;) -
=1

Wir schreiben K := {—K,..., K} fiir die Menge der betrachteten Zeitschritte und
|| = 2K + 1 fiir die Anzahl dieser. Definieren wir fiir £ € K und eine Dimension
I € N die Abbildung

DRI xR =R (z,0) =z + ko
so erhalten wir den Zusammenhang (Dg)#j\ = prr. Also représentiert das Maf3
iy, = (DPyA € M([0,1)%,K)

die Konfiguration der Teilchen zum k-ten Zeitschritt und entsprechend Annahme 4)
messen wir zu diesem Zeitschritt die Daten

Ui = By, € I‘]

3.2. Der dynamische Messoperator

Das Ziel ist es nun, die Rekonstruktion von A aus den Daten U = (Ur)rek wie-
der durch ein TV-Minimierungsproblem wie in Kapitel 2 zu formulieren. Hierfiir
benétigen wir noch einen geeigneten Messoperator G, der die Messung fiir alle
Zeitschritte zusammengenommen représentiert. Zu diesem Zweck definieren wir
H := HX und den Operator

G: M) = H X (B(D])pMkex
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welcher einfach die Messungen zu allen Zeitschritten zu einem Vektor konkateniert.
Analog zu Kapitel 2 wollen wir die Annahme treffen, dass zu B ein pradualer
Operator B* : H — C([0,1]%) existiert, welcher

(, Bu) ; — / Bredu
1)

fiir alle ¢ € H und alle u € M([0,1]%) erfiillt. Ist dies der Fall, so existiert auch
zum zusammengesetzten Messoperator G ein priadualer Operator G*, welcher sich
aus B* berechnen lésst: Fiir alle ¢ = (¢)rex € H und alle A € M(Q) gilt ndmlich

(¢,GN = Z(Ck» (D)) g = Z/ou B*c;, d(Djl) g A

kek kek

= /[071 , Z(B*ck)(x + kTv)dA.

1 ke

Der priaduale Operator von G ist also gegeben durch
G H—CQ), c—Gc
mit
(G*e)(m,v) = > (B*ex)(x+krv),  (z,0) € Q.
ke
Nun koénnen wir das dynamische Minimierungsproblem

i A t. GA=17 ERd
S st A= .

aufstellen. Wir stellen fest, dass dieses Minimierungsproblem genau die Form aus
Kapitel 2 fiir einen allgemeinen Messoperator G hat.

3.3. Dynamische duale Zertifikate

Es ist also ein Zielmaf N
A= Z 0 (s 0)
i=1

gegeben und wir wollen dieses durch (ERdyn) aus den Daten § = G\ rekonstruie-
ren. Um exakte Rekonstruktion fiir das dynamische Problem zu zeigen, soll wieder
Satz 2.15 genutzt werden. Doch wie sehen duale Zertifikate fiir den neuen Messope-
rator G aus? Um Satz 2.15 anwenden zu koénnen, muss fiir jeden Vektor 7 € sgn KV
ein ¢ € H existieren, sodass die stetige Funktion

(G*e)(w,v) = Y (B*ex)(x + krv)

kel
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3. Dynamische Super-Resolution

die Bedingungen
(G c) (i, vi) = miy t1=1,...,N,
* (3.1)
[(G7)(z,v)[ <1, (z,0) € Q\ T
erfiillt.

3.1 Definition Einen Vektor ¢ € H, welcher die Bedingungen (3.1) fiir ein n €
sgn KV erfiillt, nennen wir dynamisches duales Zertifikat (zu ).

Im Folgenden soll ein Bezug zu den dualen Zertifikaten fiir das statische Rekon-
struktionsproblem zum Zeitschritt £ hergestellt werden, welches gegeben sei durch

min U s.t. Bu=1. ERE
amin i (BRE)

Zu diesem Zeitschritt haben sich die Teilchen auf die Positionen
Tk={$i+/€TUi ’i:1,...,N}

bewegt und das Problem (ERk) entspricht dem aus Kapitel 2 mit dem Zielmaf

N
ﬂk = E O‘iéwi—l-kﬂ)i )
=1

dem Messoperator B und den Daten gj. Entsprechend Satz 2.15 ist ein Vektor
¢, € H ein Zertifikat zu n € sgn K fiir dieses statische Problem, falls gilt

(B*¢k)(zi + kTv;) = n;, i=1,...,N,

(B*&)(y)| <1,  yel0,1]*\T. (3.2)

3.2 Definition Einen Vektor & € H, welcher die Bedingungen (3.2) fiir ein
n € sgn KV erfiillt, nennen wir statisches duales Zertifikat (zu ).

3.3 Bemerkung Es filllt auf, dass die erste Bedingung in (3.2) nicht fiir beliebige
Vorzeichen 7 erfiillbar ist, wenn zwei unterschiedliche Teilchen (z;,v;), (z;,v;) am
Zeitschritt k dieselbe Position einnehmen. Fiir Vorzeichen n; # n; wiirde in der
ersten Bedingung von der Funktion (B*¢) gefordert, zwei unterschiedliche Werte
an einem Punkt x; + k7v; = x; + k7v; anzunehmen.

3.4 Definition (Koinzidenz) Es sei {(x;,v;) | ¢ = 1,..., N} eine Konfiguration

von Teilchen. Wir sagen, die Konfiguration hat eine Koinzidenz zu einer Zeit k € IC,
wenn am k-ten Zeitschritt zwei Teilchen dieselbe Position einnehmen, d.h. wenn gilt

31736{1771\7}7@75] $Z+kTUZ:x]+kTU]

Eine wichtige Beobachtung von Alberti et al. ist es, dass dynamische duale Zer-
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tifikate als Mittelung aus statischen dualen Zertifikaten gewonnen werden kénnen.

3.5 Definition (Durchschnittszertifikat, vgl. [2, Def. 3]) Es sei n € sgn K" und
K' c K mit |[K'| > 3. Angenommen, fiir jedes k € K’ existiert ein statisches duales
Zertifikat, d.h. es existiert ¢; € H mit

(B*¢k)(zi + kTvi) = n;, i=1,...,N,
[(B*cx)(y)| < 1, y €[0,1)\ T .
Dann nennen wir den Vektor ¢ € H definiert durch

o : I,é,lék, ke IC/,
k=
0 sonst

ein K'-Durchschnittszertifikat.

Fiir solch ein Durchschnittszertifikat ¢ gilt per Definition

(G c)(z,v) = Z(B*ck)(x + ko) = VC1/| Z (B*¢x)(z + kTv)

kek ke’

fiir alle (z,v) € Q. Offensichtlich sind die Bedingungen

(G e)(wi,vi) =n;,  i=1,...,N,

(G )@, v)| <1, (2,0) €Q\T (3.3)

sofort erfiillt. Allerdings kann eine strikte Ungleichung in der zweiten Bedingung
im Allgemeinen nicht mehr garantiert werden.

3.6 Beispiel Wir wollen in d = 1 drei statische Teilchen mit Abstand Ax €
(0,1/2) zueinander betrachten. Diese seien im Phasenraum gegeben durch (0, 0), (Az, 0)
und (2Az,0). Fiir Gewichte o; = 1 ist das Zielmafl demnach

A =0(0,0) T 9(az,0) T 2A2,0) -

Von dieser Konfiguration sollen Messungen zu drei Zeitpunkten aufgenommen wer-
den, d.h. K =1, ={-1,0,1} und wir setzen der Einfachheit halber 7 = 1.

Angenommen, wir haben fiir jedes k € K ein statisches Zertifikat ¢, € H zu den
Vorzeichen n = (1,1,1). Dann gilt

1
% S (B*6)(Ax + kriz) =
k=—1

((B*¢-1)(0) + (B*¢o)(Ax) + (B*¢1)(2Ax))

W

=1

)
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3. Dynamische Super-Resolution

denn zu jedem der Zeitpunkte k = —1,0, 1 befindet sich ein Teilchen auf den Po-
sitionen 0, Az,2Ax und nach den Bedingungen an die statischen Zertifikate ¢
miissen diese hier das Vorzeichen 1 annehmen. Die obige Rechnung zeigt, dass das
Durchschnittszertifikat auch fiir den Punkt (Az, Az) im Phasenraum, welcher kei-
nem Teilchen der eigentlichen Konfiguration entspricht, den Wert 1 annimmt. Eine
analoge Rechnung gilt fiir den Punkt (Az, —Az) im Phasenraum.

3.7 Definition (Geisterteilchen, [2, Def. 4]) Es sei T' = {(zj,v;) | i =1,...,N}
eine Konfiguration von Teilchen und K’ C K eine Menge von Zeitschritten. Ein
Tupel (g,w) € R? x R? heifit Geisterteilchen der Konfiguration (bzgl. K'), falls
paarweise verschiedene Indizes (ix)kexr C {1,..., N} existieren, sodass

Vke K : x;y, + kTv, = g+ kTw.

Bezeichne die Menge der Geisterteilchen bzgl. K mit G(T, K').

Ein Geisterteilchen ist also ein potentielles Teilchen, welches zu jedem Zeitschritt
in K’ von einem anderen Teilchen der Konfiguration iiberdeckt wiirde. In der Si-
tuation von Beispiel 3.6 sind zwei Geisterteilchen vorhanden, n&mlich genau die
Teilchen (Az, Az) und (Az,—Ax).

Definiere wie in [2] die d-dimensionalen affinen Unterrdume
Lij={(zx,v) € R | & + ktv = x; + ko)

firi € {1,...,N},k € K. Dann ist L;j die Menge aller Punkte im Phasenraum,
deren zugehorige Teilchen am Zeitschritt & die gleiche Position einnehmen wie das
i-te Teilchen der Konfiguration T'. Offensichtlich l&sst sich die Menge der Geister-
teilchen ausdriicken als

G(T, IC/) = U m Liy (3.4)

(in)k kEK!

wobei die Vereinigung iiber alle Folgen (ix)rexr C {1,..., N} von paarweise ver-
schiedenen Indizes lauft.

Es kann nun das Hauptresultat von Alberti et al. zur Rekonstruktion eines Pha-
senraummafles durch das dynamische TV-Minimierungsproblem

min )H)\HTV st. GA=4g (ERdyn)

AEM(QLK
angegeben werden:

3.8 Satz ([2, Thm. 5]) Essei T = {(x;,v;) |i=1,...,N} C Q eine Konfiguration
von N Teilchen, a € KV ein Gewichtsvektor und K’ C K mit |K’| > 3. Betrachte
das Zielmafl

N
A= 0ib(y0) € M(QK).

=1
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Es gelte

1) Fiir Jedes k € K’ und jedes n € sgn KV existiere ein statisches duales Zertifikat
¢, € H, welches die Bedingungen (3.2) erfiille

2) Die Konfiguration lasse keine Geisterteilchen bzgl. K’ zu.
Dann ist A die eindeutige Losung von (ERdyn) zu den Daten § = GA.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass fiir einen beliebigen Vorzeichenvektor n € sgn KV
das K'-Durchschnittszertifikat ein giiltiges duales Zertifikat fiir das dynamische Re-
konstruktionsproblem ist. Wie schon beobachtet, gelten fiir das Durchschnittszer-
tifikat die Bedingungen (3.3) und es muss nur noch gezeigt werden, dass in der
zweiten Bedingung auch die strikte Ungleichung gilt, um Satz 2.15 anwenden zu
konnen.
Es sei also n € sgn K beliebig und ¢ € H das zugehérige K'-Durchschnittszertifikat.

Wegen

(G7¢) (2, v) = Vé’l S (Ba)a+kr),  (n0)e9

keK’

ist G*c der Mittelwert von Summanden mit Betrag kleiner 1. Ist also (z,v) € Q ein
Punkt mit [(G*¢)(x,v)| = 1, so muss auch

|(B*¢x)(x 4+ ko) =1 Vk e K

gelten. Die statischen dualen Zertifikate erfiillen die strikte Ungleichung auflerhalb
des Trégers von 1y, also existiert fiir jedes k € K’ ein iy € {1,..., N} mit

x+ kto =2, + kTv, . (3.5)

Es kénnen nun zwei Fille eintreten:

Fall 1: Ein Index i tritt mehrfach auf. Die Variablen (x,v) werden durch
die lineare Gleichung (3.5) zu zwei Zeitpunkten eindeutig festgelegt und es muss
(xz,v) = (x4, vi,) € T gelten.

Fall 2: Die Indizes (ix)rexs sind paarweise verschieden. Dann wire (z,v) ein
Geisterteilchen fiir die Teilchenkonfiguration beziiglich X', was im Widerspruch zur
Annahme stiinde.

Wir haben gezeigt, dass [(G*c)(z,v)| < 1 fir alle (z,v) € Q\ T. Die exakte
Rekonstruktion fiir (ERdyn) folgt mit Satz 2.15. O

3.9 Bemerkung Die Voraussetzungen des Satzes fordern, dass zu mindestens
drei Zeitschritten statische duale Zertifikate existieren. Dies bedeutet, dass zu die-
sen Zeitschritten auch die statischen Probleme (ERE) die Mafie 1y, exakt rekonstru-
ieren koénnen. Eigentlich erwartet man jedoch, dass die Rekonstruktion iiber das
dynamische Problem, welches alle Zeitschritte gleichzeitig betrachtet, auch in Si-
tuationen rekonstruieren kann, in denen die statischen Rekonstruktionen scheitern.
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3. Dynamische Super-Resolution

Alberti et al. zeigen hierzu nur ein numerisches Beispiel, welches letztlich auf der
Konstruktion aus Abschnitt 2.4 basiert.

Ein Vorteil gegeniiber einzelnen statischen Rekonstruktionen besteht jedoch auch
unter diesen Voraussetzungen: Die gleichzeitige Rekonstruktion der Geschwindig-
keiten. AuBlerdem muss bei einer Aufnahme von mehr als drei Bildern (|| > 3)
nicht bekannt sein, welche Teilmenge K’ C K die Voraussetzungen erfiillt.

Wie auch in Beispiel 3.6 zu sehen war, ist fiir die Existenz von Geisterteilchen eine
bestimmte Symmetrie in der Teilchenkonfiguration erforderlich, damit ein Geister-
teilchen in jedem Zeitschritt von einer Position zur néichsten springen kann. Es ist
deshalb intuitiv ersichtlich, dass Teilchenkonfigurationen, welche ein Geisterteilchen
zulassen, eher selten sind.

Dazu zitieren wir abschliefend noch folgende Aussage, welche diesen Gedanken
formalisiert:

3.10 Proposition ([2, Prop. 7]) Es sei |[K'| > 3. Die Variablen (X;,V;),i =
1,..., N seien unabhéngige Zufallsvariablen, welche aus einer absolutstetigen Ver-
teilung beziiglich des Lebesgue-Mafles auf {2 gezogen seien. Dann lasst die Kon-
figuration {(X;,Y;) | ¢ = 1,..., N} fast sicher keine Geisterteilchen beziiglich K’
zu.
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4. Dimensionsreduktion

Durch das Phasenraum-Liftig hat sich die Dimension des dynamischen Problems im
Vergleich zum statischen verdoppelt. Dies kann zu numerischen Problemen fiihren,
da z.B. bei einer Gitter-Diskretisierung die Anzahl der Gitterpunkte nun mit ¢
skaliert, wenn die Anzahl der Gitterpunkte in einer Dimension mit s bezeichnet
wird. Es stellt sich die Frage, ob die Dimension des dynamischen Problems redu-
ziert werden kann, ohne alle Vorteile der gemeinsamen Rekonstruktion an mehreren
Zeitschritten zu verlieren. In diesem Kapitel soll ein geeignetes Verfahren entwickelt
werden.

4.1. Radon-Transformation fiir MaBe

Eine typische Idee im Zusammenhang mit Dimensionsreduktion ist die Projektion
von hochdimensionalen Daten auf einen Unterraum von niedrigerer Dimension. Eng
mit dieser Idee verbunden ist die Radon-Transformation: Sei fiir § € S*~! und s € R
mit Hp s die affine Hyperebene {z € R? | § -z = s} bezeichnet. Fiir solch eine Hy-
perebene sei o das zugehorige Oberflichenmafl. Dann ist die Radon-Transformation
einer Funktion f : R — R definiert durch

Rf:STIxR =R, (Rf)(6,s) = ; f(z)do(z),

solange diese Integrale wohldefiniert sind. Die klassische Radon-Transformation re-
présentiert also eine Funktion durch die Sammlung ihrer Integrale iiber alle affinen
Hyperebenen.

Es sei wg_; wieder das normierte Oberflichenmaf$ auf der Einheitssphire in R
Die nun folgende Definition erlaubt uns, die Radon-Transformation auch auf Mafle
in unserem Setting anzuwenden.

4.1 Definition (Radon-Transformation) Es sei fiir € S?~! die Linienprojektion
Ry : R* — R definiert durch Ryz := 6 - z. Die Radon-Transformation zur Richtung
f ist dann die Abbildung

(Ro)s : M(RY) = M(R), &+ (Rg)uf,

welche ein Mafl auf sein Bildmafl unter Ry schickt.
Ist ein MaBl ¢ € M(RY) gegeben, so definiert die Abbildung 6 — (Rg)x¢ einen
Ubergangskern S' — R. Die Radon-Transformation von ¢ ist definiert als das
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4. Dimensionsreduktion

Maf
RE = wi—1 ® (Rg) 4 € M(Sd_l x R).

Der Zusammenhang zur klassischen Radon-Transformation fiir Funktionen soll
kurz skizziert werden: In der Verallgemeinerung von Funktionen auf Mafle entspricht
eine Funktion f : R? — R dem Ma$ f d¢ mit Dichte f beziiglich des d-dimensionalen
Lebesgue-Mafles ¢. Fiir eine beliebige Borelmenge A € B(R) gilt

(Ro)yf dl(A) = fdl({z € R | -0 € A})
_/ fdﬁ—/ f(z)do(x)ds.
r:x-0EA AJHg

Hierbei folgen die ersten Gleichungen aus der Definition des Bildmafles bzw. eines
Mafles mit Dichte. Die letzte Gleichheit entspricht dem Satz von Fubini, falls 6
Element der Standardbasis von R? ist. Der Fall fiir allgemeine § kann mithilfe der
Rotationsinvarianz des Lebesgue-Mafles hierauf zuriickgefithrt werden. An dieser
Rechnung ist abzulesen, dass die Radon-Transformation des Mafles fdf¢ gerade
die Dichte (Rf)(,-) beziiglich des eindimensionalen Lebesgue-Mafes hat, was die
Konsistenz der obigen Definition mit der klassischen Radon-Transformation fiir
Funktionen belegt.

Nimmt man von der Radon-Transformation einer Funktion zur Richtung 6 die
eindimensionale Fourier-Transformation beziiglich des zweiten Argumentes, so erhilt
man dasselbe Ergebnis, als wenn man die d-dimensionale Fourier-Transformation
der Funktion entlang der Richtung 6 auswertet. Dieser Zusammenhang ist bekannt
als Fourier-Slice Theorem und gilt auch fiir die Radon-Transformation fiir Mafle:

4.2 Satz (Fourier-Slice, [5, Lem. 2]) Es sei & € M(R?). Dann gilt fiir alle p €
R, 0 € S 1. . .
(F(Ro)#8)(p) = (FE)(p0) -

Beweis. Dies folgt durch Nachrechnen und der Transformationsformel fiir das
Bildmaf} (Satz 1.8):

(F(Ro)4€)(p) = /R iP5 d(Ry) 4(s)

= [ e dsto) = (FOwh).

O]

Die obige Aussage hilft uns dabei, die Injektivitdt der Radon-Transformation zu
beweisen.

4.3 Satz (vgl. [5, Thm. A]) Es sei & € M(RY) mit (Rp)4& = 0 fiir wy_1-fast alle
6 € S 1. Dann ist £ = 0.
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Beweis. Fiir jedes § € S*! mit (Rg)x& = 0 gilt auch F(Rg)xé = 0. Mit dem
Fourier-Slice Theorem folgt (F¢)(ph) = 0 fiir solch ein # und alle p € R.

Da die Radon-Transformation zu fast allen Richtungen 6 verschwindet, ist die
Menge {pf | p € R, (Rg)x& = 0} dicht in R%. Aufgrund der Stetigkeit von F¢ folgt
somit ]:"5 = 0. Da die Fourier-Transformation injektiv ist, muss schliefflich £ = 0
gelten. O

Durch die so definierte Radon-Transformation l4sst sich noch keine Dimensions-
reduktion erreichen: Wiirde man eine Gitter-Diskretisierung auf einer Teilmenge
von S% ! x R ansetzen, so wiirde die Anzahl der Gitterpunkte mit s4 1. s = s¢
skalieren — genauso schnell wie bei einem Gitter auf R%. Fiir die Reduktion wird
deshalb eine leichte Abwandlung der Radon-Transformation benotigt.

4.4 Definition Es sei fiir § € S% ! die gemeinsame Linienprojektion definiert
durch Ry : R? x R — R2 Ry(z,v) == (0 - x,0 - v). Die gemeinsame Radon-
Transformation zur Richtung 0 ist dann die Abbildung

(Rp)s : MR x RY) — M(R?), € (Rp)ut.

Ist ein Ma ¢ € M(R? x R?%) gegeben, so definiert die Abbildung 6 — (Rg)#§
einen Ubergangskern S?~! — R? und die gemeinsame Radon-Transformation von
¢ ist analog definiert als das Maf

7%& =wi—1 ® (E@)#f € M(Sd_l X RQ).

Eine naive Zidhlung der Dimensionen zeigt eine Reduktion der Dimension von
2d auf (d — 1) +2 = d + 1 durch die gemeinsame Radon-Transformation. Diese
Reduktion soll nun auf das dynamische Problem umgesetzt werden.

4.2. Problemformulierung

Bevor wir ein dimensionsreduziertes Problem erarbeiten kénnen, benétigen wir noch
einige Vorbereitungen. Definiere fiir n € S' und eine Dimension [ € N die Abbildung

QLRI xR =R, (a,b) = nia+ nob.

Weiter seien fiir jeden Zeitschritt k& € K der Skalierungsfaktor s; := /1 + (k7)?2
und der Richtungsvektor
_ (1 1

definiert. Zur Erinnerung geben wir auch die Abbildung
DRI R S R (2,0) =z + kTv

aus dem vorherigen Kapitel nocheinmal an, welche von der Phasenraumreprésentation
zu der Position am k-ten Zeitschritt wechselt. Im folgenden Lemma sind einige
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4. Dimensionsreduktion

Rechenregeln aufgelistet, welche spéter die Kommutation verschiedener Bildmafle
erlauben werden:

4.5 Lemma Fiir alle k € K,0 € S*! und n € S' gilt:

l
ng

1. DL = [z~ zs4] o
2. RgoQ%:Q}IoRg
3. RpoD{ = D} o Ry

Beweis. Zu Punkt 1: Fiir alle (a,b) € R! x R gilt

1
Di(a,b) = a+krb= s, - 8—(a+ ktb) = [z — zsi] o Qflk(a, b) .
k

Zu Punkt 2: Fiir alle (z,v) € R? x R? gilt
Ry o QZ(QS‘,U) = Rop(n1z + nov) =n160 - x 4+ nob - v = Q}l o Rg(a:,v) .

Zu Punkt 3: Dies folgt direkt aus den vorherigen beiden Aussagen, da die Skalierung
um s; offensichtlich mit allen Abbildungen kommutiert. O

Um die Notation zu vereinfachen, lassen wir in diesem Abschnitt die explizite
Abhéngigkeit von K = R oder C fallen, auch wenn alle Probleme natiirlich auch
fiir reellwertige Mafle formuliert werden konnten. Zur Erinnerung wird hier das
volldimensionale dynamische Problem noch einmal angegeben: Fiir ein Zielmaf

N
A= Z ai(S(m,vi)
i=1
im Phasenraum wird das Problem

in ||\ t. GA=1) ERd
Aéﬁ?m” v st. GA=7 (ERdyn)

zu den Daten g = gX betrachtet.

Die Idee ist es nun, in obigem Problem stattdessen die gemeinsame Radon-
Transformation eines Phasenraummafles als Variable zu nutzen. Hierzu konnte
A € M(Q) durch eine Variable p € M(S?! x R?) ersetzt werden. Somit wire die
Anwendung der TV-Norm auf die neue Variable wohldefiniert und im dimensionsre-
duzierten Probem kénnte stattdessen iiber |||y minimiert werden. Der Nachteil
dieses Ansatzes ist, dass Auswertungen p(f,-) fiir einzelne Richtungen # € S9!
dann im Allgemeinen keinen Sinn mehr ergeben.

Stattdessen wird im Folgenden eine Familie von MaBen (ip)gega—1 C M(R?)
eingefiihrt, wobei wir uns vorstellen, dass diese als ug = (Ro)#)\ aus einem Phasen-
raummaB A € M () hervorgehen.
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Um das volldimensionale Maf} aus dem Problem zu eliminieren, muss die Neben-
bedingung in (ERdyn) angepasst werden. Als erster Schritt werden die Konfigu-
rationen (uy)rex C M([0,1]¢) zu den einzelnen Zeitschritten wieder als Variablen
eingefithrt und wir erhalten statt G\ = ¢ die Gleichungen

Buy = 4, Vk € K,
up, = (DHxA VE K.

Um in der zweiten Gleichung das volldimensionale Maf§ A durch die gemeinsame
Radon-Transformation ersetzen zu koénnen, wird auf beiden Seiten zunéchst die
einfache Radon-Transformation zu einer Richtung 6 € S*~! angewandt:

(Ro)sur = (Rg)#(Df) s = (Dh)#(Rg) 4\

Hier wurde die Rechenregel g4 fs = (g o f)4 fir die Hintereinanderausfithrung
des Pushforwards in Verbindung mit Lemma 4.5 genutzt. Bis jetzt ist durch die
Ersetzung der Nebenbedingung noch keine Information verloren gegangen, da die
(einfache) Radon-Transformation injektiv ist.

Ein erster Ansatz fiir ein dimensionsreduziertes Problem ist nun

min L. Sup lo]lTy st
(1o)gega—1 CM(R?) gesd—1

(uk)kekx CM([0,1]9)
Buy, = g, Vk € K, (4.1)

(Rg)wup = (D})upg Vk € KVO € ST71,
INEM(Q): VO ST g = (Rp)p.
Die letzte Bedingung soll sicherstellen, dass p tatséchlich aus einem Phasenraum A

hervorgeht. Allerdings ist nicht klar, wie diese Bedingung numerisch zu priifen ist.
Bevor wir fortfahren, benétigen wir noch ein Lemma:

4.6 Lemma Essei A € M(Q) gegeben und pg == (Rg)#)\ die gemeinsame Radon-
Transformation von A zu @ € S¥~!. Dann existiert zu jedem n € S' ein Ma v,, €
M(R?) mit

(Ro)pvn = (Qp) e VO €S (4.2)

Beweis. Wihle vy, == (Q%)4\, n € S'. Dann gilt fiir alle § € S*!,n € S! nach
Lemma 4.5

(Ro)svn = (Rg)4(Q%) X = (Qn)#(Ro)# X = (Qh)ho -
O

Es bieten sich nun zwei Alternativen, um die letzte Bedingung in Gleichung (4.1)
zu umgehen:
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4. Dimensionsreduktion

1. Verzicht auf die letzte Bedingung: Das resultierende Problem lautet

min - sup luglTv st
(10) gegi—1 CM(R?) gesd—1

(uk)kex CM([0,1]9)
Buy = g, Vk € K,
(Rg)pur = (D})ppg Yk € KVO € ST

Die Existenz eines zu p passenden Phasenraummafles wird nicht mehr erzwun-
gen. Allerdings wird in Abschnitt 4.4 gezeigt, dass unter bestimmten Voraus-
setzungen die gemeinsame Radon-Transformation des Zielmafles \ trotzdem
exakt rekonstruiert wird.

2. Relaxierung der Bedingung: Die Bedingung wird abgeschwécht, indem
die Beobachtung aus Lemma 4.6 genutzt wird. Statt der Existenz eines zu
1 passenden Phasenraummafles A fordern wir also die Existenz einer Familie
von MaBen (v)pest € M(R?), sodass Bedingung (4.2) erfiillt ist. Der Vorteil
gegeniiber der urspriinglichen Bedingung liegt darin, dass die Dimension der
Familie von Variablen (v,),est nur noch d + 1 betrégt. Das Problem lautet
dann

min sup |luollTy st
(16) gegd—1 CM(R?) gesd-1

(uk)kex CM([0,1]9)
(Va) g1 CM(RY)

Buy, = @k Vk € IC,
(Ro)puy, = (D})ypo Yk € K, V0 € ST71,
(Ro)pvn = (QL)ppp Vn € S',vo e S4L.

(ERdyn")

4.2.1. Elimination von u

In der Version des Problems mit relaxierter Nebenbedingung lassen sich die Varia-
blen u; noch aus dem Problem eliminieren.

4.7 Lemma Es seien (1g)gesi—1, (Ug)keks (Un)nest zulissig fiir (ERdyn!®). Dann
gilt fiir alle k € K
up = [T = SET]pln, -

Beweis. Es sei k € K beliebig. Aus der dritten Nebenbedingung mit n = ny, folgt
fiir alle § € S9!

(Ro)4vm, = (Qn, )sbo = [z + 2/sk]w(Dp)whe

wobei fiir die zweiten Gleichheit Lemma 4.5 genutzt wurde. Aus der zweiten Ne-
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benbedingung folgt weiter

[z 2/sk]w(Dp)who = [z — z/sk]4(Re)wup

1
= (Ro)ylr — —alyur .
Sk
Wir haben also die Gleichung
1
(Rg)#vnk = (Rg)#[JU — S—x]#uk Vo e S
k

Aus der Injektivitidt der Radon-Transformation (Satz 4.3) folgt die Behauptung. [

Die Variablen (uj)rex konnen somit aus dem Minimierungsproblem eliminiert
werden, indem in der ersten Nebenbedingung statt Buy = 3. die Gleichheit

Blz — spxlyvp, =9 VEeK

gefordert wird und die zweite Nebenbedingung fallen gelassen wird.

Eine letzte Anpassung muss noch vorgenommen werden: Da der Messoperator B
nur fir MaBe auf [0,1]¢ definiert ist, muss erzwungen werden, dass die Variablen
vy, geeignete Trager haben. Mit Blick auf den Beweis von Lemma 4.6 ist klar, dass
die Variablen als

aus dem Phasenraummafl A € M(Q) hervorgehen sollen. Fiir n € St ist v, definiert
durch Gleichung (4.3) konzentriert auf der Menge Q% (). Eine natiirlicher Raum
fiir die Variablen (v,) ist daher

(Vn)nest € [ M(@QL(Q) = 2.

nest

Das resultierende Problem lautet

min L. Sup |lol|Tv — s-t.
(10)gegd—1 CM(R?) gegd-1
(Vn)neslez

(ERdyn™)
Blx = spx)uvn, =0 ke K,

(Ro)pvn = (QL)gpg  Yn e S'VO €S

4.2.2. Geschwindigkeitsproblem

Die Gewichte der Teilchen sowie ihre Positionen zu allen Zeitschritten lassen sich an
den Losungen fiir die Variablen uy, (bzw. [z ~— 281] 4V, im Problem (ERdyn™)) di-
rekt ablesen, vorausgesetzt, diese werden durch das jeweilige Minimierungsproblem
exakt rekonstruiert. Es ist jedoch wiinschenswert, auch im dimensionsreduzierten
Problem noch die Geschwindigkeiten rekonstruieren zu kénnen.
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4. Dimensionsreduktion

Fiir das ZielmaB im Phasenraum \ = Zf\; 1 @i0(z,; v;) st die gemeinsame Radon-

Transformation gegeben durch

[1,9 = (Rg)#j\ = Z aié(e-xiﬂ-vi) .
=1
Es sei
MiE?) = {6 € ME?) | [ fuldieli o) < oc)

die Menge der komplexwertigen MaBe auf R?, welche endlichen ersten Moment in
der zweiten Komponente haben. Die Abbildung

W Mi(R?) — M(R?), & WE
mit WE(E) = / wdé(y, w) fir E € B(R?)
E

angewendet auf fig ergibt

N
Witg = i(0 - 0:)(9, 000) -

Schliefllich gilt

[(y7 ) =y #W,MO Zaz 0 - UZ (6-z;) -

Ein Ansatz zur Rekonstruktion der Geschwindigkeiten ist nun die Losung des Pro-
blems

d
Z ) = yle W (ERvel)

fiir Mafle Vi,...,Vy € M(Q) , wobei in die rechte Seite eine Losung g des dimen-
sionsreduzierten Problems eingesetzt werden kann. Die Idee ist folgende: Setzt man
in die rechte Seite pg = [ig ein, so ist eine Losung gegeben durch

N
Vj:Zozin-(])(;x“ ji=1,....d,

wobei v( D fiir die j-te Komponente der wahren Geschwindigkeit des i-ten Teil-
chens stehe. An den Maflen V; kénnten die Geschwindigkeiten des i-ten Teilchens
abgelesen werden, falls Gewichte «; und Positionen x; schon bekannt sind.

Im Rest dieser Arbeit wollen wir uns jedoch auf die dimensionsreduzierte Rekon-
struktion von Gewichten und Positionen konzentrieren und werden das Geschwin-
digkeitsproblem nicht néher untersuchen.
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4.3. Trager der neuen Variablen

Im letzten Abschnitt wurden zum Zweck der Dimensionsreduktion die Variablen
(1g)gesi—1 sowie (Vp),est neu eingefithrt. Hierbei ist stets der Gedanke, das ein
volldimensionales Mafl A € M () existiert, sodass

pto = (Rg)y ) und v, = (Q%) 4\

fir alle € S bzw. alle n € S!' gilt. Aus der Definition des BildmaBes folgt
sofort, dass die Variablen ug konzentriert auf ]A%g(Q) C R? und v, konzentriert auf
Q%(92) c R? sind. Diese Mengen sind jeweils kompakt, da die Abbildungen Ry bzw.
Qz stetig sind und Q kompakt ist. Fiir die numerische Umsetzung der Verfahren
ist es niitzlich, konkrete Ausdriicke fiir diese Mengen herzuleiten, um spéter ein
geeignetes Gitter zur Diskretisierung der Mafle generieren zu kénnen.

Zur Erinnerung wird hier der Parameterraum fiir das dynamische Problem noch
einmal angegeben: Dieser war definiert durch

Q={(z,v) e REx R |Vt € [-§,8] : z+tv € [0,1]%}.

Es sei
Q= {(z,v) ER? |Vt € [6,0] : =+ tv € [0,1]}

die entsprechende Menge in einer Dimension. Offensichtlich ist (z,v) € Q genau
dann, wenn fiir jede Komponente j7 = 1,...,d gilt, dass (x(j),v(j)) € ;. Bis auf
Umordnung der Komponenten ist € also das d-fache kartesische Produkt aus 2.

Durch Umformung der Ungleichung aus der Definition von € fiir t = —§ und
t = ¢ ist abzulesen, dass (z,v) € €1 genau dann, wenn die Bedingungen

0<z< 1,
r—1 —x (4.4)

—x z 1
Y V< <minfs -~
max{é, 5 }_v_mln{é, 3 }

erfiillt sind. Da € durch die linearen Ungleichungen (4.4) begrenzt ist, ist ©; ein
Schnitt von vier affinen Halbebenen und somit ein Polytop in R2. Genauer ist O
ein Parallelogramm mit Eckpunkten

5= {0,010, (5. 350 (o550}

d.h. es gilt Q1 = conv(S). A
Nun kann eine konkrete Darstellung von Ry(f2) angegeben werden.

4.8 Lemma Es sei § € S™! beliebig und s, = Zj:9j>0 0, s_ = Zj:9j<0 g;.
Die Menge Ry(2) ist ein Parallelogramm in R?, dessen Eckpunkte abzulesen sind
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4. Dimensionsreduktion

an der Gleichung

A

Ryp(Q) = conv{(s, 0), (s+,0),(

S+ +s— s+—s_) (s++s_ s_—s+)
2 72 ’ 2 720

Beweis. Siehe Anhang A.2. O
Ebenso kann ein konkreter Ausdruck fiir die Trager von v, gefunden werden.
4.9 Lemma Es sei n € S! beliebig.
1. Falls ny > |"TQ|, so ist QL(Q) = [0,n4]%.
2. Falls ny < -2l 50 ist Q4(Q) = [n1,0]".
3. Falls |nq| < %—2‘, so ist Q7 (Q) = 2 — %, o+ %]d.

Beweis. Siehe Anhang A.2. O

4.4. Exakte Rekonstruktion

In diesem Abschnitt sollen die dimensionsreduzierten Probleme mathematisch ana-
lysiert und ihr Zusammenhang zum volldimensionalen dynamischen Problem sowie
zu den einzelnen statischen Problemen untersucht werden. Unser Fokus liegt dabei
auf der Frage der exakten Rekonstruktion, also unter welchen Voraussetzungen die
eindeutige Losung der Minimierungsprobleme durch die ,, wahre“ Losung gegeben
ist. Was hierunter genau zu verstehen ist, wird im Folgenden definiert.

Es sei ein Zielmaf N
A=) b
i=1

und Daten ¢ = GA gegeben. Wie gehabt seien die Konfigurationen zu den Zeit-
schritten k € IC gegeben durch

N

Up = (Dg)#j\ = Zaiéxi—&-krvi . (45)
=1

AuBlerdem haben wir die gemeinsame Radon-Transformation des Zielmafes

N

flg == (Rg)#j\ = Zaié(g.xi79,w) , 0 e Sd_l. (4.6)
=1

Schliefllich kénnen wir auch die erwarteten Losungen fiir die Variablen v, in den
Problemen mit relaxierter Nebenbedingung berechnen:

N
Dn = (QR)4A =Y Qibpya;inpr,,  nES (4.7)
=1
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Wir gegeben die in diesem Abschnitt relevanten Probleme noch einmal an. Dabei
wollen wir uns zur Vereinfachung auf den Fall der nichtnegativen reellen Mafle
konzentrieren. Wir nehmen also an, dass «; € [0, 00) und schrianken die Rdume fiir
die Variablen der Minimierungsprobleme dementsprechend ein.

Zunéchst wird zu jedem Zeitschritt k € KC das statische Problem

min U st. Bu=¢ ERE
ueM+([o,1]d)H v O (ERk)

betrachtet. Das volldimensionale dynamische Problem lautet

in_||A £ GA=7. ERd
AE1/r\n41+n(m|| [rv st GA=7 (ERdyn)

Das dimensionsreduzierte Problem bei Verzicht auf die letzte Nebenbedingung hat

die Form

min sup |lugllTv st
(160) pegd—1 CMT(R?) gesd—1

(ur) ke CMT([0,1]%)

Buy, = g Vk e K,

(Rg)pur = (D})gpe Yk € KVO € ST
Zuletzt betrachten wir das Problem mit relaxierter Nebenbedingung in der Version
nach Elimination von w:

(ERdyn™)

min o SUD lo]lTy st
(Ho)gegd—1 CMT(R?) gesd—1
(Vn)n€§1€Z+

(ERdyn™)
Blx — spx)uvn, =0 Vk €K,

(Ro) v = (QL)wpe  Vne SV e ST1.

Der Raum fiir die Variable v ist dabei entsprechend der Annahme der Nichtnega-
tivitéit definiert als
zt= [ MH(@uQ).
nest

4.10 Bemerkung Da wir uns auf nichtnegative Mafle beschrinken, ist die TV-
Norm einfach die Gesamtmasse, d.h. das Maf} des gesamten Raumes. Fiir Bildmafle
bleibt diese offensichtlich erhalten, also erzwingen die Nebenbedingungen der obigen
Probleme, dass alle auftretenden Mafle die gleiche TV-Norm haben. Insbesondere
sind die Suprema in den Zielfunktionen trivial.

4.11 Definition (Exakte Rekonstruktion) 1. Das Problem (ERk) rekonstru-
iert exakt, falls eine eindeutige Losung durch u = 4y gegeben ist.

2. Das Problem (ERdyn) rekonstruiert exakt, falls eine eindeutige Lésung durch
A = )\ gegeben ist.
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4. Dimensionsreduktion

3. Das Problem (ERdyn™) rekonstruiert exakt, falls fiir jede Losung (u, u) gilt

up = U Vk € IC,
po = g flir wg_1-fast alle € ST,

4. Das Problem (ERdyn™) rekonstruiert exakt, falls fiir jede Losung (u,v) gilt

wo = fig  fir wg_1-fast alle 6 € Sd_l,

vy = by fiir wy-fast alle n € St.

Intuitiv liegt das Problem mit relaxierter Nebenbedingung néher am volldimen-
sionalen Problem, als das Problem, bei welchem auf die Nebenbedingung véllig
verzichtet wurde. Wir erwarten also eine Hierarchie

”?(ERdyn) > (ERdyn™) > (ERdyn~)”.
Hierauf zielen die néichsten beiden Propositionen ab.

4.12 Proposition Angenommen, (ERdyn~) rekonstruiert exakt. Dann rekon-
struiert auch (ERdyn™') exakt.

Beweis. Zunéchst zeigen wir, dass die Variablen (fi,7) definiert durch Gleichun-
gen (4.6) und (4.7) zulissig fiir (ERdyn™) sind. Die erste Nebenbedingung ist
erfiillt, da fiir alle k € I unter Verwendung von Lemma 4.5 gilt

~

Blx — spx)uiy, = Blr — Sk@“]#(Qik)#/\
= B(Df) g = g

Die Rechnung

(Ro)#im = (Rp)4(Qn) 4\
= (Qn)#(Ro) A = (Qn)#f0
beweist, dass auch die zweite Nebenbedingung von (ERdynrel) fiir alle § € S¥1,n €

St erfiillt ist.
Sei nun (p, v) eine weitere Losung von (ERdyn™®!) mit

sup |lpgllrv = sup |ljgllTv -
PeSd-1 peSd—1

Definiere
up = [T = SpT] 4 ln, kel,

dann ist (p, u) zuléssig fiir (ERdyn™): Die erste Nebenbedingung ist ndmlich erfiillt,
da v die erste Nebenbedingung von (ERdyn™) erfiillen muss. Die zweite Nebenbe-
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dingung ist erfiillt nach der Rechnung

(Ro)gur = (Ro)glr = spxlpvn,

= [z = szl (Ro)#vn,
= [z sk2](Qn, ) who0
= (Dp)#ho »

wobei im vorletzten Schritt genutzt wurde, dass (u,v) die zweite Nebenbedingung
von (ERdyn™!) erfiillen.
Da nach Annahme (ERdyn™) exakt rekonstruiert, folgt

up = U Vk € /C,
e = fig  flir wy_1-fast alle 6 € st

Es ist noch die exakte Rekonstruktion von © zu zeigen. Dies folgt jedoch aus Satz 4.3,
da fiir alle n € S' und fast alle § € S?~!

(Ro) pvn = (Q1) o = (QL) 4o = (Ro) 40n
gilt. O

Es sei mit Mgis.(R?4) ¢ M(R??) die Menge der endlichen Radonmafe auf R??
bezeichnet, welche zusétzlich diskret sind. Hierbei verstehen wir unter einem dis-
kreten Maf} ein MaB, welches konzentriert auf einer abzéhlbaren Menge ist.

4.13 Lemma Die gemeinsame Radon-Transformation
R+ Maise(R?) — M(ST! x R?),
eingeschrankt auf den Raum der diskreten Mafle, ist injektiv.
Beweis. Es sei £ € Mgise(R2?) mit RE = 0. Nach Definition von R gilt
(Rg)#£ =0 fiir wy_1-fast alle § € ST,

Da es sich um ein diskretes MaBe handelt, existiert eine abzihlbare Menge A C R%¢
mit [£|(R?\ A) = 0.
Es sei (z,v) € A beliebig. Fiir jedes weitere (z/,0v") € A, (2/,v") # (x,v) ist die
Menge
{0 €S| Ry(x,v) = Ro(2',0)}
—{0estH - (z—2)=0}n{heS¥|h.-(v—2) =0}

enthalten im Schnitt von S~ mit einer Hyperebene, also eine wq_1-Nullmenge. Da,
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4. Dimensionsreduktion

A abzihlbar ist, gilt insgesamt fiir wy_-fast alle § € S%1

(Rg) & =0
und

V(2',v') € A, (2/,0) # (z,v) : Rg(m,v) # Re(2',0").
Wihle irgendein solches 6 aus, dann folgt

E{(z,0)}) = (Ro)&({Ro(,v)}) = 0
und da (x,v) € A beliebig war, folgt £ = 0. O

4.14 Proposition Angenommen, (ERdynrel) rekonstruiert exakt. Dann rekon-
struiert auch (ERdyn) exakt.

Beweis. Zunéchst ist A offensichtlich zuliissig fiir (ERdyn). Es sei also A € M*(Q)
eine beliebige Losung von (ERdyn) mit

My = [Allry

und wir miissen zeigen, dass A = A.
Definiere fiir § € S% 1, n e St

po = (Ro)uX,  vni=(Qh)x\.

Dann ist (1, v) zuléssig fiir (ERdyn™) nach analogen Rechnungen wie in Lemma 4.6
bzw. Abschnitt 4.2.1. Es gilt nach Bemerkung 4.10 und der Optimalitéit von A

sup [|uollv = [[A|rv = [Mltv = sup [l
PeSd-1 peSd—1

rel)

sodass (u,v) auch optimal fiir (ERdyn™) ist. Da wir exakte Rekonstruktion fiir

dieses Problem angenommen haben, folgt
Lo = [y fiir wy_1-fast alle @ € S,

Ubersetzt auf die Variable A bedeutet dies

N

(Ro)uA = (Ro)ph = ib(9.0,,0.0,) (4.8)
=1

fiir fast alle @ € S?!. Hieraus wollen wir folgern, dass A ein diskretes Ma8 sein

muss:
Es sei wieder T' := {(x,v;) | i =1,..., N} der Triiger von A. Aus Gleichung (4.8)
kénnen wir schlielen, dass

(Ro) s A(R2\ Ry(T)) =0 fiir fast alle 0 € S,
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d.h. A muss konzentriert auf den Mengen Re_ Y(Ry(T)) sein. Wir wihlen nun eine
Basis {f1,...,04} C S*! von R?, sodass Gleichung (4.8) fiir alle 05,1 <j <d gilt.
Nun ist A auch konzentriert auf

Da aber die Mengen jo (T') endlich sind, ist auch obiger Schnitt endlich und somit
muss A diskret sein. Mit Lemma 4.13 folgt schlieflich A = A wie gewiinscht. O

Der Rest dieses Kapitels soll dazu dienen, ein analoges Resultat zu Satz 3.8 fiir das
dimensionsreduzierte Problem (ERdyn™) zu beweisen. Dazu wollen wir annehmen,
dass fiir eine Teilmenge K' C K von Zeitschritten das statische Problem (ERKk)
exakt rekonstruiert.

Es bezeichne T = {(z;,v;) | i = 1,..., N} wieder den Triiger des ZielmaBes .
Wir nutzen die Begriffe der Koinzidenz und der Geisterteilchen aus Abschnitt 3.3.

4.15 Satz Es existiere eine Teilmenge K’ C K von Zeitschritten (|| > 3), sodass
folgende Annahmen gelten:

1) Die Teilchenkonfiguration 7" habe zu den Zeiten in K keine Koinzidenz,
2) es existiere kein Geisterteilchen fiir die Konfiguration 7' (beziiglich X'),

3) fiir jedes k € K’ sei exakte Rekonstruktion fiir das statische Problem ERk
gegeben, d.h. 1 = (Dz)#)\ sei die eindeutige Losung von ERk.

Dann rekonstruiert (ERdyn™) exakt.

4.16 Bemerkung In Satz 3.8 wurde die Existenz eines statischen dualen Zer-
tifikates fiir jeden Zeitschritt & € K’ (und zu jedem n € sgnKY) gefordert. Da
hieraus folgt, dass die statischen Probleme exakt rekonstruieren, ist die Annahme
des obigen Satzes nicht stéirker.

AuBlerdem hatten wir schon bemerkt (vgl. Bemerkung 3.3), dass fiir die Existenz
geeigneter Zertifikate fiir Satz 3.8 keine Koinzidenzen vorliegen diirfen, sodass auch
diese Annahme nicht stérker ist.

Allerdings beschrinken wir uns in diesem Abschnitt auf nichtnegative Mafe,
wéhrend Satz 3.8 sogar fiir komplexwertige Mafle gilt.

Um diesen Satz zu beweisen, werden wir einige Hilfsbehauptungen bendétigen.
Konkret wollen wir zu den Richtungen 6 € S?! die projizierten Teilchenkonfigura-
tionen

Ro(T)={(0-2:,0-v;) | i=1,...,N} CR?

untersuchen, welche also aus eindimensionalen Teilchen mit Positionen 6 - z; und
Geschwindigkeiten 6 - v; bestehen. In Abschnitt 3.3 hatten wir die Mengen

Lix = {(z,v) e R* | 2 + kv = 2; + kTv;}
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4. Dimensionsreduktion

fir ¢ = 1,..., N,k € K eingefiithrt. Auch fiir die projizierten Konfigurationen be-
trachten wir die Mengen

Lix(0) = {(y,w) ER?* |y + krw =0 - x; + k16 - v;)}
und untersuchen den Zusammenhang im néichsten Lemma.

4.17 Lemma Es seien i,5 € {1,..., N} und 6 € S*! gegeben.

1. Es gilt fur alle k € K:

Lik(8) = Ro(Li ) -
2. Fiir zwei Zeitschritte k1, ko € K, k1 # ko sind die Schnitte
Lig, N Lj, sowie Lk (0)NL;jk,(0)
einelementig und es gilt

Lijy (0) N Ljjey (0) = Ro(Liy N Lijiky) -

Beweis. Zu Punkt 1: Ein beliebiges (z,v) € L;, erfiillt die Gleichung
x+ ktv=x; + ktv; .

Bildung des Skalarproduktes mit 6 ergibt

0-z+ k0 -v=0-x;+ k70 -v;,
also ist Rg(z,v) = (0 -z

Sei nun (y,w) € L; (0
f-v=wund

0 - U) S Li,k(G).
). Definiere = := x; + k7(v; — wf) und v = wé, dann gilt

0-2=0-(x;+ktv;) — kTw =1y,
d.h. Ry(x,v) = (y,w). Des Weiteren ist (z,v) € L;, denn
x + ktv = x; + kt(v; — wh) + ktwb = z; + kTv; .

Somit sind beide Inklusionen gezeigt.
Zu Punkt 2: Definiere

p1=x; + kitv; und  po = r; + kQTUj ,
dann ist (z,v) € Lk, N Lk, genau dann, wenn das lineare Gleichungssystem

T+ kitv=p1
T+ kotv = po
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erfiillt ist. Dieses wird eindeutig gelost durch

1
ke —ka

1
(kapr — k1p2) und v = —————(p2 — p1).

x
(ke — k1)T

Die Gleichungen

y+kitw=20-p;
Y+ kotw =0 - po
werden eindeutig gelést durch

1
ke —k

1
(ko -p1 — k160 -p2) und w=-———(0-p2—0-p1).

y (kg — /{1)7'

Aufgrund der Eindeutigkeit der Losungen sind die Schnitte in der Behauptung
einelementig und wir lesen ab, dass (y,w) = (6 - z,0 - v) = Rg(z,v) gilt. O

Auch in der projizierten Konfiguration Rg(T ) konnen Koinzidenzen auftreten.
Das néchste Lemma besagt, dass durch die gemeinsame Projektion fast sicher keine
neuen Koinzidenzen entstehen.

4.18 Lemma Angenommen, die Teilchenkonfiguration 7" ist zu den Zeitschritten
in K" C K frei von Koinzidenzen. Dann ist

M; == {0 € S* | Ry(T) hat eine Koinzidenz zu einer Zeit k € K'}
eine wy_1-Nullmenge.

Beweis. Fiir ein § € S%~! und Indizes 4,5 € {1,..., N},i # j liegen die projizierten
Teilchen (6-x;,60-v;) und (0-x;,6-v;) genau dann im k-ten Zeitschritt auf derselben
Position, wenn gilt

O -x; +kr0-v;=0-2; +k70-0;.

Umstellen fiihrt zu der Gleichung
9-(mi—xj+k7'(vi—vj))20.

in der Variable §. Da nach Voraussetzung z; — x; + k7(v; — v;) # 0 fiir alle k € K’
gilt, ist die Losungsmenge der obigen Gleichung eine Hyperebene in R, Der Schnitt
einer Hyperebene mit S*! ist jedoch eine wy_1-Nullmenge. Insgesamt ist

M= J{0es™ |0 (wi—x; + kr(v —v;)) =0}
keK! ij

eine endliche Vereinigung von wy_1-Nullmengen. O

Die Menge der Geisterteilchen der volldimensionalen Konfiguration T' beziiglich
K’ hatten wir in Abschnitt 3.3 mit G(T,K’) bezeichnet und festgestellt, dass sich
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4. Dimensionsreduktion

diese ausdriicken ldsst als

GT,K)=J ) Lik

(ix)x kEK!

wobei die Vereinigung iiber alle Folgen (ig)rexr C {1,..., N} von paarweise ver-
schiedenen Indizes lduft. Analog betrachten wir nun die Geisterteilchen G(Ry(T'), K')
der projizierten Konfiguration. Auch diese lisst sich berechen aus

GRy(T),K") = |J [ Lini(6). (4.9)
(i) kEK!
4.19 Lemma Es gelten folgende Zusammenhénge:
1. Fiir alle 0 € S ! gilt G(Ry(T),K') D Re(G(T,K"))
2. Fiir wy_-fast alle § € S¥gilt sogar G(Ry(T),K') = Re(G(T,K")).
Aussage 1 des Lemmas besagt, dass jedes Geisterteilchen der volldimensiona-

len Konfiguration ein Geisterteilchen der projizierten Konfiguration induziert. Aus
Aussage 2 folgt sofort das Korollar:

4.20 Korollar Angenommen, die Teilchenkonfiguration T lasst kein Geisterteil-
chen beziiglich ' zu.

Dann lésst fiir wy_q1-fast alle 8 € S*lauch die projizierte Konfiguration R@(T )
kein Geisterteilchen beziiglich K’ zu.

Beweis von Lemma 4.19. Es sei K' = {k1,..., kn}.

Zu Punkt 1: Es sei 6 € S¥! beliebig und (z,v) € G(T,K') ein Geisterteilchen. Die
Definition eines Geisterteilchens besagt, dass eine Folge (ip),e {1,...,m'} Von paarweise
verschiedene Indizes existiert, sodass

m/
(.Z',’U) S ﬂ Lip,kp .
p=1

Es folgt, dass Ry(z,v) € Re(ﬂ;il L;, 1,). Nun ist aber das Bild des Schnittes eine
Teilmenge des Schnittes tiber die Bilder und mit Punkt 1 von Lemma 4.17 folgt

m m’ m’
R9 m Lipyk’p C m Re(Linkp) = m Lip’kp (0)
p=1 p=1 p=1

Also liegt Rg(x,v) auch in Schnitt auf der rechten Seite und folglich ist Ry(z,v) €
G(Ry(T),K).
Zu Punkt 2: Wir definieren die Menge an Projektionsrichtungen, fiir die eine
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strikte Inklusion der Geisterteilchen gilt:
M :={0 €S| G(Re(T),K')\ Ro(G(T,K")) # @}

Zu zeigen ist, dass es sich hierbei um eine wy_i-Nullmenge handelt. Nach Glei-
chung (4.9) ldsst sich die Menge ausdriicken als endliche Vereinigung

M={60est| | F] Li 1, (0)\ Re(G(T,K')) # @

(ip)p P=1
= J0esS™ | () Lipw, (0) \ Ro(G(T,K)) # @ (4.10)
(ip)p p=1

und es geniigt zu zeigen, dass die Mengen innerhalb der Vereinigung Nullmengen
sind.

Es sei also (ip)pef1,....my € {1,..., N} eine Folge von paarweise verschiedenen
Indizes und @ € S%~! beliebig.

Laut Lemma 4.17 sind die Schnitte L;, x, N L einelementig. Schreibe also

ipt1,Kpy1
{(ap,bp)} = Lip iy N Ly kpirs P=1,... ,m —1

und rechne mittels Lemma 4.17

m’ m’'—1
ﬂ Lilﬂkp(e) = ﬂ Lipvkp(g) N Lip+17kp+1(6)
p=1 p=1
o o (4.11)
= ﬂ Re(Lip,kp N Lz‘p+1,kp+1) = ﬂ {Rﬁ(apvbp)}-
p=1 p=1

Nun unterscheiden wir zwischen zwei Féllen.
Fall 1: Alle Punkte (a,,b,) stimmen iiberein, d.h.

() Liys, = {(a1,61)} .
p=1

In diesem Fall ist (a1, b1) € G(T,K') ein Geisterteilchen der volldimensionalen Kon-
figuration. Aus Gleichung (4.11) folgt

() Loy, (6) \ Ro(G(T,K)) = @
p=1

Fall 2: Es existiert ein g € {1,...,m' — 1}, sodass (aq,bq) # (ag+1,bg4+1). Es sei
0.B.d.A a; # ag+1. Angenommen, der letzte Schnitt in Gleichung (4.11) ist nicht
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4. Dimensionsreduktion

leer, dann muss insbesondere
(0-aq,0-bg) = Rﬁ(aqv be) = RG(aq—l—la bgt1) = (0 - agy1,0 - bgy1)
gelten, d.h. 6 ist in der Hyperebene
{0 € R |0+ (ay — age) = 0)

enthalten.

Nach der obigen Fallunterscheidung sind die Mengen in der Vereinigung aus Glei-
chung (4.10) jeweils entweder leer oder in einer Hyperebene enthalten, d.h. M ist
enthalten in einer endlichen Vereinigung von wgq_;-Nullmengen und somit selbst
eine Nullmenge. O

Nun sind wir bereit, Satz 4.15 zu beweisen.

Beweis von Satz 4.15. Es sei (pu,u) eine Losung von ERdyn™.

Schritt 1: Exakte Rekonstruktion der 1y fiir k € K'.

Es sei k € K’ beliebig. Die erste Nebenbedingung von (ERdyn™) stimmt mit der
Nebenbedingung von (ERk) iiberein, sodass uj auch zuldssig fiir (ERE) ist. Nach
Annahme ist (u,u) eine Losung von (ERdyn ™), sodass die Ungleichung

sup |lugllrv < sup ||fgllrv
fesd-1 fesd—1

gilt. Da wir nur nichtnegative Mafle betrachten, iibertriagt sich diese Ungleichung

sofort auch auf die anderen Variablen (vgl. Bemerkung 4.10):

l|lugllrv = sup |lpollrv < sup ||follrv = ||ik]Tv
fesd-1 fPeSd—1

Nach Annahme 3) von Satz 4.15 rekonstruiert (ERk) fiir £ € K’ exakt und es folgt
Up = ﬂk.

Schritt 2: Exakte Rekonstruktion von fig fiir fast alle 6.

Nach Annahmen 1) und 2) von Satz 4.15 zusammen mit Lemma 4.18 und Korol-
lar 4.20 hat die projizierte Teilchenkonfiguration Ry (T) fiir wy_-fast alle § € ST1
weder Koinzidenzen noch Geisterteilchen beziiglich der Zeiten in K’'. Fixiere solch
ein 0.

Es sei h == g — jig € M(R?,R) das signierte Ma$, welches sich aus der Differenz
von Rekonstruktion und Zielmaf ergibt. Die Lebesguezerlegung von h bzgl. ||
erlaubt eine Darstellung

N
h = ha + h57 ha = Z/Bi(s(e-:ciﬂ-vi)a hs 1 ﬂ@

i=1
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mit Gewichten 3; € R. Definiere fiir ¥ € K’ Funktionen ¢ : R — R,

. sgnf; falls s =0 - (z; + kTv;),
Qr(s) =
0 sonst.

Diese sind wohldefiniert, da die projizierte Konfiguration nach Wahl von 6 keine
Koinzidenzen zu den Zeitschritten in K’ hat. Definiere weiter ¢ : R? — R,

1 -
aly:w) = gy > akly + krw),
keK’

dann gilt offensichtlich ¢(0 - z;,0 - v;) = sgn §; fiir alle i € {1,..., N}.

Die Funktion q ist definiert als der Mittelwert von Summanden mit Betrag kleiner
1. Ist also (y,w) € R? mit |q(y,w)| = 1, so muss |Gx(y + kTw)| = 1 fiir alle k € K’
gelten. Hieraus folgt

VkeK': Jipe{l,....N}: y+krw=0-(x;+ kTv;) (4.12)

und es lassen sich wieder zwei Félle unterscheiden:

Fall 1: Ein Index i} tritt mehrfach auf. Dann wird der Punkt (y,w) durch die
Gleichung (4.12) zu zwei Zeitschritten eindeutig festgelegt und es muss (y,w) =
(0-x;,,0- v, ) gelten.

Fall 2: Die Indizes (ig)rex sind paarweise verschieden. Dann wire (y,w) ein
Geisterteilchen der projizierten Konfiguration, was nach Wahl von 6 nicht moglich
ist.

Wir haben also gezeigt, dass

la(y,w)] <1 V(y,w) € R®\ Ry(T). (4.13)

Nach Schritt 1 des Beweises sind fiir alle k € K’ die Variablen u, = 4 exakt
rekonstruiert. Die zweite Nebenbedingung von (ERdyn™) ergibt

(Dy) 1o = (Ro)pur = (Ro) 4t = (Dj)pflo

folglich gilt 0 = (Dy)xh fiir alle k € K'. Wir koénnen also rechnen
1
"= T 2 /Rq’“ Do /qu

ke’
:/ qdha—i—/ qdhg
R2 R2

N
=16+ [ qdn..
i=1 R?
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4. Dimensionsreduktion

Wir bekommen wegen [|¢||cc < 1 die Ungleichung

Ihallry = ‘/ g dh,
RQ

Wegen der Optimalitéit von g und Bemerkung 4.10 gilt

< [[hs|v - (4.14)

ligllrv > llpellry = g + RV (4.15)

und nach Lemma 1.11 folgt

itg + hllTv = [l + hallTv + [[hsllTv = [lsllTv — |RallTv + [[hs]TV -

Schliefilich gilt nach Gleichung (4.14)

ligllTv — hallry + IRsllTv > lldgllTv

und mit Blick auf den Start der Ungleichungskette in (4.15) muss iiberall Gleichheit
gelten. Insbesondere gilt

Ihallry = \ [ adn.
RZ

Nun ist jedoch hs L fip und ¢ erfiillt die strikte Ungleichung aus Gleichung (4.13),
sodass nach Korollar 1.10 schon hs = 0 gelten muss. Schliellich folgt aus Glei-
chung (4.16) auch h, = 0 und insgesamt pp = fig.

Schritt 3: Exakte Rekonstruktion von 4y, fiir k € £\ K.

Tatséchlich besagt die zweite Nebenbedingung von (ERdyn™) kombiniert mit
dem soeben gezeigten Rekonstruktionsresultat fiir p, dass fiir jedes £ € K und
wq_1-fast alle § € ST gilt

= ||hs||TV - (4.16)

(Ro)pur, = (Dy)gho = (Dy)geiio = (Ro) s -

Aufgrund der Injektivitdt der Radon-Transformation (Satz 4.3) folgt uy = ug. O
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5. Numerik

Der Raum der Radonmafe ist unendlichdimensional, sodass die bisher diskutier-
ten Optimierungsprobleme nicht direkt numerisch lésbar sind. Im diesem Kapitel
wollen wir Verfahren vorstellen, um die Optimierungsprobleme in eine Form zu
bringen, welche tatséchlich implementiert werden kann. Dazu stellen wir zun&chst
zwei Verfahren zur Losung des urspriinglichen Problems

ueﬂ%g,R)HUHTV st. Gu=yg (ER)

vor: Die Gitter-Diskretisierung sowie den ADCG-Algorithmus. Anschlieflend ent-

wicklen wir eine geeignete Diskretisierung fiir die dimensionsreduzierten Probleme

aus Kapitel 4, welche auf der Gitter-Diskretisierung basiert. Am Ende des Kapitels

werden die vorgestellten Methoden anhand eines Datensatzes von zuféllig generier-
ten Teilchenkonfigurationen verglichen.

In diesem Kapitel gehen wir davon aus, dass der Messoperator G (bzw. B im

dynamischen Fall) nach C™ abbildet. Auflerdem betrachten wir nur reellwertige
Mafle, d.h. den Fall K = R.

5.1. Gitter-Diskretisierung

Das unendlichdimensionale Problem (ER) kann nicht direkt gelost werden. Statt-
dessen kann eine endliche Teilmenge Q4 = {g1,...,9r} C 2 gewahlt werden. Stell-
vertretend fiir das kontinuierliche Optimierungsproblem (ER) betrachtet man nun
das diskrete Problem

i . =9. ER
el e st G =i o

Da Q4 endlich ist, sind die Mafle u € M(Q4, R) genau die diskreten Mafle, welche
sich als Linearkombination von Dirac-Maflen

L
U= Z §j9g;
=1

mit einem Gewichtsvektor £ € R schreiben lassen. Die TV-Norm von u entspricht
einfach der 1-Norm des Gewichtsvektors und die Nebenbedingung lésst sich auf-
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grund der Linearitdt von G umschreiben zu einer Matrix-Vektor-Multiplikation:

L
gu = Zgjgdgj = (g5917 s 7g(59L) &

j=1

Mit der Bezeichnung
M = (Géyy,-..,Gd,, ) € C™E

ist das diskrete Optimierungsproblem &quivalent zu

min st. M
min €] ;

7.
Probleme dieser Art werden im Teilgebiet des compressed sensing untersucht und
die Matrix M ist die zum Operator G zugehorige Messmatriz. Hierbei handelt es
sich um ein endlichdimensionales konvexes Optimierungsproblem mit einer linearen
Gleichheitsnebenbedingung.

Betrachte den Fall Q = [0,1]? und das Gitter gegeben durch

Qu=1{j/s|j=0,...,5 =1}

fir s € N. Die Anzahl der Variablen im obigen diskreten Problem betrigt s?. Im
Falle der statischen Super-Resolution ist dies in Raumdimensionen d < 3 héufig
noch gut lésbar. Fiir die volldimensionale dynamische Super-Resolution kommen
jedoch die Geschwindigkeits-Variablen hinzu, sodass insgesamt fiir Raumdimension
d = 2 ein Problem auf einem vierdimensionalen Gitter, fiir d = 3 sogar auf einem
sechsdimensionalen Gitter zu 16sen wire.

Eine weitere Schwierigkeit ergibt sich aus der obigen Diskretisierung: Es ist im
Allgemeinen nicht zu erwarten, dass die Gleichheitsnebenbedingung noch exakt
erfiillt ist. Die wahre Teilchenkonfiguration 7" ist ndmlich im Allgemeinen nicht
in den Punkten der Diskretisierungsmenge enthalten, d.h. T ¢ €., sodass das
tatséchliche Zielmafl @ in dieser Diskretisierung nicht exakt reprisentiert werden
kann. Dieses Phidnomen ist bekannt als basis mismatch [11]. Zusétzlich ist in der
Realitdt damit zu rechnen, dass die Messdaten gy fehlerbehaftet sind. Deshalb bietet
es sich an, auf eine Formulierung der Form

minllel st |ME~gllo <c. (5.1)

fiir geeignetes € > 0 auszuweichen.

5.1 Beispiel Im Artikel ,Faster STORM using compressed sensing® [24] ver-
wenden Zhu et al. die Formulierung aus Gleichung (5.1), um die Molekiile in den
STORM Einzelbildern aus Beispiel 2.1 zu lokalisieren.
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5.2. ADCG-Algorithmus

In diesem Abschnitt soll der Alternating Descent Conditional Gradient (ADCG)
Algorithmus von Boyd et al. [6] vorgestellt werden. Fiir eine differenzierbare Ver-
lustfunktion ¢ : C™ — R und eine Massenschranke ¥ > 0 soll das allgemeine
Problem
uei\n/l{rn(ﬂ)g(gu 7) st u() <X (5.2)

gelost werden. Der Operator G : M(Q,R) — C™ sowie der Vektor § € C™ seien
wie in Kapitel 2.

Da es sich hierbei um eine Erweiterung des klassischen Frank-Wolfe-Algorithmus
(bzw. Conditional Gradient Method, CGM) [16] zur Losung von differenzierbaren
konvexen Optimierungsproblemen handelt, wird dieser zunéchst eingefiihrt.

5.2.1. Frank-Wolfe-Algorithmus

Der klassische Frank-Wolfe-Algorithmus 16st Optimierungsprobleme der Form

min f(x), (5.3)
zeC
wobei C' C R? eine kompakte, konvexe Menge und f : C' — R differenzierbar und
konvex ist.

Der Algorithmus geht von einem Startpunkt zo € R% aus und verfihrt iterativ.
In Iteration k£ wird ein neuer Punkt x; aus dem vorhergehenden Punkt xj_; wie
folgt berechnet:

Zunichst wird die Linearisierung fk :C — Rvon f am Punkt z;_; betrachtet,
welche gegeben ist durch

fo(@) = f(xp1) + (Vf(p_1), & — Tpp_1) - (5.4)
Die Linearisierung fk wird nun iiber die Menge C' minimiert:

sy, € argmin f(z) (5.5)
xeC

Da die anderen Terme konstant sind, ist dies dquivalent zur Minimierung von
(Vf(xk-1),") iiber C.

An dieser Stelle kann die neue Iterationsvariable x; auf verschiedene Arten be-
rechnet werden, was auf verschiedene Versionen des Frank-Wolfe-Algorithmus fiihrt:

a) Vorgegebener Schritt: Es wird eine Konvexkombination aus aktuellem
Punkt z;_; und Minimum s der Linearisierung genommen:

k 2

T T
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b) Liniensuche: Es wird ein Punkt xj, gewéhlt, welcher die Funktion f auf der
Linie zwischen xj_; und s; minimiert:

xp € argmin  f(z)
z€conv{zy_1,s}

¢) Fully-corrective: Der Punkt x; wird so gewé#hlt, dass er die Funktion f
iiber die konvexe Hiille aller zuvor betrachteten Minimierer der Linearisierung
minimiert:

x) € argmin f(z)

zeconv{xo,s1,...,5k }

5.2.2. Frank-Wolfe im Raum der MaBe

Als Zwischenschritt zum ADCG-Algorithmus wird von Boyd et al. der klassische
Frank-Wolfe-Algorithmus auf das Problem (5.2) im Vektorraum M (£, R) der reell-
wertigen Mafle iibertragen. Die zugehorige Iterationsvariable fiir Iteration k wird
im Folgenden mit 5 bezeichnet.

Da ¢ differenzierbar und G linear ist, ist die Abbildung

[ MEQR) =R, v UGy =)

Gateaux-differenzierbar. Genauer gilt fiir die Gateaux-Ableitung von f an einem
Punkt v € M(92,R) in Richung eines Mafles h € M(£, R)

Dpf(y) = lim W =

e—0

1
lim —(6(Gy +eGh —§) — UGy — 9))
= (VRel(GY = 9), ReGh) + (Viml(Gy = §),ImGh) ,

wobei Vge bzw. Vi fiir d~ie Gradienten beziiglich der reellen bzw. imaginiren
Variablen stehen. Schreibe V = Vge + iV, und rechne weiter

Dnf(v) = Re(VU(Gy — §),Gh) = / G*(VU(Gy —9))dh
= / Re G*(VU(Gy —9))dh.
Q
Die letzte Gleichheit gilt, da h ein reellwertiges Maf ist.

Lineares Programm

Die Gateaux-Ableitung Dy f() in Richtung h tritt an die Stelle der Richtungs-
ableitung (V f(z),h) im Frank-Wolfe-Algorithmus. Somit muss im ersten Schritt
das Minimierungsproblem

Sk € argmin /Reg (VUG — 1)) dh (5.6)
heM*(Q),h(Q)<T
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gelost werden. Definiere F': 2 — R,
F(2) == ReG* (VUG — 1))(2)

Der praduale Operator G* bildet in die stetigen Funktionen auf 2 ab und € ist
kompakt, sodass F' auf €2 ein Minimum annimmt. Es sei z;, € argming F'.

Fall 1: F(z;) > 0. Dann ist s = 0 optimal fiir (5.6), da F' > 0 und fiir alle
zuliissigen h € MT(Q) gilt [, Fdh > 0.

Fall 2: F'(z;) < 0. In diesem Fall wird (5.6) minimal fiir s, = X0, , d.h. wenn die
gesamte zuldssige Masse auf dem Minimalpunkt liegt. Es gilt namlich fiir zuldssige
h

/QFdh > /QF(zk)dh = Pla)h(Q) > F(z)S = /desk.

Gewichtsproblem

Nun soll die ,fully-corrective“ Variante des Frank-Wolfe-Algorithmus auf das Set-
ting der Mafle {ibertragen werden. Gesucht ist also

Vi € argmin UGy — 7). (5.7)

vyEconv{y0,81,...,5k }

Da die Mafle s; aber nach obiger Rechnung nur aus Punktmassen bestehen, sind
die vom Algorithmus produzierten Mafle i diskrete Mafle mit endlichem Triger
(solange das Startmafl vy dies auch erfiillt). Diese Eigenschaft macht den Frank-
Wolfe-Algorithmus im Raum der Mafle attraktiv: Aus dem urspriinglichen, unend-
lichdimensionalen Problem (5.2) wird somit ein Verfahren, welches tatséchlich im
Computer implementiert werden kann.

Es sei
Sk = supp(y0) Usupp(s1) U - -+ Usupp(s) ,
dann ist Sy C  endlich und jedes Mafl v € conv{~y, $1, ..., sk} lédsst sich schreiben
als
2E€Sk

Mit der Linearitét des Messoperators G ist der Minimierungsschritt (5.7) der ,,fully-
corrective“ Methode dquivalent zu

€ argmin (> ({z})G6. — )
1207(SK)<E g,
7(S5)=0

und hierbei handelt es sich um ein Optimierungsproblem beziiglich der Gewichte

v({z}), z € Sk
Das volle Verfahren ist in Algorithmus 1 aufgelistet. Zwischen jeder Iteration

miissen nur der Triger Sy und die Gewichte v({z}),z € Sk gespeichert werden.
Bei der Optimierung der Gewichte kann es passieren, dass einige Gewichte auf 0
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gesetzt werden. Deshalb ist es sinnvoll, die zu diesen Gewichten gehdrenden Punkte
im letzten Schritt jeder Iteration aus dem Tréger zu entfernen.

Algorithmus 1 Frank-Wolfe fiir Mafle
1: for k=1,..., kpax do

2: g — VUGyr_1 — 1) > Gradient der Verlustfunktion
3: Wiéhle zj, € argming Re G*(gx) > Neuer Quellpunkt
4: Sk < Sg—1U{zk} > Update des Triagers
5: Yk ¢ argmin K(Z ~v{z})Go. — 9) > Optimierung der Gewichte
720,7(Sk)<E
Y(S5)=0
6: Sy = supp (k) > Loschung massefreier Punkte
7. end for

5.2.3. Ausnutzung der Differenzierbarkeit

Boyd et al. machen die Beobachtung, dass Algorithmus 1 in der Praxis oft langsam
konvergiert und Mafle mit unnotig vielen Tragerpunkten generiert. Dies wird darauf
zuriickgefiihrt, dass Algorithmus 1 nur Trigerpunkte hinzufiigen und 16schen kann,
diese aber nicht glatt innerhalb des Parameterraumes verschoben werden kénnen.
H#ufig besitzt der Messoperator G jedoch zusétzliche differenzierbare Struktur:
Fiir das Bild eines Dirac-Mafles am Punkt z € € gilt in der j-ten Komponente

(G5,); = (5,607 — /Q Goe; o, = (G7e;)(2).

wobei e; wieder der j-te Einheitsvektor sei. Nehmen wir nun zusétzlich an, dass das
Bild von G* nicht nur aus stetigen, sondern sogar aus differenzierbaren Abbildungen
U — C fiir eine offene Menge U D () besteht, so ist insbesondere die Abbildung
z — G0, differenzierbar.

5.2 Beispiel Ist G zum Beispiel der idealen Frequenzfilter, so besteht das Bild
von G* = F% aus den trigonometrischen Polynomen z — e2™% und die Annahme
der Differenzierbarkeit ist offensichtlich erfiillt.

Die Idee ist nun, dem Verfahren einen neuen Schritt local_descent hinzuzufiigen,
in welchem die Gewichte festgehalten, die Trégerpunkte jedoch glatt variiert wer-
den: Fiir eine Menge A = {(z1,1),...,(zr, )} C Q x [0,00) von Paaren aus
Trégerpunkten und Gewichten nutzt die Subroutine local_descent(A) die Diffe-
renzierbarkeit der Funktion

(21, 20) = L0 ;G0 — )

J=1

aus, um die Positionen z; lokal zu verbessern.
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Dieser Schritt wird in einer inneren Schleife abwechselnd mit der Gewichtsopti-
mierung ausgefiihrt, bis keine Verbesserung mehr erreicht wird oder eine gewisse
Zahl von Iterationen {iberschritten ist.

Algorithmus 2 Alternating descent conditional gradient method (ADCG)
1: for k=1,..., knax do

2: i @E(g’yk,l —9) > Gradient der Verlustfunktion
3: Wihle z;, € argming Re G*(gx) > Neuer Quellpunkt
4 Sk + Sp—1 U{zk} > Update des Trigers
5: repeat
6: Yk ¢ argmin E(Z v({z})Gd. — 9) > Optimierung der Gewichte

720,7(SK)<E

7(S5)=0

7: Sk = supp(Vx) > Loschung massefreier Punkte
8: S+ local_descent({(z,7x({z})) | z € Sk}) > Lokaler Abstieg
9: until convergence
10: end for

5.2.4. Implementation der Teilschritte

Fiir die Implementation der Gewichtsoptimierung muss ein geeignetes Verfahren
abhéngig von der Verlustfunktion ¢ gew&hlt werden. Handelt es sich z.B. um die
quadratierte 2-Norm, d.h. £ = ||-||3, so ist das entsprechende Problem als LASSO-
Regression bekannt [7]. Hierbei ist es von Vorteil, ein Verfahren zu wéhlen, wel-
ches diinnbesetzte Darstellungen bevorzugt, damit so wenig Punkte wie moglich im
Tréger S; behalten werden miissen.

In der Subroutine local_descent kénnen die Positionen im Triger mittels eines
Gradientenabstiegsverfahrens lokal optimiert werden, wobei die durch 2 vorgege-
benen Parametergrenzen eingehalten werden miissen.

Problematischer ist der Schritt

2z, € argmin(Re G*gr)(2) (5.8)
2€Q

zur Wahl eines neuen Tragerpunktes. Die genaue Form héngt natiirlich vom kon-
kreten Messoperator G ab. Im Allgemeinen handelt es sich hierbei um ein nicht-
konvexes Optimierungsproblem, welches aufgrund der entsprechenden Annahme
an G allerdings differenzierbar ist. Boyd et al. schlagen zur Lésung von (5.8) vor,
zunéchst ein grobes Gitter iiber den Parameterraum €2 zu legen und anschlieend
die Differenzierbarkeit zu einer lokalen Optimierung auszunutzen.

Dieses Vorgehen wird jedoch schnell ineffizient, sobald die Dimension des Para-
meterraumes ) steigt. Insofern vermeidet der ADCG-Algorithmus zwar zunéchst
eine feine Gitter-Diskretisierung wie in Abschnitt 5.1, ist aber grundsétzlich von den
gleichen Nachteilen betroffen. Gerade in der Anwendung der dynamischen Super-
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Resolution, wo Q C R?? die Teilchen im Phasenraum parametrisiert, kann dies zu
Problemen fiihren.

5.3. Dimensionsreduziertes Gitterverfahren in 2D

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, eine Diskretisierung der dimensionsreduzierten
Formulierung

min - sup llollTv — s.t.
(1) gegd—1 CM(R?) gegd—1
(Vn)n€S1€Z

(ERdyn™)
Blx = spx)uvn, =9 Yk €K,

(Ro)gvn = (Qr)pio  VneS'voesi?

in d = 2 zu entwickeln, bei der sich die Dimensionsreduktion in eine tatséchliche
Ersparnis beziiglich der Anzahl der bendtigten Variablen umsetzt. Den Ausgangs-
punkt hierfiir bietet die Gitter-Diskretisierung aus Abschnitt 5.1.

5.3.1. Diskretisierung der Variablen

Hierzu wihlen wir zunsichst endliche Mengen von Richtungen © C S! sowie N C
S'. Da in der ersten Nebenbedingung von (ERdynrel) die Variable v, fiir n = ny
ausgewertet wird, miissen die Richtungen nj auf jeden Fall in N enthalten sein.
Wir definieren also N := {ny | kK € K} und stellen die Bedingung

N =N UNL

fiir eine Menge N, C S! von zusitzlichen Richtungen.

Fiir jedes # € © wird die Variable py wie folgt diskretisiert: Nach Lemma 4.8
ist pp auf einem Parallelogramm in R? konzentriert. Es wird nun ein Gitter iiber
dieses Parallelogramm gelegt, indem zunéchst ein reguléres Rechtecks-Gitter mit
s? Gitterpunkten auf dem Quadrat [0,1]? generiert wird und dieses anschlieBend
mittels einer geeigneten affinen Abbildung auf das Parallelogramm abgebildet wird.
Das so konstruierte Gitter wird mit G, (6) bezeichnet und besteht aus s? Punkten.
Die Variable pg wird nun représentiert durch einen Vektor jiy € RSZ, dessen Eintrige
die Gewichte des MaBes py an den Gitterpunkten aus G, (6) sind.

Analog werden die Variablen v, fiir n € N diskretisiert, wobei hierfiir ein Gitter
auf den Triger aus Lemma 4.9 gelegt wird. Die Menge G, (n) sei das entsprechende
Gitter und 7, € R%” der Vektor der Gewichte auf den Gitterpunkten.

5.3.2. Diskretisierung der Operatoren

Fiir die erste Nebenbedingung in (ERdyn™) ist fiir jedes k € K der Operator
Blz — spx]y zu diskretisieren. Dieser Operator wird in der Nebenbedingung auf
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die Variable v, angewendet. Da jedoch v, auf unterschiedlichen Gittern abhangig
von ny, diskretisiert ist, sind insgesamt |KC| Matrizen erforderlich:

Mp(k) = (Bl = s12]40g)gecmy) € R™, kek

Fiir die zweite Nebenbedingung sind die Operatoren (Ry)4, (Qh)4 fiir 6 € ©,n €
N zu diskretisieren. Da wir in d = 2 arbeiten, stimmen diese im Kontinuierlichen
tatsiichlich {iberein, d.h. (Rg)y = (QL)4 fiir = n. Allerdings werden die Opera-
toren in der zweiten Nebenbedingung auf die Variablen py, v, fiir unterschiedliche
0,n angewendet, sodass aufgrund der verschiedenen Gitter auch unterschiedliche
Matrizen benétigt werden.

Die Diskretisierung der Radon-Transformation wird am Beispiel von p erldutert.
Die Konstruktion fiir v funktioniert analog, jedoch mit vertauschten Rollen von 6
und n.

Es sei nun ein § € © sowie ein n € N gegeben. Es ist eine Matrix zu konstruieren,
welche die Projektion der Variable py in Richtung n, d.h. die Operation (Q}l)#,u,g
realisiert.

Hierzu wird fiir jeden Gitterpunkt g € G, (6) die Projektion n-g € R in Richtung
n betrachtet. Es werden Radien 71 < 70 < --- < 7, € R gewdhlt, sodass die
Projektionen aller Gitterpunkte aus G, (#) im Intervall [r{, 7] liegen.

Bezeichne G, (0) = {g1,...,9s2}. Die Matrix M = M,(0,n) € R¥** ist nun
definiert durch

r;fil%rg] falls n - g; € [ri, rit1),
. G —Ti . . 2
M; ;= % falls n-g € [ri—1,7i), 2<i<qg—-1, 1<j5<s
0 sonst,
279 fallsn-g; € [r1,r
Ml,j — ro—r; 9j [ 1 2), 1<j< 2
0 sonst,
n-g;j—rqg—1
o 7rqj_rq‘il falls n- g € [rq—1,74], L<icg?
j >J7>85 .
0 sonst,

Wie schon erwdhnt verlduft die Konstruktion der entsprechenden Matrizen fiir v
analog und fiihrt auf Matrizen M, (n, ) € R7<5”,

5.3.3. Diskretes Minimierungsproblem

Die kontinuierliche Formulierung in (ERdyn™) fordert exakte Gleichheit in den
Nebenbedingungen. Die Diskretisierung der Variablen und Operatoren sowie nu-
merische Fehler fithren jedoch dazu, dass exakte Gleichheit nicht mehr zu erwarten
ist. Stattdessen wird im diskreten Problem die Abweichung von exakter Gleich-
heit in der 2-Norm minimiert. Analog zum ADCG-Algorithmus wird die Annahme
gemacht, dass die Gesamtmasse > > 0 des Zielmafles bekannt ist. Die diskrete
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Formulierung lautet

min Y [Mp(k)on, —Gell3+ D 1 Mu(0,n)fig — My (n, 0)7,13
ﬁgER‘; ,0€0 ke QEG,TLEN
n€R” neN

subject to
el <% VO €O,
|17ah <2 VneN.

(ERdyn,,)

Die einzelnen Matrizen werden zu einer Systemmatrix zusammengefiigt und das
entstehende konische Programm mit der Pythonbibliothek CVXOPT [12] gelost.
Als Backend wird der Loser MOSEK [3] genutzt.

5.3.4. Nachbearbeitung

Das Ergebnis des diskreten Problems (ERdyn#;) sind Vektoren fig, U, fiir 6 € ©,n €
N. Insbesondere enthalten die Vektoren 7, fiir n = ny, k € K diejenigen Gewichte,
welche die rekonstruierten Teilchen zum k-ten Zeitschritt repréasentieren.

Um einen Vergleich zu gitterfreien Verfahren zu erméglichen, ist stattdessen eine
Liste der erkannten Teilchen vorteilhaft. Hierzu wird, Tang et al. [22] folgend, ein
Clustering-Verfahren auf die Gewichtsvektoren angewandt. Zunéchst werden da-
bei alle Gewichte, deren Betridge unterhalb eines Schwellwertes amin liegen, auf 0
gesetzt. Anschliefend werden aneinander angrenzende Gewichte zu Clustern zusam-
mengefasst. Pro Cluster wird anhand der Gewichte und Positionen der Schwerpunkt
des Clusters berechnet, welcher schliellich zur Liste der erkannten Teilchenpositio-
nen hinzugefiigt wird.

5.4. Vergleich der Verfahren

Verglichen werden folgende Verfahren:

1. static: Die Gitter-Diskretisierung des statischen Verfahrens, welches nur ein-
zelne Zeitschritte betrachtet. Hierzu wird einfach die Implementation von
(ERdyn,) mit © = Ny = @ verwendet.

2. ADCG: Das volldimensionale dynamische Problem wird mit dem ADCG-
Algorithmus gelost.

3. dir5n0: Das dimensionsreduzierte Verfahren mit [©] =5 und Ny = .
4. dir30n0: Das dimensionsreduzierte Verfahren mit |©| = 30 und NV} = &.

5. dir30n5: Das dimensionsreduzierte Verfahren mit |©| = 30 und [N | = 5.
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5.4.1. Datensatz

Zum Vergleich der Methoden wird ein Datensatz von 1000 Teilchenkonfigurationen
in d = 2 generiert. Jede Konfiguration besteht aus 4 < N < 20 Teilchen mit
zufélligen Positionen und Geschwindigkeiten (z;,v;) € Q. Die Gewichte «; werden
gleichverteilt zwischen 0.9 und 1.1 gewéhlt. Es wird K = 1 und 7 = 1 gew#hlt, d.h.
es werden drei Zeitschritte L = {—1,0, 1} betrachtet.

Die dynamische Separation einer Teilchenkonfiguration 7' = {(z;,v;)}}¥, sei de-
finiert als (vgl. [2, eq. (25)])

Agyn(T) = ke{rrjil%’l} Iggl dr2 (x5 + kTvi, 5 + kTvj)
mit der Torus-Metrik dp2 aus Gleichung (2.15). Die dynamische Separation ist also
der minimale Abstand zweier Teilchen der Konfiguration iiber die betrachteten
Zeitschritte.

Um die Eigenschaften der verschiedenen Rekonstruktionsmethoden zuverlédssig
fiir verschiedene Werte von Agy, untersuchen zu konnen, ist es wiinschenswert,
dass im Datensatz geniigend Beispielkonfigurationen in allen Wertebereichen von
Agyn enthalten sind. Bei einer gleichverteilten Ziehung der Teilchen auf € sind
jedoch niedrige und hohe Werte von Agy, unterreprésentiert.

Um dies zu beheben, wird ein rejection sampling-Algorithmus aus [1] {ibernommen.
Kurz gesagt wird zunéchst aus der N-fachen Gleichverteilung auf €2 ein Vorschlag
fiir eine neue Teilchenkonfiguration generiert. Diese wird mit einer bestimmten
Wabhrscheinlichkeit angenommen, d.h. dem Datensatz hinzugefiigt, ansonsten wird
sie abgelehnt. Die Akzeptanzwahrscheinlichkeit wird so gewéhlt, dass die Ungleich-
verteilung beziiglich Aqy,, ausgeglichen wird.

Der im Folgenden genutzte Datensatz enthilt Konfigurationen 7' mit Werten
Agyn(T') € [0,0.1].

5.4.2. Parameterwahl
Modellparameter

Wie schon erwihnt, werden Zeitschritte K = {—1,0,1} betrachtet. Als Messopera-
tor B soll der ideale Frequenzfilter auf dem Gebiet [0, 1]? dienen.

Zur Wahl der Grenzfrequenz f. ist folgende Uberlegung anzustellen: Es ist zu
erwarten, dass die gitterbasierten Verfahren Teilchen nicht mehr auflésen kénnen,
deren Separation unterhalb der Gitterfeinheit liegt. Gleichzeitig lassen die Aussagen
zum kontinuierlichen Problem aus Satz 2.18 vermuten, dass es eine fundamentalere
Limitierung der Auflosung abhéngig von der Grenzfrequenz gibt.

Um diese Effekte voneinander trennen zu konnen, sollte die Grenzfrequenz so
niedrig gewéhlt werden, dass auch Teilchenkonfigurationen mit Separation iiber
der Gitterfeinheit nicht in allen Fallen exakt rekonstruiert werden. Gleichzeitig ist
klar, dass der Rechenaufwand der gitterbasierten Verfahren stark von der Anzahl
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der Gitterpunkte abhéingt. Es wird daher eine relativ niedrige Grenzfrequenz f. = 3
gewahlt.
Diskretisierungsparameter

Die Parameter fiir das diskrete Problem werden wie folgt gewihlt:
e Anzahl Gitterpunkte entlang einer Dimension: s = 100
e Schwellwert fiir das Clustering: i, = 0.1

e Anzahl Radien fiir die Diskretisierung der Radon-Transformation: ¢ = 100

Parameter fiir ADCG

Es wird die Implementation aus [1] genutzt und fiir den ADCG-Algorithmus werden
folgende Parameter gewéhlt:

e Maximale Iterationen der Aufleren Schleife: 100

e Gitter im Schritt zur Suche eines neuen Quellpunktes: 20x20 Gitter fiir Posi-
tionen, 20x20 Gitter fiir Geschwindigkeiten

5.4.3. Evaluation

Zur Evaluation der Methoden werden nur die Lokalisierungen im Zeitschritt £ = 0
herangezogen. Die Rekonstruktion einer Teilchenkonfiguration durch eine der Me-
thoden wird als Erfolg betrachten, wenn

1. es zu jedem tatsdchlichen Teilchen (x;,v;) ein rekonstruiertes Teilchen Z gibt,
sodass
|z — zi]|2 < Az,

2. keine anderen Teilchen erkannt wurden.

Es ist klar, dass die Auflésung der gitterbasierten Verfahren durch die Feinheit des
Gitters begrenzt ist. Dies muss bei der Wahl der Toleranz beriicksichtigt werden
und wir wahlen deshalb Az = 0.01.

Schlieflich wird der Wertebereich [0,0.1] fiir die im Datensatz enthaltenen dy-
namischen Separationen in gleichméflige Abschnitte unterteilt. In jedem Abschnitt
wird fiir die Methoden die correct reconstruction rate (CRR), d.h. das Verhéltnis
von erfolgreich rekonstruierten Konfigurationen zur Gesamtanzahl an Konfigura-
tionen berechnet.
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Abbildung 5.1.: Vergleich der Verfahren

5.4.4. Ergebnis und Diskussion

Das Ergebnis des Vergleichs ist in Abb. 5.1 dargestellt. Wie erwartet, schneidet die
static Methode, welche nur die Daten aus einem Zeitschritt betrachtet, am schlech-
testen ab. Besonders fiir grolere Werte von Agy,, erreichen die Verfahren, welche die
Dynamik des Problems mit einbeziehen, eine deutlich héhere Rekonstruktionsrate.

Die dimensionsreduzierten Methoden rekonstruieren besser, je mehr Richtungen
0 bzw. n in das Problem aufgenommen werden. Dies geht natiirlich auch mit einem
hoheren Rechenaufwand einher. Im Bereich Agy, < 0.03 rekonstruiert der ADCG-
Algorithmus am besten. Dies ist konsistent mit der Erwartung, da die gitterba-
sierten Verfahren hier an die durch die Gitterfeinheit vorgegebene Grenze stoflen.
Fiir groflere Werte von Agy, liegen die Rekonstruktionsraten der ADCG-Methode
ungefihr zwischen denen der dirdn0 und der dir30n0 Methode.

Auffillig ist ein Absinken der Rekonstruktionsrate des ADCG-Algorithmus im
Bereich um Agy, = 0.03. Dies widerspricht zundchst der Erwartung, da grolere
Teilchenabstéinde die Rekonstruktion bei allen Methoden erleichtern sollten. Ei-
gentlich wird also bei allen Methoden ein monotoner Verlauf erwartet. Jedoch sind
auch an anderen Stellen Verstofle gegen diese Erwartung festzustellen, wie z.B. bei
der dirbn0 Methode um Agy, = 0.08. Diese sind deshalb wahrscheinlich auf statis-
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tische Schwankungen aufgrund eines zu kleinen Datensatzes zuriickzufiihren. Eine
Wiederholung des Experiments mit einem grofieren Datensatz kénnte diese Theorie
bestétigen.

Uberraschend ist auch, dass der ADCG-Algorithmus, welcher auf dem volldimen-
sionalen kontinuierlichen Modell basiert, von den dimensionsreduzierten Verfahren
dir30n0 und dir30nd iibertroffen wird. Offensichtlich scheint sich die héhere Di-
mension des kontinuierlichen Modells nicht in bessere Rekonstruktionsraten (aufler
im Bereich Agyy, < 0.03) umzusetzen. Moglicherweise wiirden andere Parameter
fiir den ADCG-Algorithmus, wie z.B. ein feineres Gitter im Schritt zur Suche eines
neuen Quellpunktes, zu einem besseren Ergebnis fithren.

Insgesamt stellen wir fest, dass die dimensionsreduzierten Verfahren die Informa-
tionen aus allen Zeitschritten erfolgreich zu einer besseren Rekonstruktion nutzen.
Sogar die Methode dirdn0, welche lediglich 5 Richtungen 6 in das Problem auf-
nimmt, iibertrifft die static Methode weit.
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Schlusswort

In dieser Arbeit wurde ein neues Verfahren zur Dimensionsreduktion des dynami-
schen Super-Resolution Problems vorgestellt. Hierzu wurde zunichst ein Uberblick
iiber die Theorie der Super-Resolution von Punktquellen gegeben, wobei der Fo-
kus auf der exakten Rekonstruktion lag. Anschlieend wurde das dynamische Mo-
dell eingefiihrt und es wurden die Resultate zur exakten Rekonstruktion in diesem
Setting besprochen. Dabei wurde angenommen, dass die statischen Probleme die
Teilchen zu mindestens drei Zeitschritten rekonstruieren kénnen.

Die Dimensionsreduktion des Problems konnte durch eine Abwandlung der Radon-
Transformation erreicht werden, wodurch fiir eine Raumdimension d eine Reduktion
von 2d auf d+ 1 moglich ist. Es wurden verschiedene mogliche Problemformulierun-
gen diskutiert. Anschlieend wurde das dimensionsreduzierte Problem unter dem
Aspekt der exakten Rekonstruktion untersucht und die verschiedenen Formulierun-
gen wurden untereinander und mit dem volldimensionalen dynamischen Problem
in Beziehung gesetzt. Unser Hauptresultat ist eine Aussage, welche die exakte Re-
konstruktion des dimensionsreduzierten Problems garantiert, solange zu mindestens
drei Zeitschritten eine statische Rekonstruktion moglich ist. Dieses ist somit analog
zu dem fiir das volldimensionale Problem bekannten Resultat.

Im letzten Kapitel wurden die theoretischen Uberlegungen numerisch untermau-
ert. Hierzu musste zunéchst eine geeignete Diskretisierung des dimensionsreduzier-
ten Problems entwickelt werden. Die Experimente haben gezeigt, dass sogar eine
geringe Kopplung der einzelnen Zeitschritte durch nur wenige hinzugenommene
Projektionsrichtungen zu einer besseren Rekonstruktion fithrt. Das dimensionsre-
duzierte Verfahren ist konkurrenzfihig mit dem volldimensionalen Modell, imple-
mentiert iiber den ADCG-Algorithmus, und iibertrifft diesen fiir eine hohere Anzahl
an Projektionsrichtungen sogar.

Einige Dinge wurden in dieser Arbeit nicht behandelt und stehen fiir zukiinftige
Forschung offen: Die Resultate zur exakten Rekonstruktion kniipfen an die Theo-
rie zum volldimensionalen dynamischen Problem an. Hier wéiren jedoch Aussagen
wiinschenswert, welche nicht die exakte Rekonstruktion der statischen Probleme
annehmen miissen. Diese miissten jedoch der Einfachheit halber zunéchst fiir das
volldimensionale Problem gezeigt werden.

Nicht untersucht wurde die Stabilitdt des Verfahrens, d.h. der Einfluss von fehler-
behafteten Daten auf die Rekonstruktion. Hierzu sind fiir das volldimensionale dy-
namische Problem einige Aussagen von Alberti et al. bekannt, welche moglicherweise
auf das dimensionsreduzierte Problem iibertragen werden kénnten.

Die Rekonstruktion der Geschwindigkeiten aus der Losung des dimensionsredu-
zierten Problems ist moglich (vgl. Abschnitt 4.2.2), wurde jedoch in dieser Arbeit
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nicht weiter behandelt. Auch hier wére ein Vergleich zum volldimensionalen Ver-
fahren interessant.
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A. Anhang

A.1. Beweise aus Kapitel 2

A.1.1. Beweis von Lemma 2.9

Zunichst zitieren wir eine Aussage aus [20] iiber den Zusammenhang zwischen
komplexen und reellen Dualrdumen:

A.1 Proposition ([20, Prop. 5.17]) Es sei V ein komplexer Vektorraum.

1. Ist p der Realteil eines komplex-linearen Funktionals v auf V', so ist p ein
reell-lineares Funktional und es gilt

v(v) = p(v) —ip(iv) YveV. (A.1)

2. Ist p ein reell-lineares Funktional auf V' und sei v das Funktional definiert
durch Gleichung (A.1), dann ist v ein komplex-lineares Funktional auf V.

3. Ist V ein normierter Vektorraum und erfiillen p und ~ die Beziehung in (A.1),
dann gilt [|p[lv: = [[v[lv.

Nun zum Beweis des Lemmas:

Beweis von Lemma 2.9. Zunichst ist die Abbildung f — Re fQ fdp fiir jedes p €
M(R) reell-linear und stetig, also im Dualraum C(€)'® enthalten und T ist wohl-
definiert. Klar ist auch, dass I' selbst eine reell-lineare Abbildung ist, denn das
Integral ist auch linear im Mag.

Zur Surjektivitdt: Sei p : C(Q2) — R ein stetiges, reell-lineares Funktional. Nach
Proposition A.1 ist v definiert {iber Gleichung (A.1) ein komplex-lineares, stetiges
Funktional auf C'(©2) mit p = Re~. Definiere v : C'(2) — C durch

v(f)=(f).

Auch v ist komplex-linear und stetig und darum ein Element von C(Q)’.
Der Darstellungssatz von Riesz (Satz 1.17) liefert nun ein Ma8l 4 € M(2), sodass
fir alle f € C(Q) gilt

Dieses Maf} erfiillt
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fiir alle f € C(R2), also ist p = Rey = 'y im Bild von T'.
Zur Isometrie: Sei p € M() beliebig und nutze die Bezeichnung

Taf = [ fam fec@)
Nach Proposition A.1 gilt

IRe Tallc@y = 1Txllc@y
und nach dem Darstellungssatz von Riesz gilt auch ||T||¢(q)y = |[#]/Tv. SchlieSlich
ist offensichtlich ||f||Tv = ||p||Tv. Die Injektivitit folgt aus der Isometrie. O
A.1.2. Beweis von Proposition 2.20

Beweis. Die Darstellung des Dirichlet-Kerns iiber Sinus-Funktionen ergibt sich aus
folgender Rechnung iiber eine geometrische Summe von komplexen Exponentialen:

k —in(2k+1)z gi2m(2k+1)z _ |

2k

Dk(Z) _ § : €i27rlz _ €—i27rkz § :ei27rlz _ € — —

e e —1
I=—k =0

eim(2k+1)z _ p—im(2k+1)z _ sin((2k + 1)7z)

einz — einz N sin(mz)

Der Ausdruck fiir den Fejér-Kern kann hierauf zuriickgefiihrt werden:

Fy(z) = ni 1 kzzo Di(2) = (n+1)15m(m) kzzosin((% F1)r2)
1

— 2(n + 1) sin(mz)2 kZ:o2Sin((2k + 1)72) sin(rz)

1

~ 2(n + 1) sin(mz)? kz_o (cos(k2mz) — cos((k + 1)2m2))

_1—cos((n+1)2rz) 1 sin((n+ 1)rz)?
2+ Dsin(nz)2 n4+1  sin(rz)? (A.2)

Im letzten Schritt wurde die Winkelverdopplungsformel des Kosinus genutzt.
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Die Koeffizienten des Fejér-Kerns berechnen sich auf folgende Weise:

Fn(Z) — — Z Z i2mlz

k=01l=—k

=Ly ety e 0, n} | I <k}

n+1

l=—n

’Lﬂ'Z m 2mlz
:n+1262l ’I’L"—l—’”) Z<_n—|—1 te (A3)

I=—n

Aus Definition von K zusammen mit Gleichung (A.2) folgt, dass K tatséchlich der
normalisierte quadratische Fejér-Kern zu n = f./2 ist:

B 1 sin((fe/2 + 1)72)2\> 1 e
K& = e ((fc/2 ) sin<m>2> = Gaript

Schreibe kurz n := f./2. Einsetzen von Gleichung (A.3) fiihrt zu folgender Rech-
nung:

_ ’ll |l2| ’i271'(l1+12)z
K(Z_n-i- QZ Z( nrt) T nr)¢

lhi=—nlo=—n

m )( |T_l| 27rz

S IR (B I (=

n+1 o le{ o) n+1 n+1
|r— l\<n

Da die Bedingung |r — | < n umgeformt werden kann zu r —n < [ < r + n,
entsprechen die Koeffizienten des obigen trigonometrischen Polynoms genau dem
Ausdruck g(r) aus der Aussage der Proposition. O

A.2. Beweise aus Abschnitt 4.3

N

Beweis von Lemma 4.8. Es ist (y,w) € Ry(Q) genau dann, wenn (z0) 00)) ¢
Q1,5 =1,...,d existieren, sodass

Also gilt unter Verwendung der Minkowski-Summe von Mengen

Ro() = 60,191 + -+ 0,0 = Z 0, + Z (—
j:0;>0 j:0;<0
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Die Mengen €27 und —£2; sind konvex und fiir die Minkowski-Summe gilt die Formel

S0+ > (—0)(—) = (D] 0+ (D (—0;)(—)

J:0;>0 J:0;<0 j:0;>0 J:0;<0
=540 + s (=)

Es bleibt nur, die Minkowski-Summe von

_ St Siy (St St
SJrQl —CODV{(0,0),(S+,O),( 2 ) 25)7( 92 5 25)}

und

S— S_, ,S_ S_
= { 3 ) — '\ Y oc/'\ g "¢ }
s_Q1 = conv+ (0,0), (s 0)(2 25)(2 25)
zu berechnen. Nach der Formel conv(A) + conv(B) = conv(A + B) fithrt dies auf
eine konvexe Hiille von 16 Punkten, wobei jedoch leicht zu sehen ist, dass sich diese
allesamt als Konvexkombinationen der vier Eckpunkte in der Aussage des Lemmas
schreiben lassen. O

Beweis von Lemma 4.9. Esist z € Q%(Q) genau dann, wenn ein (z,v) € Q existiert,
sodass nix+nov = z. Da 2 bis auf Umordnung der Variablen das d-fache kartesische
Produkt von i ist, ist dies genau dann erfiillt, wenn fiir jedes j = 1,...,d ein
(x(j),v(j)) € Q) existiert mit z; = nix9) + nyol ) Es gilt also

d
= [[ @n()
j=1

und es geniigt, die Menge QL (1) zu verstehen.
Da Q} linear ist, gilt

Qn () = Qy(conv ) = conv(Q,(S)) -
Nun ist

. me m_ng
conv(@,,(S)) = conv({O,TM, + 55’ 2 2(5})

niy \n2| niy |n2|
= 0 e ] S bl
conv({ R Sy i sy )

und hierbei handelt es sich um eine konvexe Teilmenge von R, also ein Intervall.
Um die Intervallgrenzen zu bestimmen, ist eine Fallunterscheidung notwendig:
Fall 1: ny > %. Hieraus folgt

ni |n2\ |”2’
o<t Ml oM 2 T =ny.
2 5—2+ 6_2+ "

7
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Insgesamt ist conv(QL(S)) = [0,n1], d.h. Q4(Q) = [0,n1]%

Fall 2: ny < —@. Hieraus folgt

n n1 n1 |n2| n ‘n2|
==+ =< =—-"=<—=4+-=x<0
MEy Tty Sy T S Ty S
und somit Q%(Q) = [ny,0]%.
Fall 3: |nq| < % In diesem Fall ist
ny  |nol ni  |ng|
ol g0y 2
> 25 -2 7%
e ol _m o
ny no ni ni ni ny
e L G L O i T
2 2 ~ 2 SptpTm
Umgekehrt gilt auch
ni o ong_m ] _ng | |ngl
e Tt e R T i R g T kel
Mgty s Ty Syt
sodass insgesamt Q% () = [ — @, o |g—2]d.
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