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ii
Zusammenfassung

Das Verhalten von Carbonnanoréhren unter periodischen Randbedingungen ist gut bekannt.
Wie sich diese an den Réindern bei Ubergingen zu Kappen als Abschluss einer solchen
Rohre verhalten, ist Thema dieser Arbeit. Dabei betrachten wir den speziellen Fall einer
sesselformigen (5, 5)-Konfiguration einer Nanorohre unter dem Einfluss eines Zwei-Teilchen-
und Drei-Teilchen-Potentials mit Knick. Wir zeigen, dass bei kleinsten fixierten Stérungen
die Abstinde der Atome zum Roéhrenmittelpunkt alternierend linear abnehmen, bis dieser
Abstand dem einer ungestérten Nanordhre entspricht.
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KAPITEL 1

Einfihrung

Kohlenstoffnanoréhren, oder auch CNT genannt, lassen sich anschaulich durch das Aufrol-
len einer planaren Graphenstruktur bilden, bei der die Orientierung des Aufrollens iiber
die Struktur der Rohre entscheidet. Diese Orientierung liasst sich durch einen Vektor (p, q)
charakterisieren, sodass ein Atom z an die Position x + pa + ¢b gebracht wird. Dabei lassen
sich, wie in Abbildung erkennbar, drei verschiedene Arten von Nanordéhren unterschei-
den; Sessel- (armchair) und Zickzackkonfigurationen (zigzag) sowie chirale Konfigurationen.

Abhéngig von Aussehen und Art der Réhre ergeben sich unterschiedliche chemische und

- armchair

Armchair

Zigrag

Chiral
Abbildung 1.1.: Die drei Moglichkeiten des Aufrollens einer planaren Graphenstruktur nach [I] und
das daraus resultierende Aussehen der Nanordhren nach [2].

physikalische Eigenschaften, die Nanorohren fiir verschiedenste Anwendungsbereiche inter-

essant werden lassen. Daher ist es notig, das Verhalten jeder dieser Strukturen moglichst gut

zu analysieren und zu verstehen. Hierbei ist in erster Linie die typische sp?-Hybridisierung
der Kohlenstoffatome von Bedeutung. Diese Form der Hybridisierung sorgt dafiir, dass jedes

Atom drei Bindungen eingeht und diese sich nach Moglichkeit trigonal planar mit einem
Winkel von nahe 27 /3 zueinander ausrichten.

Mathematisch werden die Nanordhren héufig als eine beliebig lange Rohre betrachtet, bei
der man die Randeffekte vernachlissigt und sich auf das Verhalten innerhalb der Réhre
konzentriert, da solche Strukturen aus bis zu 107 Atomen bestehen. An beiden Enden der
Kohlenstoffnanorohre befinden sich aber Kappen, die die Rohre abschliefen. An diesem

Ubergang herrschen aufgrund der Kappenstruktur andere Bedingungen als innerhalb der
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Nanoréhre. Fiir diese Ubergéinge und ihr Aussehen liefern wir in dieser Arbeit erste Ansitze,

indem wir uns eine explizite Struktur genauer angucken und analysieren.

Dabei wird unser Vorgehen wie folgt sein. Zunéchst befassen wir uns mit einer allgemeinen
mathematischen Beschreibung der Nanorshren und wie die Energien solcher CNT ausse-
hen. Wir werden die allgemeine Struktur dann fiir unseren speziellen Fall umformen, um von
einer Betrachtung fiir jedes einzelne Atom auf eine dort genauer erlauterte Abhingigkeit
von Radien zu kommen, mit denen jeweils zehn Atome erfasst werden. Im darauffolgenden
Kapitel werden wir zeigen, wie ein (lokales) Minimum aussieht, sodass wir eine Nanoroh-
renstruktur angeben kénnen, die von dem System préferiert wird. Anschliefend fiihren wir
eine fixierte Storung sein, sodass das System nicht mehr in dem zuvor gezeigten Minimum
verharren kann, sondern sich anpassen muss. Diese Situation ist als erster Schritt in Rich-
tung des Ansetzens einer Kappe an den Enden der Rohre zu verstehen. Wir werden sehen,
dass unter bestimmten Voraussetzungen an diese Stérung die Nanorohre ein neues Mini-
mum finden und annehmen kann, falls sie nicht als unendlich lang betrachtet wird. Im
abschlieBenden Kapitel werden wir uns mit der Numerik einer solchen Optimierung ausein-
andersetzen und sehen, dass die numerische Optimierung solcher Strukturen die analytisch
erhaltenen Resultate unterstiitzt.



KAPITEL 2

Grundlagen der Nanorohre und ihrer Strukturen

Eine typische mathematische Beschreibung einer Nanorchre ohne Kappen erfolgt durch eine
Sammlung von Punkten im R3, die wie folgt aussieht, vergleiche [3] oder [4]:

NT = NT,, + LZes

Hierbei ist NT,,, = {z1,..., 2y} die Menge der Punkte, die die Bedingung z; - e3 € [0, L)
erfiillen. Diese Menge nennen wir eine m-Zelle. Diese ist unser Referenzgebiet der Rohre,
deren Energie berechnet wird. L > 0 beschreibt die Lange dieser Zelle entlang der Achse
es := (0,0,1) und ist dazu gedacht, die Unendlichkeit der Nanorohre hindeln und trotz
fehlender Randbedingungen eine Energie berechnen zu kénnen.

Um diese fiir die m-Zelle mit Zwei-Teilchen- und Drei-Teilchen-Potentialen zu erhalten und
dabei auch die Bindungen mit in Betracht zu ziehen, die von einer Zelle zur benachbarten
gehen, miissen wir einen verallgemeinerten Abstandsbegriff einfithren. Ausgehend davon,
dass die Bindungen der Atome circa einen normierten Abstand 1 haben und dass aufgrund
der sp?-Hybridisierung der Kohlenstoffatome die priferierten Bindungswinkel 27/3 und
47 /3 sind, fithren wir folgende Definitionen ein:

|z; — |1 = ze{n—l%,l} |z; — z; + Lzes|.
Dieser Abstand modulo L verkniipft Punkte x;,z; € NT, mit einem Abstand und hierbei
insbesondere auch Punkte an den entgegengesetzten Enden der Zelle mit einer kiirzeren
Distanz als in der Zelle selbst, um die Periodizitdt der Nanoréhre zu erfassen. Punkte
an den gegeniiberliegenden Enden kénnen dadurch eine aktive Bindung eingehen, da es
anschaulich so aussieht, als ob die Zelle an beiden Enden an sich selbst angebaut wird und
somit Punkte an eigentlich gegeniiberliegenden Enden néher beieinander sind.

Davon ausgehend definieren wir uns eine Menge B, in der wir zueinander benachbarte und

durch eine Bindung verbundene Punkte zusammenfassen:
B:= {(Z,]) 1T, X5 € NT, 1 # 4, |xz — xj]L < 1.1} .

Hierbei legen wir als Grenzwert fiir eine Bindung wie in [3] einen Abstand von 1.1 fest.
Des Weiteren benétigen wir fiir die Winkel beim Drei-Teilchen-Potential eine genauere
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Beschreibung fiir die Atome, mit denen das zentrale Atom x; verbunden ist. Das heifit,
wir wollen fiir die Bindungen der Winkel wissen, ob diese mit einem Atom x; der eigenen
Zelle oder mit dem Stellvertreter-Atom aus der gedachten angehédngten Zelle eingegangen

werden. Dazu sei mit
B(zj;):={ie{l,...,m}:(i,j) € B}

die Menge der mit z; verbundenen Punkte gegeben. Dann sei fir ¢ € A'(x;) das Atom a:f das
gesuchte Atom, indem a:f € {x; + Lzez : z = —1,0,1}, sodass |:cf — x| = |z; — xj]r. Damit
kénnen wir nun eine Indexmenge 7 definieren, die Triple von Atomen erfasst, die durch
zwei Bindungen verkniipft sind. Insbesondere kénnen wir so die Winkel an den jeweiligen
Atomen erschlieflen.

T :={(,4,k) : wi,zj, x5 € NI, i # j,j # k,i # kund i,k € B(z;)}

Jetzt konnen wir uns mit der Energie und den von uns darin betrachteten Potentialen be-
fassen. Wir behandeln hierbei nur Zwei-Teilchen- und Drei-Teilchen-Potentiale als Beitrage
zur Energie. Weitere in der Realitdt existierende Wechselwirkungen lassen wir auflen vor,
da wir mit den beiden betrachteten einen Grofiteil der Energie abdecken. Somit sei

ENT) izé > U2(|$z‘—$j!L)+% > v (in). (2.1)

(i,§)€B (4.5,k)ET

Durch das Zwei-Teilchen-Potential vy : [0,00) — [—1,00) beschreiben wir den Abstand
zwischen zwei beliebigen Atomen beziehungsweise den Energiebeitrag, den dieser Abstand
liefert. Wir orientieren uns hierbei am Lennard-Jones-Potential und vereinfachen dieses fiir
unsere Betrachtung. Dies bedeutet insbesondere, dass existierende Bindungen eine negative
Energie liefern sollen, da Bindungen im Vergleich zu isolierten Atomen energetisch giinstiger
sind. Daher setzen wir

o firy<1
va(y) =< -1 firy=1 (2.2)
0 fiiry>1.

Mit dieser Wahl gehen wir sicher, dass die Atome einen Mindestabstand einhalten. Unter-
halb dieses normierten Werts wird die Abstoflung zwischen zwei Atomen so grof3, dass die
Energie unendlich grof3 wird und somit eine solche Konstellation ausgeschlossen wird. Fiir
einen Abstand grofler als Eins nehmen wir an, dass v, keinen Energiebeitrag liefert, sodass
wir nur Beitrage erhalten, wenn der Abstand genau gleich Eins ist.

Das Drei-Teilchen-Potential vs : [0,27/3) — [0, 00) soll den Einfluss der Bindungen aufein-
ander widerspiegeln, indem es fiir den Winkel zwischen zwei Bindungen einen Energiebei-
trag liefert. Dazu erhilt vs als Argumente drei Atome, die mit mindestens zwei aktiven
Bindungen untereinander ausgestattet sind. Da wir uns in einer sp?-hybridisierten Struktur
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Abbildung 2.1.: Struktur der (5,5)-Nanorohre

befinden beziehungsweise diese beschreiben wollen, méchten die Atome drei Bindungen ha-
ben. Damit vz das beschreibt, bendtigt es ein Minimum bei einem Winkel von 27/3. Da es
keine Rolle spielen darf, ob wir den Winkel mit oder gegen den Uhrzeigersinn messen, muss
v3 symmetrisch um 7 sein, das heifit v3(0) = v3(2m — 6). Desweiteren soll vs in einer kleinen
Umgebung von 27/3 konvex und von beiden Seiten strikt fallend sein. Zudem sei vs in
dieser Umgebung mit Ausnahme im Minimum zweimal stetig differenzierbar. Im Minimum
bei 27/3 soll insbesondere gelten, dass lim v4(6) < 0 und lim v5(0) > 0 und wir dort
somit einen Knick haben. 0.72m/3 o2 /3

Die Faktoren 1/2 vor den beiden Summen in kommen zustande, da wir beim Zwei-
Teilchen-Potential die Bindungsenergie zwischen zwei Atomen fiir jedes einzeln berechnen,
in der Gesamtenergie die Energie fiir eine Bindung aber nur einfach auftauchen darf. Fine
dhnliche Uberlegung gilt fiir das Drei-Teilchen-Potential. Dort erhalten wir fiir jede zwei
Bindungen an einem Atom zwei Winkel, abhéngig davon welche der beiden Bindungen wir
mit x; — z; bezeichnen. Da die rdumliche Ausrichtung der Bindungen zueinander aber nicht

doppelt in die Energie hineinspielt, benotigen wir auch hier den Faktor 1/2.

Aufbauend auf obiger Konstruktion der Nanoréhre befassen wir uns mit der (5, 5)-Chiralitét
als einen expliziten Fall der Sesselform. Dessen Struktur ldsst sich nun bis auf Isometrie wie
folgt darstellen, vergleiche [3]:

{ <r cos (g(Qz +k)+ qu> , 7 sin (g(Zz +k)+ qu> ,pk)

1
qr 1= 2 arcsin () .
2r

Zudem muss fiir den Radius r gelten, dass

i=1,...,5 j=0,1, k:eZ}
(2.3)

mit

e <2sin27r/5)’ 2sin(ir/10)> ’
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Abbildung 2.2.: Struktur der Nanorthre mit zur Richtung senkrechten Ebenen. Auf jeder der grau
hinterlegten Ebenen liegen genau zehn Atome, die geméfl der im Text beschriebenen
Systematik angeordnet sind.

und mit der SchrittgroBe p € (0,1) erfiillt r folgende Bedingung:

2 2. 2(T dr
P~ + 4r*sin (5—2) =1.

Wir schauen uns nun genauer die Strukur der (5,5)-Chiralitdt der Nanorohre an. Betrach-
ten wir diese detaillierter, fallt uns auf, dass jeweils zehn Atome in einer zur Richtung der
Nanorohre senkrechten Ebene liegen. Diese Atome liegen jeweils alle auf einem Kreis mit
dem Radius r, wobei der Mittelpunkt der Schnittpunkt der Ebene mit der Richtungsachse
der Nanorohre ist. Desweiteren sind die Abstdnde zwischen den Atomen so grof3, dass je-
des Atom genau eine Bindung zu einem Atom in derselben Ebene sowie je eine zu einem
Atom der jeweils benachbarten Ebenen eingeht. Diese Bindungen - wir sprechen von einer
(aktiven) Bindung, wenn der Abstand in einem gewissen Intervall liegt, typischerweise um
den Abstand Eins - werden durch das Potential vy bestimmt. Durch die strikte Definition
von vg in haben sie alle genau den normierten Abstand Eins. Somit kénnen wir unsere
Nanorohre auch iiber die einzelnen Ebenen mit zugehdrigen Radien r; beschreiben.
In jeder dieser Schnittebenen mit der Richtungsachse gilt (bis auf Rotation), dass die zehn
Atome wie folgt liegen:
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wobei g(r) := v4r2 —1. Da die Ebenen zueinander parallel sind und die Bindungslin-
ge zwischen Atomen der verschiedenen Ebenen ebenfalls Eins ist, entsteht beziiglich der
xy-Koordinaten eine sich wiederholende Punktspiegelung um (0,0). Das bedeutet, fiir be-
nachbarte Ebenen mit Radien 71 und r9 gilt mit Vertauschen der Radien die Beziehung;:

27— ( z5' (1) ) 22— ( zy' (1) ) o < z3' (1) ) o ( z5' (1) )
o) 7 = @) 7 e ) T e @)
o — ( z' (1) ) o ( z10(1) ) o < zy' (1) ) o ( zg' (1) )
Po\r@) T =) T e @) T @)
71 )
6

- (0), e ()
T lre) T e

Nur durch diese Art Verschiebung kénnen wir sicherstellen, dass die Ebenen zueinander
parallel ausgerichtet sind und die Bindungen zwischen den Atomen verschiedener Ebenen
iiberall dieselbe Linge haben. Wiirden die Atome in benachbarten Ebenen anders liegen
als oben aufgefiihrt, wiren die Bindungen unterschiedlich lang, was mit unserem Potential
v in zu mindestens einer inaktiven Bindung und damit einer Erhohung der Energie
fiihrt.

Jedes dieser Atome besitzt drei Bindungen, eine in der eigenen Ebene und zwei, die zu
benachbarten Ebenen fiihren. Damit ergeben sich drei verschiedene Winkel. Als a-Winkel
bezeichnen wir die Winkel an einem Atom zj, die zwischen einer Bindung in der Ebene
und einer Bindung zwischen zwei benachbarten Ebenen entstehen. Der S-Winkel an x]
ist derjenige, der zwischen den beiden Bindungen zu den benachbarten Ebenen liegt, sie-
he Abbildung Diese Winkel am Atom 35;1 kénnen wir mithilfe des Skalarprodukts in
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ri
T10

Bi

Abbildung 2.3.: Die Ausrichtung der verschiedenen Winkel an einem Atom, beispielhaft an x7*. Der
B-Winkel verkniipft drei Ebenen, die beiden a-Winkel jeweils die zentrale mit einer
benachbarten, erkennbar an den hochgestellten Radien an den jeweiligen Atomen.

Abhéngigkeit von den Radien r;_1,7; und r;11 ausdriicken:

1
o) (11,7, 741) = arccos (2 (— sin (7{:) g(ri—1) + cos (g) + 1)) = a)(ri_1),

QZ(ri—1, i rig1) = @ (Pie1, 74, mio1) =: @2 (rig1), (2.4)

Bi(ri—1,7i,rit1) = arccos(f(ri—1,ri, riy1) — 2(ri—1,7i) 2(ri, riv1)),
wobei

fla,be) = % <1 + 2cos (g) + 4b% — sin <75T> (g(a) +2g(b) + g(c))

s

+9(a)g(e) — cos (£ ) (g(a)g(®) + 9(B)g(e)) ).

1
z(a,b) = \/1 —a? -0+ B (sin <75T> (g(a) + g(b)) + cos <75T> (g(a)g(b) — 1)>
Die Funktion z beschreibt den Abstand zwischen zwei benachbarten Ebenen mit zugehorigen
Radien a und b. Wir sehen, dass die a-Winkel nur vom Radius in der benachbarten Ebene
abhéngen, somit gilt insbesondere a? ;(r;) = ap,(r;).

Wir wollen nun den allgemeineren Energieausdruck mit Zwei-Teilchen- und Drei-
Teilchen-Potentialen detaillierter fiir die hier vorliegende (5,5)-Nanordhre betrachten, ins-
besondere unter der Besonderheit, dass jeweils zehn Atome in zur Nanorohrenrichtung senk-
recht liegenden Ebenen liegen. Das bedeutet, dass m € 10N ist, da jede Ebene voll besetzt
ist, und wir geben die Anzahl der Ebenen mit n € N an. Somit kénnen wir die m-Zelle
der Nanordhre durch die Anzahl dieser Ebenen charakterisieren. Da zudem das Potential
V9 in bekannt ist und alle Atome drei Bindungen besitzen, konnen wir die Energie der
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Nanorohre schreiben als:

(i.5,k)ET

Des Weiteren hat jede Ebene einen zugehorigem Radius r;, wobei ¢ € {1,...,n} ist, auf
welchem die Atome angeordnet sind. Wir kéonnen die Winkel an den Atomen durch die
verschiedenen Radien berechnen, sodass es uns moglich ist, den Anteil von v3 an der Ge-
samtenergie ebenfalls genauer darzustellen. Damit ldsst sich die Energie nun nur noch in
Abhéngigkeit der Ebenen, das heifit von ihrer Anzahl und den entsprechenden Radien,

angeben:

E(NT) =FE((r1,...,m)) :15714—% Z U3 (9%)

(i,5,k)ET

=15n+ 10§n: (1)3 (a}(ri_ﬂ) + v3 (a?(rz’—&-l)) + v (Bi(ri-1, 7’i77’i+1))) .
=1

(2.5)
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KAPITEL 3

Bestimmung eines Energieminimums

In diesem Kapitel werden wir ein Minimum fiir die Energie aus erarbeiten. Das heifit
wir finden einen Zustand, welchen die Nanordhre unter den Voraussetzungen an die Po-
tentiale und ihre eigene Struktur annehmen moéchte. Dabei nutzen wir die Erkenntnisse
aus [3], wo fiir allgemeinere Nanorohren unter sehr dhnlichen Voraussetzungen ein Mini-
mum gefunden wird. Der entscheidende Unterschied hier wird sein, dass wir ein Potential
vs mit Knick betrachten. Das heifit, dass das Potential in seinem Minimum bei 27r/3 nicht
differenzierbar ist. Betrachten wir Theorem 4.4 aus [3], stellen wir fest, dass der dortige
Minimierer mit seinem [-Winkel immer néher an den Wert 27/3 heranriickt, je kleiner das
vorgegebene Intervall von vs wird, den Wert selbst aber nicht annimmt. Die Differenzier-
barkeit an der Stelle v3(27/3) mit v5(27/3) = 0 scheint hier mit hineinzuspielen. Zudem
sind typische Kappen von realen Nanoréhren héufig Fullerene, bei denen mathematisch
héufig Drei-Teilchen-Potentiale mit Knick betrachtet werden. Im Fall der (5,5)-Nanordhre
bildet ein halbiertes Cgo-Fulleren an beiden offenen Enden der Rohre diese Kappe, wie zum
Beispiel in [5] dargestellt wird. Um den Ubergang von der Rohre zur Kappe auch mathe-
matisch behandeln zu kénnen, ist es notwendig, ein gemeinsames Potential zu betrachten.
Daher besitzt unser Drei-Teilchen-Potential fiir die Nanoréhre ebenfalls als Voraussetzung
eine Nicht-Differenzierbarkeit in 27/3. Erste numerische Annéherungen - eine genauere nu-
merische Betrachtung folgt in Kapitel [f] - verstirken unsere Vermutung, dass das Minimum
unter diesen Voraussetzungen exakt bei 5 = 27/3 liegt. Das folgende Theorem untermauert
dies auch analytisch:

Theorem 1. Sei eine Nanorohre N'T mit (5,5)-Chiralitit gegeben. Die Potentiale seien vy
aus und vy wie in Kapitel@ eingefiihrt. Des Weiteren verhalte sich vg in einer kleinen
Umgebung von 2w /3 wie die Betragsfunktion, das heifst vs(0) = |0 — 27/3| fiir 0 nahe bei
27 /3. Dann wird die Energie E(N'T) aus lokal minimal, wenn fir alle Radien gilt:
P = cos(m/5)\/5 + 4 cos(w/10) fiir alle i. Dies ist dquivalent zu 3; = 27 /3 fiir alle i.

Da das Potential v3 an der Stelle § = 27 /3 nicht differenzierbar ist, konnen wir selbst fiir
eine kleine Umgebung nicht mithilfe der ersten Ableitung der Energie beziiglich der Radien
argumentieren.

Beweis. Sei also ™" = cos(n/5)\/5 + 4 cos(n/10) fiir alle 4. Damit die Energie hier ein
lokales Minimum annimmt, betrachten wir kleine Anderungen dieser Radien und betrachten
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min mit kleinen

den daraus resultierenden Wert der Energie. Dazu seien nun r; = ¢; + 1}
Stérungen ¢; € R. Zudem sei mindestens ein c¢; # 0. Die Energie ist gegeben durch ([2.5),

das heif3t
ENT) = E({r:}) = 15n + 102 (vs (al(rien)) +vs (a2 (rin) ) + 03 (Bilriv, i, 7311))) -

Wir sehen, dass der erste Teil unabhéngig von den Radien ist und nur durch deren Anzahl
bestimmt wird. Da diese fest gegeben ist, spielt sie fiir die Minimierung keine Rolle, genauso
wie der Vorfaktor zehn beim zweiten Summanden. Fiir die Minimierung miissen wir folglich

nur die Summe im diesem Summanden minimieren. Wir schreiben

E(rp) = Y- (e (0} trien)) + v (025s0)) 43 (Birir, o).

1=

Zur besseren Lesbarkeit in diesem Beweis nutzen wir ab hier E({r;}) statt E({r;}).

Des Weiteren bendtigen wir die partiellen Ableitungen von ; beziiglich der Radien (fiir
bessere Lesbarkeit verzichten wir - falls moglich - auf die Angabe der Stelle (r;—1, 7, 7i41)):

9Bi _ 87“? 1f B %Z(ri—lvri) : Z(ri’ri—i-l)
o VI= (T =2 i)
aﬁi Ti—1$2Ti41 6/31
- -1, T, Tit 1), 3.1
orii1 ors_1 (Tz 15T, Tig1) (3.1)
dp; B Brlf 32 (i 1,7%) c2(ri 1) — = 2(riy riga) - 2(ric1, i)
o VI— T~ i nrzrari )P
Insbesondere halten wir fest, dass mit (3.1)) fir r;—1 =r; =r;p =17
2 - = 3.2
2 0rs (r,r,7) Oy (r,r,7) ey (r,r,m) (3.2)

gilt. Wir nehmen nun an, dass die optimale Struktur die ist, bei der alle Radien gleich r"

sind. Das bedeutet, die niedrigste Energie wird bei E({r"}) erreicht. Eine Fehlerabschiit-
zung erster Ordnung fur E({r;}) liefert:

E({ri}) = E{r{""}) + Z ryn ;,E({T%m"}) +0(r7)
" (3.3)
= E({r["™}) + Zcz‘ %E({T@mm}) +0(r7).
=1

(2

Nun betrachten wir den zweiten Summanden der letzten Zeile genauer. Wenn dieser immer
strikt grofer Null ist, ist E({r™"}) ein lokales Minimum und unsere Aussage damit gezeigt.
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Wir haben

v3(ey (riz1)) + v3(aZ(riv1)) + v3(Bi(ri—1, 74, Tix1))

-

s
I
.

E({ri}) =

v3( i1 (ri)) +vs(ai_y (ri) + v3(Bi(ri1, 76, miy1)) (3.4)

Il

s
I
—

203(a_1(ri)) + v3(Bi(riz1,7i, Ti1))

|

I
_

(2

und mit der Kurzschreibweise und a(r;) := a?_;(r;) folgt dann:

Oa 0 i— / 0 4 ’ 0 7
- B({ra}) = 2uh(e) 5o (1) + wh(Bi) T+ (B S+ v (B -
@ 2vg<a>§ﬁ<n>+a§“ ((Bi-1) + 205(8) + (i),

7

Fiir kleine Storungen ¢; konnen wir leicht tiberpriifen, dass die entsprechenden a-Winkel
echt kleiner als 27/3 sind. Das bedeutet fiir kleine Abweichungen der Radien von 7"
dass die Steigung des Potentials v5(«) = —1 fiir alle 7 ist. Dies nutzen wir, um den zweiten
Summanden in weiter zu vereinfachen und erhalten

n " a 81'7 / / /
=1 ‘

=1

Il

S
I
—

1 0
( vh(a) o a (rMm) (¢;_q + 2¢; + cit1)

or;
9 i— min
%(7} J0s(8i)(cim1 + 2¢; + ci+1)>

( 18@ mm) 0B;i_1

_5877"2 87“7;

(3.6)

M,

(T)(5) ) (cim1 + 261+ o),

=1

wobei mit v3(f;) der links- beziehungsweise rechtsseitige Limes limg, o, /305(8;) = +1
beschrieben ist. Jeder Summand in beschreibt anschaulich gesprochen den Energie-
beitrag, den ein Atom aus der entsprechenden Ebene liefert, wenn der zugehorige Radius
sich um den Wert ¢; dndert. Hierbei sehen wir, dass die Energiedifferenz sich durch eine
Gewichtung mit den Stérungen benachbarter Ebenen berechnen lasst. Falls diese Gewich-
tung c¢;—1 + 2¢; + ¢;41 > 0 ist, so folgt wegen , dass 3; < 27/3 und damit v4(5;) = —
Analog folgt aus ¢;—1 + 2¢; + ¢i+1 < 0, dass v5(5;) = 1.

Die Ableitungen von a und §3;_1 beziiglich 7; an der Stelle ™" kénnen wir explizit angeben,

das Vorzeichen von v4(8;) hiangt vom Vorzeichen des Faktors ¢;—1 + 2¢; 4+ ¢i41 ab. Wir
erhalten mit auf drei Nachkommastellen gerundeten Werten da/dr;(r*™) ~ 0.683 und
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9Bi—1/0r;(r™m) ~ —0.365, dass

n

> e 5, By = 37 (~0.3415 £ 0.365) (£ i1 + 2¢; + cis1]) > 0, (3.7)
i=1 ¢ i=1

da jeder Summand nicht-negativ ist. Die Rundung nutzen wir hier nur fiir die Veranschau-
lichung, auch mit ungerundeten Werten fir die partiellen Ableitungen bleibt ein jeder Sum-
mand nicht-negativ. Da nach Voraussetzung mindestens ein ¢; # 0 ist - ansonsten befinden
wir uns weiterhin in unserem angenommenen Minimum - muss auch ein Summand ungleich
Null, also echt grofler Null sein. Denn mit der festen Anzahl an Radien r; und damit auch
Storungen c¢; ist es nicht moglich, die ¢; derart zu wéhlen, dass alle Gewichtungen Null
werden. Dies gelingt nur, falls alle ¢; = 0 wéren. Folglich ist auch

cj #0

>

i ~— E({rin ,
> g BTN 0

(2
was wir nutzen kénnen, um aus (3.3)) die Relation E({r;}) > E({r™"}) zu bekommen. Das
bedeutet, dass jede Storung eine groflere Energie liefert als die Struktur, bei der alle Radien
gleich sind und die sicherstellt, dass §; = 27/3 fiir alle 7. O

Wir wissen nun, dass wir unter den Voraussetzungen mit einem Knick im Drei-Teilchen-
Potential v eine Minimalstruktur der Nanordhre erhalten, bei der die 5-Winkel als Verbin-
dungen dreier Ebenen den Minimalwert der Funktion v3 annehmen. Sie liegen somit genau
im Knick selbst, was darauf hindeutet, dass die Beschleunigung von vs in diesem Punkt
eine mafigebende Rolle dabei spielt. Denn vergleichbare Potentiale mit v5(27/3) = 0 und
Differenzierbarkeit in diesem Punkt sorgen dafiir, dass das Minimum der Energie wie in [3]
einsehbar bei leicht abweichenden S-Winkeln angenommen wird.
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KAPITEL 4

Feste Storung ¢

Wir haben festgestellt, dass die Nanordhre im ungestorten Zustand identische Radien in
allen zur Richtung der Rohre senkrechten Ebenen annimmt, die dafiir sorgen, dass alle (-
Winkel exakt den Wert 27/3 annehmen. Nun wollen wir uns mit dem Fall befassen, dass an
einer Stelle eine fixierte Storung auftritt. Fernziel dieser fixierten Storung ist es zu verste-
hen, wie die Nanordhre sich verhélt, wenn wir an den Enden eine Kappe ansetzen wollen,
die die Rohre in der Realitdat abschlieft. Bei einer (5,5)-Nanorohre sind diese Kappen je-
weils die Héalften eines Cgp-Fullerens. Das Cgo-Fulleren besteht aus zwolf Pentagonen und 20
Hexagonen und bildet einen Ball, dessen Struktur im Alltag bei Fuf3- oder Handbéllen wie-
derzufinden ist. Als Kappenabschluss fungiert hier jeweils ein Pentagon, welches senkrecht
zur Rohrenrichtung liegt. Schneiden wir dieses Fulleren nun mittig durch und betrachten
die jeweils zehn Atome an den Seiten dieser Schnittfliche, liegen diese in einer Ebene, die
parallel zum obigen Pentagon verlduft. Eben jene zehn Atome liegen zum einen auf einem
Kreis mit gemeinsamem Radius und kénnen zum anderen jeweils eine Bindung zu einem
Atom der andockenden Ebene der Nanordhre eingehen. Da der Radius des Fullerens un-
ter den gleichen Annahmen an die Potentiale vy und w3 allerdings leicht vom optimierten
Radius 7" der Nanoréhre abweicht, kénnen wir dies als eine Art von fester Stérung an
der Nanoréhre interpretieren. Um das komplexe Verhalten an diesem Ubergang von der
Nanorohre zum Fulleren besser verstehen zu kénnen, schauen wir uns hier einen dhnlich
gelagerten Fall an, der analytisch und numerisch besser zu handhaben ist.

Dazu betrachten wir eine (5,5)-Nanorohre, deren Radien nach Theorem [1] optimiert sind
und nehmen uns einen Radius rg, der durch eine Stérung ¢y # 0 nicht mehr den energetisch
giinstigsten Wert annimmt, also 79 = ¢ + r§*". Dabei fithren wir eine Indexverschiebung
in der m-Zelle und ihren Ebenen durch, sodass die feste Storung (nahezu) zentral in un-
serer betrachteten Zelle liegt. Wir verbleiben wie im vorherigen Kapitel bei derart kleinen
Storungen, dass Fehlerterme erster Ordnung dominieren und héhere Ordnungen keinen
entscheidenden Einfluss auf das Verhalten nehmen. Wir werden sehen, dass sich die angren-
zenden Radien nicht - wie vielleicht intuitiv erwartet - linear oder exponentiell abnehmend
dem optimalen Radius annahern, sondern alternierend abnehmend. Das bedeutet, dass sie
abwechselnd gréBer und kleiner als 7" sein werden, sich dem Wert aber gleichmiiig an-
néhern.
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4.1. Erste und zweite Nachbarn

Ausgehend von dieser fixierten Storung interessiert uns zunédchst einmal, was in ihrer direk-
ten Nachbarschaft passiert und welchen Einfluss eine Stérung auf die benachbarten Radien
nimmt. Im vorherigen Kapitel haben wir in bereits gesehen, dass fiir den Energie-
ausdruck in erster Fehlerordnung Summanden auftauchen, bei denen mogliche benachbarte
Storungen in einer Gewichtung verkniipft sind und damit interagieren kénnen. Dies betrifft
somit direkt erste als auch zweite Nachbarebenen, da ihre Stérungen ¢; in der Gewichtung
gemeinsam auftreten, die sich insbesondere auf die 5-Winkel der Ebene mit fixierter Stérung
und der ersten Nachbarebene beziehen. Um herauszufinden, wie und in welchem Ausmaf
die feste Storung ¢y Einfluss auf die Gesamtenergie nimmt, betrachten wir daher zunéchst
die Fille, in denen eine direkte Interaktion von anderen Stérungen mit ¢ moglich ist. Da
wir durch Theorem[I]ein lokales Minimum kennen, bietet es sich an, dass wir dessen Energie
als eine untere Schranke fiir die gestorten Systeme nutzen. Von dieser ausgehend versuchen
wir die Energie des Systems mit fixierter Stérung unter beliebiger Variation der ersten und

zweiten Nachbarn moglichst gut an das ungestérte Minimum anzundhern. Wir definieren
die Differenz zum Minimum durch AE := E({r;}) — E({r™"}) und erhalten mit (3.6]), dass

[n/2]

10 - 0B;_ A
AE= 3, (_a(rzmm) + % (r{”’")vé(ﬁﬁ) (cic1+2¢+cip1) > 0. (4.1)
i=—[n/2]+1 20r; or;

Wir sehen, dass eine Storung c; in r; Einfluss auf drei Summanden hat, denn ¢; wirkt auf
Bj-1,B3; und B;11. Die in den Summanden auftretenden c;_2,c;_1,¢j41 und c¢jy2 sind die
Storungen bei den ersten und zweiten Nachbarn. Deren Gewichtung wird direkt durch die
drei 5-Winkel beeinflusst. Alle weiteren mdéglichen ¢; # 0 werden hoéchstens indirekt durch
c¢; beeinflusst. Da die Werte der partiellen Ableitungen fest sind, werden wir ab hier die

gerundeten Werte nutzen. Fiir jeden Summanden S; gilt damit

S; = (—0.3415 —0.365 ’Ué(ﬁz)) (Ci—l + 2¢; + Ci+1)

0.0235(Ci_1 + 2¢; + Ci+1) far ¢;_1 + 2¢; + ci+1 >0 (4.2)
—0.7065(0171 + 2¢; + Ci+1) fir ¢;_1 + 2¢; + ¢i+1 < 0.

Fir die Energiedifferenz (4.1]) konnen wir nun schreiben:
[n/2]

AE= Y S (4.3)
i=—[n/2]+1

Wir nehmen an, dass ¢;—1 + 2¢; + ¢;41 # 0 fur alle ¢; # 0, um die Grenzfille 5; = 27/3
auszuschlieflen. Sei nun ohne Beschrankung der Allgemeinheit 7 = 0 und ¢y # 0 eine feste,
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aber beliebige Storung, dann ergibt sich

0.094¢cy fiir ¢g > 0
AFE = (4.4)
—2.826¢p fiir ¢g < 0.

Diesen Beitrag zur Gesamtenergie gilt es zu minimieren, denn das System wird trotz der
festen Stérung in ein Minimum zuriickkehren wollen. Anhand der S; sehen wir bereits, dass
mit einer festen Storung cg das Energieminimum nicht erreicht wird, falls bei weiteren Radi-
en nur Stérungen mit demselben Vorzeichen auftreten. Denn dies fithrt dazu, dass entweder

alle gewichteten Summen der ¢; grofler oder kleiner Null sind und somit die Energiedifferenz

[n/2]
0.094 Z c; fircg>0
i=—[n/2]+1
n/2]
—2826 Y ¢ fiirco <0,
i=—[n/2]+1

AE =

was in beiden Féllen grofier ist, als wenn nur ¢y # 0. Das heifit, entweder ist die einzelne feste
Storung in diesem Fall schon optimal oder im Minimum miissen Stérungen mit anderem
Vorzeichen ebenfalls auftreten.

Um das genauer zu untersuchen, betrachten wir im ersten Schritt nur die direkten Nachbarn
r_1 und 71, fir alle anderen Radien sei ¢; = 0. Durch die Stérungen c¢_1, ¢y und ¢; werden
in nur die Summanden S_5 bis Sy beeinflusst, die verbleibenden sind gleich Null. Nun
wollen wir fiir diese Summanden eine Kombination finden, sodass AE mdoglichst gering oder
kleiner gleich den Werten in ist. Dazu unterscheiden wir die folgenden Félle:

Fuar S_o : c_1 <0 VvV oc_1 >0,

fur S_q : 2c_1+c9 <0 V 2c_1 4 ¢y >0,

fur Sy : c14+2c+c1 <0 V c_1+4+2¢cy+c1 >0,
fur S; : 2c1 +c9 <0 V 2c1 +¢o >0,

fur Sy : c1 <0 V cp > 0.

Anhand dieser Unterteilung entscheidet sich, welchen Vorfaktor das jeweilige S; fiir die
Gewichtung der Storungen liefert. Falls ¢y > 0 ist, ergeben sich abhéngig davon, ob die ersten
Nachbarn positive oder negative Storungen haben, drei Varianten (eine vierte Variante ist
identisch zu Variante zwei mit getauschtem Vorzeichen bei ¢_; und ¢;):

1)6_1,00,61 >0 2)0_1,CO>O, 1 <0 3)60>0, c_1,c1 <O0.

Fiir Variante eins haben wir bereits zuvor festgestellt, dass dort AE = 0.094(c—1+co+c1) >
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0.094c¢q gilt. In den anderen Fiéllen ergibt sich in

2)c_1,¢0>0,¢1 <0
i)c—1+2co+c1>0:
a)co+2c; >0: AE = 0.094(c—1 + ¢o) — 0.636¢;
b)co +2c1 <0: AE = 0.094c_1 — 0.636¢9 — 2.096¢1
i1)c_14+2c0+c1 <0:AE = —0.636c_1 — 2.096¢c) — 2.826¢1

sowie in

3)co >0, c_1,c1 <0
)2 1+co>0:
a)c—1+2co+c1>0:
I)cg+2c¢1 >0: AE = 0.094¢9 — 0.636(c—1 + ¢1)
IT)cop+2c1 <0: AE = —0.636(c—1 + o) — 2.096¢1
b)c_1+2co+c1 <0: AE = —1.366c_1 — 2.096¢) — 2.826¢1
1) 2c_1+¢co<0:
a)c_1+2cp+c1>0:
Ieg+2c¢1 >0: AE = —0.636(co + ¢1) — 2.096¢_1
IT)cop+2¢1 <0:AE = —1.366¢) — 2.096(c_1 + ¢1)
b)c_1+2co+c1 <0:
Ieg+2c1 >0: AE = —2.826¢_1 — 2.096¢9 — 1.366¢1
IT)cop+2c1 <0:AE = —2.826(c_1 + ¢co + c1).

All diese Energiedifferenzen kénnen wir mithilfe der Bedingungen an die Stérungen positiv
gegen die Energiedifferenz mit nur der einfachen Stérung ¢y abschétzen. Das bedeutet, diese
Félle sind energetisch ungiinstiger.

Falls ¢y < 0 ist, treten Kombinationen auf, mit denen wir die Energiedifferenz absenken
kénnen. Hierbei ist fiir uns insbesondere folgender Fall interessant: c_i,c¢; > 0, sodass
die gewichtete Summe der ¢; bei den Summanden S_1, Sy, S1 dasselbe Vorzeichen wie das
jeweils doppelt-gewichtete ¢; hat, also

2c_1+co > 0, c_1+ 2¢cyp+c1 <0, co + 2c1 > 0. (4.5)

Anschaulich bedeutet das, dass fiir die Anderung des jeweiligen B-Winkels der zentrale
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Radius die beiden dufleren dominiert:
c.1>0= f_1 <27/3, co < 0= py>2m/3, g >0= p1 <2m/3.

Damit folgt

-3
AFE = —0.636(c_1 + ¢1) — 1.366¢0 Q —0.73¢cp < —2.826¢y. (4.6)

Das bedeutet, wenn wir neben der fixierten Stérung cg nur an den direkten Nachbarn weitere

Storungen zulassen, passieren diese nur, falls ¢g < 0.

Wenn wir nun auch noch die zweiten Nachbarn hinzunehmen, sprich r_s und r, ergibt sich

folgende Situation:

Fir S_5: c—9 <0 Voo >0,

fir S_o : 2c_9+c_1 <0 V2c_9g+c_1>0,

fir S_q : c o+4+2c14+c¢<0 Vc_og+2c1+cy >0,
fir Sp : c_1+4+2cp+c1 <0 Ve 14 2c0+c >0,
fir Sy : co+2c1+c2<0 V cg+ 2c1 +c2 >0,
fir S : 2ca+c1 <0 V 2co+c1 >0,

fur S3: co <0 Voo > 0.

Wir halten fest, dass die beiden zweiten Nachbarn unabhéngig voneinander sind, da sie mehr
als eine Ebene zwischen sich haben und somit keinen gemeinsamen [-Winkel. Daher ge-
hen wir nun wie folgt vor: Ausgehend von den Energiedifferenzen AFE(c_1, cg, ¢1) bei ersten
Nachbarn berechnen wir die Anderung in AFE, wenn wir zusétzlich einen der zweiten Nach-
barn hinzunehmen. Diese bezeichnen wir mit AEg;¢ := AE(c_1,co, c1,c2) —AE(c_1, co, c1),
analog geht es wegen der Symmetrie auch mit c¢_s. Da r_; und ry keinen gemeinsamen
B-Winkel besitzen, verdndert eine Variation in r2 nicht den Energiebeitrag von r_;, somit
ist AEgf = AEg;f(co,c1,c2). Fiir bessere Lesbarkeit sei

f S fir ¢i—1 4 2¢; + ¢i41 < 0.

)

- {Sj fiir ¢; 1+ 2¢; + ¢ip1 > 0 (4.7)

Der Summand Sii beinhaltet also insbesondere die Richtungsdnderung von f;; S;r ist gleich-
bedeutend mit einer positiven Auslenkung von f;, S;” mit einer negativen. Schauen wir uns
nun die moglichen Energiednderungen AFEgy; ¢ unter Beriicksichtigung aller Variationen von
co,c1 und co an, erhalten wir in einem Grofteil der Fille eine positive Anderung, wie zum
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Beispiel im Fall (c2,co < 0;¢1 > 0):
—0.636cy  fiir S5, ST, 2¢1 +co >0
—1.366¢c9 — 0.73 (261 + Co) fur SS_, Sl_v 2c1+c9 >0
—1.366¢2  fir S5, S7, 2¢1 +¢o <0
AEdif(Cg, co < 0;¢c1 > 0) = ? 2 ! ! 0 (4.8)

—2.09602 — 0.7361
—2.826¢9 — 0.73 (3¢1 + ¢o)
—2.82662 — 0.7301

fiir S5, Sy, 21 +co >0
fir Sy, S7, 2¢14+¢cop >0

fir S5, S7, 2¢c1 +¢o <0.

Hierbei stehen S3 und Sit fiir die Situation nach Auftreten der Storung c; und die Be-
dingung an das Vorzeichen von 2¢; + ¢ gibt den Zustand von (31 vor Auftreten der neuen
Storung an. Damit wird anschaulich entschieden, ob co stark genug ist, um die bereits vor-
handene Richtung der Auslenkung in 81 umzudrehen. Nur dann und genau dann gibt es in
AFEg¢ einen Energiebeitrag von c.

Die in auftretenden Beitrdge konnen wir aufgrund der Bedingungen an die Stérungen
positiv gegen Null abschétzen. Dies gilt ebenso fiir die Félle (cg, ¢1,c2 > 0), (co, c1,c2 < 0),
(c2 < 0;¢9,c1 > 0) und (c2,¢1 < 0;¢9 > 0). In den drei verbleibenden Fillen lassen sich nicht
immer sofort eindeutige Abschiatzungen gegen Null treffen, dort iberwiegt aber AEy; < 0,
wie im Fall (c2,co > 0;¢1 < 0):

0.094co + 0.73¢1

0.094c5 + 0.73 (3¢1 + co)
—0.636¢2 + 0.73¢;
—1.366¢2

—1.366¢2 + 0.73 (2¢1 + ¢o)
—2.096¢4

fiirS;_, Sf_, 2¢1 4+¢c90>0
ﬁirS;, Sf, 2c1 +c0 <0
fflrS;_, Sy, 2c1+c<0
fiir S5, S7, 2¢1 + o >0
fir Sy, Sl+7 2c1 +c0 <0
fir S5, ST, 2¢c1 +¢o <0.

AEgif(c2,c0 > 0501 <0) = (4.9)

Damit haben wir gesehen, dass wir die Energie der Rohre mit fester Stérung cg durch
Anderung der ersten und zweiten Nachbarn absenken konnen. Die Energien sind gréfer als
im Minimum der Situation von Theorem [I} aber niedriger, als wenn alle Nachbarn ungestort
sind.

4.2. Trager der Storung

Bei den zweiten Nachbarn haben wir ein Verfahren angewendet, welches wir nun detaillier-
ter betrachten werden. Dort haben wir, anschaulich gesprochen, mithilfe von AEy;; an die
bereits vorhandenen Stérungen eine weitere, neue Stérung angehéngt beziehungsweise wei-
tere Storungen zugelassen und dann die Anderung der Energie berechnet. Dieses Zulassen
einer weiteren Storung lésst sich auch iiber den direkten Einfluss von ¢y hinaus ausfiihren.
Ziel ist weiterhin, einen energetisch moglichst giinstigen Zustand zu finden. Da wir bereits
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aus Theorem [I| wissen, dass es ein Minimum gibt, welches nur im ungestoérten Zustand er-
reicht wird, haben wir fiir die gestérte Nanorohre eine untere Schranke. Um nun fiir eine
geniigend kleine feste Storung - Fehlerabschétzungen 1. Ordnung dominieren alle héheren
Ordnungen - ein Minimum oder Infimum zu finden, méchten wir AF minimieren. Dazu ist
es von Vorteil, wenn AEy; ¢ fiir moglichst viele neu hinzugefiigte Stérungen einen negativen
Wert annimmt, denn nur mit diesen schaffen wir es die Gesamtenergie zu senken.

Aufbauend auf dem zuvor Gezeigten fiir erste und zweite Nachbarn soll das Verfahren fiir
festes N € N auf einem kompakten Tréger {r_n,...,ry} fir Stérungen an Radien 7; mit
—N < i < N wie folgt aussehen:

1. Wir erh6hen - startend von i=2 - den Index ¢ um 1 und lassen neue Stérungen c; zu.

2. Wir berechnen mit dem Verfahren von den zweiten Nachbarn die Energiedifferenz
AEgif(ci—2,Ci—1,¢).

i
3. AEges = AE(C_l, Co, 01) + 2 ZQ AEdif<Cj_2, Cj—1, Cj)
]:

4. Wir gehen zu Schritt 1, falls ¢ < V.

In Schritt zwei ist festzuhalten, dass wir nur eine feste, begrenzte Anzahl an moglichen
Werten fiir AEy;; haben. Diese hingen nur von den jeweiligen S; beziehungsweise den dort
auftretenden Vorzeichen von ¢;—1 + 2¢; + ¢;+1 ab (siehe oder ) In diesen Féllen
ist auch ¢; = 0 fiir einige ¢ zuldssig, allerdings nicht fiir zwei aufeinander folgende Radien.
Dies wiirde bedeuten, dass zwei voneinander unabhéngige Systeme entstehen, die keine
Interaktion zueinander haben, da die Kopplung iiber S-Winkel nicht fiir dritte Nachbarn
greift. Somit wére eins der Systeme unabhéngig von der Ausgangsstérung c¢g und von diesem
wissen wir bereits, dass dort nach Theorem [T] keine derartigen Storungen auftreten, um das
Minimum zu erreichen. Im dritten Schritt taucht der Faktor zwei vor der Summe der AEy; ¢
auf, da im Minimum aus Griinden der Symmetrie nicht unterschiedliche Werte von ¢; und
c_; auftreten. Wenn einer der von der festen Storung cg ausgehenden Zweige energetisch
glinstiger ware, wiirde der andere dieselben Werte annehmen, da sie nicht miteinander
interagieren. Um die Zahl der moglichen Kombinationen fiir AFE,.s weiter reduzieren zu
konnen, schauen wir uns die Méglichkeiten bei AEgy;r an, bei denen der Beitrag nicht-positiv
sein kann. Neben sind dies

0.094co + 0.73 (2¢1 + o)  fiir S5, Sy, 2¢14+¢9 <0

(4.10)
—0.636¢c2 fiir Sy, ST, 2c1 +co <0,

AEdif(Cg,Cl > 0;¢c9 < 0) = {

0.094cy + 0.73 (3c1 + c)  fiir S5, ST, 2¢1 + o <0

AEgif(ca > 0;5¢1,¢0 < 0) = —0.636¢o + 0.73¢;  fiir Sy, Sy, 2¢1 +co <0 (4.11)
—2.096cy fiir S5, S7, 2¢1 +¢o <O0.

Wir stellen fest, dass zum einen die neu-erlaubte Stérung - hier co - positiv sein muss, um

iberhaupt die Moglichkeit eines negativen Beitrags von AEy;y zu haben. Nur dann kann
eine neue Stérung an einem bestehenden System die Energie absenken. Die Kombinationen



Kapitel 4. Feste Stérung cg 21

mit posivitem AFEy;y sind neben denen mit drei gleichen Vorzeichen der ¢; und die
Folgenden:

—2.096¢cy  fiir 77, 2¢1 +¢o >0

AEgif(ca < 0;5¢1 <05¢9 >0) = —2.826cy fiir ST, 2¢1 +co <0 (4.12)
—2.826c2 — 0.73 (2¢1 + ¢o)  fir Sy, 2¢1 + ¢o > 0,
—0.636¢y  fiir S5, Si

AFE4if(ca < 05¢1 > 0;¢9 > 0) = —2.096cy — 0.73¢;  fiir S5, Si (4.13)
—2.826¢2 — 0.73 (3¢1 + ¢p) fiir Sy, Sy .

Die von der festen Storung am weitesten entfernte Stérung muss folglich eine positive Aus-
lenkung haben, ansonsten wére die Gesamtenergie ohne diese Storungen geringer und der
Zustand somit kein Minimum. Aufgrund der Restriktionen an die vorherigen Stérungen
- hier ¢; und ¢ - ist es nicht moglich, mehrfach direkt aufeinanderfolgende negative AEy; ¢
zu generieren. Dies funktioniert maximal mit zwei direkten Nachbarn mit . Das bedeu-
tet, wir benotigen entweder immer wieder auch méglichst gering positive AEy;, fiir einige

¢; oder in der jeweiligen Situation ldsst sich die Energie nicht weiter senken.

Wir halten fest:

Proposition 1. Es sei durch {r;|i € Z} eine (5,5)-Nanoréhre mit r; = r™™ aus Theorem [1
gegeben. Sei cg # 0 eine feste Stérung an ro und der Triger fir zugelassene Storungen
{c_n,...,en} sei durch N > 1 € N beschrinkt. Damit eine Nanorohre unter den gegebenen
Bedingungen ein lokales Minimum annehmen kann, muss die von cy am weitesten entfernte

Storung, welche ungleich Null ist, positive Auslenkung haben.

Beweis. Um die Aussage zu beweisen, betrachten wir die ungestorte Nanordhre, auf die
wir eine beliebige Stérung an mehreren Radien wirken lassen und nehmen dies als unsere
Ausgangskonstruktion. Wir werden zeigen, dass das zusétzliche duflere Hinzufiigen einer
negativen Stérung die Energie im Vergleich zur Ausgangsstruktur erhéht. Zudem ergeben
sich Varianten, bei denen die Energie sinkt, falls die neue duflere Stérung eine positive
Auslenkung hat.

Die Variation eines Radius durch die neu-auftretende Storung beeinflusst wie bereits zuvor
festgehalten nur die S-Winkel der eigenen Ebene, sowie die der beiden direkt benachbarten
Ebenen. Gleiches gilt bei den a-Winkeln nur fiir die ersten Nachbarn. Somit geniigt es,
wenn wir folgende Moglichkeiten betrachten: Wir nehmen an, dass r; der duflerste Radius
ist, der bei der Ausgangsstruktur eine Storung c¢; erfahrt. Die zuzufiigende Stérung soll nun
am Radius r;11 wirken. Das bedeutet, dass fiir uns aus der Ausgangsstruktur ausschliellich
die Werte von ¢; und c;—; von weiterem Interesse sind, da sich durch ¢; 1 nur Winkel &ndern
kénnen, bei denen die zweiten Nachbarn mit hineinspielen. Diese Situation ist vergleichbar
mit der aus LIl und dem Auftreten der zweiten Nachbarn dort. Daher interessiert uns auch

hier wieder das Vorzeichen von AFEgy ¢, nun fiir allgemeines ¢ und nicht ausschlielich um
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Ciy1 | ¢ | Ci—1 | Siv1 | Si | 2¢i+cia AEgf(ci—1,¢i,civ1)
>0 >0 >0 —0.636¢;41
>0 <0 >0 >0 —2.096¢;+1 — 0.73¢;
<0 >0 —2.826¢;41 — 0.73 (3¢; + ¢i—1)
>0 >0 —0.636¢;41
>0 >0 >0 —1.366¢;41 — 0.73 (20,‘ + Cz‘—l)
<0
<0 <0 —1.366¢;41
<0 >0 >0 —2.096¢;4+1 — 0.73¢;
<0 <0 >0 —2.826¢;41 — 0.73 (3Ci + Ci,1)
<0 —2.826¢;4+1 — 0.73¢;
>0 >0 —2.096¢;41
>0 <0 >0 —2.826¢;41 — 0.73 (2Ci + Ci—l)
<0 <0 28260
<0| <0 |<0 <0 —2.826¢;41

Tabelle 4.1.: Anderung der Energie des beliebigen Systems durch Auftreten einer neuen negativen
Storung c;11. Die Spalten S; 1 und S; geben das Vorzeichen der zugehorigen Gewich-
tung an (vgl. (4.2)). 2¢; + ¢;—1 gibt die Ausrichtung von S; vor Auftreten von c;;1 an.

die feste Stérung ¢p herum. Ist ¢;11 < 0, so ergeben sich die in Tabelle [I.] dargestellten
Moglichkeiten. Hierbei ist zu beachten, dass die Spalten von S;11 und S; das Vorzeichen der
jeweiligen Gewichtung ¢; + 2¢; 11 + ¢;+2 beziehungsweise ¢;_1 + 2¢; 4+ ¢; 11 angeben und nicht
eine Abschéitzung des Summanden selbst. Dieser ist, wie bereits bekannt, immer positiv.
Allerdings verédndert ein Vorzeichenwechsel der Gewichtung den Faktor des Summanden,
sodass der Einfluss auf die Energie variieren und somit dazu beitragen kann, ob AEy
positiv oder negativ ist. Die Werte fiir die jeweiligen Energiedifferenzen in Tabelle[£.T]kénnen
wir allesamt durch Ausnutzen der Bedingungen leicht gegen Null abschitzen und sehen,
dass AEg > —const c¢;y1 > 0 fiir all diese Falle gilt. Im Umkehrschluss bedeutet das
fiir ein bereits gegebenes System von Storungen: Ist die duflerste Storung negativ, so hatte
dasselbe System ohne diese dufierste Storung eine niedrigere Energie. Also kann das System

kein Minimum darstellen.

Wie sich die Energiedifferenzen AFEg;; verhalten, wenn die duflerste Stérung positiv ist,
sehen wir in Tabelle Dort entstehen Moglichkeiten, wie zum Beispiel in Zeile drei, dass
AFEg4¢ < 0 ist und damit die Energie verringert wird, falls diese Art von Stérung an eine
vorhandene Struktur ergidnzt wird. Das bedeutet insbesondere, dass ohne diese positive
Storung die Struktur energetisch ungilinstiger ist und Strukturen mit derartiger duflerer

Storung ein Minimum darstellen kénnen. O

Im néchsten Schritt wollen wir nun ausnutzen, dass wir negative duflere Stérungen fiir ein
Minimum ausschlieffen konnen. Insbesondere wenn wir davon ausgehen, dass Stérungen na-

he von ¢g einen groferen Einfluss auf die Energie im Minimum haben, weil sie den positiven
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Ciy1 | ¢ | Ci—1 | Siv1 | Si | 2¢i+cia AEgf(ci—1,¢i,civ1)
o 1= <0 0.094¢; 1 + 0.73 (3¢; + ci1)
<0 <0 <0 —0.636¢;+1 + 0.73¢;
<0 | <0 <0 —2.096¢;41
>0 >0 0.094c¢; 11 +0.73¢;
<0 >0 <0 0.094¢; 1 + 0.73 (3¢; + ci_1)
<0 <0 —0.636¢;41 + 0.73¢;
>0
>0 ol >0 [~1366c
<0 <0 —1.366¢;41 + 0.73 (261' + Ci,1)
<0 <0 | —2.0%c4
_ol_>0 0.094¢i41
>0 <0 >0 <0 0.094¢; 41 +0.73 (261' + Cz’—l)
= <0 <0 | —0.636c
>0 >0 1|>0 >0 0.094¢;41

Tabelle 4.2.: Anderung der Energie des beliebigen Systems durch Auftreten einer neuen positiven
Stérung c¢;+1. Im Vergleich zu Tabelle konnen die Energiedifferenzen AE; ¢ sowohl
positiv als auch negativ sein.

Energiebeitrag der festen Storung direkt beeinflussen und senken kénnen. Das bedeutet
konkret, dass wir die Struktur des Minimums so in Abschnitte unterteilen méchten, dass
der jeweils duflerste Radius eines Abschnitts eine positive Storung erfihrt. Diese sollte nach
Moglichkeit den Varianten aus , oder entsprechen, wobei die duflerste Sto-
rung durch ¢y angegeben wird. Das stellt sicher, dass in jedem Abschnitt der duflere Teil die
Gesamtenergie der Struktur absenkt. Je kleiner die Unterteilung nach obiger Idee gelingt,
umso weniger Moglichkeiten ergeben sich, um innerhalb eines Abschnitts die Energie zu
erhohen.

Da wir bereits wissen, dass ausschliefSlich positive Stérungen zu einer Erhéhung der Energie
fithren, benétigen wir in den einzelnen Abschnitten auch negative Stérungen. Die kleinst-
mogliche Unterteilung wére somit, wenn ein Abschnitt aus genau einer negativen und einer
positiven Storung besteht. Den Energiebeitrag eines Abschnitts berechnen wir wieder, in-
dem wir annehmen, dass wir den Abschnitt schrittweise an die innen bestehende Struktur
anfiigen, sodass wir auf AEy; ¢ zurtickgreifen konnen. Da dies in jedem Abschnitt mehrfach
passieren wird, bezeichnen wir fiir jede Storung c¢; die entsprechende Energiedifferenz mit
AEZ,i £ Sei nun ¢, die duflerste Storung eines solchen Abschnitts. Ausgehend davon, dass
fiir AE&“- ¢ ein Fall aus bis gilt, schauen wir uns an, welche der Falle aus
bis @ fir ¢_1; und AFE di}l mit diesen verkniipfbar sind. So lassen sich beispielsweise die
Bedingungen von @ fir ¢ nicht mit denen von oder flir cx_1 verkniipfen,
dafiir aber mit @ . Die meisten Félle liefern AESZ? + AE@- ;>0 und sind fiir uns nicht
weiter von Interesse, da sie durch das Anbauen von ¢ und ¢;_1 an die vorherige Konstruk-

tion die Gesamtenergie erhthen. Das gesuchte AESZ}I + AEZ- 7 < 0 erhalten wir nur durch
Kombinationen von (4.9) fiir ¢ mit (4.8) fiir cx—;. Hierbei schauen wir uns insbesondere
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Abbildung 4.1.: Unterteilung einer beliebigen Stérung in Abschnitte, sodass die jeweils duflerste Sto-
rung eine positive Auslenkung hat. Es sind jeweils zehn Storungen auf beiden Seiten
zugelassen und am rechten Rand gelingt es nicht, eine positive duflerste Stérung zu
erhalten. Somit kann die Struktur verbessert werden, indem die Stérung auf min-
destens Null gedndert wird.

den Fall
AEgi}l(ck_l, Choz < 0;cp_9 >0) = —2.096¢,_1 — 0.73cp_2,
fiir S, ,, Si 5, 2ck—2 + cp_3 >0
und AE}; ¢(ck, cp—2 > 051 <0) = —0.636c; + 0.73cx_1,

fur S,j, Sp_1» 2¢p—1+cx—2 <0
genauer an. Addieren wir diese beiden und schétzen die Summe ab, erhalten wir

AEj; + AE; " = —0.636c), — 136651 — 0.73ck_o
> —0.094(ck—1 + ck—2) (4.14)
> —0.047ck_1,

wobei ¢;_1 > 0 ist. Wenn wir nah genug an die strikten Abschitzungen herankommen,
erhalten wir eine negative Energiedifferenz und der Abschnitt wird durch die beiden zu-
sétzlichen Storungen energetisch verbessert. Die Besonderheit dieser Struktur, die wir als
einen Abschnitt erfassen konnen, liegt hier zum einen im minimalen Umfang von nur zwei
Ebenen, die zusammengefasst werden und die Energie absenken kénnen. Zum anderen fillt
auf, dass die ¢; alternierend sind und dass das Vorzeichen der Gewichtung in den Sum-
manden S; mit zentralen ¢; iibereinstimmt. Das bedeutet anschaulich gesprochen, dass der
zugehorige B-Winkel sich immer in die Richtung aus 27 /3 hinausbewegt, in die ihn die je-
weilige zentrale Stérung zieht. Wird der zentrale Radius durch eine negative Stérung kleiner
als r™" wird 8 > 27 /3 und umgekehrt. Insbesondere konnen in diesem Fall die Betriige der
Storungen nach auflen hin nicht zunehmen, da ansonsten die dufleren Storungen iiber die
Anderung des jeweils zentralen 3-Winkels entscheiden wiirden. Der entscheidende Aspekt

dieser Konstruktion liegt aber vor allem auch in der Moglichkeit, sie aufgrund der obigen
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Eigenschaften beliebig oft hintereinander anzuwenden zu kénnen.

Sei nun ohne Beschréankung der Allgemeinheit ¢y > 0. Fiir ¢y < 0 erhalten wir die folgenden
Aussagen analog mit leicht veranderten Werten, indem wir ¢_1,¢; > 0 setzen, wie bei
den ersten Nachbarn in . Im folgenden Lemma nutzen wir die obige alternierende
Konstruktion und zeigen, dass wir das Verfahren mit zwei neuen Stérungen derart nutzen
kénnen, dass wir die Energie unter die Energieschwelle einer Nanorchre mit der einzigen

Storung cg driicken kénnen.

Lemma 1. Seien N, M € 2N. Seien Stérungen c; an den Radien r_p,...,rn erlaubt und
sei cg > 0 beliebig, aber fest. Dann finden wir eine konkave Funktion fx mit fy(N 4+ 1) =0,
die symmetrisch um thr Mazimum an der Stelle fn(0) = co ist, sodass fir die Folge

(¢i)i=—N,..N = (ci)N mit ¢; = (=1)' fn (i) gilt:
AE((¢;)N) < AE((¢;)p)  fiir alle 0 < M < N. (4.15)

Insbesondere existiert ein K > 0 € 2N, sodass AE((c;)n) < 0.094¢q fiir alle N > K.

Beweis. Seien ¢y > 0 beliebig, aber fest, N, M € 2N und sei fny konkav, symmetrisch um 0
mit fx(0) = co und fy(N + 1) = 0. Nach (4.2) und (4.3) gilt, dass

N+1 N+1
AE((c)n)= >, Si= > (—0.3415—0.365 v5(8;)) (ci—1 + 2¢; + cit1)-
j=—N-1 i=—N-—1
Die gewichtete Summe der ¢; in den Summanden kénnen wir mit ¢; = (—1)"fn() fiir
1 =—N,..., N so zusammenfassen, dass

fnGi=1)+ fn(i+ 1))
: .

Cio1+2¢ + cip1 = (=1)" 2 (fN(i) -

Da die Funktion fxn nach Voraussetzung konkav ist, gilt fx (i) —(fn(i—1)+ fn(i+1))/2 > 0.
Dadurch erreichen wir, dass sich das Vorzeichen von ¢;_1 4 2¢; + ¢;+1 immer am Vorzeichen
des zentralen c; orientiert. Dies ist genau das Verhalten, welches wir in der Konstruktion
vor dem Lemma beobachtet hatten und welches wir nun hier verallgemeinert gezeigt haben.

Wir setzen nun

Fn(z) = co (1 - “’“2> (4.16)
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und konnen dann die Energiedifferenz mit (4.7]) schreiben als

N+1 N/2 N/2
AE((c)n) = > Si= > SHi+ > Sy +SHa+STy,
j=—N—1 i=—N/2 i=—N/2+1

N N—-1
=0.0235 ) 2¢; — 0.7065( > 2citen+ CN) +0.0235(cy + c—n)

i=—N i=—N+1
N—-1
=—1.366 »_ ¢ —0.636(cy +c_n)
—N+1
3N +1 2N +1 1.554N + 0.094
= 1.366 ¢ ———— — 1.272 = .
REESE YT 1)? N+ ©

Da AE((¢;)n) fiir N > 2 streng monoton fallend in N ist, gilt AE((¢;)n) < AE((¢;)pr) fiir
alle 0 < M < N und fiir N > 14 auch AE((¢;)n) < 0.094¢o. O

Das Lemma liefert uns also ein Verfahren, wie wir systematisch die Energie der Nanoréhre
mit fester Stoérung ¢y senken kénnen und gibt uns eine einfach zu konstruierende Form fiir
die dafiir benétigten Storungen. Ist der Trager ausreichend grofl, fiir die obige Funktion
fn ist dies N > 14, so unterschreiten wir bereits die Energie der Ausgangsnanorohre.
Diese hat nur die feste Storung ¢y und ansonsten die Radien einer ungestorten, optimierten
Rohre und liefert nach ein AFE von 0.094 cg. Erweitern wir den zugelassenen Tréger fiir
Storungen jeweils um vier Radien, das entspricht einer Erhéhung von N um zwei, kénnen wir
die Energie nun sogar beliebig haufig verringern, indem wir die Konstruktion des Lemmas

nutzen.

Um ein mogliches Minimum zu finden, wollen wir aber noch zusétzlich versuchen, uns mog-
lichst nah der Abschétzung aus (4.14) zu nahern. Dafiir verschirfen wir fy und definieren:

fh(x) == co (1 — (N’:i‘l)t> fir 1 <t¢<2. (4.17)

Betrachten wir nun fiir einen festen Trager die Entwicklung der Energiedifferenz beziiglich
der Potenz t, erhalten wir das in Abbildung [£.2] dargestellte Verhalten. Wir sehen, dass mit
fallender Potenz die Energie bei festem Tréager sinkt, es also giinstiger ist, eine niedrigere
Potenz fiir die Funktion zu wahlen. Des Weiteren unterstreicht die Abbildung das Resultat
des Lemmas, dass bei gleicher Potenz und wachsendem Tréger der Storungen die Energie
ebenfalls sinkt. Eine Besonderheit bei den Funktionen f% gilt es fiir den Fall ¢ = 1 zu
beachten. Fiir 1 < ¢t < 2 sind die Funktionen streng konkav und fithren dazu, dass die
zentrale Storung dariiber entscheidet, in welche Richtung sich der 5-Winkel verdndert. Fiir
t = 1 erhalten wir eine gespiegelte Betragsfunktion. Diese ist nur konkav, was dazu fiihrt,
dass wir ¢;—1 + 2¢; + ¢;j41 = 0 fiir i« # —N — 1,0, N + 1 erhalten. Das bedeutet, in der
Richtungsableitung erster Fehlerordnung von /3 sehen wir keine Anderung des Winkels aus
27 /3 heraus. Die entsprechenden Summanden S; werden Null. Das fiihrt zu folgendem
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Abbildung 4.2.: Verhalten von AFE fir feste Trégergrofien N = 4,16,50,1000 bei Variation von ¢
in der konkaven Funktion f}; die gestrichelte Linie ist das Energielevel, falls keine
weitere Storung als ¢y > 0 auftritt; normiert beziiglich cq.

Resultat:

Proposition 2. Sei cg > 0 eine beliebige, aber feste Stérung. Fir N € 2N und zugelassene
Storungen (¢;)i——n,..n mit ¢; = (—1)'f5 (i) gilt dann

AE((ci)n) = 0.094 Nci - <0.094co fiir alle N > 0. (4.18)
Beweis. Sei cog > 0 und ¢; = (—1)'fx (i) fiir i = —N,..., N. Dann verbleiben von den

Summanden S; aus (4.3) nur S_y_1,So und Sy, denn
Cci—1+2¢;i+cq1=0firi=—-N,...,—1,1,..., N.

Damit erhalten wir

AE((¢;)N) =So+ S—n-1+ Sn+1

2¢co co Co )
= 0.0235
(N+1+N+1+N+1
€o
= 0.094
N+1’
womit die Aussage gezeigt ist. O

Wir finden also fiir jeden beliebigen Trager fiir Storungen ¢; eine Anordnung dieser ¢;, sodass



Kapitel 4. Feste Stérung cg 28

wir die Energie des Ausgangssystems mit fester Stérung cy senken koénnen. Im Fall von
ungeradem N setzen wir die &uBersten Stérungen gleich Null und wenden ¢; = (—1)"fA_(4)

an. Insbesondere kénnen wir nun folgendes Theorem beweisen.

Theorem 2. Sei cg > 0 eine geniigend kleine, aber feste Storung im Radius ro einer Na-

noréhre mit Radien {r;|i € Z}. Dann existiert in erster Ordnung kein stabiler Minimierer.

Beweis. Angenommen es giibe einen Minimierer G := argmin E({r;|i € Z,ro = 75" + co})
mit AE(G) = const > 0. Wir wissen nach Theorem [1} dass die Energie dieses Minimierers
grofler sein muss als die vom ungestértem Minimum, das heifit AE(G) > 0. Fir N € 2N
setzen wir ¢; = (—1)"f%(i) und ¢; = 0 fiir alle || > N. Fiir die Energie dieser Nanoréhre
mit r; = r™" + ¢; sehen wir mit Proposition [2, dass die Energiedifferenz AE((¢;)n) streng
monoton fallend in N ist mit

lim AE((CZ)N) = 0, (419)
N—o00
wobel AE((c;)n) > 0 gilt. Somit finden wir ein M € 2N, sodass fiir alle N > M gilt:
AE((ci)n) < AE(G). Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitdt von G. O

Im Fall ¢y < 0 konnen wir analog zu Lemma [T} Proposition 2] und Theorem [2] vorgehen,
indem wir N, M € 2N+1 und ¢; = (—1)""! fx (i) setzen. Auch fiir diese Stérungen erhalten
wir somit die Aussage, dass wir keinen stabilen Minimierer in erster Ordnung finden.

4.3. Kompakter Trager

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit dem Fall, dass wir Stérungen in der Nanordhre
nur an einer fest vorgegebenen Anzahl an Radien zulassen kénnen, wir den Trager also
nicht erweitern kénnen. In der Realitdt entspricht beispielsweise die tatsdchliche Lénge
der Nanorchre einer solchen Begrenzung. Wir halten weiterhin eine gentigend kleine, aber
feste Anderung des Radius 7 fest, also rg := 7“6’”" + ¢p, wobei 7"3”" der Radius ist, den
unsere Nanordhre im ungestorten Fall iiberall annimmt. Fiir Nanoréhren mit einer solchen
fixierten Storung haben wir gesehen, dass wir fiir einen unbegrenzten Trager kein Minimum
finden kénnen. Wir konnten allerdings fiir beschrankte Trager Konstruktionen angeben, die
die Energie der Ausgangssituation absenken. Das filhrt uns zur Frage, ob wir innerhalb
dieser Begrenzung ein Minimum erreichen kénnen. Die Antwort darauf liefert das folgende
Theorem:

Theorem 3. Sei N in 2N beliebig, aber fest und cq > 0 eine kleine, aber beliebige Variation
in ro, sodass ro = r§"" + co. Dann ist die Nanoréhre NT = {r;|r; = " + (=1) fL,(3) fiir
i=—N,...,N undr; = r™" firi>|N|} auf dem Triger {r;|i = —N,...,N} ein lokaler
Minimierer der Energie .
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Beweis. Im Folgenden werden wir hier auftretende Stérungen mit p; bezeichnen, um Uber-
schneidungen mit den zuvor verwendeten ¢; = (—1)fx (i) zu vermeiden. Seien also p; Sto-
rungen an der Nanordhre NT', wobei zu beachten ist, dass pg = 0 sein muss, um die fixierte
Storung in rg nicht zu verandern. Wir miissen zeigen, dass wir die aus erhaltene
Energiedifferenz AE(NT) = 0.094co/(N + 1) unter den gegebenen Voraussetzungen nicht
optimieren konnen. Dazu betrachten wir nochmal die in der Nanorohre NT herrschenden
Winkel und halten fest, dass die 8-Winkel in den meisten Féllen unverdndert in 27 /3 sind, da
die Gewichtung ¢;_1+2c¢;+c;+1 in diesen Féllen Null ist. Nur beim zentralen und den dufleren
beiden Summanden verschwindet die Gewichtung nicht, sondern liefert einen Wert grofer
Null. Dies fithrt nun dazu, dass fiir Stérungen p; und NT := {ri+pilie {—-N—-1,...,N+1}}
gilt:
N
AE = E(NT) — E(NT) = 0.0235(p_y +p-1+p1+px5) + Y Siy (4.20)

i=—N

i#£0

wobei die S; hier beziiglich der p; zu betrachten sind. Hierbei wissen wir fiir S_y_1 und Sy
bereits den Vorfaktor 0.0235, da p_ und py nur so negativ sein diirfen, dass ryy > rl‘]’g‘
weiterhin wegen Proposition [1] erfiillt ist. Ahnliches gilt fiir Sp. Um die Aussage des Theo-
rems zu beweisen, geniigt es nun AE > 0 zu zeigen. Wir konnen zuniichst abschiitzen,

dass

N
AE =0.0235(p_ny +p_1+p1 +pn) + > Si

i=—N

i#£0
N
>0.0235 [ p-n +p-1+p1+pyv+ DO |pic1 + 2pi + 2pisa]
o
Im néchsten Schritt kénnen wir aus Griinden der Symmetrie das Vorzeichen der negativen
Indizes vernachléssigen und konzentrieren uns auf

N

!
p1+ Y |pic1 +2pi + pisa| + pn > 0. (4.21)
i=1

Um die Ungleichung zu zeigen, betrachten wir zunéchst die Summe {iber die Betrdge genauer
und erhalten fiir 1 < M < N:

M
pr+ > (=1)" (pic1 4 2pi + pis1) = (=)™ (par + prrs)
= (4.22)

=pn+ Y (=" (pic1 + 2pi + piga) -

Hierbei haben wir die Betrége fiir einen kurzen Moment auflen vorgelassen und die Summan-
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den stattdessen geschickt mit alternierendem Vorzeichen versehen, sodass wir zwei gleich
grofle Teilterme erhalten, die je eine Art Teleskopsumme darstellen. Da dies fiir beliebiges
1< M < N gilt, folgt

N M
P+ Y Ipici + 2 + i1l + o8N = pr+ Y Pic1 + 2pi + it
i=1 i=1
N

+ > |pic1 +2pi + piv1| + N
i=M-+1

M . (4.23)
> pr+ Y (=1)" (pie1 + 2pi + pit1)

Des Weiteren haben wir noch

M
p1+ Z(—l)z (Pi-1+2pi + pit1) tpu = (4.24)
i=1

2ppr fir M gerade
0 fiir M ungerade.

Nun kénnen wir (4.21) in einer Art Induktion zeigen. Dabei werden wir die Summe der
Betriage immer wieder mit (4.23)) so aufteilen, dass wir einen Teil mit p; und den anderen
mit py verrechnen kénnen. Im ersten Schritt schauen wir uns folgende Abschétzung an:

ol
pr+ Y Ipic1+2pi + piyil +p8 > 2pw.
i=1

Wir sehen hier, dass wir fiir py > 0 bereits fertig sind.

Damit verbleibt der Fall py < 0. Dann kénnen wir (4.23) mit M = N — 1 nutzen und
erhalten

N

P+ Y |pic1 + 2pi + pis1] + PN = —2(pn—1 + DN)-
i=1

Da sich die rechte Seite der Ungleichung fiir py_1 < —ppy positiv gegen Null abschétzen
lasst, ist dieser Fall auch gezeigt. Damit verbleibt als nachstes py—1 > —pn-.
Sei also zusétzlich py_1 > —py > 0. Wie zuvor nutzen wir (4.23)), diesmal mit M = N — 2.

N

pL+ D |Pic1 + 2pi + piv1| + Py > 2(pN—2 + pN_1)-
i=1

Hierbei ist fiir py_o2 > —py-1 die Abschitzung (4.21)) erfiillt. Somit verbleibt der Fall
pN_2 < —pn_1 < 0. Diesen kénnen wir analog zum Fall py < 0 behandeln. Dementspre-
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Abbildung 4.3.: Verhalten der Nanoréhre mit fester Stérung bei einem kompakten Trager mit
N = 46.

chend analog laufen auch die daraus resultierenden Félle, in denen wir M schrittweise um
den Wert Eins senken. Die Félle py; < 0 fiir gerades M sind analog zum Fall py < 0,
die Falle pp; > 0 fiir ungerades M analog zu py—1 > 0, bis wir schliefllich bei M = 2
angelangen. Dort ergibt sich

N
E23)
pL+ > Ipict 20+ pivil + v = 2(p2 + p1).

i=1

Da im vorherigen Schritt (M = 3) nur der Fall po > 0 zu zeigen verblieb, ist (4.21) fiir
p1 > 0 erfiillt. Somit erhalten wir alternierend: Ist der Index i ungerade und p; < 0 oder ist

i gerade und p; > 0 so gilt bereits (4.21)).

Den Fall p; < 0 behandeln wir durch eine Variation der Vorzeichen der Summanden, denn

es gilt:
N N '
pr+ Y Ipict +2pi + pigi| + o8 = P14+ D (=) (et + 2pi + pis1) + Py = 2p1.
i=1 i=1

Damit kénnen wir das Verfahren von oben riickwérts aufziehen, startend bei p; bis wir py
erreichen, und erhalten nicht nur fiir p; die fehlende Aussage, sondern nacheinander fir alle
p;: Ist der Index ¢ ungerade und p; > 0 oder ist i gerade und p; < 0, so gilt (4.21]). ]

Insbesondere lésst sich die Aussage der Formel (4.21]) unter der Annahme, dass mindestens
ein p; # 0 ist, sogar leicht in eine ">"-Aussage verscharfen. Dabei werden in den obigen
Abschétzungen < zu < und > zu > und umgekehrt.

Damit haben wir gezeigt, dass wir fiir eine begrenzte Nanorohre mit einer lokalen und
ausgehend vom ungestorten Minimum aus Abschnitt [3] ausreichend kleinen festen Storung
einen stabilen Minimierer finden. Dessen Struktur zeichnet sich insbesondere durch zwei
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Merkmale aus. Wéahrend im ungestorten Fall alle Radien denselben Wert anstreben, um
das lokale Minimum zu erreichen, alternieren hier die Radien um die des ungestorten Falls.
Dabei nimmt die Stéirke der Auslenkungen aus dem ungestérten Minimum linear ab, ausge-
hend von der festen Stérung bis zu den Réndern der Rohre, wobei die &uflerste Auslenkung
in jedem Fall positiv sein muss.
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KAPITEL 5

Numerik

In diesem Kapitel befassen wir uns mit der Numerik, die unsere analytischen Ergebnisse
der vorherigen Kapitel unterstiitzen und veranschaulichen wird. Dazu nutzen wir Matlab.
Wie zuvor im vorangegangenen Kapitel interpretieren wir das Ansetzen der Kappe auch
numerisch wie das Auftreten einer festen Stoérung innerhalb der Nanorthre, um eine Idee
zu entwickeln, wie duflere Einfliisse sich auf die Struktur der Réhre auswirken.

5.1. Aufbau des Programms

Wir betrachten zunéchst die beiden Funktionen, die wir in unserem Programm konzipiert
haben, und erldutern deren Aufbau. Mit der Funktion energyCappedNanotube berechnen
wir fiir einen gegebenen Vektor r die Energie F - genauer gesagt den vs-Anteil der Energie,
da nur dieser variabel ist, vergleiche -, deren erste Ableitung DE nach bezuglich
r sowie die a- und S-Winkel des Systems nach . Dazu miissen wir der Funktion einen
Vektor r, einen Wert 70 und einen Parameter reg mitgeben. Der Vektor r soll die Menge der
Radien enthalten, 70 gibt den Wert an, welchen der Radius mit fester Stérung hat, und der
Parameter reg > 0 entscheidet, ob und wie stark das Potential v regularisiert wird. Damit
erhalten wir die Moglichkeit, dass das Gradientenabstiegsverfahren unseres Minimierers
fminunc genauer funktioniert und die Nicht-Differenzierbarkeit an der Stelle 27/3 geglattet
wird. Zudem bendétigt die Funktion die Anzahl der weiteren erlaubten Stérungen m, die
auf beiden Seiten der zentralen Storung auftreten diirfen. Hierbei ist zu beachten, dass die
Anzahl der erlaubten Stérungen nach Moglichkeit in Abhéngigkeit der Lange des Vektors
r angegeben wird, um sicherzustellen, dass es nicht mehr mogliche Storungen als Radien
insgesamt gibt.

143 function [E,DE,alphal,betal = energyCappedNanotube( r, r0, m, reg )

144

145 % r = vertical vector of nanotube radii; r(1) is the one furthest left, r(m) is
the one furthest right

146 % r0 = value of radius with fixed perturbation

147 % m = number of maximum allowed perturbations on the left and right side of
fixed perturbation

148 % reg = parameter for regularisation of v3

149

150 n=length(r); %number of nanotube radii
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151 r(ceil(n/2))=r0; Y%central radius owns fixed perturbation; rO = sqrt(3.5+5.5/
sqrt (56)) would be radius of the half C_{60}-cap

152

153 if reg >0

154 v3 = Q@(gamma) sqrt(reg+(gamma-2%pi/3).72);

155 v3Prime = Q@(gamma) (gamma-2%*pi/3)./v3(gamma);

156  else

157 v3 = @(gamma) abs(gamma-2*pi/3);

158 v3Prime = Q@(gamma) sign(gamma-2%pi/3);

159  end

Quellcode 5.1: Die Funktion energyCappedNanotube und ihr Funktionskopf inklusive Erlauterungen
zu den anzugebenen Variablen

Wir miissen beachten, dass wir numerisch eine feste Anzahl an Radien benétigen, wiahrend
wir analytisch zunéchst abzéhlbar viele Radien betrachten. Um auch an den dufleren beiden
Radien alle Winkel berechnen zu koénnen, fithren wir mit r¢1 und rc2 periodische Rand-
bedingungen ein. Die Formeln fiir die Winkel a und S erhalten wir aus den Umformungen
aus Kapitel 2] Die Energie E, die wir hier berechnen, bezieht sich ausschlieflich auf den
vs-Anteil der Energie, da bei der Optimierung nur dieser Teil, wie im Beweis zu Theorem
erlautert, variiert wird. Der Vektor DE beinhaltet in jedem Eintrag die erste Ableitung
der Energie beziiglich des jeweils indexgleichen Eintrags des Radiusvektors 7.

161 % periodic boundary condition

162 rcl = r(end); % left radius

163 rc2 = r(1); % right radius

164

165

166 % compute all angles (alphal is angle between two adjacent radii in left
direction, alpha2 in right direction, beta in between two nonadjacent radii
)

167 g = @(x) sqrt(4.*x.72-1);

168 gPrime = @(x) 4.*x./g(x);

169 alphal = acos((-sin(pi/b)*g(r)+cos(pi/5)+1)/2);

170 alpha2 = acos((-sin(pi/b)*g(r)+cos(pi/5)+1)/2);

171 h = e(x,y) g(x).*xg(y);

172  hPrimel = @(x,y) 4*x.*xg(y)./g(x);

173 hPrime2 = @(x,y) 4xy.*xg(x)./g(y);

174 f = @(a,b,c) (1+2*cos(pi/5)+4*xb. " 2-sin(pi/5)*(g(a)+2*xg(b)+g(c))+h(a,c)-cos(pi
/5)*(h(a,b)+h(b,c)))/4;

175  fPrimel = @(a,b,c) (-sin(pi/5)*gPrime(a)+hPrimel(a,c)-cos(pi/5)*hPrimel(a,b))
/4;

176 fPrime2 = @(a,b,c) (8*b-2*sin(pi/5)*gPrime(b)-cos(pi/5)*(hPrime2(a,b)+hPrimel (b
,C)))/4;

177  fPrime3 = @(a,b,c) (-sin(pi/5)*gPrime(c)+hPrimel(c,a)-cos(pi/5)*hPrimel(c,b))
/4;

178 z = @(a,b) sqrt(l-cos(pi/5)/2-a."2-b. 2+sin(pi/b)*(g(a)+g(b))/2+cos(pi/5)/2*h(a
,0));

179  zPrimel = @(a,b) (-2*a+sin(pi/5)/2*gPrime(a)+cos(pi/5)/2*hPrimel(a,b))/2./z(a,db
)

180 zPrime2 @(a,b) zPrimel(b,a);

181 fValues = f([rcl;r(1:end-1)],r,[r(2:end) ;rc2]);

182 zValuesM = z([rcl;r(l:end-1)]1,1r);

183 zValuesP = z(r,[r(2:end);rc2]);

184 beta = acos(fValues-zValuesM.*zValuesP);

Quellcode 5.2: Periodische Randbedingungen der Funktion und das Berechnen verschiedener Winkel
und Ableitungen nach Kapitel
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Dabei miissen wir darauf achten, dass die hier verwendeten Vektoren fiir die Zwischenwerte
mit dem anschlieffenden Berechnen der Energie und ihrer Ableitungen kompatibel sind, da
die Eintrige der Energieableitung DE von mehreren Radien abhédngen. Zudem miissen wir
einige dieser Ableitungen anschliefSend explizit auf Null setzen, weil diese nach analytischer
Annahme nicht verdnderbar sind. Durch die konkrete Angabe dieses Gradienten muss die
Optimierungsfunktion fminunc diesen nicht numerisch berechnen, was zu Ungenauigkeiten
fithren kann und insbesondere die Situation an fixierten Eintrdgen erschwert.

187 % compute energy and its derivatives

188 E = 10*(sum(v3(alphal))+sum(v3(alpha2))+sum(v3(beta)));

189 DE = zeros(size(r));

190 dalphal_dr = sin(pi/5)/2*gPrime(r)./sqrt(1-(-sin(pi/b)*g(r)+cos(pi/5)+1).72/4);
191 DE = v3Prime(alphal).*dalphal_dr;

192 dalpha2_dr = sin(pi/5)/2*gPrime(r)./sqrt(1-(-sin(pi/b)*g(r)+cos(pi/5)+1).72/4);
193 DE = DE + v3Prime(alpha2).*dalpha2_dr;

194 dbeta_dr_iml = -(fPrimel ([rcl;r(l:end-1)],r,[r(2:end);rc2])-zPrimel ([rcl;r(1:
end-1)],r) .*zValuesP) ./sqrt (1-(fValues-zValuesM.*zValuesP) . 2);
195 dbeta_dr_i = -(fPrime2([rcl;r(l:end-1)],r,[r(2:end);rc2])-zPrime2([rcl;r(1:end

-1)],r) .xzValuesP-zValuesM.*zPrimel (r, [r(2:end) ;rc2]))./sqrt (1-(fValues -
zValuesM.*xzValuesP) . 2);

196 dbeta_dr_ipl = -(fPrime3([rcl;r(l:end-1)],r,[r(2:end);rc2])-zValuesM.*zPrime2(r
,[r(2:end);rc2]))./sqrt(1-(fValues-zValuesM.*xzValuesP) . 2);

197 DE(1:end-1) = DE(l1:end-1) + v3Prime(beta(2:end)).*dbeta_dr_imi1(2:end);

198 DE(end) = DE(end) + v3Prime(beta(1)).*dbeta_dr_imil(1);

199 DE = DE + v3Prime(beta).*dbeta_dr_i;

200 DE(1) = DE(1) + v3Prime(beta(end)).*dbeta_dr_ipl(end);

201 DE(2:end) = DE(2:end) +v3Prime(beta(l:end-1)).*dbeta_dr_ipl(l:end-1);

202 DE = 10%*DE;

203

204 Yradii which must not change their values

205 DE(ceil(n/2)) = 0; %fixed perturbation at ceil(n/2)

206 %radii which should not be part of the support

207 for k =1:floor(n/2)-m

208 DE (k) =0;

209 end

210 for k =ceil(n/2)+m+1:n
211 DE (k) =0;

212 end

Quellcode 5.3: Berechnung der Energie F und ihrer Ableitung in den jeweiligen Punkten

Die zweite Funktion ist unsere Hauptfunktion main, in der die Optimierung und Auswertung
der gegebenen Struktur erfolgt. Zur Beschreibung der Strukur benétigen wir zum einen die
Gesamtzahl n der zu betrachtenden Radien, sowie mit m die Zahl der einseitig von der
zentralen, fixierten Stérung cg zugelassenen variablen Stérungen. Auf diesen Radien wird
die Optimierung geschehen. Zudem geben wir einen Regularisierungsparameter regPar an,
der genau wie die zuvor angegeben Variablen verdnderbar ist und bei der Optimierung zum
Einsatz kommen kann, um das Gradientenverfahren rund um die Nicht-Differenzierbarkeit
des Drei-Teilchen-Potentials v3 zu unterstiitzen. Der Wert rManuell ist der Radius im
ungestorten Minimum, er ist somit konstant und ergibt sich aus dem Theorem [T}
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3 function main

4 n = 101; % number of nanotube radii, n \in 4N+1

5 m = floor(n/2)-4; % number of perturbed radii at one side of ceil(n/2), 2%m < n
-4, m \in 2N

cO0 = l1le-6; % magnitude of the fixed perturbation

regPar=1e-20; J parameter for the possible regularisation of v3

© 00 g O

rManuell = cos(pi/5) * sqrt(5+4*cos(pi/10)); ‘%radii if \beta=2\pi/3 i.e. the
radii of optimal unperturbed nanotube

Quellcode 5.4: Funktionskopf der Funktion main mit den frei wiahlbaren Parametern n, m, ¢y und
regPar

Hierbei gilt es zu beachten, dass wir n nach Moglichkeit ungerade wahlen, um einen zentralen
Radius zu erhalten. Desweiteren gehen wir von einer positiven Stérung c0 und geradem m
aus, um die Situation aus Kapitel [f] wiederzugeben. Das heiit von der zentralen Stérung
ausgehend entstehen links und rechts zwei identische Aste mit weiteren Stérungen, die
abwechselnd negativ und positiv werden sollen. Da die duflerste nach Abschnitt positiv
sein muss, sollte m folglich gerade sein. Falls wir ¢y < 0 wéhlen, wird m ungerade und wir

miissen das Programm an einigen Stellen anpassen.

Im néchsten Abschnitt der main-Funktion konstruieren wir einen Startvektor r1, welcher
nach Moglichkeit einen guten Ausgangspunkt flir eine Minimierung liefern soll. Mit der
Funktion f}v aus Proposition [2] bauen wir uns in Zweierschritten bis zur Grofle m den
Vektor ¢, welcher die Storungen c¢; enthélt. Fiir jeden dieser Schritte berechnen wir r1
sowie die Energie des jeweiligen Systems - diese schreiben wir in einen Vektor F_k - und
deren Differenz zum ungestérten Optimum. Diese entspricht AFE aus dem analytischen Teil.
Im letzten Schritt erhalten wir schlieflich den Vektor r1, dessen Radien auf dem gesamten
Tréger jeweils um den optimalen Radius alternieren und nach auflen abflachen.

11 %construction of vector with perturbed radii with increasing support for the
perturbed radii; good initial vector for the optimisation

12 t=1.0; %exponent for calculation of perturbation vector c, t=1: linear (optimal
), t>1: concave

13 E_0 = energyCappedNanotube (rManuell*ones(n,1),rManuell ,m,0); %energy minimum
for unperturbed nanotube

14 E_k = zeros(ceil(m/2) ,1);

15 E_dif=zeros(ceil(m/2) ,1);

16 for k = 2:2:m

17 c = c0 * (1-abs(-k:k)."t./(k+1)"t) .*x (-1)."(-k:k); %vector of
perturbations

18 rl = rManuell .* ones(n,1);

19 ri(ceil(n/2)-k:ceil(n/2)+k) = ri(ceil(n/2)-k:ceil(n/2)+k) + c’;

20 E_k(k/2) = energyCappedNanotube(rl,ri(ceil (n/2)),m,0); Jenergy of system
with 2*k perturbed radii

21 E dif(k/2) = E_k(k/2)-E_0;

22 end

Quellcode 5.5: Schrittweise Konstruktion einer geeigneten Startstruktur und Berechnung der
zugehorigen Energien. Der Parameter ¢ ist variabel und liefert Startvektoren nach

E1).
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Damit sind alle Vorarbeiten abgeschlossen und wir kénnen den Minimierer fminunc an-
wenden. Die Funktion, die es zu minimieren gilt, ist energyCappedNanotube mit der festen
Storung am mittleren Radius. Das heifit, wir wollen beziiglich des Vektors r minimieren
und die feste Stérung ist nach obiger Konstrukion r1([n/2]) = r1(51). Als Startvektor fur
fminunc nehmen wir das zuvor konstruierte 7 und nutzen zudem noch weitere Optionen bei
options, um dem Minimierer einen gréfleren Spielraum beim Finden einer besseren Struktur

zu verschaffen, als es die Standardwerte zulassen wiirden.

24 hoptimisation of the structure of the nanotube depending on the radii

25 options = optimoptions(’fminunc’, ’Display’, ’iter-detailed’, "’
SpecifyObjectiveGradient’,true, StepTolerance’,l1e-16, "MazIterations’
,100000, ’OptimalityTolerance’,le-10);

26 rOptAbs = fminunc(@(r) energyCappedNanotube(r,r1(ceil(n/2)),m,0) ,rl,options);

27 rOptReg = fminunc(@(r) energyCappedNanotube(r,r1(ceil(n/2)) ,m,regPar),rl,
options) ;

Quellcode 5.6: Optimierungen der Startstruktur mit der Matlab-Funktion fminunc

Wir fithren die Optimierung einmal mit und einmal ohne Regularisierung durch, das heifit
wir optimieren bei rOptAbs beztiglich der urspriinglichen Funktion vz(z) = |z — 27/3| und
bei rOptReg regularisieren wir zunéchst die Nicht-Differenzierbarkeit an der Stelle 27/3.
Damit umgehen wir das Problem, dass fminunc mit dem Gradientenabstieg in die nicht-
differenzierbare Stelle 1duft und abbricht.

5.2. Auswertung und Ausblick

In diesem Unterkapitel befassen wir uns mit der Auswertung des Programms und hierbei
insbesondere mit den Graphen als Resultate zur Unterstiitzung der analytischen Ergebnisse.
Zudem betrachten wir, welche Problematiken innerhalb des Programms auftreten koénnen,
wie wir diese versuchen zu behandeln und auf welche Details es bei Anderungen bestimmter
Werte zu achten gilt.

Zunéachst befassen wir uns mit der Variation der Variablen ¢ in , welche die Stéarke der
Storungen beeinflusst. In Abbildung sehen wir die Auswirkungen dieser verschiedenen
Storungen auf die zugehorigen S-Winkel. Im ungestorten lokalen Minimum gilt nach Theo-
rem (I} dass §; = 27/3 fiir alle 7 ist. Dort nimmt das Potential v nach Voraussetzung sein
Minimum an. Das bedeutet, jede Anderung in einem S-Winkel fithrt zwangsliufig zu einer
Erhéhung dieser Energiebeitrage. Die auf der linken Seite gewahlten Stérungen entsprechen
der alternierenden Konstruktion aus Lemma[Il Dabei starten wir im obersten Fall mit einer
quadratischen Abnahme des Betrags der Stérung bis hin zum linearen Fall im untersten
Graphen. Die Auslenkung der fixierten Stérung cy setzen wir auf 1075, sodass Fehlerterme
erster Ordnung ausschlaggebend sind. Wir sehen, dass die beiden &duflersten S-Winkel im
Fall der quadratisch abnehmenden ¢; eine Abweichung von 27 /3 von circa 1.5% 10~% haben,
wahrend diese im Fall ¢ = 1 nur noch bei etwa der Hélfte davon liegt. Zugleich nimmt aber



Kapitel 5. Numerik 38

t=2
x10°° %10 °
1r 1 15 -
£ @ ]
2 0 & 10
o NIEYS
-1 ‘ ‘ ‘ ‘ 1 0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Index der Radien in r1 Index des [-Winkels
t=1.5
%10 %10 °
1t 1 15 -
c o
= 0 & 10
o S st
A} ‘ ‘ ‘ ‘ ] 0 ‘ ‘ Al ‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Index der Radien in rl1 Index des -Winkels
t=1.2
x10°° %10 °
1r 1 15 -

r1.r Min
5N o
27138
o o
R
e

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Index der Radien in r1 Index des j3-Winkels
=1
%108 ©10°°
1t 1 15t
= L
=0 & 10
¢ NI J\ /\
-1 1 0
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Index der Radien in r1 Index des 3-Winkels

Abbildung 5.1.: Alternierende Stérungen der Form ¢; = (—1)¢ f4; (i) fiir verschiedene ¢ und die daraus
resultierenden, von 27/3 abweichenden S-Winkel

die Abweichung des zentralen 5-Winkels mit fallendem ¢ zu und erreicht im linearen Fall in
etwa ebenfalls 1.5 * 1078, Fiir die iibrigen 3-Winkel erkennen wir, dass sie zunéchst leichte
Auslenkungen vom optimalen Winkel aufweisen und sich diesem fiir sinkendes ¢ annéhern,
bis sie im alternierend linearen Fall 27/3 erreichen. Das bedeutet, dass wir dort nur drei
B-Winkel haben, die einen Beitrag ungleich Null zur Energie des Systems liefern: die beiden
dufersten und der zentrale Winkel. Der Vollstdndigkeit halber merken wir an, dass die Gra-
phen der a-Winkel deckungsgleich mit denen der jeweiligen Stérungen sind. Dies gilt, da
die Winkel jeweils nur vom Radius ihrer linken oder rechten benachbarten Ebene abhangen

und wir ¢p so gewahlt hatten, dass zweite oder hohere Ordnungsterme nicht dominieren.

Die Energiedifferenzen AE dieser Konstruktionen zum ungestérten Minimum kénnen wir
aus dem Vektor aus Zeile 71 des Programmcodes - siche Quellcode - generieren, indem
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Abbildung 5.2.: Vergleich der Optimierung mit und ohne Regularisierung, ausgehend von der linear
alternierenden Abnahme der Storungen auf dem zugelassenen Intervall

wir jeweils die Stelle m/2 abrufen. Diese Werte belaufen sich fiir t = 2 auf AE = 3.2-1077
und fallen bis t = 1 auf AE = 2.2 - 10~® und unterstreichen damit das analytische Resultat.

62 for t=[2.0 1.5 1.2 1.0] %exponent for calculation of c¢

63 E_0 = energyCappedNanotube (rManuell*ones(n,1),rManuell ,m,0); %energy
minimum for unperturbed nanotube

64 E_k = zeros(ceil(m/2) ,1);

65 E_dif=zeros(ceil(m/2) ,1);

66 for k = 2:2:m

67 c = c0 * (1-abs(-k:k)."t./(k+1)"t) .* (-1).7(-k:k); %vector of
perturbations

68 rl = rManuell .* ones(n,1);

69 ri(ceil(n/2)-k:ceil(n/2)+k) = ri(ceil(n/2)-k:ceil(n/2)+k) + c’;

70 E_k(k/2) = energyCappedNanotube (rl,ri(cetl (n/2)),m,0); Jenergy of
system with 2%k perturbed radii

71 E_dif(k/2) = E_k(k/2)-E_0;

72 end

Quellcode 5.7: Konstruktion und Energieberechnung verschiedener Stérungen nach Lemma

Als néchstes betrachten wir die numerische Optimierung der Nanoréhre mit fester Storung
co, die wir hier als ¢y = 1076 gesetzt haben. Dies passiert in Quellcode In beiden Fallen
der Abbildung[5.2] haben wir als Startvektor der Optimierung den Vektor gewéhlt, der nach
Theorem [3| ein lokales Minimum darstellen sollte. Wir sehen, dass sowohl das urspriingli-
che v3 in rOptAbs als auch das regularisierte Potential in rOptReg bei der numerischen
Minimierung keine nennenswerte Anderung der Stérungen und der daraus resultierenden
B-Winkel liefern. Die Abweichungen, insbesondere im Fall des unverdnderten Potentials v
liegen im Fenster der numerischen Ungenauigkeiten, sie betragen bei den Winkeln grofiten-
teils zwischen 1072 und 10715, Es fillt aber auf, dass die Anzahl der Schritte, bis die Opti-
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mierung abbricht, bei der Betragsfunktion wesentlich geringer sind als beim regularisierten
Drei-Teilchen-Potential. Das bedeutet, unter gleichen Voraussetzungen an die erlaubten To-
leranzen, wie Schrittweite oder maximale Anzahl an Iterationen, gelingt es der numerischen
Optimierung durch die Nicht-Differenzierbarkeit der Betragsfunktion an dieser Stelle nicht,
geeignet weiter fortzufahren. Die Energiedifferenz dieser numerisch optimierten Strukturen
zum analytischen Minimum sind allerdings ebenfalls im Bereich des numerischen Fehlers
und unterstiitzen damit auch das analytische Resultat des Minimums. In diesem Fall liefert
die Optimierung des regularisierten Potentials sogar eine in der GréBenordnung 10~® ho-
here Energie beziiglich des eigentlichen Betragspotentials als die Startstruktur, wobei die
einzelnen Energien jeweils circa 56.63 betragen. Ahnliche Resultate erhalten wir, wenn wir
den Startvektor etwas variieren. In einigen Féllen miissen wir dabei die Optionen fiir die
maximale Iterationsanzahl oder Schrittweite anpassen, um insbesondere mit dem regulari-
sierten Potential bei der Optimierung nicht an eine der festgesetzten Obergrenzen zu stoflen
und die Optimierung dadurch abbrechen zu lassen. Die Optimierungen, unabhéngig davon
ob vz regularisiert wird oder nicht, ndhern sich bis auf numerische Fehlerordnungen dem
analytischen, alternierend linear abnehmendem Fall der Stérungen an, bei dem nahezu alle
B-Winkel den Wert 27/3 annehmen und nur der zentrale und die beiden &uflersten eine
relevante Abweichung erfahren.

Das numerische Verfahren beinhaltet allerdings auch Problematiken und es existieren teils
bedingte Wechselwirkungen der einzelnen variablen Parameter. Wollen wir das alternieren-
de, linear abnehmende Verhalten weg von der festen Storung beobachten, miissen wir uns
in Gréfenordnungen von Stérungen bewegen, die schnell in den Bereich numerischer Fehler
hineinlaufen kénnen, vor allem bei der Berechnung der zugehdrigen Winkel. Hierbei ist es
dann wichtig, Werte wie den Regularsierungsparameter auf die minimale Schrittweite oder
die Optimalitatstoleranz aufeinander abzustimmen und auch die maximal erlaubte Iterati-
onszahl der Optimierung entsprechend anzupassen. Dies wird insbesondere nétig, wenn die
feste Storung um GroBenordnungen kleiner wird als das hier gewihlte cg = 1075, Wihlen
wir den Regularisierungsparameter zu grof}, optimieren wir zwar beziiglich dieses neuen
Potentials, erhalten aber, wenn wir den hierbei erhaltenen Vektor auf unser urspriingliches
Potential v3 anwenden, eine messbar héhere Energie als die des Startvektors 71, der im hier
angegebenen Fall dem analytischen Minimum aus Theorem [3] entspricht. Wéhlen wir die
Storungen zu grofl, kommen weitere Effekte wie Fehlerterme zweiter und héherer Ordnun-
gen hinzu, die entscheidenden Einfluss auf das Verhalten der Gesamtstruktur nehmen und
damit das analytisch beschriebene Verhalten iiberlagern.

Wir haben in der Arbeit gesehen, dass wir fiir eine sesselférmige (5,5)-Nanorohre das Ver-
halten dieser Rohre fiir kleinste Stérungen analytisch erfassen und beschreiben kénnen.
Die hierbei auftretende alternierend lineare Abnahme weiterer Stérungen an den Radien
der jeweiligen Ebenen haben wir zudem auch numerisch dar- und nachstellen kénnen. Die
numerische Optimierung hat bei passender feiner Abstimmung der Rahmenbedingungen
den analytischen Minimierer bis auf numerische Ungenauigkeiten wiedergegeben. Um das
Ansetzen einer halben Cgp-Kappe an die offene Nanorohre exakt beschreiben zu kénnen,
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geniigt die Grofe der zugelassenen Storungen noch nicht, da die Differenz der Radien von
Kappe und Rohre grofler ist. Daher ist es in weitergehenden Untersuchungen nétig auch
hohere Fehlerordnungen mit zu betrachten. Allerdings liefert die Betrachtung dieser kleinen
Stérungen einen guten ersten Indikator, wie die Ubergéinge zwischen den Strukturen bei gro-
Beren Differenzen aussehen kénnen, da ihr Einfluss numerisch auch bei grofleren Stérungen

wiedererkennbar ist.
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ANHANG A

Quellcode des Programms

1 %Calculation of the energy and optimisation of the structure of a nanotube with
(6,5)-armchair-configuration (with a fixed perturbation)

2

3 function main

4 n = 101; % number of nanotube radii, n \in 4N+1

5 m = floor(n/2)-4; % number of perturbed radii at one side of ceil(n/2), 2*m < n
-4, m \in 2N

6 cO0 = 1e-6; ’% magnitude of the fixed perturbation

7 regPar=1e-20; % parameter for the possible regularisation of v3

8

9 rManuell = cos(pi/5) * sqrt(5+4xcos(pi/10)); %radii if \beta=2\pi/3 i.e. the
radii of optimal unperturbed nanotube

10

11 %construction of vector with perturbed radii with increasing support for the

perturbed radii; good initial vector for the optimisation

12 t=1.0; %exponent for calculation of perturbation vector c, t=1: linear (optimal
), t>1: concave

13 E_O = energyCappedNanotube (rManuell*ones(n,1) ,rManuell ,m,0); %energy minimum
for unperturbed nanotube

14 E_k = zeros(ceil(m/2) ,1);

15 E_dif=zeros(ceil(m/2) ,1);

16 for k = 2:2:m

17 c = c0 * (1-abs(-k:k)."t./(k+1)"t) .* (-1).7(-k:k); %vector of
perturbations

18 rl = rManuell .* ones(n,1);

19 ri(ceil(n/2)-k:ceil(n/2)+k) = ri(ceil(n/2)-k:ceil(n/2)+k) + c’;

20 E_ k(k/2) = energyCappedNanotube (rl,ri1(ceil(n/2)),m,0); Jenergy of system
with 2*k perturbed radit

21 E_ dif(k/2) = E_k(k/2)-E_0;

22 end

23

24 Zoptimisation of the structure of the nanotube depending on the radit

25 options = optimoptions (’fminunc’, ’Display’, ’iter-detailed”’,’
SpecifyObjectiveGradient ’, true, ’StepTolerance ’,1e-16, ’MaxIterations’
,100000, ’OptimalityTolerance’,le-10);

26 rOptAbs fminunc (@(r) energyCappedNanotube (r,r1(ceil (n/2)),m,0),r1,options);

27  rOptReg = fminunc(@(r) energyCappedNanotube (r,r1(ceil (n/2)),m,regPar),rl,

options) ;

28

29  Joutput

30 DeltaE_rOptAbs_to_rl = energyCappedNanotube (rOptAdbs,r1(ceil (n/2)),m,0) -
energyCappedNanotube (r1,r1(ceil (n/2)),m,0)

31 DeltaE_rOptReg_to_minimum = energyCappedNanotube (rOptReg, r1(ceil(n/2)),m,0) -
E_0
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32

33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45

46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63

64
65
66
67

68
69
70

71
72
73
74
75
76
"
78
79
80
81
82
83
84
85

DeltaE_rOptAbs_to_minimum = energyCappedNanotube (rOptdbs, r1(ceil (n/2)),m,0)

E_O

Zdevelopment of the energy of r1 with growing m
s=2:2:m;

t=E_dif (s/2);

figure (1)

plot(s,t);

zlabel (’size of support(2m+1) for perturbed radii’)
ylabel (’\Delta E’)

title(’alternating decreasing perturbations ’)

Zif azes are determined they are adjusted to the wvalues n=101,

Zcomparison of only initial perturbation cO with different perturbations

depending on t
figure (2)
rI = rManuell .*ones(n,1);
rI(ceil (n/2)) = rManuell + cO;
subplot (5,2,1)
plot (rI-rManuell, °’k’);
zlabel (’Index der Radien in r_{c0}’);
ylabel (’r_{cO0}-r~{Min}’);
text (-30, 0, ’r_{c0}’)
azis ([0 101 -1.2%1e-6 1.2*x1e-6])
[~,~,~,beta] = energyCappedNanotube (rI,r1(ceil (n/2)),m,0);
subplot (5,2,2);
plot (2*¥pi/3-beta, ’k’)
zlabel (’Index des \beta-Winkels’)
ylabel (’2\pi/3-\beta’)
azis ([0 101 -0.2%1e-6 0.8*1e-6])
j=3;
for t=[2.0 1.5 1.2 1.0] Jezponent for calculation of c

E_ 0 = energyCappedNanotube (rManuell*ones(n,1),rManuell ,m,0); Jenergy

minimum for wunperturbed mnanotube
E k = zeros(ceil(m/2),1);
E_dif=zeros(ceil (m/2),1);
for k = 2:2:m

¢ = cO0 * (1-abs(-k:k)."t./(k+1)"t) .* (-1). (-k:k); Jvector of

perturbations
r1 = rManuell .* ones(n,1);

ri(ceil (n/2)-k:ceil (n/2)+k) = ri(ceil (n/2)-k:ceil (n/2)+k) + c’;
%energy of

E_k(k/2) = energyCappedNanotube(rl,ri(ceil(n/2)),m,0);
system with 2*k perturbed radii
E_dif(k/2) = E_k(k/2)-E_O0;
end

[~,~,alpha3,beta3] = energyCappedNanotube(rl,ri(ceil(n/2)),m,0);

subplot (5,2, )

plot (ri-rManuell, °’k’);

xlabel (’Index der Radien in 71°);
ylabel (’r1-r"{Min}’);

text (-30, 0, [’t=’,num2str(t)])
axis ([0 101 -1.2x1e-6 1.2%x1e-6])
subplot (5,2,j+1);

plot (2*pi/3-betal3, ’k’)

xlabel (’Index des\beta-Winkels’)
ylabel (’2\pi/3-\beta’)

axis ([0 101 -0.2x1e-8 1.8*1e-8])
j=3+2;
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86 end

87

88 %plot of the constructed rl with its angles alpha and beta
89 figure(3)

90  subplot(3,1,1)

91 plot (ri-rManuell, ‘k’);

92  xlabel(’number of radius’);

93 ylabel(’ri-rManuell’);

94 axis ([0 101 -1.2%1e-6 1.2%1e-6])

95 title(’r1’)

96 [~,~,alpha,betal = energyCappedNanotube(rl,ri(ceil(n/2)),m,0);
97  subplot(3,1,2)

98 plot (2.066360758877635-alpha, ’‘k’);

99 axis ([0 101 -1.2%1e-6 1.2*1e-6]);

100 title(’\alpha_{r1}°);

101  xlabel(’indez of \alpha’)

102 ylabel(’\alpha_{min} - \alpha_{ri}’)

103 subplot (3,1,3);

104 plot(2*pi/3-beta, ’k’)

105 axis ([0 101 -0.2%1e-8 1.8%1e-8])

106 xlabel(’indez of \beta’)

107  ylabel(’2\pi/3 - \beta_{ri}’)

108  title(’\beta_{ri}’)

109

110 %comparison of the two optimised radii and their angles, especially beta
111  figure (4)

112  subplot(3,2,1)

113 plot(rOptReg);

114  xlabel(’number of radius’);

115 ylabel (’radius’) ;

116  title(’rOptReg’)

117 [~,~,alphal ,betal = energyCappedNanotube (rOptReg,r1(ceil(n/2)) ,m,0);
118 subplot(3,2,3)

119 plot(alphal/2/pi*3);

120 axis ([0 101 0.9866142 0.986615]) ;

121 title(’\alpha_{Reg}’);

122 subplot (3,2,5);

123 semilogy(1-beta/2/pi*3)

124  title(’1-\beta_{Reg}*3/(2\pi)’)

125  subplot (3,2,2)

126  plot (rOptAbs);

127 xlabel ( ’number of radius’);

128  ylabel(’radius’);

129  title(’rOptAbs?’)

130 [~,~,alphal ,betal = energyCappedNanotube (rOptAbs,r1(ceil(n/2)),m,0);
131  subplot(3,2,4)

132 semilogy(alphal/2/pi*3)

133 axis ([0 101 0.9866142 0.986615]) ;

134  title(’\alpha_{Abs}’)

135  subplot(3,2,6)

136 semilogy(l-beta/2/pi*3)

137  title(’1-\beta_{Abs}*3/(2\pi)’)

138

139 end

140

141

142

143 function [E,DE,alphal,betal = energyCappedNanotube( r, r0O, m, reg )
144
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146
147

148
149
150
151

152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166

167
168
169
170
171
172
173
174

175

176

177

178

179

180
181
182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192

% r = vertical vector of nanotube radii; r(1) is the one furthest left, r(m) is
the one furthest right

% r0 = value of radius with fixed perturbation

% m = number of maximum allowed perturbations on the left and right side of
fixed perturbation

% reg = parameter for regularisation of v3

n=length(r); %number of nanotube radii
r(ceil(n/2))=r0; Y%central radius owns fixed perturbation; r0O = sqrt(3.5+5.5/
sqrt (5)) would be radius of the half C_{60}-cap

if reg >0
v3 = Q@(gamma) sqrt(reg+(gamma-2%pi/3).72);
v3Prime = @(gamma) (gamma-2*pi/3)./v3(gamma);
else
v3 = @(gamma) abs(gamma-2*pi/3);
v3Prime = Q@(gamma) sign(gamma-2%pi/3);
end

% periodic boundary condition
rcl = r(end); % left radius
rc2 = r(1); % right radius

% compute all angles (alphal is angle between two adjacent radii in left
direction, alpha2 in right direction, beta in between two nonadjacent radii
)

g = 0(x) sqrt(4.*x.72-1);

gPrime = @(x) 4.*x./g(x);

alphal = acos((-sin(pi/5)*g(r)+cos(pi/5)+1)/2);

alpha2 = acos((-sin(pi/5)*g(r)+cos(pi/5)+1)/2);

h = @(x,y) g(x).xg(y);

hPrimel = @(x,y) 4*x.xg(y)./g(x);

hPrime2 = @(x,y) 4*y.*g(x)./g(y);

f = @(a,b,c) (1+2*xcos(pi/5)+4*xb. 2-sin(pi/b)*(g(a)+2xg(b)+g(c))+h(a,c)-cos(pi
/5)*(h(a,b)+h(b,c)))/4;

fPrimel = @(a,b,c) (-sin(pi/5)*gPrime(a)+hPrimel(a,c)-cos(pi/5)*hPrimel(a,b))
/4;

fPrime2 = @(a,b,c) (8*b-2*sin(pi/5)*gPrime(b)-cos(pi/5)*(hPrime2(a,b)+hPrimel (b
,C)))/4;

fPrime3 = @(a,b,c) (-sin(pi/5)*gPrime(c)+hPrimel(c,a)-cos(pi/5)*hPrimel(c,b))
/4;

z = @(a,b) sqrt(li-cos(pi/5)/2-a."2-b. 2+sin(pi/b)*(g(a)+g(b))/2+cos(pi/5)/2*h(a
,b))

zPrimel = @(a,b) (-2*a+sin(pi/5)/2*gPrime(a)+cos(pi/5)/2*hPrimel(a,b))/2./z(a,b
) 8

zPrime2 = @(a,b) zPrimel(b,a);

fValues = f([rcl;r(l:end-1)],r,[r(2:end) ;rc2]);

zValuesM = z([rcl;r(l:end-1)]1,r);

zValuesP = z(r,[r(2:end);rc2]);

beta = acos(fValues-zValuesM.*zValuesP);

% compute energy and its derivatives

E = 10*(sum(v3(alphal))+sum(v3(alpha2))+sum(v3(beta)));

DE = zeros(size(r));

dalphal_dr = sin(pi/5)/2*gPrime(r)./sqrt(1-(-sin(pi/b)*g(r)+cos(pi/5)+1).72/4);
DE = v3Prime(alphal).*dalphal_dr;

dalpha2_dr = sin(pi/5)/2*gPrime(r)./sqrt(1-(-sin(pi/5)*g(r)+cos(pi/b)+1).72/4);
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193 DE = DE + v3Prime(alpha2).*dalpha2_dr;
194 dbeta_dr_iml = -(fPrimel ([rcl;r(l:end-1)],r,[r(2:end);rc2])-zPrimel ([rcl;r(1:
end-1)],r) .*xzValuesP)./sqrt (1-(fValues-zValuesM.*xzValuesP) . 2);

195 dbeta_dr_i = -(fPrime2([rcl;r(l:end-1)],r,[r(2:end);rc2])-zPrime2([rcl;r(1:end

-1)],r) .xzValuesP-zValuesM.*zPrimel (r, [r(2:end) ;rc2])) ./sqrt (1-(fValues -
zValuesM.*zValuesP) . 2);

196 dbeta_dr_ipl = -(fPrime3([rcl;r(l:end-1)],r,[r(2:end);rc2])-zValuesM.*zPrime2(r

,[r(2:end);rc2]))./sqrt (1-(fValues-zValuesM.*zValuesP) . 2);
197 DE(1:end-1) = DE(l1:end-1) + v3Prime(beta(2:end)) .*dbeta_dr_imil1(2:end);
198 DE(end) = DE(end) + v3Prime(beta(1l)).*dbeta_dr_imil (1);
199 DE = DE + v3Prime(beta) .*xdbeta_dr_i;
200 DE(1) = DE(1) + v3Prime(beta(end)) .*dbeta_dr_ipl(end);
201 DE(2:end) = DE(2:end) +v3Prime(beta(l:end-1)).*dbeta_dr_ipl(l:end-1);
202 DE = 10%DE;
203
204 ‘Yradii which must not change their values
205 DE(ceil(n/2)) = 0; %fixed perturbation at ceil(n/2)
206 %radii which should not be part of the support
207 for k =1:floor(n/2)-m

208 DE(k)=0;

209 end

210 for k =ceil(n/2)+m+1:n
211 DE (k) =0;

212 end

213

214 end

Quellcode A.1: Vollstdndiger Quellcode des verwendeten Programms
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Ich erkldre mich mit einem Abgleich der Arbeit mit anderen Texten zwecks Auffindung
von Ubereinstimmungen sowie mit einer zu diesem Zweck vorzunechmenden Speicherung
der Arbeit in einer Datenbank einverstanden.

Mi N 2022 5 : SOQ/ ¥7L
inster, 7. November 20 \S

Benjamin Schrief
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