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1 Einfiihrung

In den letzten Jahren ist es immer wichtiger geworden, Daten von nicht euklidi-
schen Rédumen, im speziellen von Riemannschen Mannigfaltigkeiten, zu verarbei-
ten. Zum Beispiel die Nutzung des Riemannschen Formenraums fiir Computer
Darstellungen [5], die Interpretation von Farben in Bildern als Daten auf dem
Farbkreis S! [6], die Interpretation von Matrizen festen Rangs als Submannig-
faltigkeit aller Matrizen [7] und vieles mehr.

In dieser Masterarbeit werden zwei Methoden fiir Daten-Fitting auf Riemann-
schen Mannigfaltigkeiten dargestellt. Genauer gesagt soll fiir Datenpunkte p;, ..,
auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M assoziiert mit den Knotenpunkten
(i1, ...,iq) € Z¢ eines kartesischen Gitters in RY, eine glatte (d.h. C'—) Funktion
B :R? - M gefunden werden, die die Flichenkriimmung und den Abstand zu
den Datenpunkten | B(i1, ...,%q) — Pis,...i, | approximativ minimiert.

In dieser Masterarbeit werden zwei Methoden fiir Daten-Fitting auf Riemann-
schen Mannigfaltigkeiten mittels stiickweise kubischen Bézier-Flichen vorge-
stellt. Es gibt bereits einige Verdffentlichungen, die sich mit Daten-Fitting auf
Mannigfaltigkeiten beschiftigt haben. Zum Beispiel haben Davydov und Schu-
maker eine Methode zur Dateninterpolation und Daten-Fitting auf Mannigfal-
tigkeiten mit Powell-Subin-Splines 2008 vorgestellt [8]. Allerdings nur fiir den
Spezialfall, dass die Mannigfaltigkeit zweidimensional ist. Machado und Leite
haben 2006 eine kleinste-Quadrate-Methode fiir Daten-Fitting auf Riemann-
schen Mannigfaltigkeiten beschrieben, aber nur fiir Spline-Kurven und keine
Flachen [9]. Den Ansatz, Daten-Fitting auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten
mit Bézier-Flachen zu 16sen gibt es noch nicht. Einige Verdffentlichungen be-
schiftigen sich mit der Erweiterung von Bézier-Kurven auf Mannigfaltigkeiten,
z.B. haben Lin und Walker 2001 eine Verallgemeinerung des de Casteljau Algo-
rithmus auf Mannigfaltigkeiten vorgestellt [10]. Popiel und Noakes haben 2007
die Stetigkeit und Differenzierbarkeit von Bézier-Kurven auf Mannigfaltigkei-
ten analysiert [11]. In der Literatur findet sich allerdings bisher wenig Lektii-
re zu der Verallgemeinerung von Bézier-Fléchen auf Mannigfaltigkeiten. Absil,
Gousenbourger, Striewski und Wirth haben 2016 in dem Paper ,Differentiable
piecewise-Bézier surfaces on Riemannian manifolds “ [1] drei Methoden fiir Da-
teninterpolation auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit Bézier-Flichen vor-
gestellt. Die in dieser Masterarbeit vorgestellten Methoden orientieren sich an
dem Paper von Absil, Gousenbourger, Striewski und Wirth. Dabei werden zwei
neue Methoden fiir die Berechnung von Bézier-Flichen auf Riemannschen Man-
nigfaltigkeiten vorgestellt mit dem Ziel, dass man diese schneller und leichter
berechnen kann. Anschliefend wird die Generierung der Kontrollpunkte so an-
gepasst, dass Daten-Fitting statt Dateninterpolation betrieben wird.

Das erste Ziel ist, Bézier-Flachen auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten zu ver-
allgemeinern und eine schnelle Berechnung zu ermdglichen. Als néchstes sol-
len mehrere Bézier-Flichen stetig zusammengefiigt werden. Dafiir miissen die
CY—Bedingungen aus dem euklidischen Raum auf Riemannsche Mannigfaltig-
keiten verallgemeinert werden. Da die resultierende Fliche nicht nur stetig, son-
dern auch stetig differenzierbar sein soll, miissen zudem die C!—Bedingungen



aus dem euklidischen Raum auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten verallgemei-
nert werden. Zum Schluss miissen noch die Kontrollpunkte der Bézier-Flache so
konstruiert werden, dass Daten-Fitting betrieben wird. Die resultierende Bézier-
Fléche soll moglichst glatt sein (d.h. die mittlere quadratische zweite Ableiung
soll minimiert werden) und méglichst nah an den Kontrollpunkten liegen. Dies
erreicht man, indem die Energie der Bézier-Fliche, die minimiert werden soll,
anders definiert wird, als wenn Dateninterpolation, wie in [1], betrieben wird.

Die Masterarbeit ist wie folgt aufgebaut. In Abschnitt 2 wird zunéchst eine
kurze Einfiihrung/Erinnerung zu Bézier-Kurven und -Flidchen im euklidischen
Raum gegeben. Anschliefsend werden in Abschnitt 3 die Konzepte auf Riemann-
sche Mannigfaltigkeiten {ibertragen und die Wohldefiniertheit und C! —Stetigkeit
wird bewiesen. Dazu wird am Anfang von Abschnitt 3 noch eine kleine Einfiih-
rung in die Differentialgeometrie gegeben und alle Funktionen und Konzepte
die bendtigt werden, werden eingefiihrt. In Abschnitt 4 wird die Generierung
der Kontrollpunkte betrachtet, um Daten-Fitting zu betreiben. Dazu wird die
Energie einer Bézier-Fliche definiert, die den Abstand zu den Datenpunkten und
die Kriimmung der Bézier-Flache beriicksichtigt. Die Kontrollpunkte werden so
gewdhlt, dass sie die C!—Stetigkeitsbedingungen erfiillen und der verbleiben-
de Spielraum wird genutzt, um die Energie der Bézier-Fléche zu minimeren.
Anschliefsend werden in Abschnitt 5 einige nummerische Beispiele auf unter-
schiedlichen Mannigfaltigkeiten dargestellt. Zum Schluss wird in Abschnitt 6
noch ein Fazit gezogen.



2 Bézier-Kurven und -Flachen

In diesem Abschnitt wird eine kurze Zusammenfassung zu Bézier-Kurven und
-Fliachen im euklidischen Raum R"™ gegeben. Dabei wird sich an der Einfiihrung
zu Bézier-Kurven und -Fldchen im euklidischen Raum R"™ aus dem Paper ,Diffe-
rentiable piecewise-Bézier surfaces on Riemannian manifolds “ von Absil, Gou-
senbourger, Striewski und Wirth [1] orientiert. Die Konzepte von Bézier-Fléichen
sollen dann spiter auf Riemannsche Mannigaltikeiten iibertragen werden. Eine
umfassende Beschreibung und Analyse von Bézier-Kurven und -Fliachen im eu-
klidischen Raum kann in [2] nachgelesen werden.

Definition 2.1 (Bézier-Kurve). Fiir eine Sequenz von Kontrollpunkten
by, ....,br € R", K € N ist die dazugehorige Bézier-Kurve
Br(+3bg, .., b)) 1 [0,1] = R™ definiert als

BK (£ by, s byc) = > b;Bj (1), (1)
dabei ist
B k(t) = (f) (1 —t)K=d (2)

das jte Bernsteinpolynom von Grad K und K ist der Grad der Bézier-Kurve.

Eine Bézier-Kurve interpoliert den ersten und letzten Kontrollpunkt und die
initiale und finale Geschwindigkeit ist tangential zu dem initialen und finalen
Liniensegment zwischen den Kontrollpunkten

5K(0§b0»-~va) = by, B.K(O;bm“'abl() :K(bl _bO)v
ﬂK(l;b07"'7bK) :bKa BK(1;607~“7bK) :K(bKibK—l)v

wobei B fiir die Zeitableitung von Sk steht.

Eine Bézier-Kurve liegt vollstindig in der konvexen Hiille von ihren Kontroll-
punkten by, ..., by. Denn fiir ein beliebiges, aber festes ¢ € [0, 1] ist {B; x (¢)},=1,...,
eine Zerlegung der Eins und damit ist Z]K:o b; Bj k (t) eine Konvexkombination
von by, ..., by

De Casteljaus Algorithmus bietet eine Methode, um b = Bx(to;bg, ..., bs)
fiir einen Zeitpunkt ¢y € [0, 1] iterativ zu berechnen.

Definition 2.2 (De Casteljaus Algorithmus fiir Bézier-Kurven). Fir eine Se-
quenz von Kontrollpunkten by, ...,b, € R", K € N und einen Zeitpunkt ty €
[0,1] dst b = Bk (to; by, ..., by ) iterativ definiert iiber

b} = b, j=0,..K,

¥ =tobi ] + (1 —to)bf™", k=1,..,K, j=0,.,K -k

(3)



De Casteljaus Algorithmus hat eine einfache geometrische Interpretation, da
er nur Konvexkombinationen mit Koeffizienten to und 1 — ¢ty benutzt, siehe
Abbildung 1.
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Abbildung 1: Berechnung einer quadratischen (K—2) Bézier-Kurve als gewich-
tetes Mittel der Kontrollpunkte (links) und iiber de Casteljaus Algorithmus
(rechts). Im Euklidischen Raum sind die beiden Kurven identisch, aber auf
Mannigfaltigkeiten muss dies im Allgemeinen nicht gelten, wie spéter gezeigt
wird (Quelle: ,Differentiable Piecewise-Bézier Surfaces on Riemannian Mani-
folds* [1]) .

Man kann nicht nur eine Bézier-Kurve betrachten, sondern auch mehrere Bézier-
Kurven zu einem Bézier-Spline zusammenfiigen.

Definition 2.3 (Bézier-Spline fiir Kurven). Fiir zwei Kurven Bg (b, ..., bk ),
Br (b5, ..., b)) : [0,1] = R™, wird der dazugehirige Bézier-Spline definiert als

Bx (0}, ..., bk%) falls t € 10,1],

B (t —1;0,...,0%) falls t € (1,2]. )

BK:[O,2]HR":1H—>{

Satz 2.4. Der Bézier-Spline (4) ist genau dann stetig, wenn
b = by (5)
und genau dann stetig differenzierbar, wenn zusdtzlich

b by
o — K712+ 1 (©6)

gilt.

Beweis. Die beiden Bézier-Kurven sind offensichtlich jeweils stetig differenzier-
bar, da sie zu jedem Zeitpunkt eine Konvexkombination von ihren Kontrollpunk-
ten sind und die Konvexkombinationen stetig differenzierbar von t abhingen.
Demnach reicht es zu zeigen, dass die Schnittstelle der beiden Kurven, d.h. der
Bézier-Spline bei ¢t = 1 stetig bzw. stetig differenzierbar ist.

Fiir Stetigkeit muss Sx (1; b, ...,blK) = Bk (0; b5, ..., b ) gelten.



Es gilt

Fiir stetige Differenzierbarkeit miissen die Ableitungen an der Stelle ¢ = 1 iiber-
einstimmen. Es gilt

Bic (1500, - by ) = K (b — b)),
B (0;05, ..., b ) = K (b} —bp)
und damit folgt
Bk (155, -, Vi) = B (0305, ..., i) & K (bl — b 1) = K (b — b)
& bhe — bl = b5 — bl & bl = L—l; 4
O

Die Idee von Bézier-Kurven kann man auch auf hohere Dimensionen fortfithren
und Bézier-Flachen definieren.

Definition 2.5 (Bézier-Fliche). Fiir eine Familie von Kontrollpunkten

(bi=j)i,j=0,...,K C R"™ ist die dazugehorige Bézier-Flache
B (.’ ; (bi,j)ijzo K) :[0,1]2 — R™ definiert als
K K
Bk (t17t2; (bis); 0. K) =Y by ;Bik(t1)Bj k (t2)- (7)
i=0 j=0
Fiir feste t1,t2 € [0, 1] ist Sk (tl,tg; (bixj)i,jzo,...,K> wieder eine Konvexkombi-
nation der Kontrollpunkte (b; ;). i—o...sc - Die Rénder der Bézier-Flache beste-

hen aus den vier Bézier-Kurven der Kontrollpunkte
bo,j+ 0k 2050505 k5 7 =0,..., K, denn

K K
Bk (0,252; (bi,j)i,jzowwK) =3 b,;Bik(0)B; k(t2)

i=0 j=0
K
= Z bO,ijvK(tQ) = ﬁK(tQ; bO,jv () bO,K)'
§=0
Analog fiir die drei anderen Rénder.

Auch fiir Bézier-Fliachen gibt es die Moglichkeit fiir beliebige, aber feste

ti,t2 € 10,1] Bx (tlat2§ (bimj)i’j:o’m,]()
rechnen, siehe Abbildung 2 zur Visualisierung.

iiber de Casteljaus Algorithmus zu be-



Definition 2.6 (De Casteljaus Algorithmus fiir Bézier-Flachen). Fir eine Fa-

milie von Kontrollpunkten (bi,j)ij:o  C R" kann man mithilfe von de Ca-

steljous Algorithmus by = Bk (thtg; (bi,j)

[t1,t2] € [0,1]% bestimmen via

o ) iterativ an einem Punkt
4,7=0,...,K

b?,j :bi,j’ Z.aj:()?""K’

p-t o phl 1—t

Wio=(1—t t1) (00 0t ), k=1,.,K, 4,j=0,...K —k.

Y ph—l  ph-l ts
i+1,5 i+1,7+1

Ba(%,3;b) b3

Abbildung 2: Berechnung einer kubischen (K=3) Bézier-Fliche als gewichtetes
Mittel der Kontrollpunkte (links) und iiber de Casteljaus Algorithmus (rechts)
(Quelle: ,Differentiable Piecewise-Bézier Surfaces on Riemannian Manifolds*

[1)-

Wie bei Bézier-Kurven kann man auch mehrere Bézier-Flichen zu einem Spline
zusammenfiigen.

Definition 2.7 (Bézier-Spline fiir Flichen). Zwei Bézier-Flichen

(1 (b p . s
Br ('a 3 (bivj)i,j:O,...,K) und Bi (', 5 (bivj)i,jzo,...,K) kénnen zu einem Bézier-

Spline in to— Richtung zusammengefiigt werden via

I5) t,t;bﬁv._i falls t5 € [0,1],
Brc 0,1 % [0,2] 5 R : (b, ta) s 4 5 ()i im..., K) 2€(0,1]
Bic (trte = 1 (81,), o xc) Jalls tz € (1,2].

(9)

Analog kann man zwei Bézier-Flichen in ¢; —Richtung zusammenfiigen.



Satz 2.8. Die zusammengesetzte Bézier-Fliche, definiert wie in (9), ist genau
dann stetig, wenn

Vo =0y Vi=0,.,K (10)
und stetig differenzierbar genau dann, wenn zusdtzlich

bl +bF
b = % Vi=0,.. K. (11)

Beweis. Die beiden Bézier-Flachen sind offensichtlich jeweils stetig differen-
zierbar, da sie zu jedem Zeitpunkt (¢1,t2) eine Konvexkombination von ihren
Kontrollpunkten sind und die Konvexkombinationen stetig differenzierbar von
(t1,t2) abhingen. Demnach reicht es zu zeigen, dass die Schnittstelle der beiden
Flachen, d.h. die zusammengesetzte Bézier-Fliche bei to = 1 stetig bzw. stetig

differenzierbar ist.
Fii Stetigkeit muss fx (tl,l, (b”)” 0 K) = Bxk (tl,o; (b ,j)” 0 K) gel-

ten. Es gilt
K K
Bk (th L (bi,j)m:O,MK) = ZZ B k(t1)Bj,x (1)
=0 j=0
X 10
=38 e Bix(tr) Zb oBix(t1)
1=0 =0

Stetigkeit folgt also genau dann, wenn (10) gilt.

Fiir stetige Differenzierbarkeit miissen die Ableitungen an der Stelle t; = 1
iibereinstimmen. Es gilt

d
degIBK <t1, ta; (bﬁ,j)i,jzo,.“,K)

to=1 i=0 j=0 to=1

d ,
deBK (tl, ta; (bi,j)i,j:o,...7K>

to=0 i=0 j=0 to=0



Gleichheit gilt also genau dann, wenn Vi =0, ..., K

l ! r o (10) oy ! r ! ! bi‘K—l‘H’;l
bik —bixk_1=bi1—bog & bx—bg 1=b1—bgEbg= - 5

gilt. O



3 Bézier-Fliachen auf Mannigfaltigkeiten

Die Konzepte fiir Bézier-Flachen im euklidischen Raum sollen erweitert wer-
den, um diese auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten anwenden zu kénnen. Es
gibt bereits einige Veroffentlichungen, die sich mit der Erweiterung von Bézier-
Kurven auf Mannigfaltigkeiten beschéftigen, z.B. haben Lin und Walker eine
Verallgemeinerung des de Casteljau Algorithmus auf Mannigfaltigkeiten vorge-
stellt [10]. Popiel und Noakes haben die Stetigkeit und Differenzierbarkeit von
Bézier-Kurven auf Mannigfaltigkeiten analysiert [11]. Allerdings findet man in
der Literatur kaum Lektiire zu der Verallgemeinerung von Bézier-Flichen auf
Mannigfaltigkeiten. Absil, Gousenbourger, Striewski und Wirth haben eine erste
Methode dargestellt, um die Konzepte auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten zu
verallgemeinern [1]. In dieser Arbeit soll eine weitere alternative Methode fiir die
Verallgemeinerung von Bézier-Fléchen auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten pra-
sentiert werden. Mit dieser verallgemeinerten Bézier-Flache wird anschlieffend
eine Moglichkeit dargestellt, um Daten-Fitting auf Riemannschen Mannigfaltig-
keiten zu betreiben.

Dafiir werden einige Grundlagen aus der Differentialgeometrie benotigt. Zu die-
sem Zweck werden kurz einige Standard-Notationen fiir die Riemannsche Geo-
metrie eingefiihrt, dabei wird sich an der Auswahl und den Beweisen aus ,,Diffe-
rentiable Piecewise-Bézier Surfaces on Riemannian Manifolds“ von Absil, Gou-
senbourger, Striewski und Wirth [1] orientiert. Eine detailliertere Darstellung
der Konzepte zur Riemannschen Geometrie findet man in Standardbiichern, wie
z.B. [3].

3.1 Einfiihrung Differentialgeometrie

Definition 3.1 (Riemannsche Metrik). Sei M eine Mannigfaltigkeit. Eine Rie-
mannsche Metrik g,(-,-) : TyM x T,M — M ist eine positiv definite, symme-
trische Bilinearform in dem Tangentialraum T, M von einem Punkty € M, die
differenzierbar von y abhdngt.

Sei M im Folgenden eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, d.h. eine glatte Man-

nigfaltigkeit mit einer Riemannschen Metrik g.

Definition 3.2 (Kurve). Eine Kurve in M ist eine stetige Funktion
v :[0,1] = M. Die Linge und Energie einer Kurve ist definiert als

wobei v fiir die Zeitableitung von -~y steht.

Zwischen zwei Punkten in M gibt es beliebig viele Kurven unterschiedlicher
Lange.
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Definition 3.3 (Geodétische). Die Kurve v, die fir fize Endpunkte ~v(0) =
Yo € M, v(1) = y1 € M E[y] minimiert, heifst Geoditische von yo,y;. Sie
minimiert nicht nur E[vy], sondern auch L[y], siehe [3].

Damit ist eine Geodéatische die kiirzeste Kurve zwischen zwei Punkten in M.

Definition 3.4 (Riemannsche Distanz). Die Riemannsche Distanz d(yo,y1)
von zwei Punkten yq,y1 € M ist die minimale Linge der Kurven von yo nach
y1. Wenn d(yo,y1) klein genug ist, ist die verbindende Geodditische eindeutig.

Wenn die Geoditische zwischen zwei Punkten existiert und eindeutig ist, kann
man den Logarithmus und die Exponentialabbildung definieren.

Definition 3.5 (Logarithmus). Der Logarithmus von einem Punkt y; € M in
Bezug zu einem Punkt yo € M ist definiert als die initiale Geschwindigkeit der
Geoddtischen v von yo zu y1

log,, (y1) = ¥(0). (12)

Definition 3.6 (Exponentialabbildung). Die Ezponentialabbildung von einem
Tangentialvektor v € Ty M ist der Punkt, der bei t = 1 von der Geoddtischen
v, die in yo € M mit initialer Geschwindigkeit v startet, erreicht wird

expy, (v) = (1) (13)
Es gilt log, (exp,, (v)) = v und exp,, (log,, (¥1)) = 1.

Bemerkung 3.7. Wenn zwei Punkte auf der Mannigfaltigkeit nah genug beiein-
ander liegen, ist die Geoddtische zwischen diesen Punkten eindeutig und damit
ist die Ezponentialabbildung in dieser Umgebung ein Diffeomorphismus, siehe

[3]

Definition 3.8 (Injektivitatsradius). Fir eine Mannigfaltigkeit M ist der In-
jektivitdtsradius definiert als

i(M) = Ilenﬁlzw

mit i, := sup{e >0 | exp, |B.(0,) ist ein Diffeomorphismus }. Dabei ist 0, der
Nullvektor im Tangentialraum von x.

Wenn r < i(M) gilt, ist die Exponentialabbildung exp, eingeschrénkt auf
B, (0,) ein Diffeomorphismus fiir alle y € M. Das heifit die Geodétische zwi-
schen zwei Punkten in B; ) (y) ist eindeutig fiir alle y € M.

Fiir die spatere Definition der verallgemeinerten Bézier-Flache wird der gewich-
tete geodatische Durchschnitt als Kernkonzept benutzt.

Definition 3.9 (Gewichteter geodétischer Durchschnitt). Sei n € N. Der ge-

wichtete geoddtische Durchschnitt von Punkten yq,...,y, € M fir Gewichte
W1, ooy Wy, € [0,1] mit Y1, w; = 1 ist ein Punkt y € M der

n
min w; A (y;,
yeM; id® (i, y)

lost.
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Wenn der Minimierer existiert und eindeutig ist, wird dieser als

av[(Y1, -y Yn), (W1, ory wy)]

bezeichnet.

Im euklidischen Raum ist der gewichtete geodétische Durchschnitt eine Konvex-
kombination von Punkten v, ...,1, € R?. Es lisst sich leicht nachrechnen, dass
im euklidischen Raum

n
AV [(Y1, oY) (01, e )] = S w0y
=1

gilt.
Sei b := av(Y1, ey Yn), (W1, ooy wy )], Jly] = Z?zl w;d? (yi, y).
Da b J minimiert, folgt aufgrund der Notwendigen Bedingung fiir Extremstellen
0 = gradJ[p] = —2 Z wy, logg yr, (14)
k=1

siehe [4], Thm. 1.2 fiir Details.

Fiir den gewichteten geodétischen Durchschnitt von zwei Punkten gibt es ei-
ne explizite Formel, sodass kein Optimierungsproblem gelost werden muss.

Satz 3.10. Fir zwei Punkte y1,y2 € M, Gewichte 1 —w,w € [0,1] gilt
av[(yly yQ)a (1 - w, ’UJ)] = eXpy1 (wlogyl (yQ)) . (15)
Beweis. Seiy € M beliebig =

(1 —w)d®*(y1,y) + wd®(y2,y) = (1 — w)(1 —w +w)d*(y1,y) + w(l — w + w)d*(y2,y)

= (1 —w)2d*(y1,y) + (1 — w)ywd?(y1,y) + w(l — w)d?(y2,y) + w?d>(ya, y)
" 51— wywd(ys, y)d (e y) + (1 — wywd(ys,y) + w(l — w)d(ya, )

= (1 —w)w [d*(y1,y) + 2d(y1,y)d(y2, y) + d*(y2,v)]
= (1 — w)w(d(y1,y) + d(y2, y))?
A—=Ungl.
> (1 —wwd*(y1,y2)
= (1 —w)d*(y1,7) + wd*(y2,9),

mit § der Punkt auf der Geoditischen zwischen y; und ys, sodass d(y1,%) =
wd(y1,y2) und d(ys,7) = (1 — w)d(y1, y2). Damit folgt

av((y1, y2), (1 — w,w)| = arg mij\r}[(l —w)d%(y1,y) + wd?(y2,y) = § = exp,, (wlogy1 (yg)) )

ye

O
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Fiir die spéteren Stetigkeitsbeweise wird eine Menge benotigt, die den gewich-
teten geodéatischen Durchschnitt aller ihrer Punkte enthilt. Dafiir reicht eine
geodatisch konvexe Menge nicht aus, da sie nur den gewichteten geodétischen
Durchschnitt von jeweils zwei Punkten enthélt. Deswegen wird als Verallgemei-
nerung einer geodéitisch konvexen Menge die multigeoditisch konvexe Menge
definiert.

Definition 3.11 (multigeodatisch konvexe Menge). Eine Menge U C M heifst
multigeoddtisch konvex, wenn sie alle gewichteten geoddtischen Durchschnitte
von beliebig vielen Punkten aus U enthdlt. Die multigeoddtisch konvexe Hiille
co(U) einer Menge U C M, ist die kleinste multigeoddtisch konveze Menge in
M, die U enthdlt.

Bemerkung 3.12. FEine multigeoddtisch konvexe Menge ist nach Definition
insbesondere eine geoddtisch konvexe Menge. Eine geoddtisch konvere Menge
ist im Allgemeinen jedoch keine multigeoddtisch konvexe Menge.

Beispiel 3.13. Betrachte R® mit der euklidischen Metrik g, (v,v) = ||v||?, nur
mit dem Unterschied, dass die Metrik fir z in einer Umgebung der drei Linien,
die den Ursprung mit y; = (cos %,sin %, 1), i = 1,...,3 verbinden, kleiner
ist, g (v,v) = o||v||? fir \/g— 1 < a < V2-—1, siche Abbildung 3. Dann folgt,
dass das Dreieck, das von 2y, 2ys, 2y3 aufgespannt wird, geoddtisch konvex, aber
nicht multigeoditisch konvex ist. Denn fiir o < /2 — 1 gilt

111

av |:(2y172y272y3)7 (ga g, g) ~ (07030)

Da das Dreieck den Ursprung aber nicht enthdlt, ist es nicht multigeoddtisch
konvez.

2y2 = 211

Abbildung 3: Illustration des Beispieles 3.13 (Quelle: ,Differentiable Piecewise-
Bézier Surfaces on Riemannian Manifolds” [1]).

Bemerkung 3.14. Die multigeoddtisch konvexe Hiille co(U) existiert immer
als Schnitt aller multigeoddtisch konvexen Mengen, die U enthalten. Im Allge-
meinen kann die multigeoddtisch konveze Hille co(U) nicht als die Menge der
gewichteten geoddtischen Durchschnitte von allen Punkten in U gesehen werden.
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Beispiel 3.15. Betrachte U = {y1,y2,y3}, mit y; = (cos %ﬁin %,1), i =
1,...,3. Dann enthdlt die Menge der gewichteten geoddtischen Durchschnitte von
allen Punkten in U den Punkt (0,0,1) nicht. Der Schnitt aller multigeoditisch

konvezen Mengen, die U enthalten, enthdlt allerdings den Punkt (0,0,1).

Da fiir die spéter vorgestellten Konzepte von verallgemeinerten Bézier-Fliachen
der gewichtete geodétische Durchschnitt eine Schliisselrolle spielt, ist es wichtig,
dass man immer einen gewichteten geodétischen Durchschnitt fiir Punkte in M
finden kann.

Satz 3.16 (Existenz des gewichteten geodatischen Durchschnitts). Sei M ei-
ne glatte, endlich-dimensionale, vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit. Fiir
alle Punkte y1,...,y, € M und Gewichte w,...,w, € [0,1], mit > w; =1
existiert der gewichtete geoddtische Durchschnitt.

Beweis. Sei J[y] := Y, w;d*(y;,y) und betrachte eine minimierende Sequenz
{y’ }jen mit

[y ] monoton ylen_/\/[ [y]
Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kann w; # 0 angenommen werden. Da

fiir j grof genug
2 j 1 j 1
0<d(yy’) < Il < -l

gilt, folgt, dass die Sequenz {y7},cn beschriinkt ist. Mit dem Hopf-Rinow Theo-
rem folgt dann, dass {y’};en precompact ist, also besitzt {y’};en eine konver-
gente Teilfolge {y7*};, en die gegen ein y € M konvergiert.
Der Grenzwert y ist dann der gewichtete geodétische Durchschnitt, da aufgrund
der Stetigkeit von d(-,-) gilt

Jly] = lim J[y*] = inf J[y].

Jk =00 yeM

O

Um bestimmte Stetigkeitseigenschaften der verallgemeinerten Bézier-Fléchen zu
zeigen, muss der gewichtete geodétische Durchschnitt eindeutig sein und stetig
von den Punkten und Gewichten abhéngen. Definiere dafiir zuldssige Mengen.

Definition 3.17 (zuldssig). Eine Menge U C M heifit zuldssig, wenn der ge-
wichtete geoddtische Durchschnitt von endlich vielen Punkten aus U eindeutig
ist und stetig differenzierbar von den Punkten und den Gewichten abhdngt.

Bemerkung 3.18. In einer zuldssigen Menge U C M ist insbesondere die

Geoddtische zwischen zwei Punkten eindeutig und damit ist der Logarithmus
und die Exponentialabbildung eindeutig und stetig differenzierbar, siehe [3].
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Satz 3.19 (Existenz zuléssiger Mengen). Fir jedes y € M ezistiert eine zulds-
sige multigeoddtisch konvere Umgebung.

Beweis. Fiir y,y1,...,yn € M, wi,...,w, € [0,1] mit Y | w; = 1 definiere

Jly] = Zwid2(yiay)'
i=1
Fir y € M, p > 0 klein genug ist B,(y) geodatisch konvex.
Fir y1,...,yn € B,(y) hat J nach [4], Thm. 1.2 einen lokalen Minimierer im
Inneren von B,(y).
Sei A eine obere Schranke an die Kriimmung von M in einer Umgebung von y
und 7 der Injektivitéitsradius von exp, . Definiere

T
min | r, —— | fiir A >0,
po = ( 4VA>

r sonst.

Definiere U := B, /3(y), damit hat fiir alle Punkte y1, ..., 4, € U und Gewichte
wy,...,wy, € [0,1] mit > ; w; = 1 die Energie J einen eindeutigen globalen
Minimierer der in U liegt. Zeige zunéchst, dass der Minimierer nicht auferhalb
von By, (y) liegt:

Ay =minJ[y] und § € M\B,,(y).
yeM

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann w; > 0 angenommen werden, da-
mit folgt

) n ) n 9 9
Mg =D wid(yi.9) > Y wilzp0) = 500
i=1 1=1

> (1-— wl)(gpo) > Zwid2(yiayl) =Jyl ¢

Damit folgt, dass der globale Minimierer im Inneren von B, (y) liegt. Da J
nach [4], Thm. 1.2 strikt konvex in B, (y) ist, ist der Minimierer im Inneren
von B,,(y) eindeutig. Da J nach [4], Thm. 1.2 einen lokalen Minimierer im In-
neren von B, /3(y) = U hat, muss dieser global sein und damit liegt der globale
Minimierer in U.

Nun muss noch gezeigt werden, dass der gewichtete geoditische Durchschnitt
von Punkten in U stetig differenzierbar von den Punkten und den Gewichten ab-

héngt. Nach (14) ist der gewichtete geodétische Durchschnitt b = av[(y1, ..., Yn), (w1, ...

charakterisiert durch den Punkt b € M, fiir den gilt

0 = gradJ[b] = =2 > wy log; yx.
k=1
Ersetze b durch exp, v fiir ein v € T M, damit folgt

n
0= Zwk 108exp, v Yk = F(U, Y1y ey YUny Wy eey W) (16)
k=1
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Es gilt

i 1 b=av yeensYn ), (W, Wn
F(O7y1a coey Yn, W1, 7w77) = Zwk logb Y = 7§gra’d‘][b] s y:) (s : 0
k=1

Wenn Z—F((O,yl, eoes Yy W1, ..., Wy,) invertierbar ist und F' stetig differenzierbar
ist, kann das implizite Funktionentheorem angewendet werden. Damit folgt, dass
es eine C! —Funktion h gibt, die in einer Umgebung U von (y1, ..., Yn, W1, .., Wy,)
definiert ist, mit h(y1, ..., Yn, w1, ..., w,) = v und F(z,h(z)) = 0 Vz € U. Die
Funktion h 16st (16) und hingt stetig differenzierbar von den Gewichten und
Punkten ab.

Zeige, dass das implizite Funktionentheorem angewendet werden kann. Die ste-
tige Differenzierbarkeit von F' ist klar, da die Exponentialabbildung und der
Logarithmus stetig differenzierbar sind.
oF
Die Regularitit von 8—((073117 veey Yny W1, ..y Wy ) Tolgt direkt aus [4], Thm. 1.2,
v
welches aufserdem

d? 2

dy
- > ol 22
NORE

fiir eine Geodatische y : I — B,, beweist. Hierbei héngt ¢ von der Kriimmung
von M in B, und po ab. Damit folgt

oF —LoradJlexp, v
9b (&}(Ovylv ey Yn,y, W1, ...,wn)v,v> =09b <2gav[b](0)vav>
1| d?
= Q‘dtz‘][epr (tv)]i=0

C
> 5|l

OF
Alsoist —((0,y1, .+vs Yn, W1, ..., Wy, ) symmetrisch positiv definit und damit nach

Lax-Milgram invertierbar.
O

Definition 3.20 (Paralleltransport). Sei v : [0,1] — M eine Kurve und
to,t1 € [0,1]. Dann ewistiert zu jedem vy € Ty, M ein eindeutiges paralle-
les Vektorfeld V : M — T,y M entlang vy, so dass vo =V (v(to)) gilt.

Parallel entlang ~ bedeutet, dass V..;)V(y(t)) = 0Vt € [0,1] gilt.

Damit lisst sich der Paralleltransport definieren

P’Y(to)‘)’y(tl) : T’v(to)M - T’)’(tl)MJ vo = V(y(t1)),

welche einem Vektor vy € T,;,)M sein eindeutiges paralleles Vektorfeld ausge-
wertet an der Stelle v(t1) zuordnet.
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3.2 Verallgemeinerte Bézier-Fliachen

Absil, Gousenbourger, Striewski und Wirth stellen in ,Differentiable Piecewise-
Bézier Surfaces on Riemannian Manifolds* [1] drei Ansdtze vor, um Bézier Fl&-
chen auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten zu verallgemeinern und diskutieren
diese. Diese drei Methoden berechnen die Bézier-Fliche direkt auf der Man-
nigfaltigkeit, entweder iiber den gewichteten geodatischen Durchschnitt, de Ca-
steljaus Algorithmus oder iiber zweimaliges Anwenden von Bézier-Kurven. Im
euklidischen Raum stimmen diese drei Methoden {iberein, aber auf Mannigfal-
tigkeiten im Allgemeinen nicht.

Es ist teilweise sehr rechenaufwindig den gewichteten geodétischen Durchschnitt
oder de Casteljaus Algorithmus direkt auf der Mannigfaltigkeit zu berechnen.
Daher wird in den beiden hier vorgestellten Methoden versucht dies auf den
Tangentialraum zu {ibertragen. Der Tangentialraum ist ein euklidischer Raum.
Damit l&sst sich die Bézier-Fléche dort schnell berechnen und somit kann die
Rechenzeit verkiirzt werden. Dazu miissen die Kontrollpunkte zunéchst von der
Mannigfaltigkeit auf den Tangentialraum abgebildet werden. Die Frage ist, wel-
chen Tangentialraum man dafiir nutzen soll. In den hier vorgestellten Methoden
werden die Kontrollpunkte in die vier Tangentialrdume der vier Eckkontroll-
punkte abgebildet. Dort wird jeweils die Bézier-Fliche berechnet und anschlie-
fend werden die vier Flichen wieder auf die Mannigfaltigkeit abgebildet. Da
sich diese vier Flachen unterscheiden, miissen sie noch miteinander verrechnet
werden, um eine finale Bézier-Flache auf der Mannigfaltigkeit zu bekommen.
Dabei sollte beriicksichtigt werden, dass je ndher die finale Bézier-Fliche an
einem der Eckkontrollpunkte ist, die Bézier-Flache dieses Eckkontrollpunktes
mehr Gewicht in der Verrechnung erhilt.

Fiir diese Verrechnung werden zwei verschiedene Ansitze préasentiert. In der
einen Methode wird der gewichtete geoditische Durchschnitt der vier Bézier-
Fliachen benutzt, wobei die Gewichtung von der Entfernung zu den Eckpunkten
abhéngt. Da fiir den gewichteten geoditischen Durchschnitt auf der Mannigfal-
tigkeit jedesmal ein Optimierungsproblem geldst werden muss, wird noch eine
zweite Methode vorgestellt. Bei dieser Methode wird die Verrechnung iiber das
zweimalige Andwenden von dem ersten Schritt im de Casteljau Algorithmus
durchgefiihrt, zuerst vertikal und dann horizontal. Die zweite Methode ist we-
sentlich schneller, da kein Optimierungsproblem gelost werden muss. Insgesamt
benutzen die beiden Methoden nur die Exponentialabbildung, den Logarithmus
und den gewichteten geodétischen Durchschnitt. Fiir Mannigfaltigkeiten, fiir die
es eine explizite Formel der Exponentialabbildung und des Logarithmus gibt,
ist vor allem die zweite Methoden sehr leicht zu berechnen.

Sei M ab jetzt eine eine glatte, endlich-dimensionale, vollstéindige Riemann-
sche Mannigfaltigkeit.
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Definition 3.21 (verallgemeinerte Bézier-Flache). Fir eine Familie von Kon-
trollpunkten {b; ;}i j=o,..xk € M und ein Gewicht w(-) : [0,1] — [0,1] mit
w(0) =0, w(l) =1 wird die dazugehirige Bézier-Fliche des Typs I und II iber
den folgenden Algorithmus definiert:

1. Bilde die Kontrollpunkte {bi,j}i,jZO,...,K in die Tangentialebene der vier
Eckkontrollpunkte by o, by 0,0 s O jc ab

vi{j T = IOgbo,o (bi)j) ,

vij T = logbK,O (bi,j) ,
Uij F= logboyK (bi,j) )
vly i =log,  (bi,) fir i,j=0,. K,

siehe Abbildung 4 zur Veranschaulichung der Nummerierung.

2. Wende de Casteljaus Algorithmus in den vier Tangentialebenen an

ke{l,..,4},
K K
VRt te) i =YY vF Bk (t)Bik(ta), (ti,t2) €[0,1]?
i=0 j=0

und erhalte in jedem Tangentialraum eine Bézier-Flache.

3. Bilde die vier Bézier-Flichen zurick auf die Mannigfaltigkeit ab

D= expy (v!(t1,t2)),
D= expy, (Uz(tl,tg)) ,
expy, (v3(t1,t2)) ,
P=expy, (v*(t1,t2)), (t1,t2) €[0,1]%

4. Typ I: Berechne den gewichteten geoddtischen Durchschnitt der vier Fli-
chen

Bic(t1,t2) := av[(q' (t1,t2), ¢° (t1, t2), ¢ (1, t2), ¢ (t1, t2)),
(1T =w(t1))( —w(tz)), w(t)(1 — w(tz)), (1 — w(ty))w(ta), w(ty)w(tz))].
Typ 1I: Wende den ersten Schritt des de Casteljou Algorithmus zundchst

in vertikale und anschlieflend in horizontale Richtung an, um die Flichen
zu verrechnen

avl,g(thtg) L= av [(ql(tl,t2)7q2(t1,t2)) ,(1 — w(tl),w(
aV3’4(t1,t2) L =av [(qg(tl,t2)7q4(t1,t2)) 7(1 - w(tl),w(tl
g(tl, tg) L= av [(aVLQ(tl, tg), aV374(t1, tQ)) s (1 — w(tg), w(tg))] .
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bo,0 bo.x

bi.o b K, K
20 04

Abbildung 4: Veranschaulichung der Nummerierung. Die Eckpunkte des Patches
sind in rot und die Nummerierung der Ecken in schwarz dargestellt.

Bemerkung 3.22. Im letzten Schritt des Algorithmus von Typ II wird der erste
Schritt des de Casteljau Algorithmus in zwei Richtungen angewendet. Er wird
zundchst vertikal und dann horizontal berechnet. Man kann allerdings auch den
ersten Schritt des de Casteljau Algorithmus erst horizontal und dann vertikal
anwenden. Dies fihrt im Allgemeinen nicht zu den gleichen Ergebnissen. Im
Folgendem wird sich auf den Fall beschrinkt, indem der erste Schritt des de
Casteljau Algorithmus erst vertikal und dann horizontal angewendet wird. Die
nachfolgenden Beweise funktionieren allerdings auch fir den anderen Fall.

Im letzten Schritt des Algorithmus wird der gewichtete geoditische Durch-
schnitt berechnet oder der erste Schritt des de Casteljau Algorithmus wird
zweimal angewendet. Die Bézier-Fléche soll stetig differenzierbar sein, insbe-
sondere wenn mehrere Bézier-Flachen miteinander verbunden werden. Dafiir
miissen die Bézier-Flachen und die Normalenableitungen der einzelnen Patches
an den Schnittflichen von jeweils zwei Patches tibereinstimmen (rote Kante in
Abbildung 5). Dies kann man erreichen, indem die vier verschiedenen Fléchen je
nach Nihe zu den Eckkontrollpunkten unterschiedlich gewichtet werden, sodass
an der Kante bzw. dem Rand eines Patches jeweils nur die Fliachen der Eckkon-
trollpunkte berticksichtigt werden, die auf der Kante liegen (rote Kontrollpunkte
in Abbildung 5).

Abbildung 5: Zwei Patches. Eckkontrollpunkte in rot bzw blau. Schnittflache
der beiden Patches in rot.

Die Gewichte miissen dementsprechend so gewéhlt werden, dass die Norma-
lenableitungen iibereinstimmen und an den Rindern nur die Flachen der Eck-
kontrollpunkte des Randes beriicksichtigt werden. Die Frage ist allerdings, wie
genau die Gewichte gewdhlt werden sollen. Betrachte dazu den folgenden Spe-
zialfall in 1D im euklidischen Raum:
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Angenommen die linke und rechte Bézier-Kurve sind jeweils konstante Funktio-
nen. Sei B_(t) = A die linke Bézier-Kurve und B, (t) = C die rechte Bézier-
Kurve, ¢t € [0,1].

B(t) : =av[(B_(t), B+(t)), (1 — w(t), w(t))]
=av([(4,0), (1 —w(t),w())]
= (1 - w(t))A+w(t)C

Gesucht ist ein Polynom w(t), sodass die Randbedinungen erfiillt sind und die
Kurvenkriimmung minimiert wird

w(0) =0, w'(0)=
w(l) =1, w'(l)=

1
/ IB"(0)|2d¢ ist minimal.
0

Es gilt

1

/0||B ol dt:/o W (12(C — A)2dt = (C — A) / W’ (0)2dt

0
1

= minimiere / w’ (t)2dt  so, dass (17) und (18) gilt.
0

=w"'(t)=0 Vte|0,1].
1
= wt)=1-2(t— 1)+ 5).
Die Kurvenkriimmung soll minimiert werden, damit die resultierende Bézier-
Kurve moglichst glatt ist.

In Abbildung 6 ist Daten-Fitting mit unterschiedlichen Gewichten dargestellt,
um die Auswirkungen zu vergleichen. Dabei wurde eine Kurve im Parametrisie-
rungsgebiet durch die Bézier-Fléche von Typ II auf die Sphére {ibertragen. Man
sieht, dass die drei Bézier-Flichen jeweils stetig sind, da fiir alle drei Gewichte
w(0) = 0 und w(1) = 1 gilt. Die magentafarbene Kurve macht an dem linken
Rand eines Patches jeweils einen starken Knick und sieht damit nicht stetig
differenzierbar aus. Die Normalenableitungen an den Rindern stimmen auch
nur fiir die blaue Bézier-Fléche iiberein, sodass nur diese stetig differenzierbar
ist. Die griine Bézier-Flache macht zwar keinen Knick und sieht stetig differen-
zierbar aus. Sie ist allerdings nicht stetig differenzierbar, wie man nachrechnen
kann und sie hat eine hohere Kriimmungsenergie als die blaue Bézier-Flache.
Das liegt daran, dass das Gewicht der blauen Bézier-Fliche die Kurvenkriim-
mung minimiert.

Sei im Folgenden w(t) =1—2(t — 1)%(t + 1).
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Abbildung 6: Daten-Fitting einer Kurve im Parametrisierungsgebiet, die durch
die Bézier-Fliche von Typ II mit unterschiedlichen Gewichten auf die Sphire
iibertragen wurde. Die kubischen Bézier-Flichen wurden jeweils zu 2000 x 2000
Zeitpunkten berechnet. Die Datenpunkte sind in rot dargestellt. Fiir die griine
Bézier-Fliche wurde das Gewicht w(t) = t°, fiir die magentafarbene Bézier-
Fliche das Gewicht w(t) = 1 — (¢t — 1)? und fiir die blaue Bézier-Fliche das
Gewicht w(t) = 1 — 2(t — 1)?(¢t + 3) gewihlt. Die Kontrollpunkte wurden mit
Algorithmus 1 berechnet, sieche Kaptiel 4.

Wenn man diesen Algorithmus nun anwendet, héngt es sehr von der Mannig-
faltigkeit ab, wie schnell er ist. Denn je nachdem, ob die Exponentialabbildung
und der Logarithmus durch eine explizite Formel gegeben sind oder zur Berech-
nung jedes Mal ein Optimierungsproblem gel6st werden muss, kann die Zeit fiir
die Berechnung sehr variieren. Wenn man eine Bézier-Fliche von Grad K fiir ¢
Zeitpunkte auswerten will, miissen

o 4K? Logarithmen fiir Typ I und 4K?2 + 3t Logarithmen fiir Typ II,

e 4t Exponentialabbildungen fiir Typ I und 7¢ Exponentialabbildungen fiir
Typ II

berechnet werden.

Die Differenz von 3t Exponential- und Logarithmus-Berechnungen zwischen Typ
I und Typ II ergibt sich daraus, dass das Optimierungsproblem von Typ I im
vierten Schritt bei Typ IT durch die Benutzung von dem Logarithmus und der
Exponentialabbildung ersetzt wird. Dadurch miissen zwar bei Typ II mehr Ex-
ponentialabbildungen und Logarithmen berechnet werden, der Algortihmus ist
aber trotzdem schneller (zumindest wenn eine explizite Formel fiir die Expo-
nentialabbildung und den Logarithmus vorliegt), da kein aufwéndiges Optimie-
rungsproblem gel6st werden muss.
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Satz 3.23. Wenn man die Definition der verallgemeinerten Bézier-Fliche ),
Y = I,1] im euklidischen Raum anwendet, stimmt sie mit der Definition der
normalen Bézier-Fliche By 1iberein.

Beweis. Seien {bi’j}i,jzo _____ x Kontrollpunkte im R™. Wende den Algorithmus
zur Berechnung der verallgemeinerten Bézier-Fléche an:
1. Zunéchst werden die Kontrollpunkte {b; j}i7j:07,,,, k in die Tangentialebene
der vier Eckkontrollpunkte by o, by . by x: bpc i @bgebildet

vil,j ‘= logbo,o (bi,j) =b;; —boo

vijr=logy,  (bi;) =bi; —bxo
vl = log;, (bi;) = b5 — by i
viji=log, (b ;) =by; —bg g fir i,j=0,..K.

2. Wende de Casteljaus Algorithmus in den vier Tangentialebenen an:

Yty t) 1 = ZZU”BLKh B, i (t2)

1=0 5=0
K K
=D > (bij = boo) Bix(t)Bj k(ta)
i=0 §=0
K K
:Zzb Bix (t1) Bj e (t2) bOOZZBzK (t1)Bj k (t2)
i=0 j=0 i=0 j=0

=1

K K
= Z Z b; ;Bi i (t1)Bj i (ta) — by,  (t1,t2) € [0,1]%.

Analog fiir die anderen Eckpunkte ergibt sich

K K

V3t ty) : = Z me-Bi,K(tl)Bj,K(tQ) —bk0,
i=0 j*O

tl,tQ ZzszB'LKtl ]K(t2)_bOK7
1= OJ 0

tl,tg ZZbZJBZ K tl 3, K(tg) — bK K> (tl,tg) S [0, 1]2.
1=0 j=0
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3. Anschlieffend werden die vier Bézier-Flichen zuriick auf die Mannigfaltig-
keit abgebildet:

K K

ql(tl,tg) L= eproyo (’Ul(tl,tg)) = Ul(tl,tg) + b070 = Z ZbiJBi,K(tl)Bj,K(tg),
i=0 j=0
K K
q2(t1,t2) L= eXpbK,o (U2<t1,t2)) = ’U2(t1,t2) + bK,O == Z Zbi’jBi,K(tl)Bj,K(tQL
i=0 j=0
K K
¢*(t1,t2) 1 = exPyp, . (v3(t1,t2)) = 03 (b1, b2) + bg i = Z Z b; ;Bi Kk (t1)Bj i (t2),
: i=0 j=0
K K
q*(t1,t2) : = eXPy, (v} (t1,t2)) = v* (b1, t2) + bye i = Z Z b; ; Bi i (t1) By i (t2),
i=0 j=0

(tl,tg) € [0, 1]2.

4. Da im euklidischen Raum bereits

q*(t1,t2) = ¢ (t1,t2) = ¢*(t1,t2) = ¢*(t1,12)

gilt, folgt direkt

K K
Bic(t1,t2) = B (t1,t2) = Y b, i Bi i (t1)Bj i (t2) = B (t1, 1)
i=0 j=0

23



3.3 Wohldefiniertheit und Glattheit

Satz 3.24 (C!-Stetigkeit fiir ein Patch). Wenn die Kontrollpunkte
{bi,j}i7j=0,~~7K € M nah genug beieinander liegen, dann sind 6% und Bg wohl-
definiert und definieren C*—Flichen auf der Mannigfaltigheit M.

Beweis. Sei

- Aig-bra)- 19
‘ i,j,k,lrg{%},(__,f(} ( 1,50 k,l) (19)
Mit Satz 3.19 folgt, dass es fiir jedes y € M eine zuldssige multigeoditisch

konvexe Hiille gibt. Wenn die Kontrollpunkte nah genug beieinander liegen,
kann U nach dem Beweis von Satz 3.19 so gewahlt werden, dass

By (bi;) CU Vi j=0,..K.

U ist zuldssig und damit ist der gewichtete geodatische Durchschnitt zwischen
endlich vielen Punkten in U eindeutig und héngt stetig differenzierbar von den
Punkten und den Gewichten ab. Damit ist insbesondere die Geodétische zwi-
schen zwei Punkten in U eindeutig. Daraus folgt, dass die Exponentialabbildung
und der Logarithmus in U eindeutig und damit stetig differenzierbar in U sind.

Es wird gezeigt, dass die einzelnen Schritte im Algorithmus jeweils stetig dif-
ferenzierbar sind und damit sind dann auch 8% und B stetig differenzierbar.
Schritt 1-3 wird nur fiir den Eckpunkt b, ; gezeigt, da die anderen Félle analog
sind.

1. Im ersten Schritt des Algorithmus werden die Kontrollpunkte {bi’ j},-J:o,“,, K
mittels des Logarithmus auf die Tangentialebene der vier Eckpunkte ab-
gebildet

vi{j = 1031;070 (bij) .

Dieser Schritt ist stetig differenzierbar, da der Logarithmus in U stetig
differenzierbar ist.

2. In jedem Tangentialraum wird de Casteljaus Algorithmus angewendet

K K
vl(t1,t) = Y v} Bik(t)Bjk(ta), (t1,t2) € [0,1]%.
i=0 j=0

Die vier Tangentialrdume sind jeweils euklidische Raume und damit ist de
Casteljaus Algorithmus stetig differenzierbar, da er zu jedem Zeitpunkt
eine Konvexkombination von Tangentialvektoren ist, die stetig differen-
zierbar von t; und ¢ abhingt.
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3. Die vier Flichen werden mittels der Exponentialabbildung zuriick auf die
Mannigfaltigkeit M abgebildet

ql(tl,tg) L= epro,o (’Ul(tl,tQ)) .
Zeige, dass V(t1,t2) € [0,1]? ¢'(t1,t2) in U liegt.
Betrachte dazu die Riemannsche Distanz von ¢*(t1,t2) und by o. Aus der
Definition der Riemmanschen Distanz und der Exponentialabbildung folgt

direkt d2(bo’0,eprOO (v1) (t1,t2)) = gb, , (v'(t1,t2), v (t1,t2)) und damit
gilt fiir (¢1,t2) € [0, 1)?

d*(bg 0, " (t1,t2)) = d2(bo,0anPb0,0 (1) (t1,t2)) = gy, , (v} (1, 12), 0" (t1, 1))
=0 o

K K
(ZZU Bthl _]Kt2 ZZU BvK tl ]K(tQ)
K

0
i=0 j=0 i=0 j=0
K

K K
Z Z Z Z Bi k (t1)Bj,k (t2) By, k (11) Bi, i (t2) v, , (Vi )

K K K K
< Z Z > Y Bik(t1)Bj k(t2) Bi.k (t1) Bk (t2) |gn, , (v, vh,) |

Schitze |gs, (vi{j,v,ﬁ’l) | ab.
Im Tangentialraum von b, o gilt fiir 4,5, k,1 € {0, ..., K'}

lody = vhillos,, < Mobsllan,, + |
——

(19) (19)
=d(bg,:b;,5) < e =d(bggsby, l) e

94, ('Uzl - vli,l’vil,j - ”i,z) < 2e
= ’ ||”U 7]”917 + ”Ué,lngbo o 72gb0,0 (Uil,j’ Uéyl) | < 4¢?
%/—’
(19) (19)
< e? <e?

= ’gbo,o (v},j,yh) ‘ < 362,

Damit kann man d(bg o, ¢" (t1,12)) fiir (t1,t2) € [0,1]* abschétzen

d*(bg.0: " (t1,12)) <> > B; k(t1)Bj x (t2) Br.xc (t1) Biic (t2) g, , (015, 041) |

)

K
> Bik(t1) B i (t2) Br i (1) Br i (t2) 3¢
=0

K K K K
= 3¢’ Z Z Z Z Bi i (t1)Bj i (t2) Br, i (t1) Bi ik (t2) = 3¢
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Also gilt d(bg o, q" (t1,t2)) < V3e ¥(t1,t2) € [0,1]? und damit liegen die
vier Flidchen in B sz (by) € U und da die Exponentialabbildung stetig
differenzierbar in U ist, ist auch dieser Schritt stetig differenzierbar.

4. Bei Typ I wird nun der gewichtete geodétische Durchschnitt der vier Fl&-
chen berechnet. Dies ist stetig differenzierbar, da die Flachen in U liegen,U
zuldssig ist und damit der gewichtete geoditische Durchschnitt stetig dif-
ferenzierbar ist.

Bei Typ II wird zunédchst der gewichtete geodatische Durchschnitt der
Eckpunkte 1 und 2 und der gewichtete geodéatische Durchschnitt der Eck-
punkte 3 und 4 berechnet und anschliefend der gewichtete geodétische
Durchschnitt der resultierenden Punkte. Dies ist stetig differenzierbar, da
die vier Flichen in U liegen, U zuléssig ist und damit der gewichtete geo-
déatische Durchschnitt stetig differenzierbar ist.

Damit folgt, dass 3% und B! wohldefiniert sind und C*—Flichen auf der Man-
nigfaltigkeit M definieren. O
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3.4 (y-Patching

Nun sollen mehrere Patches betrachtet werden. Fiihre dazu folgende Schreib-
weisen ein:
Fir (M +1) x (N + 1) Patches sei

m,n
2,7

i,j =0, K, (myn)€{0,.., M} x {0, .., N}

der Kontrollpunkt b; ; des Patches (m,n), siehe Abbildung 7.

1o

0,0 0,0 0,1 0,1

bo;o bo's  bolo bo;:s

® L L @ @ @ @

o o o [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

Patch (0,0) Patch (0,1)

o [ J o [ ] [ ] [ ] [ ] o
p0:0 0,0 0,1 p0:
)30 ® ® ® 19373‘ i@ ° 003’3

1,0 1,0 1,1 1,1
bolo® ® 4530 o5 @ ® L 108

Patch (1,0) Patch (1,1)
® (] [ ] [ ] [ ] [ ) [ ) ®
% ¢ %% & ¢
bs’o by's  b3g by’s

tlxr

Abbildung 7: Verdeutlichung der Beschriftung der Kontrollpunkte fiir mehrere
Patches fiir eine kubische Bézier-Flache. Die Eckontrollpunkte sind in rot und
alle anderen Kontrollpunkte sind in schwarz dargestellt.
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Die Variablen im Algorithmus werden wie folgt angepasst:

1. In Schritt 1 werden die Variablen in die Tangentialrdume der Eckkontroll-

punkte abgebildet. Sei

(mnk)

Ui j 1,7 =0,.., K, (m,n) S {07...7

MY x{0,...,N}, kef{l,..4}

der Kontrollpunkt b, ;
trollpunktes der Ecke k. Also

G = logyp (B").
v(zl’"g) : = logym.n (b:n]n) :
3 = (7).
vf?’nA) : = logymn (b:nj")
fir i,7=0,...K, (m,n)e€{0,..,M} x{0,...,N}.

2. In Schritt 2 wird in jedem Tangentialraum de Casteljaus Algorithmus
angewendet.

Fiir das Patch (m,n) definiere

U(mm k tl,tg ZZ’U(m i k)BZ K t1)Bj,K(t2) fiir t17t2 € [07 1]7

=0 j=0

p(mn.k) (t1,t2) ist ein Vektor im Tangentialraum des Eckkontrollpunktes
des Patches (m,n) in der Ecke k.
3. In Schritt 3 werden die vier Bézier-Fléchen wieder zuriick auf die Mannig-
faltigkeit abgebildet. Definiere
g™ (¢

q(m,nﬂ) t1, t2>

(t1,

(
g™ (¢, 1)

(

g (1) 1 = = eXpyn (U(m’n’4) (t1,t2)) , (ti,ta) €[0,1]%

4. In Schritt 4 wird fiir Typ I der gewichtete geodétische Durchschnitt der

vier Bézier-Flachen berechnet, hierfiir werden keine weiteren Definitionen
bendtigt.
Bei Typ IT wird der erste Schritt des de Casteljau Algorithmus in zwei
Richtungen angewendet, um die Bézier-Flichen zu verrechnen. Definiere
fiir die Anwendung des ersten Schritts des de Casteljau Algorithmus in
die vertikale Richtung

av i (b t2) = av [ (407 (11, 12), g (1, 12) ) (1= w(ta), w(t))]
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Definition 3.25 (Spline fiir verallgemeinerte Bézier-Flachen). Fir mehrere
Patches (m,n) € {0,.... M} x {0,..., N} definiere die zusammengesetzte ver-
allgemeinerten Bézier-Flachen B von Typ I und II via

BY. : [0, M] x [0, N] = M

(tl,tQ) — 5}; (tl —m,ts — n; (bzl.j’n)i,j:O,...,K> , m= Ltlj, n = |_t2J
(20)

mitY =I,I1.

Lemma 3.26. Wenn die Kontrollpunkte {b?fj”}i,jzoyu_’;{ e M fir (m,n) €
{(0,0),(0,1)} nah genug beieinander liegen und

b =00  Vi=0,..K, (21)
bl =byl  Vji=0,...K (22)
gilt, dann folgt
@03 (t1,1) = ¢O1V(¢1,0)  und

Q0 (1, 1) = ¢ (t,0) Wt €0,1].

Beweis. Da die Kontrollpunkte {0} }; j=o, .. x € M fiir (m,n) € {(0,0),(0,1)}
nah genug beieinander liegen, ist die Exponentialabbildung eindeutig und es gilt

(0,0,3) _ (0,0,3)
q (tla 1) - eprg:?( (U (tl, 1))

K
=expye | D
' i=0 j=0 i=0
K K
= eXpngU (Z logbg (;( (b K) Bi)K(t1)> = eXpbgjé (Z logbo 1 (bZ 0) Bz)K(t1)>
=0 i=0

K K K
0,1,1 0,1,1
= expy. (E U’f,(j )Bi7K(t1)> = expyo. E E v;j )BLK(tl)Bj,K(O)

Analog folgt mit (22) ¢(®09(¢,,1) = ¢©12)(¢1,0).
O

Satz 3.27 (Cy-Stetigkeit der zusammengesetzten Bézier-Flichen). Die zusam-
mengesetzten Bézier-Flichen BY, und BY, definiert wie in (20), sind stetig,
wenn die Kontrollpunkte {b;""}i j=o,..x € M fiir jedes (m,n) € {0,..., M} x
{0, ..., N} nah genug beieinander liegen und

PR =0T V=0, K, m=0,..,M, n=0,..,N -1,

m,n m—+1,n (23)
b = byt Vji=0,..,K, m=0,..M—1,n=0,..,N

gilt.
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Beweis. Mit Satz 3.24 folgt, dass die einzelnen Patches (m,n) jeweils stetig
sind. Demnach muss nur gezeigt werden, dass die Schnittstelle zwischen den
Domaénen, d.h. fiir t; € N oder t; € N, stetig ist. Betrachte dazu nur die Patches
(0,0) und (0, 1). Fiir alle anderen Patches, sowohl in ¢; — als auch in ¢5—Richtung
funktioniert der Beweis analog. Es muss gezeigt werden, dass

=0,...,

> vty €[0,1], Y =111
K

gilt.

Mit Lemma 3.26 folgt fiir die Bézier-Fliche von Typ I

I . (10,0
P <t1’ L (bi’j )ij*O K)

= av[(q(o,o,l) (tl ) (0.0.2) (t17 1)7 q(0,0,B) (t17 1)7 q(0,074) (t17 1))’ (Oa 07 1- w(tl)a ’lU(tl))]
= av[(q(0’0’3) (tlv )7 q(0’074) (th 1)>7 (1 - w(tl)v w(t1>)]

2% av[(q @1V (41, 0), 01D (11,0)), (1 — w(tr), w(tr))]
= av[(q(O,l,l) (t17 O)v q(05172) (tlv O)v q(0$173) (t17 0)7 q(0’1’4) (t17 O))7 (1 - w(tl)v w(tl)v Oa O)]

= BL (h, (bo 1).j:0m K) Vt; € [0,1].

Damit ist die Schnittstelle zwischen den beiden Bézier-Fléchen von Typ I stetig
und somit ist die zusammengesetzte Bézier-Fliache von Typ I stetig.

Fiir die Bézier-Fliache von Typ II folgt mit Lemma 3.26

Elon(), )
= av [(avl O(t1,1), av) 9 (t1, 1)) (0, 1)} = av§(t1,1)
= av [ (¢®09(t2,1),¢"* (11, 1)), (1 = w(tr), w(tr))]
2 aw [ (60D (11,00, (11,0)) L (1= w(ty), wty))]
a

t,1) = av [ (avdh(t1,0), avii(1,0)) . (1,0)]

ELV

1,2

.....

Damit ist die Schnittstelle zwischen den beiden Bézier-Flachen von Typ II stetig
und somit ist die zusammengesetzte Bézier-Fliche von Typ II stetig. O
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3.5 (;-Patching

Lemma 3.28. Wenn die Kontrollpunkte {b]"}" }; jo, ..k € M fir jedes (m,n) €

{(0,0), (0,1)} nah genug beieinander liegen, die Stetigkeitsbedingung (23) erfiil-
len und Vi =0, ..., K :

0,0,3 0,1,1
,(003) | (0.1,1)

0.0:3) 4
iK1 . 1 :Ulgf)},((),3)’ (24)
(0,04) | (0,1,2)

U g1 T 0,0,4

RS R RS 29

gilt, dann folgt

d d
& ,,(0,0,3) (t1,t2) - = (071-,1)@ ty —1) d
v 1,02 v 1502 un
dt2 to=1 d 2 to=1
d (0,0,4) d (0,1,2)
—u (tl,tg) = —0v"7 (tl,tz — ].) Vi, € [0, 1]
dt2 to=1 t2 to=1
Beweis.
= ,,(0,0,3) — 0,0,3) . e
dtgv (t1,t2) T ZZUZJ BZ,K(tl)dtQBJ’K(Q) -
to=1 =0 j=0 t2=1

K
Bj,k-1(1)=0 0, 0,
iy KZ (UE,OKO - Uz(OKO—?)l)) B; k(t1) Be-1,xk-1(1)
——

= ]

d
711(0’1’1)(151, to — 1)

0,1,1
= Z > Vi Bz',K(tl)dTQBj,K(tz -1)

dto ta=1 =0 ;=0 -
K K
=D sz(,(}}l’l)Bi,K(tl)K (Bj-1,-1(0) = Bj.k-1(0))
i=0 j=0
Bk a(0=0 1 x~ (011)  ©011)
3, K—1 = 0.1.1 0.1.1
= K (v-”—vv”)BZ- t1) Bn w_1(0
Vj£0 ; i1 4,0 k(1) Bo,x-1(0)
- -1
d K K p
0,0,4
o 0(0:0.4) (t1,t) — szz(] )Bi,K(tl)EBj’K(tQ)
’ t2=1 =0 j=0 2 ta=1
K K
=330 B; k(1)K (Bj1k-1(1) = Bjx1(1)
i=0 j=0
By x—1(1)=0 0,0,4 0,0,
JVj;ﬁ?(_l Z (U;K )~ UE,K—l)) Bi,K(tl) BK_1,K_1(1)



=1

Mit (23) folgt

(0,0,3) _ 0,0 (23) (0,1)7 (0,1,1) g -
v, i 7logbg:r}{ (bi,K) = logbg:é bio ) = vio fir i=0,...,K,

(0,0,4) _ 0,0 ) (23) ( 0,1) o 0,1,2) e .
Vi Kk —logb%f}K (bi’x> = IOgb‘}g}o bi,() =0 fir i=0,.. K.

Mit dieser Identitit und mit (24) und (25) folgt dann

d d

77)(0’0’3)(1517152) = 7U(0’1’1)(t1,t2 — 1) und

dt2 to=1 t2 to=1

d d

— 00 ¢ ¢ = — 00Dy 4y — 1 Vt, € [0,1].
dtzv (1, 2) - dt2v (1, 2 )t2:1 16[ ) ]

O

Satz 3.29 (C'—Stetigkeit der zusammengesetzten Bézier-Flichen). Wenn die
Kontrollpunkte {b;";" }i j=o,...x € M fiir jedes (m,n) € {0,..., M} x {0,...,N}
nah genug beieinander liegen, die Stetigkeitsbedingung (23) erfillen und Vi =
0,..,K:

n,2 +1,n,1
'Ugénf?,i) +U§ZL Y _(m,n,2)
2 I (26)
,1,4) (m+1,n,3
U%n—ll,i +’Ul’7'z " )_ (m,n,4)
9 = Vg,
firm=0,...M -1, n=0,....N und
,1,3) (m,n+1,1
R AR
2 S (27)
;n,4 ,n+1,2
oY oY
B =V K

firm=0,...M, n=0,....N — 1 gilt,
dann ist die verallgemeinerte zusammengesetzte Bézier-Fliche BY. in (20) fiir
Y = 1,11 stetig differenzierbar.
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Beweis. Sei K € N fest. Schreibe zur besseren Lesbarkeit im Folgenden BY,
statt Bl

Analog wie im Beweis von Satz 3.24 kann man begriinden, dass die Exponen-
tialabbildung und der Logarithmus stetig differenzierbar sind, wenn die Kon-
trollpunkte nah genug beieinander liegen. Des Weiteren folgt mit Satz 3.24 die
stetige Differenzierbarkeit des jeweiligen Patches (m, n). Demnach muss nur ge-
zeigt werden, dass die Schnittstelle zwischen den Dominen stetig differenzierbar
ist. Dies gilt, wenn die Normalenableitungen iibereinstimmen. Es wird die Nor-
malenableitungen der Schnittstelle von dem Patch (0,0) mit dem Patch (0,1)
nachgerechnet.

Die Rechnung lasst sich analog fiir alle anderen Patches in to—Richtung durch-
fithren. Bei dem Beweis in ¢; —Richtung ergeben sich fiir Typ II leichte Aban-
derungen, da bei Typ II im letzten Schritt der erste Schritt des de Casteljau
Algorithmus zuerst in ¢; —Richtung und dann in ¢, —Richtung angewendet wird.
Der Beweis ldsst sich allerdings mit genau den gleichen Argumenten durchfiih-
ren, weswegen sich hier auf den Fall in to— Richtung beschrinkt wird.

Typ I
e (s (), )
— av [(q(o’o’l)(t1, 1)7 q(O’O’Q)(tl, 1)7 q(0’0’3)(t1, 1)7 q(0’0’4)(t1, 1)) ,
bim Bl (1, 1) 2 (1 = w(t))(@ = w(1)),w(t) (1 = w(1)), (1 = w(ts))w(d), w(t)w(1))],

’B%( <t1’0; (b?j)i,jzo,...,l(
= av [(q(o’l’l)(h, O), q(0’1’2)(t1, 0), q(0’1’3)(t1, 0)7 q(0’1’4)(t1, O)) ,
(1 = w(t1)) (1 = w(0)), w(t1)(1 = w(0)), (1 — w(t1))w(0), w(t1)w(0))] .

Die Optimalitédtsbedingung (14) fiir die beiden gewichteten geodétischen Durch-
schnitte fiihrt zu

)+ wlt) (1 = w(1)log, (4D (k1. 1))
(t)w(Dlog, (40 (t1,1))
£1,0)) + w(t1)(1 — w(0))log, (q(0’1’2)(t1, 0))

t)w(0)log, (49 (11,0))

+w

+
—
—_
\
g
—
o~
—
~—
~—
g
—~
o
~—
—
Q
02
Q/-\
o
=
&
—~
~
—
=}
N
+
g
—~

Definiere

Fi(t,t2,0) : = (1 — w(t1))(1 — w(tz))log, (q<0>071>(t1,t2))

+w(tw(t)og, (¢ (k1))
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Foltr, t2,b) : = (1 — w(t1))(1 — w(ts — 1))log, (q(071’1)(t1,t2 - 1))
Fw(t)(1 — w(ts — 1))log, (q<°’1=2>(t1,t2 - 1))
+ (1= w(ty))w(ts — 1log, (q(0’1’3)(t1,t2 - 1))
+w(t)w(ts — Dlog, (q(0’1’4) (ti,ts — 1)) .
F} und F; sind Verkettungen von C!—Funktionen und damit sind sie auch
C!—Funktionen. Da b = BI(t1,1) und Fy(t1,1,b) = 0, Fa(t1,1,b) = 0 gilt, folgt

mit dem Impliziten Funktionentheorem, dass die linke und rechte Ableitung von
B! in Richtung #, an der Stelle (¢;,1) gegeben sind durch

oB! -1

TtQ :7(DbF1(t1,1,b)) Dt2Fl(t171ab)7
(t171_)

oB!

Oty = —(DyFa(t1,1,0)) " Dy, Fa(t1,1,b).
(t1,17F)

Fiir stetige Differenzierbarkeit miissen die Normalenableitungen {ibereinstim-
men. Es muss
oB!
Oty

_oB!
T Oty

(tlvli) (t171+)

gezeigt werden.

Dies wird in zwei Schritten gezeigt:
1. Zeige als Erstes DyFi(t1,1,b) = DyFa(t1,1,b) Vi € [0,1].
2. Zeige als Zweites Dy, Fy(t1,1,b) = Dy, Fs(t1,1,b) Vit € [0,1].

1. Schritt 1
Es gilt w(t) =1 —2(t — 1)(t + 5) und damit w(1) =1, w(0)=0.
Es folgt Vb € M:

Fi(t1,1,b) = (1 — w(t))log, (q<0’013>(t1, 1)) +w(t)log, (q(0’0’4) (t1, 1))
325 (1 _w(ty))log, (q<07171>(t1, 0)) +w(t;)log, (q<071’2)(t1, 0)) = Fy(t1,1,0) Vi €0, 1].
Da also Vb € M, Vt; € [0,1] Fi(t1,1,b) = Fa(t1,1,0) gilt, folgt
DyFi(t1,1,b) = DyFy(t1,1,b) Vit € [0, 1].

2. Schritt
Es bleibt zu zeigen, dass Dy, Fy(t1,1,b) = Dy, Fa(t1,1,b) gilt.

Betrachte t5 = 1. Da

w(t) =1-2(t—1)%(t + %), w'(t) = —4(t — 1)(t + %) —2(t—1)?
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folgt w(1) = 1,w'(1) = 0.

Ersetze fiir bessere Lesbarkeit in der folgenden Rechnung v(®"%) (¢, ,) durch
v@mE) fir b =1,....4, m =0, 1.

Dy, Fi(t1,t2,b) a [(1 —w(t1)) (1 —w(tz))log, (eXpr;S (U(O,O,l)))

a1 At
Fwty) (1 — w(ts))log, (epr?{,% (0(0’0’2)))

+ (1= w(ta)w(tz)log, (expyo (vO0¥))

+ i yu(t2)log, (expygo, (v00))]

to=1

— — (1= w(t)w' (Dlog, (expygg (v001))

+ (1 —w(t))(1 - w(l))d%logb (epr8:8 (U(Oyo,l)))

to=1

—w(ty)w'(1)log, (epr(i{,% (U(O,O,z)))

d
+ w(tl)(l — U](l))%logb (epr%ﬂo (U(01072))>
’ to=1

+ (1= w(tr)w' (log, (expgo (v009))

+(1— w(tl))w(l)%logb (eXPbg;;’{ (U(O’Oﬁ)))

to=1

+ w(ty)w'(1)log, (epr(;é(’,K (U(0,0,4)))

+ult)u(t)log, (expygn (v000))

to=1

w(ﬂ:l
'w’(?):O

d
+ w(tl)@IOgb (eprg(,?K (v(0’0’4)>)

(1- w(tl))%logb (epr&?{ (v(o,o,?,)))

to=1

to=1
d
= (1 —w(t;))log) (eXprjfi( (0(0,0,3)» eXP/bg;ﬁ( (U(o,o,?»)) dTQU(O,o,?J

d
+ w(ty)log) (eXpb‘}e?K (v(o,o,zx))) exp'yn0, (0(0,0,4)> d72v(0,0,4)

to=1
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Mit w(0) = 0,w’(0) = 0 folgt analog

- d% [(1 —w(ty)) (1 —w(ty —1))log, (eprg;; (v(o,m)))

+w(ty) (1 —w(ty —1))log, (epr%}o (U(O,L?)))

+ (1 — w(ty))w(tz — 1)log, (eXpr;; (0(0,1,3)»

+ w(t)w(tz — 1)log, (eXPb?;?K (”(071’4)))}

Dy, Fy(ty1,t2,b)

to=1

to=1
= (1 —w(ty))log, (ex 0.1 (0(0,1,1))) exp’ ;0.1 (U(O’l’l)) i1)(0’1’1)
! &b pbO:U P bolo dto 1
o=
d
/ L (p(0:1.2) " on (012 & (0,1,2)
+ w(t1)log, (eprt;(,yo (v )) XD po, (U ) dt2v )
Nach dem Beweis von Lemma 3.26 gilt nicht nur
q(0,073) (t17 1) = q(o’Ll)(tlu 0) und q(070,4) (th 1) = q(07172) (tlv 0)7
sondern auch
@03 (4, 1) = @Y (#,0) und 00D (1, 1) = 0012 (14, 0).
Da nach (23) auferdem bgjg( = bg:é und b(l)%?K = bg&}lo gilt, bleibt, um
Dy, Fi(t1,1,b) = Dy, Fo(t1,1,b)
zu beweisen, nur noch
d d
——v 00t 1)) = 0OVt - 1)) (28)
dtQ to=1 d 2 ta=1
iv(OaOA) (t1’t2) — iv(07172) (tlatQ — ]_) (29)
dty =1 dl2 ta=1

zu zeigen. Dies folgt mit Lemma 3.28 und damit folgt die stetige Differenzier-
barkeit der zusammengesetzten Bézier-Flache von Typ I.

Typ I1

I, (b‘?’?’)

K <1’ "\ ) =0, K
o B0y 1) @) = av [ (av}3(t1, 1), a3 (01, 1)) (1 = w(1), w(D)] = avi(t,1),
= 1 =

11 0,1
ty,0; (b)
K (1 J i,j:O,...,K)

=av [(av(l):é(tl, O)7avg:i(t1, 0)) ,(1— w(O),w(O))} = av?:é(tl, 0).
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Die Optimalitédtsbedingung (14) fiir die beiden gewichteten geodétischen Durch-
schnitte fithrt zu

0= (1= w(1)log, (av)9(t1,1)) + w(D)log, (av§(t2, 1)) ,
0= (1 — w(0))log, (av‘f;;(tl, o)) +w(0)log, (avg;i(tl, o)) .
Definiere
Fy(t1,t2,0) - = (1= w(tz))log, (av)3(t1,2)) + wita)log, (av(t1,12))
Fy(t1,t2,0) : = (1 —w(ta — 1))log, (av(l):é(tl,tz — 1)) + w(te — 1)log, (an:}l(tl,tQ — 1)) .
F3 und F; sind Verkettungen von C!—Funktionen und damit sind sie auch
C'—Funktionen. Da b = B! (t,1) und F3(t1,1,b) = 0, Fy(t1,1,b) = 0 gilt, folgt

mit dem Impliziten Funktionentheorem, dass die linke und rechte Ableitung von
B! in Richtung t, an der Stelle (¢1,1) gegeben sind durch

88”

o = —(DyFs(t1,1,b)) "' Dy, F3(t1,1,b),
(t1,17)

aBII

i = —(DyFy(t1,1,b)) " Dy, Fy(t, 1,b).
(t1,11)

Fiir stetige Differenzierbarkeit miissen die Normalenableitungen {ibereinstim-
men. Es muss
881]
Ot

aBII
T

(t171_) (t171+)

gezeigt werden.

Dies wird in zwei Schritten gezeigt:
1. Zeige als Erstes DyF5(t1,1,b) = DyFy(t1,1,b) Vt; € [0,1].
2. Zeige als Zweites Dt2F3(t1, 1,b) = Dt2F4(t1, 1, b) th € [0, 1]

1. Schritt

Es gilt w(t) =1 —2(t — 1)2(t + %) und damit w(l) =1, w(0)=0.

Es folgt Vb € M:

F5(t1,1,b) = log, (avgzg(tl, 1))

= log, (equ(o,om(tl)l) (w(tl)logqm,o,m(thl) (q(0’0’4)(t1, 1))))
325 log;, (equ(O,l,U(thO) (w(tl)logqm,l,l)(tl’o) (q(o’l’Q) (th()))))
= log, (av?é(tl,())) = Fy(t1,1,b) Yt € [0,1].

Da also Vb € M, Vt; € [0,1] F5(t1,1,b) = Fy(t1,1,0) gilt, folgt

DyFs(ty,1,b) = DyFy(t1,1,b) ¥, € [0,1].
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2. Schritt
Zeige, dass Dy, F3(t1,1,b) = Dy, Fy(t1,1,b) Vi € [0,1] gilt.
Betrachte t5 = 1. Da

w(t) =1—2(t—1)*(t+ %), w'(t) = —4(t — 1)(t + %) —2(t—1)?

gilt, folgt w(1) = 1,w’(1) = 0. Damit gilt

d
thFg(tl, t27 b) = d—tQ |:(]_ — ’LU(tQ))IOgb (av(l):g(tl, tg)) + w(tg)logb (avgzg(tl, tg)):|

d
_ {_wf(h)logb (avi9(t1, 1)) + (1 = w(ta))logy (av)3(t1,12)) pRAEICR

ta=1 to=1

d
+ w'(ty)log, (avgzg(tl,tg)) + w(tz)logy, (anzg(tl,tg)) T —avy 4(t1,t2)}
to=1

w(l)= d o
(T) 10gb <av3 4(t1,t2)> d—havg,g(tl,tg)

to=1

Mit w(0) = 0,w’'(0) = 0 folgt analog

d
Dy Filtitab) = - [(1 —w(ts — 1))log, (av?;;(thtg - 1)) +w(ty — 1)log, (avg:}l(tl,tg - 1))}
to=1 to=1
= [—w’(tg — 1)log, <aV?:§(t17t2 — 1))
d
4 (1 — w(ts — 1))log) (av‘;;;(tl,tg - 1)) avi(tt — 1)
2
+w'(ty — 1)log, (an:}l(tl,tQ - 1))
/ 0,1 d
+ w(ts — Dlogy (av§i(tr,t2 — 1)) d At 1)}
to=1
w(@=0, (av (t1,t )) d —avy ity by — 1)
w'(0)=0 2 1,2\, 02 — dts 1.2\l1, %2 — et

Mit Lemma 3.26 folgt avgjg(tl, 1) = av(l):é(th 0) =: d. Definiere

an:g(tl,tQ) ty € [Oa 1]7t1 S [07 1}7
0,1
1,2

F(t1,t2) ==
(t1,t2) { ot ta — 1) t2 € (1,2],¢; €[0,1].

Es bleibt zu zeigen

av(l)é(th tg — 1)

avy'y(t, t2) =it

_ dF(t1,t2)
dto

dts
dF(t1,t2)
dts

to=1 to=1

(tl»lf) (t1)1+).
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Die Optimalitédtsbedingung (14) fiir die beiden gewichteten geodétischen Durch-
schnitte in F fiihrt zu

0= (1= w(t)logy (¢ (11, 1)) +w(tr)log, (49 (t1,1))

0= (1= w(t))logy (¢ (t1,0)) +w(t:)log, (412 (11,0))
Definiere
Gt ta,d) : = (1 — w(ty))logy (q<0’0’3> (tl,t2)> +w(t))log, (q(0’0’4) (th, t2)> :
Goltr,ta,d) : = (1 — w(t1))logy (q<07171>(t1,t2 - 1)) +w(ty)log, (q<071»2>(t1, ty — 1)) :
G1 und G5 sind Verkettungen von C!'—Funktionen und damit sind sie auch
C'—Funktionen. Da G(t1,1,d) = 0,G3(t1,1,d) = 0, folgt mit dem Impliziten

Funktionentheorem, dass die linke und rechte Ableitung von F in Richtung to
an der Stelle (¢1,1) gegeben sind durch

8i = —(DdGl(tl,1,d))_1Dt2G1(t1a17d)
Otz (t1,17)
oF — —(DyGa(t1,1,d) " Dy, Ga(t1,1,d).
atg (t1,1+)

Die Normalenableitungen miissen iibereinstimmen. Es muss

oF _oF
Otoy o Oto

(tlvl_) (t171+)

gezeigt werden.

Dies wird wieder in zwei Schritten gezeigt:
A) Zeige als Erstes DyG1(t1,1,d) = DgGa(t1,1,d) Vi1 € [0,1].
B) Zeige als Zweites Dy, G1(t1,1,d) = Dy, Ga(t1,1,d) Vi1 € [0,1].

Schritt 2.4)
Mit Lemma 3.26 folgt Vd € M, Vt; € [0,1]:

G1(t1,1,d) = (1 — w(ty))logy (q(0’0’3)(t1, 1)) + w(ty)log, (q(070’4) (t1, 1))
20 (1= w(tr)logy (a1 (11,0)) + wita)log (412 (41,0)) = Ga(tr, 1, ).
Da demnach fiir alle d € M, Vt; € [0,1] G1(¢1,1,d) = Ga(t1,1,d) gilt, folgt
DyG1(t1,1,d) = DgGa(t1,1,d) Vi, €[0,1].

Schritt 2.B)
Zeige, dass Dy, G1(t1,1,d) = Dy, Gs(t1,1,d) Vt; € [0,1] gilt.

Fiir bessere Lesbarkeit ersetze in der folgenden Rechnung v(%™*) (¢, t5) durch
Ok fiir k=1,...,4, m =0, 1.

39



thGl(t17t27d)

di {(1 —w(t1))logy (epr&% (0(070,3)» + w(t1)logy, (epro 0 ( (0, 04)))]
= {(1 —w(ty))log, (eprg:(;( (U(O,(],IS))) eXP/bgf;{ ( (0,0,3) ) di 0:03)(¢, 1)
d
dty

+ w(ty)log, (eXpb‘};?K (0(0,0,4)» exp'yp0. (U(o,o,4)) 2v(o,o,4) (tl,tz)}

to=1 to=1

to=1

Dy, Ga(t1,t2,d)

- d% (1= wt)log (expygy (¢017) ) + w(ta)logy (expigy, (v°12))]
= [0 e oy (exmigy (+9) ety (v049) a0 1)

2
+ w(ty)log) (epr?élo (0(0,1,2))) expy. (v(o,m))

to=1 to=1

d
(0,1,2) 1 to — 1
dtgv ( 1,02 )

ta=1

Nach dem Beweis von Lemma 3.26 gilt nicht nur
g0 (t1,1) = ¢V (11,00 und OO0V (t1,1) = ¢ 01 (11,0),
sondern auch
0©@03) (4, 1) = @1V (#,0) und @O (¢, 1) = 0012 (2,,0).
Da nach (23) auferdem bg O = bg und b?(OK = bg( o gilt, bleibt, um
D:,G1(t1,1,d) = Dy, Ga(t1,1,d)

zu beweisen, nur noch

d
= 71}(0’1’1)(t1,t2 — 1)

d
7@(0@73)(1&1’ tg)
to=1 tz

dty

d
(0,0,4) t1.t
dtQU ( 1 2)

)
to=1

d
= 7’[1(0’1’2)(t1,t2 — 1)
to=1 dta

to=1

ZU zeigen.

Dies folgt mit Lemma 3.28 und damit folgt, dass auch Typ II stetig differenzier-
bar ist.
O

Bemerkung 3.30. Im Allgemeinen ist es sehr schwer Kontrollpunkte

{b%’"}mzo ,,,,, x € M auf der Mannigfaltigkeit zu finden, sodass ihre Logarith-
men die Bedingungen (24) und (25) erfillen. Um dieses Problem zu umgehen
wird bei der Generierung der Kontrollpunkte versucht, die Kontrollpunkte direkt
in den vier Tangentialriumen zu berechnen, sodass (24) und (25) erfillt sind.
Beachte, dass sich diese Kontrollpunkte im Allgemeinen unterscheiden werden,
da man im Allgemeinen keine Kontrollpunkte finden wird, die die Bedingungen
in allen vier Tangentialrdumen erfiillen. Nachdem man diese vier verschiedenen
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Versionen der Kontrollpunkte in den einzelnen TangentialrGumen berechnet hat,
wird der zweite Schritt des Algorithmus durchgefihrt und die Bézier-Flichen in
den vier TangentialrGumen werden berechnet. Danach werden die vier unter-
schiedlichen Bézier-Fldchen auf die Mannigfaltigkeit abgebildet und verrechnet.

Bemerkung 3.31. Die C'—Stetigkeitsbedingungen der verallgemeinerten Bézier-
Fliche (26), (27) decken sich im euklidischen Raum mit den C'—Stetigkeits-

bedingungen der normalen Bézier-Fliche (11). Betrachte dazu die C'— Stetigkeits-
bedingungen der beiden Patches (m,n) und (m,n + 1) und nehme an, dass die

CY— Stetigkeitsbedingungen (23) erfiillt sind.

Beweis. Im euklidischen Raum gilt

p(0:0:3) (0,1,1)

iK1 T V1 (0,03)
f - Ui,K
m,n m,n+1
logyp.» (bi,K—1> + logym.na (bu ) o
=N 5 — IOgbgL;? bi i
m,n m,n m,n+1 m,n+1
bi,Kfl - bO,K + bi,l - b0,0 — pmn pmn
Ang D) =0,k 0 K>
m,n m,n+1 m,n
(<2:3>) bi,K—l + bi,l - 2bO,K _ an,n bm,n
9 =0k — Y.k
m,n m,n—+1
bik_1+tbii pn
- 9  Tlik-
Analog fiir die anderen C'—Stetigkeitsbedingungen. O
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3.6 Vergleich Typ I und Typ II

Typ I und Typ II stimmen im Allgemeinen nicht iiberein. Der Unterschied der
beiden Methoden ist die Verrechnung der vier unterschiedlichen Fléchen, die sich
aus der Abbildung der Flichen der einzelnen Tangentialriume der vier Eckkon-
trollpunkte auf die Mannigfaltigkeit ergeben. Je weiter die Eckkontrollpunkte
auseinander liegen, desto grofser werden die Unterschiede, da dann die vier Fla-
chen unterschiedlicher sind und somit die beiden verschiedenen Verrechnungen
weiter auseinander liegen.

Um dies zu verdeutlichen, sind in Abbildung 8 drei Sphéren mit unterschiedli-
chen Datenpunkten und jeweils zwei Bézier-Fléchen dargestellt. Die magentafar-
benen Bézier-Flachen wurden jeweils mit Typ I und die blauen Bézier-Flachen
jeweils mit Typ II berechnet. In dem linken Bild liegen die Datenpunkte noch
relativ nah zusammen, im mittleren sind sie auf die komplette Sphére verstreut,
aber in beiden Féllen sind die Datenpunkte symmetrisch angeordnet. Im rech-
ten Bild sind die Datenpunkte weit und unregelméfig verstreut. Man sieht, dass
sich die Bézier-Flichen im linken Bild nicht sichtbar unterscheiden, der maxi-
male Abstand der beiden Bézier-Fléchen betrégt ca. 0,0001. Im mittleren Bild
sind die Datenpunkte weiter entfernt und dadurch werden die Unterschiede zwi-
schen den beiden Methoden deutlicher, der maximale Abstand betrégt hier ca.
0,09 . Die Unterschiede sind vor allem in der Mitte des Patches zu sehen, da
dort alle vier Fldchen miteinander verrechnet werden. In den Ecken hat bei bei-
den Methoden die Fliche des entsprechenden Eckdatenpunktes fast das ganze
Gewicht, sodass es dort kaum zu Unterschieden kommt. Im rechten Bild, wo
die Datenpunkte weit und unregelmaisig verstreut sind, sind die Unterschiede
zwischen den Methoden von der gleichen Gréfsenordnung wie bei dem mittleren
Bild, die maximale Differenz betréigt hier ca. 0,02.

Wenn man die Zeit vergleicht, die beide Methoden brauchen, um die Bézier-
Fliache zu berechnen, fillt auf, dass Methode I viel langsamer ist als Methode
II. In diesem Beispiel wurde die Bézier-Fliche an 300 Zeitpunkten in t;— und
to— Richtung berechnet. Methode I braucht 10-15 mal so lange wie Methode II.
Dies liegt daran, dass bei Methode I fiir jeden Zeitpunkt ein Optimierungspro-
blem berechnet werden muss. In Methode II wird dies mittels des zweimaligen
Anwendens des ersten Schritts des de Casteljau Algorithmus approximiert und
so beschleunigt.
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Abbildung 8: Vergleich der Bézier-Fliache von Typ I und Typ II. Es wurde jeweils
eine Kurve im Parametrisierungsgebiet mittels Bézier-Fldchen auf die Sphéire
iibertragen. Die kubischen Bézier-Flichen wurden jeweils zu 300 x 300 Zeitpunk-
ten berechnet. Die Datenpunkte sind jeweils in rot dargestellt, die Bézier-Flache,
die mit Typ I konstruiert wurde ist in magenta und die Bézier-Flache, die mit
Typ II konstruiert wurde, ist in blau dargestellt. Die Kontrollpunkte wurden
mit Algorithmus 1 berechnet, sieche Kaptiel 4.

Man kann Unterschiede zwischen den beiden Methoden erkennen, allerdings
sind diese gering, wenn die Datenpunkte nah beieinander liegen. In dem Fall
der Sphére hat es aufserdem keinen grofien Einfluss, ob die Datenpunkte sym-
metrisch oder unsymmetrisch verstreut sind. Die Sphére ist allerdings selber
eine symmetrische Mannigfaltigkeit. Bei anderen (unsymmetrischen) Mannig-
faltigkeiten kann es durchaus Einfluss haben, ob die Datenpunkte symmetrisch
oder unsymmetrisch angeordnet sind. Zudem zeigt sich, dass Methode II, wie
erwartet, schneller ist als Methode I.
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4 Generierung der Kontrollpunkte

Fiir gegebene Datenpunkte
DPmn €M, (m,n) €{0,...,M} x{0,..,N}

soll eine Bézierfliche Bk : [0, M] x [0, N] — M des Grades K berechnet werden,
die
1. moglichst glatt ist und
2. moglichst nah an den Datenpunkten liegt.
Dabei sollen die C?—Stetigkeitsbedingungen (23)
b =0T Vi=0,.,K, m=0,.,M—-1,n=0,..,N -2,
bt =bgitt Vi=0,.,K, m=0,.,.M-2,n=0,..,N—1

erfiillt sein. AuRerdem soll die Bézier-Fliche C! —stetig sein, also muss gelten

(m,n,2) (m+1,n,1)

Ug-1i T V14  (myn2)
2 - YK )

(m,n,4) (m+1,n,3)

V1 T UL _ (myn4)
B) = Uk,

firi=0,...,. K, m=0,....M —2, n=0,....,N —1 und

(m,n,3) (m,n+1,1)
Vi k-1 T _ (m,n,3)
B =V ks
(m,n,4) (m,n+1,2)
vi,Kfl + vi,l (m,n,4)
= V.
9 i, K

firi=0,... K, m=0,....M -1, n=0,...,.N — 2.

Bemerkung 4.1. Beachte, dass es fir Datenpunkte p,,, € M mit (m,n) €
{0,..., M} x{0,..., N} M Patches in t1-Richtung und N Patches in to— Richtung
gibt und es damit M — 1 Schnittstellen der Patches in t1-Richtung und N — 1
Schnittstellen der Patches in to— Richtung gibt.

Damit die Bézier-Flache moglichst glatt ist und moglichst nah an den Daten-
punkten liegt, sollen die Kontrollpunkte der Bézier-Fliche optimiert werden.
Minimiere dazu den Abstand der Bézier-Fliache zu den Datenpunkten und die
mittlere quadratische zweite Ableitung, um die Kriimmungsenergie zu minimie-
ren und damit die Fliche moglichst glatt zu gestalten. Da dies ein kompliziertes
nichtlineares Optimierungsproblem ist, wird das Problem zunéchst im euklidi-
schen Raum gelost und dann auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten {ibertragen.

44



4.1 Generierung der Kontrollpunkte im R"

Betrachte zunéchst die Generierung der Kontrollpunkte im euklidischen Raum
R™ und verallgemeinere dies anschliefend auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten.
Es wird sich hier auf kubische Bézier-Fliachen beschrénkt. Sei also im Folgenden
K =3.

1. Ziel: Glattheit

Die Bézier-Fliche soll moglichst glatt sein, d.h sie soll die Kriimmungsenergie

2B |2 M—1N-1 g2gmon |2
FB] .= ——|| d(t1,t2) dt t
e B P R mzz / H e s
[0,M]x[0,N]
(30)
2
minimieren. Dabei ist ||-||» die Frobeniusnorm, 3l ta) der Hesse-Operator
1,02

und S™" die Bézier-Fliche des Patches (m,n), die tiber die Kontrollpunkte
{bfj’"}mzo ,,,,, 3 definiert ist.

Die Bézier-Fliache ™" kann durch ihre Bernsteinpolynome, wie in (7) dar-
gestellt werden

g (tl,tz; (b%’n)i,jzo,...g) = Z Z b} By 3(t1) By a(t2)-

i=0 j=0

Damit kann man die die Kriimmungsenergie F' von einer einzelnen Bézier-Flache
definieren als

mn _ E m,n m,n
6 - a%JOPb bop?
2,7,0,p=0

dabei steht - fiir das innere Euklidische Produkt und die Koeffizienten a; ;0 p
sind gegeben durch

azBig(tl)Bj3<t2):| {5‘2303(151)Bp3(t2)
Qi jop = : ’ : 2 ’ d(t1, ts).
P /[o 11x[0,1] [ O(t1,t2) O(t1,t2) (. 2)

Die Hesse-Matrix der Bernsteinpolynome kann explizit dargestellt werden

8231»73(251) ‘ (t) 6Bi73(t1) 3Bj73(t2)
Bis(t1)Bjalts) _ |~ 82(ty) 7 t1)  Ota)
a(tth) B 5‘B¢,3(t1) 8Bj73(t2) B. (t )82Bj73(t2)
aty)  0O(ta) G821y

Die Koeffizienten «; ;. konnen demnach einfach analytisch berechnet werden
und sind unabhéngig von den Kontroll- und Datenpunkten.
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Damit ergibt sich fiir die Kriimmungsenergie (30) des gesamten Bézier-Splines

M—-1N-1 M—-1N-1

SO IR IICEED SO M IR

m=0 n=0 m=0 n=0 %,5,0,p=0

Um dies spéter auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten {ibertragen zu kénnen, soll
nun jeder Kontrollpunkt eines Patches durch die Differenz der 4 Datenpunkte
eines Patches dargestellt werden. Diese Differenz kann man dann auf Riemann-
schen Mannigfaltigkeiten durch den Logarithmus ersetzen. Da F'[B] eine Summe
der F'[f] ist und F[S] nur Ableitungen einer einzelnen Bézier-Fliche enthilt, ist
F[B] invariant unter einer uniformen Translation der Kontrollpunkte. Definiere

ﬁm TL = Z Z a%] 0’1761 N (T S) e;r;,}n(n 8)7

rsG{O 1} 4,5,0,p=0
mit
m.,n bm n

€ij (r,s) = i Pmtrnts (31)

firi,57=0,...,3,rns=0,1,m=0,....M -1, n=0,...,. N — 1.

Aus Symmetriegriinden werden die Kontrollpunkte zu jedem Datenpunkt des
Patches verschoben und anschliefend wird der Mittelwert berechnet.

Die Kriimmungsenergie der Bézier-Fliche kann insgesamt dargestellt werden
als

MZ
N

M—
Z Z Z igirys oy D (T 3) (32)

n=0  r,se{0,1}1,5,0,p=0

(m,n)e{0,...,M—1}x{0,...,N—1}

: _ m,n
mit V' = (e' ] (T’ 8))1',,7'6{07...,3}7r,sE{O,l}

ins und dem linearen Operator L

(L( ,j rs 4 Z Qi jo 71)61] 7" 8) (33)

0,p=0
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2. Ziel: Approximation der Datenpunkte

Die Bézier-Fléche soll nicht nur moglichst glatt, sondern zudem auch noch mog-
lichst nah an den Datenpunkten liegen, diese also approximieren. Es soll also
nicht nur die Kriimmungsenergie minimiert werden, sondern auch der Abstand
zu den Datenpunkten

D[B] = Z Z)\m’” | B(m,n) — Pm.n ‘2

m=0n=0
M—-1N-1 M—1
= A | B7(0,0) = P 2+ > Amon [ 87V 7H0,1) = ppoy |2
m=0 n=0 m=0
1

+ > A [ BYTEL,0) = parn 1P HAan [ BTN —puw P
n=0
(34)

Dabei ist Ay, € [0,00) das Gewicht der einzelnen Datenpunkte. Wenn die
Bézier-Fléche gleich nah an allen Datenpunkten liegen soll, wihlt man A = A, ,,
V(m,n) € {0, ..., M} x{0,..., N}. Es gibt allerdings auch die Moglichkeit den Da-
tenpunkten unterschiedlich viel Gewicht einzurdumen und so die Bézier-Fliche
moglichst nah an die Datenpunkte mit grofem Gewicht anzupassen.

. o mm (m,n)€f0,....M~1}x{0,....N—1}
Betrachte, wie oben V = (em (7, S))i,je{o,...,s}, rse{01)

trollpunkt eines Patches durch die Differenz der 4 Datenpunkte eines Patches
darzustellen. Definiere damit den linearen Operator A

, um jeden Kon-

Amneoo (0,0) firi,j=0, r,s=0, myne{0,...M —1} x {0,..., N — 1},
Amovegst H0,1)  firi=0, j=3,r=0,s=1, me{0,..,M—1}, n=N—1,
(M) =S Aarmeso " (1,0) firi=3,j=0,r=1,5s=0,m=M—1,ne{0,..,N -1},
Anveys PNTNLLL) fivd,j=3, rs=1, m=M-1,n=N -1,
0 sonst.
(35)

Damit lasst sich die Abstandsenergie (34) schreiben als

i

N—

—

M 3
D[B] = Yo D AW el (), (36)

m=0 n=0 r,s€{0,1} ¢,j=0
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3. Kombination der beiden Energien

Um eine Bézier-Fliche zu bekommen, die die Kriimmungsenergie minimiert und
dabei die Datenpunkte approximiert, miissen die Kriimmungsenergie (32) und
die Energie, die den Abstand zu den Datenpunkten misst (34), kombiniert und
minimiert werden. Definiere die Energie einer Bézier-Fliche als

1 1

| MoIN-1 | MoN (37)
- - F m,n - _ 2 ]

S S L St

(38)

Dabei ist Ay, € [0,00) V(m,n) € {0, ..., M} x {0, ..., N} frei zu wihlen und legt
fest, ob eher Daten-Fitting oder Dateninterpolation stattfindet. Angenommen
alle Datenpunkte werden gleichstark gewichtet, das heifit

A=Xmn VY(m,n)€{0,..,M} x{0,..,N}.

Fiir A —» oo bekommt der Abstandsterm viel Gewicht, die Kriimmungsenergie
wird vernachléssigt und daraus resultierend wird der Abstand der optimierenden
Bézier-Flache B zu den Datenpunkten minimal

| B(m, n) — pmn |22 0.

Damit wird Dateninterpolation betrieben und die Glattheit der Bézier-Flache

vernachlassigt.

Wenn andersherum A € [0, 00) sehr klein bzw. A = 0 gew&hlt wird, wird nur die
Kriimmungsenergie minimiert und der Abstand zu den Datenpunkten vernach-
lassigt. Die Bézier-Flache, die die Energie minimiert, ist also sehr glatt, aber
approximiert im Allgemeinen nicht die Datenpunkte.

Daraus resultierend gilt
e )\ klein = F[B] wird minimiert, D[B] wird nicht beriicksichtigt,
e A\ = F[B] 1, DB .

Die Gewichtung zwischen Daten-Fitting und Dateninterpolation kann durch die
Wahl der A, , € [0,00) je nach Anwendung und Anspriiche an die resultierende
Bézier-Flache individuell angepasst werden.
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Da die Bézier-Fliche stetig differenzierbar sein soll, muss nicht nur die Energie
(37) minimiert werden, sondern die Kontrollpunkte miissen auch die C*—Stetig-
keitsbedingungen (23), (26), (27) erfiillen. Damit ergibt sich insgesamt das Mi-

nimierungsproblem :

. 1 1

~ min E[B] = min —F[B]+ =DI[B]
TS i S SRR 7Y o, v 2 2
(32).(36) | MoIN-1 3
= mnyi r0n1n3 Z Z Z ,JTS'eOP(TS)
{b }m. —0, . M,n=0,...,N m=0 n=0 r,s€{0,1} %,§,0,p=0
| MoIN-1 3
T2 D D 2 AV, el ()

m=0 n=0 r,s€{0,1} ¢,j=0

(39)
so dass
B =0T Vi=0,..3, m=1,.,M-2 n=1.,N-1,
m,n —+1 (40)
by :bg?i i Vi=0,...3, m=1,.M—-—1, n=1,..,.N —2
(mn2) (m+ln1)
VK_1,i +v (mn?)
2 i
(mn4) +v (m+1 n,3) (41)
VK14 (m,n,4)
9 - ,UK,’L'
firi=0,.... K, m=0,....M —2, n=0,....,N —1 und
(m n 3) (m,n+1,1)
Vi k-1 Vi (mn3)
9 zK )
(42)
vfz’?ﬁf) tv (m e (7rL n,4)
9 zK
firi=0,... K, m=0,...M -1, n=0,....,.N — 2.
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4.2 Nebenbedingung reduzieren

Um das Minimierungsproblem (39) zu vereinfachen, kann man die Nebenbedin-
gungen (40), (41), (42) reduzieren. Nehme dazu an, dass die Kontrollpunkte

b}:l’" mit (k1) € Q :={(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)}, (m,n)e D:={0,....,M —1} x{0,..,N —1}

unabhéngig sind.

Man kann die Notation fiir Kontrollpunkte auferhalb eines Patches erweitern,
indem man

mn _ gmmn—1 _ ym—1n _ ym—1,n—-1
bk,l _bk’3+l _b3+k:,l _b3+k73+l

definiert.

Die Bedingungen (40), (41), (42) lassen sich dann vereinfachen zu
bZTY = 265" — b1
070 = 265" — b1y’
b = 261" — by = 4ol — 2bg" — 267" + 01" (43)
bo"y = 2bg'y" — bg'"
b = 267" = b

Anstatt die 03", (k,1) € Q, (m,n) € D zu betrachten, kann man auch die
translatierten Kontrollpunkte

u}:l’” = b}:l’” — DPmon, (k1) €Q, (m,n)eD (44)
als unabhangige Argumente annehmen und diese optimieren.

Um die u, ;" als unabhéngige Argumente zu benutzen, miissen die Energieva-
riablen eTj’”(r, s) durch diese dargestellt werden. Dafiir werden zwei Operatoren
definiert:

1. Der lineare Operator S berechnet die w,";" fiir (k,1) € {~1,0,-1}*\ Q,

aus den Bedingungen (43):

umn 9 g men
~11 T 4Ug 1,1 s
m,n m,n m,n
U] = 22Uy o — Uq 4
-1,0 0,0 1,0 »
D D m,n o mmn o mmn o mn m,n
S - m,n (m,n)€ N m,n (m.n)€ B 4/U’O,O 2uO,l 2ul,O + Uy 1 s
U’k,l kil uk,l kil 1.0—112 . m,n Y WL L
(k,DeQ (k,1)e{-1,0—-1} Up,—1 = 2Ug Up,1 >
m,n W m,n
Uy 1 =2Uypg —Upg o,
m,n _omyn e
uy'; = Uy fiir (k,1) € Q.
(45)

2. Der Operator T bildet die Vektoren ;" auf die Energievektoren ;" (r, 5)

ab, indem er ausnutzt, dass
m,n

ei,j (T’ 8) = u;:?l,ﬁ + (pﬁ"b,ﬁ - pm+r,n+s)7
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wobei m, n, k, 1

falls ¢ 1
Uhﬁ)z0n+a%n+aﬁumi@J>:(“‘&%j_3%)mnaf:{?§£ZEE;3§

erfiillen. Fiihre folgende Notation ein

wzg’"(r, 5) = qul’ﬁ? (46)
;nj,n(r, 8) = Pm,n — Pm+rn+s- (47)
(m,n)eD mn
U= (") , V= ()
* ) kle{~1,0,1} 7 rise{0.1}
_ K (m,n)eD _(.m, (m,n)eD
W= (w’zﬂ(r’ 5))1‘?:6,.4.,3 ) Z = (zi,jn(ra S))i?:nO,...B )
r,s€{0,1} r,s€{0,1}
und fiihre den linearen Operator
T:U—W (48)

und damit ist

T:U—-V=TU)+Z

Die Energie einer Bézier-Fliche kann damit geschrieben werden als

M—-1N-1 3 1 _ _\mn . o\mn 1 ~ o\ mn ~ ~\ MmN
BB =Y Y S > o(eso)" (wso)" w(a10)"" L (70)""

m=0 n=0 r,s€{0,1} ¢,5=0

(49)
~ mneD
fir U = (uzll"> und wird minimiert durch
b ke
Uppt = —(S*T*LTS + AT*AT) Y (S*T*LZ + AT*AZ), (50)

dabei bezeichnet * den adjungierten Operator (beachte, dass L und A selbstad-
jungiert sind).
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4.3 Verallgemeinerung auf Riemannsche Mannigfaltigkei-
ten

Das Minimierungsproblem ist auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit im All-
gemeinen nicht linear und ziemlich komplex. Deswegen wird das Problem nicht
auf der Mannigfaltigkeit selber geltst, sondern in den Tangentialriumen der
Eckkontrollpunkte. Dort werden die einzelnen Bézier-Flichen berechnet, an-
schliefsend auf die Mannigfaltigkeit projiziert und miteinander verrechnet. Dies
macht Sinn, da der Tangentialraum eines Punktes die Mannigfaltigkeit in einer
lokalen Umgebung um den Punkt gut approximiert. Um das Problem im Tan-
gentialraum 16sen zu konnen, miissen die unterschiedlichen Operatoren aus der
Energieformel (49) auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten verallgemeinert werden.

e Die u;';" werden in (44) als Differenz zwischen zwei euklidischen Punkten
definiert. Dies kann man auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten mittels des
Logarithmus verallgemeinern

upt = log, (b;jl) . (kD)eQ, m=0,..M—1, n=0,..,N—1.

Dies fiihrt, wie bereits erwdhnt, dazu, dass iiber Tangentialvektoren opti-
miert wird.

e Der Operator L, der in (33) und der Operator A, der in (35) definiert wird,
kénnen nun als Operatoren von B nach B interpretiert werden, wobei B
das Kartesische Produkt der Tangentialrdume ist

B= I DM

i,j=0,...,3,
r.se{0,1},
m=0,...,M—1,
n=0,...,N—1

e Der Operator S in (45) ist nun ein Operator in dem Tangentialraum.

e Der Operator Z, der in (47) definiert wird, kann auch mittels des Loga-
rithmus auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten verallgemeinert werden

m,n

zi " (r,s) =log, . . (Pimi) - (51)

o T aus (48) wird als der Paralleltransport der Variablen uﬁi" zu den Ecken
des Patches definiert

(m,n)eD ( o

. m,n m,n m,n)eD m,n _ m,n

T : (uk},l )k le{_l 0 1} <wZ!J (7"7 S>)7’7Jz?[’017§’ wi1j <r7 S> - Ppﬁzr,ﬁﬁpm-f—r,n-#suk’l :
’ i T8 ;

e T kann dann auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten iibertragen werden, in-
dem die verallgemeinerten Versionen von T und Z benutzt wird.

e Die adjungierten Operatoren S* und 7™ sind gegeben durch

m,n m,n

m,n m,n m,n
Uy =Ugp T 2u07_1 + 2u_1,0 + 4u_1_’_1

D D mmn __ommn o m,n mmn m,n
G* . (um,n>(m’n)e N ( m,n)(m’")e Juy =ugy —usigt+2uy Ty —2u”] 1y,
U k.l
v ) kle{~1,0,1} ’

m,n

. m,m ___m,n m,n m,n
(k.DeQ Uy =upg U] —uply — Uy,

m,n __ _mm m,n m,n m,n
Ugi =Ugq —UglyF2uiy —2u’i 4,

52



(m,n)eD
T (wzlj’”(r, s))%:o)er)s = (“len)

)
rs€{0,1} k,le{-1,0,1}
m,n __ m,n
Ugt = E: Prirn a0 Wt 30— m) 43(7—n) (7 5):
r,s€{0,1}
meEm+Ag
nen+A;

Wobei A—l = {—1}’ AO = {—170} und Al = {0}

Der Algorithmus, um die Kontrollpunkte auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten
zu generieren, gestaltet sich damit wie folgt:

Algorithmus 1 Generierung der Kontrollpunkte

1: Berechne Z = (zZ"(r,s))E?:%)EDg mit (51).
r,s€{0,1}
2: Berechne S*T*LZ+4T*AZ und 16se (50) mit dem konjugierten Gradienten-

Verfahren. )
3: Berechne alle u;" fiir k,1 € {~1,0,1} und (m,n) € D mit SUgp.

Nun kann man die Bézier-Flichen in jedem Tangentialraum berechnen und diese
anschlieftend auf die Mannigfaltigkeit abbilden und miteinander verrechnen. Be-
achte hierbei, dass das Minimierungsproblem nur in den Tangentialriumen und
nicht auf der Mannigfaltigkeit selber gelost wird. Der Tangentialraum approxi-
miert die Mannigfaltigkeit zwar lokal gut, aber die berechnete Losung muss nicht
die optimale Losung auf der Mannigfaltigkeit sein, sondern kann abweichen.
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5 Beispiele

Zum Schluf werden hier noch einige Beispiele fiir kubische Bézier-Spline-Flachen
auf ausgewahlten Riemannschen Mannigfaltigkeiten, der Sphére und dem Raum
der Rotationsmatrizen gezeigt. Da sich Typ I und Typ II nicht signifikant un-
terscheiden, aber Typ II sehr viel schneller zu berechnen ist, wurden alle hier
vorgestellten Beispiele mit Typ II berechnet. Aufserdem werden in allen Beispie-
len die Datenpunkte p,, ,, m = 0,..,M, n = 0,...,N gleich stark gewichtet,
das heift

A=A Ym=0,.,.M, n=0,.,N.

5.1 Sphare

Tabelle 1: Riemannsche Operatoren fiir S¥=!, vergleiche [12].

Raum St ={z eR?: 2Tz =1}

Tangentialraum 7,81 = {v e R?: 2Tv =0}

Inneres Produkt (V102) 2 = v] Vo

Riemannsche Distanz ~ d(z,y) = arccos(zy)

Exponentialabbildung  exp, (v) =z cos([[v]]) + o sin(]|v[])

Logarithmus log,, (y) = f}% arccos(zy) )
Paralleltransport Pyy(v) = —xsin(||€]]) + Hgill cos(||€])ETv + Iy — ‘555”21), & =log, (v)

Tabelle 1 listet die expliziten Formeln der Riemannschen Operatoren auf, die
gebraucht werden, um die Kontrollpunkte zu optimieren und eine Bézier-Fliche
auf der Sphire S?~! zu berechnen. Wir betrachten in unseren Beispielen die
Sphére S2.

In Abbildung 9 ist Daten-Fitting auf der Sphére fiir ein 2x2 Patch fiir eine
Kurve im Parametrisierungsgebiet, die durch die Bézier-Fliache von Typ IT auf
die Sphére {ibertragen wurde, dargestellt. Die Bézier-Flichen wurden jeweils zu
1000 x 1000 Zeitpunkten berechnet. Die Datenpunkte liegen links weit auseinan-
der und rechts nah zusammen. Es wurden jeweils zwei unterschiedliche A-Werte
gewdhlt, sodass einmal eher Dateninterpolation durchgefiihrt (A = 1000) und
einmal mehr Wert auf die Glattheit (A = 0,001) gelegt wurde. Wie erwartet
interpoliert die berechnete Bézier-Fliche in Abbildung 9 links fiir A = 1000 den
ersten und letzten Datenpunkte und die Bézier-Fliche fir A = 0,001 ist weiter
von den Datenpunkten entfernt. Dies trifft auch fiir die beiden Bézier-Flachen
in Abbildung 9 rechts zu, auch wenn das in der Abbildung nicht gut erkennbar
ist.
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Abbildung 9: Daten-Fitting fiir ein 2x2 Patch fiir eine Kurve im Parametri-
sierungsgebiet, die durch kubische Bézier-Flichen von Typ II auf die Sphé-
re iibertragen wurde. Dabei wurden zwei unterschiedliche A\-Werte (magenta:
A = 0,001, blau: A = 1000) gewéahlt und die kubischen Bézier-Flichen wur-
den jeweils zu 1000 x 1000 Zeitpunkten berechnet. Die Datenpunkte sind in
rot dargestellt und liegen links weit auseinander und rechts nah zusammen. Die
Kontrollpunkte wurden mit Algorithmus 1 berechnet, siche Kaptiel 4.

Wider Erwarten sieht die Bézier-Fléche fiir A = 1000 in Abbildung 9 links glatter
als die Bézier-Fléche fiir A = 0,001 aus. Man kann nun die Kriimmungsenergie
berechnen, indem man die Bézier-Fliche nicht als eine Fliache in der Sphére
S? C R3, sondern in dem R? auffasst und dann die zweite Ableitung iiber Finite
Differenzen approximiert. Sei B(i,j) die Bézier-Fliche ausgewertet zum Zeit-
punks (i,5) € {0,...,1000} x {0, ...,1000} und At = 1555. Damit lisst sich die
zweite Ableitung iiber Finite Differenzen approximieren

0%B(i,j) _ B(i+1,5) —2B(i,j) + B(i —1,j)

~

02t At? ’

?B(i,j) _ B(i,j+1)—2B(i,j) + B(i,j — 1)

2ty At2 ’
O*B(i,j)  9°B(i,j) Bli+1,j+1)=B(i—1,j+1)=Bi+1,j—-1)+B(i—1,j-1)
Ot10ts  Ot20t1 4AL2 :

Die Kriimmungsenergie fiir die beiden Bézier-Flidchen in Abbildung 9 links be-
tragt:

A= 0,001 = F[B] ~ 7, 2269,
A = 1000 = F[B] ~ 2, T187.

Damit ist die approximierte Kriimmungsernergie fiir A = 0,001 etwas hoher, wie
auch in Abbildung 9 zu erkennen ist. Dies kann daran liegen, dass das Minimie-
rungsproblem nicht auf der Mannigfaltigkeit selber, sondern im Tangentialraum
gelost wird. Somit kann es zu Abweichungen kommen, insbesondere dann, wenn
die Datenpunkte weit verstreut sind. Denn der Tangentialraum approximiert
die Mannigfaltigkeit immer nur lokal gut. Je weiter die Datenpunkte verstreut
sind, desto ungenauer ist die berechnete Losung in dem Tangentialraum.
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Wenn man nun die beiden Bézier-Flachen in Abbildung 9 rechts betrachtet,
sollte dieses Problem nicht mehr auftreten, da die Datenpunkte ndher zusam-
men liegen. Tatsdchlich sieht die magentafarbene Bézier-Fliche glatter aus und
wenn man die Kriimmungsenergie berechnet, ergibt sich

A =0,001 = F[B] ~ 0,2024,
A = 1000 = F[B] ~ 0, 1558.

Die approximierte Kriimmungsenergie ist zwar fiir A = 0,001 wieder hoher,
allerdings ist die Differenz der beiden Kriimmungsenergien viel niedriger. Um
das Problem zu l6sen, dass die Datenpunkte zu weit verstreut sind, als dass
die approximative Losung in dem Tangentialraum gut genug ist, kénnte man
mehrere Patches, aber dafiir kleinere Patches, nutzen. Dies erh6ht dann zwar
die Rechenzeit, aber dafiir ist die Losung genauer.

Des Weiteren sieht man, dass die Bézier-Flachen an der Schnittstelle der Pat-
ches keine Unregelméfigkeiten aufweisen und stetig differenzierbar aussehen.

In Abbildung 10 wurde statt einer Kurve ein Gitter mittels Bézier-Flachen auf
die Sphire iibertragen. Es wurden wieder jeweils zwei unterschiedliche A—Werte
gewihlt, sodass einmal Dateninterpolation durchgefiithrt (A = 1000) und einmal
mehr Wert auf die Glattheit (A = 0,001) gelegt wurde. Die Bézier-Fliachen wur-
den jeweils zu 10 x 10 Zeitpunkten berechnet. Wie erwartet, gehen die Bézier-
Fliachen in Abbildung 10 in beiden Faillen fiir A = 1000 durch die Datenpunkte
und die Bézier-Flachen fiir A = 0,001 sind weiter von den Datenpunkten ent-
fernt.

Abbildung 10: Daten-Fitting fiir ein 2x2 Patch fiir ein Gitter im Parametrisie-
rungsgebiet, die durch kubische Bézier-Flachen von Typ II auf die Sphére iiber-
tragen wurde. Dabei wurden zwei unterschiedliche A-Werte (gestrichelte Linien:
A = 0,001, durchgezogene Linien: A = 1000) gewéhlt und die kubischen Bézier-
Flachen wurden jeweils zu 10 x 10 Zeitpunkten berechnet. Die Datenpunkte sind
in rot dargestellt und liegen links weit auseinander und rechts nah zusammen.
Die Kontrollpunkte wurden mit Algorithmus 1 berechnet, siche Kaptiel 4.
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Wie bei der Bézier-Fliche in Abbildung 1 kann man auch in Abbildung 10
beobachten, dass die Bézier-Fléche fiir A = 0,001 fiir die weit entfernten Daten-
punkte nicht so glatt aussieht, fiir die nah zusammen liegenden Datenpunkte
hingegen schon. Des Weiteren weist auch die Bézier-Fliche an den Schnittstellen
der Patches keine Unregelmifigkeiten auf und sieht somit stetig differenzierbar
aus.

5.2 Spezielle orthogonale Gruppe SO(d)

Tabelle 2: Riemannsche Operatoren fiir SO(d), vergleiche [13].

Raum SO(d) = {X e R¥*4: XTX = [ det(X) =1}
Tangentialraum T.50(d) = {H e R¥™>4: XTH + HT X = 0}
Inneres Produkt (H\H,), = spur(H{ Hy)

Riemannsche Distanz ~ d(X,Y) = || log(XTY)||F
Exponentialabbildung expy (H) = X exp(XTH)
Logarithmus logy (V) = X log(XTY)
Paralleltransport Px_ .v(H)=YXTH

Die spezielle orthogonale Gruppe SO(d) beschreibt fiir d = 3 alle Drehungen
im reellen dreidimensionalen Raum. Thre Elemente sind Rotationsmatrizen, das
bedeutet orthogonale Matrizen mit Determinante Eins. Tabelle 1 listet die ex-
pliziten Formeln der Riemannschen Operatoren auf, die gebraucht werden, um
die Kontrollpunkte zu optimieren und eine Bézier-Fliche in dem Raum der Ro-
tationsmatrizen SO(3) zu berechnen. In Abbildung 11 ist die Drehung einer Kuh
mittels Rotationsmatrizen dargestellt. Dabei wird aufgrund der unterschiedli-
chen A-Werte einmal Dateninterpolation (blau) und einmal Daten-Fitting (griin)
bzw. eine moglichst glatte Rotation berechnet.

Wenn man in Abbildung 11 die Drehung der blauen Kuh betrachtet, sieht man,
dass die Datenpunkte (rote Kuh) sehr gut approximiert werden und die Dre-
hung auch an den Schnittstellen der Patches stetig ist. Bei Betrachtung der
Drehung der griinen Kuh fillt hingegen auf, dass die Datenpunkte nicht mehr
gut approximiert werden und die Kuh oft eine andere Drehung hat. Dafiir sind
die Drehungen der griinen Kuh minimaler, als die der blauen Kuh. Die Bézier-
Fliache der Rotationsmatrizen ist also glatter.

Gleich bleibt allerdings die Glattheit an den Schnittstellen der Patches. Diese
Beobachtungen passen zu den fiir unterschiedliche \-Werte erwarteten Ergeb-
nissen.

57



X
’

Y=N&ENNX
FERE R
Voo ¥ & § p

veaxiEvd vivbknv~
¢
vREyNYE VEVNN-

vRayNYE ViV~

N$YENS-
.
¢ F ¥ sk i o

‘H
!

?

Abbildung 11: Kubische Bézier-Fléche eines 2x2 Patches in dem Raum der Ro-
tationsmatrizen S0(3). Die Datenpunkte sind in rot dargestellt. Es wurden zwei
unterschiedliche A\—Werte gewéhlt(blau A = 1000, griin A = 0,001) und die
kubischen Bézier-Flachen wurden jeweils zu 3 x 3 Zeitpunkten berechnet. Die
Kontrollpunkte wurden mit Algorithmus 1 berechnet, siche Kaptiel 4.
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6 Fazit

Es wurden zwei Methoden vorgestellt, um stiickweise Bézier-Flachen von dem
euklidischen Raum auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten zu verallgemeinern. Die
beiden Methoden basieren vor allem auf der Exponentialabbildung und dem
Logarithmus sowie dem gewichteten geodétischen Durchschnitt. Bei Typ I wird
der gewichtete geodétische Durchschnitt explizit ausgerechnet. Bei Typ II wird
er hingegen nur approximiert, um kein Optimierungsproblem l6sen zu miissen
und so die Rechenzeit zu verkiirzen. Das Optimierungsproblem wird mit dem
zweimaligen Anwenden des ersten Schritts des de Casteljau Algorithmus appro-
ximiert. Es wurde ein kurzes Beispiel auf der Sphéire dargestellt, um zu zeigen,
dass Typ I und Typ II im Allgemeinen nicht {ibereinstimmen.

Des Weiteren wurden die C°— und C'—Bedingungen fiir zusammengesetzte
Bézier-Flachen vom euklidischen Raum auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten
verallgemeinert und es konnte gezeigt werden, dass beide Methoden stetig dif-
ferenzierbar sind, wenn die Kontrollpunkte die C!—Bedingungen erfiillen. Au-
ferdem wurde gezeigt, wie man die Kontrollpunkte optimieren kann, sodass die
Bézier-Flache moglichst glatt ist und moglichst nah an den gegebenen Daten-
punkten liegt. Es wurde ein Algorithmus angegeben, mit dem man fiir gegebene
Datenpunkte die optimalen Kontrollpunkte approximativ bestimmen und an-
schliefend die Bézier-Fliche auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit berech-
nen kann. Zum Schluf wurden dann noch Beispiele auf der Sphére und in dem
Raum der Rotationsmatrizen gegeben.

Die Anwendungsmoglichkeiten der vorgestellten Methoden zum Daten-Fitting
auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten sind vielfaltig. Anwendungen finden sich
vor allem in den Ingenieurswissenschaften und der Geographie, aber nicht nur
dort. Es gibt zum Beispiel auch Moglichkeiten der medizintechnischen Anwen-
dungen. Im Prinzip kénnen die beiden Methoden fiir jedes Problem, dass von
zwei Parametern (¢, ) abhingt, angewendet werden. Im Speziellen natiirlich,
wenn es sich dabei um eine Riemannsche Mannigfaltigkeit handelt.

Mogliche Anwendung sind zum Beispiel Windfeld-Approximationen in Stadten
oder Landschaften. Der Wind in einem Gebiet kann durch positiv semidefinite
Kovariansmatrizen dargestellt werden, die von der Windstirke und der Wind-
richtung abhéngen. Die Menge der positiv semidefiniten Kovariansmatrizen ist
eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und damit kdnnen die beiden vorgestellten
Methoden angewendet werden. Dies kann zum Beispiel in Zeiten der Diirre im
Zusammenhang mit Waldbrénden sehr niitzlich sein.

Eine weitere mogliche Anwendung der beiden vorgestellten Methoden ist die
Triangulation zur Landvermessung. Hierbei werden die Winkel und eine Seiten-
lénge eines Dreiecks gemessen und iiber trigonometrische Formeln die restlichen
Lingen des Dreiecks bestimmt. Da die Erdoberfliche aber gekriimmt ist, gel-
ten die trigonometrischen Formeln nicht mehr und es muss probiert werden,
den Messfehler zu bestimmen. Da die Erdoberfliche eine Mannigfaltigkeit, die
Sphiire S? ist, kann man auch iiber die beiden hier vorgestellten Methoden Land-
vermessungen vornehmen.
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Des Weiteren eignen sich die beiden vorgestellten Methoden fiir die Verarbei-
tung von Signalen eines Radars.

Wie oben erwéhnt, gibt es auch Anwendungen in der Medizin. Die Metho-
den konnen zum Beispiel zur Bildverarbeitung von Magnetresonanztomographie
(MRT) Aufnahmen genutzt werden. Dabei ist der erste Parameter ¢; die Zeit,
zu der die MRT’s aufgenommen wurden. Zu jedem Zeitpunkt werden mehrere
Bilder in unterschiedlicher Tiefe aufgenommen. Die Tiefe der MRT-Aufnahmen
ist dann der zweite Parameter t5. Sodass die beiden vorgestellten Methoden
genutzt werden kénnen, um die einzelnen Bilder fiir die unterschiedlichen Zeit-
punkte und Tiefen zusammenzufiigen und Verdnderungen, wie zum Beispiel das
Wachstum eines Tumors, zu analysieren.

Nachdem nun mehrere Anwendungen vorgestellt wurden, sollen abschliefsend
noch zwei Ideen fiir weitergehende Arbeiten vorgeschlagen werden. Bei der De-
finition der Energie der Bézier-Fliche ist es mdglich, die Datenpunkte unter-
schiedlich stark zu gewichten (A, ,, anpassen). Dies wurde in dieser Arbeit nicht
genauer betrachtet, da alle Datenpunkte gleich stark gewichtet wurden. Wei-
tergehende Arbeiten kénnten sich mit dieser Fragestellung beschaftigen. Man
kénnte dann zum Beispiel in Anwendungen Datenpunkten mehr Gewicht ge-
ben, bei denen man sich ziemlich sicher ist, dass keine Messfehler vorliegen, und
den Datenpunkten, bei denen man sich eher unsicher ist, weniger Gewicht ein-
raumen.

In dem bisherigen Ansatz sind die Datenpunkte jeweils die Eckkontrollpunkte,
bzw. die Eckkontrollpunkte approximieren die Datenpunkte. In diesen Punk-
ten wird dann linearisiert. Ein weiterer Ansatz wére, nicht in jedem Eckkon-
trollpunkt zu linearisieren, sondern z.B. die Patches zu vergrofiern, indem man
mehrere Patches zusammenfiigt und dadurch in weniger Punkten linearisieren
muss. Damit miissen dann weniger Exponentialabbildungen, Logarithmen und
gewichtete Durchschnitte berechnet werden und der Rechenaufwand wird redu-
ziert.

Insgesamt wird deutlich, dass Daten-Fitting auf Riemannschen Mannigfaltigkei-
ten ein aktuelles Forschungsthema ist und es vielféltige Verwendungsmoglich-
keiten in unterschiedlichen Bereichen sowohl in der Forschung als auch in der
Anwendung, sowie potentielle Weiterentwicklungsmoglichkeiten der hier vorge-
stellten Methoden gibt.
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8 Plagiatserklarung der Studierenden

Hiermit versichere ich, dass die vorliegende Arbeit iiber Daten-Fitting auf Rie-
mannschen Mannigfaltigkeiten mit Bézier-Flachen selbststindig verfasst wor-
den ist, dass keine anderen Quellen und Hilfsmittel als die angegebenen benutzt
worden sind und dass die Stellen der Arbeit, die anderen Werken — auch elektro-
nischen Medien — dem Wortlaut oder Sinn nach entnommen wurden, auf jeden
Fall unter Angabe der Quelle als Entlehnung kenntlich gemacht worden sind.

(Datum, Unterschrift)

Ich erkldre mich mit einem Abgleich der Arbeit mit anderen Texten zwecks
Auffindung von Ubereinstimmungen sowie mit einer zu diesem Zweck vorzu-
nehmenden Speicherung der Arbeit in eine Datenbank einverstanden.

(Datum, Unterschrift)
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