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Zusammenfassung

In der folgenden Arbeit wird, vor dem Hintergrund einer medizinischen Anwendung, ein gra-
dientenbasiertes Verfahren zur Erschliefung von Optical Flow Feldern anhand von wenigen
unregelméfig verteilten Punkten vorgestellt. Dabei wird die lokale Schlechtgestelltheit von
Optical Flow Problemen durch die Brightness Constancy Assumption und Thin-Plate Spline
Interpolation {iberwunden.

Einfithrend wird eine Ubersicht iiber Optical Flow Problemstellungen erarbeitet, sowie die
klassische Thin-Plate Spline Interpolation vorgestellt. Der Hauptteil beschéftigt sich mit einer
angepassten Version der Thin-Plate Spline Interpolation, bei der die Interpolationsbedingun-
gen durch die Optical Flow Constraints gegeben sind. Die Formulierung des mathematischen
Problems erfolgt durch die Minimierung eines Funktionals im Distributionenraum nach dem
Vorbild von Meinguet [14]. Die Existenz einer eindeutigen Losung des n-dimensionalen Pro-
blems wird bewiesen. Hierbei wird zwischen einem exakten und inexakten Verfahren unter-
schieden, also solches in dem die Interpolationsbedingung streng erfiillt werden miissen, bzw.
lediglich als Regularisierungsterm Einfluss nehmen. Die erschlossene Theorie wird durch An-
gabe der Algorithmen, Konditionsuntersuchung und Ergebnisanalyse ergianzt. Letztere erfolgt
anhand konstruierten Daten, sowie mittels eines Middelbury Optical Flow Datensatzes [15].
Wiéhrend der theoretische Anteil der Arbeit den multivariaten n-dimensionalen Fall behandelt,
beschrénken sich die konkreten Losungsverfahren auf den anschaulichen zweidimensionalen
Fall.
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1 Motivation

In diesem einleitenden Abschnitt méchten wir die Problemstellung dieser Arbeit motivieren. Nach-
dem der medizinische Kontext beleuchtet wird, folgt eine kurze Einfiihrung in den gewéhlten Lo-

sungsansatz.

1.1 Medizinischer Hintergrund

Mikroskopie an lebenden Organismen (Intravitalmikroskopie) ist ein bildgebendes Verfahren, wel-
ches bei der Untersuchung von arteriellen Blutgefafsen mit Einlagerungen wie Cholesterin verwendet
wird. Dabei werden weifte Blutkérperchen, oder andere Zellen des blutbildenden Systems, beobach-
tet, um Zellbewegung, Zellwachstum, Zellsterben sowie Zell-zu-Zell-Interaktionen zu visualisieren.
Als Versuchsobjekte dienen hiufig Méuse, bei denen eine kleine Operation durchgefiihrt und so
Zugang zu einer Arterie erlangt wird.

Bei allen Verfahren, welche die Beobachtung von Zellverhalten zum Ziel haben, sind folgende drei
grundlegenden Schritte gemein: Markierung der Zellen, Stabilisierung des Gewebes und Analy-
sieren der Daten. Beim Markieren von Zellen handelt es sich um eine Kennzeichnung mit einem
fluoreszierenden Material. Dies kann durch Verinderung des genetischen Materials, sodass dieses
fluoreszierende Eigenschaften erlangt, oder durch die Zufithrung von chemischen Stoffen gesche-
hen. Ohne auf weitere Details der beiden Verfahren einzugehen, wollen wir festhalten, dass nach
der Behandlung die markierten Zellen (mit oder ohne Anregung von externen Lichtquellen) im
Mikroskop erkennbar sind.

Die beiden Hauptprobleme der Intravitalmikroskopie sind einerseits die Gewinnung von Bildma-
terial ohne iiberméfigen Schaden am Gewebe auszulGsen, andererseits die Vermeidung von Bewe-
gungsartefakten, ausgelost durch Herzschlag und Atmung der lebenden Maus.

Obwohl bei sogenannten Laser-Scanning-Mikroskopen, also solche die ein Gebiet durch Abtastung
einzelner Punkte messen, eine Abtasttiefe von 0.05 cm und somit ein dreidimensionales Bild mog-
lich ist, werden operative Eingriffe benttigt, um Zugang zu Arterien zu erhalten. Dabei ist es
wichtig Verletzungen am Gewebe zu minimieren, um Faktoren wie dessen Durchblutung nicht zu
beeinflussen.

Um Bildartefakte, ausgelost durch die Bewegung der Maus, zu minimieren, werden iiblicherweise
drei verschiedene Ansétze zur Stabilisierung genutzt: mechanische, post-processing und triggering.
Bei der mechanischen Stabilisierung wird versucht das Gewebe durch mechanische Moglichkeiten,
wie z.B. Gewebekleber oder Kompression des Objekts, zu fixieren. Bei post-processing Verfahren
wird versucht, durch die Sammlung sehr vieler Daten und anschliefender Auswahl bestimmter
Daten bessere Bilder zu erzielen. Dies kann durch die Wahl einzelner Frames oder Pixel, sowie
der Modifikation der Bilder durch Verschiebungen bzw. Rotationen geschehen. Schlieflich wird
bei Triggering-Verfahren versucht, die Erfassung des Bildmaterials mit der Bewegung des Objekts
zu synchronisieren. Ein Bild soll nur dann entstehen, wenn die Bewegung des Zellverbands mi-
nimal ist. Dabei wird ein moglichst regelméfiger Herzschlag bzw. Atemrhythmus und somit eine
gute Betdubung und operationelle Fihigkeiten vorausgesetzt. Ebenso gibt es Verfahren, die eine

Kombination aus all diesen Methoden nutzen. [Vgl. 12]
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1.2 Adaptive Optics

Motivation fiir den Inhalt der vorliegenden Arbeit ist ein anderer Losungsansatz. Durch Remote
Focussing kann versucht werden, entweder die Position der Probe (also z.B. der Maus), oder die
der Linse des Mikroskops, wiahrende der Bildnahme so anzupassen, sodass diese entgegengesetzt
bzw. synchron zu der Bewegung des Gewebes verlduft. Im Fokus des Mikroskops soll somit immer
der relevante Punkt der Probe liegen. Nachteil ist jedoch, dass die Masse der Probe bzw. Linse
zu grofs fiir die benétigte Frequenz der Bewegung ist und es erneut zu Abbildungsfehlern kommen
kann.

Im vorliegenden Fall soll der Ausgleich hingegen im Inneren des Mikroskops durchgefiihrt (adapti-
ve optics) werden. In diesem wird eine spiegelnde, flexible Membran, die durch elektrische Signale
verformt werden kann, entsprechend angepasst. Mit dieser Anpassung kann der Fokus des Mikro-
skops im Bruchteil einer Sekunde verschoben werden. Interessant ist somit insbesondere, inwiefern
die Membran zu welchem Zeitpunkt verformt werden muss.

Der grobe Ablauf einer Aufnahme mit Hilfe dieses Verfahrens sollte dann die folgende Form an-

nehmen.

1. Messung der Geschwindigkeit und Bewegungsrichtung mit Hilfe eines Optical Flow Verfah-

rens in wenigen Punkten auf dem Gebiet.

2. Bestimmung der Geschwindigkeit und Richtung fiir jeden Punkt auf dem Untersuchungsge-
biet mit Hilfe der Thin-Plate Spline Interpolation.

3. Berechnung der Position des Gewebes fiir einen gewiinschten Punkt innerhalb eines Zeitin-
tervalls, z.B. Zeit zwischen Herzschligen/ im Atemrhythmus, mittels der bekannten Rich-

tungsgeschwindigkeit.

4. Bilderfassung fiir das gewiinschtes Gebiet entlang der berechneten Position mit angepasster

spiegelnder Membran.

5. Ggfs. Verbesserung des Bewegungsprofils durch Hinzunahme von mehr Messpunkten und

erneuter Interpolation.

Die ersten beiden Punkte, die Bestimmung der Richtungsgeschwindigkeit und die Interpolation,
sind in Wirklichkeit eng miteinander verkniipft. Ein essentieller Teil des Hauptteils beschéftigt
sich mit der Herleitung der Theorie, die gradientenbasierte Optical Flow Verfahren mit Thin-Plate
Spline Interpolation verbindet. Die mathematische Herleitung wird hier fiir einen allgemeinen n-
dimensionalen Fall gerechnet. Die Umsetzung als Algorithmus ab Kapitel 9 beschrankt sich auf
den zweidimensionalen Fall. Das grundlegende Vorgehen, also die Bestimmung des Optical Flow
Feldes mit Hilfe der Thin-Plate Spline Interpolation, basiert auf der Idee und nach Anleitung von
Prof. Wirth.

2 Einfiihrung Optical Flow

Die Bestimmung der Geschwindigkeit der Probe ist ein bedeutender Punkt im Ablauf des Ver-
fahrens. Die Bestimmung von Geschwindigkeitsrichtungen anhand von Bildfolgen féllt unter den
Begriff des Optical Flow.
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2.1 Grundlagen Optical Flow

Die Problematik beim Optical Flow beschéftigt sich mit Bewegungen von Objekten im (meist)
dreidimensionalen Raum. Dabei wird versucht die Informationen, die im zweidimensionalen Bild
zu Verfiigung stehen, auf die tatséchliche physikalische Bewegung zuriickzufiithren. Dabei ist zu
beachten, dass diese sich signifikant voneinander unterscheiden.

Betrachten wir den optimalen Fall eines solchen Szenarios, die Projektion eines 3D-Bewegegungsfeldes
auf die 2D-Bildebene (vgl. Abb. 1). Das Fortschreiten des Flugzeugs kommt auf dem Bild (image
domain) als 2D-Bewegungsfeld zum Vorschein. Dieses 2D-Bewegungsfeld ist fiir den Betrachter
jedoch nicht messbar. Wir kénnen nur auf die Verdnderungen der Helligkeit oder Intensitdt des
Bildes in jedem Punkt zuriickgreifen, dem Optical Flow. Dieses wird durch die Funktion u(x,t),

der Intensitit an der Stelle x € R? zum Zeitpunkt ¢ beschrieben.

D
3-D motion field

2-D motion field § X,

/ u(?,x) = image brightness
(0]

optical center X,

image domain

Abbildung 1: Projektion einer Bewegung im dreidimensionalen Raum auf eine Bildebene aus dem
Blickwinkel eines Betrachters am optischen Zentrum O. Messbar ist nur die Intensitét u(¢, ) im
Bild. [3]

Den Unterschied zwischen den Bewegungsfeldern und der gemessenen Intensitdt kann man sich
an zwei einfachen Beispielen verdeutlichen. In Abbildung 2a (1) wird auf einer rotierenden Sphére
eine konstante Intensitét des Bildes gemessen. Wahrend der Optical Flow keine Bewegung anzeigt,
befindet sich die Sphére sowohl im 3D-, als auch im 2D-Bewegungsfeld in Bewegung. Im Gegensatz
dazu, wird bei schwenkender Lichtquelle und unbewegter Sphére eine Verdnderung der Intensitét
gemessen (Abb. 2a (2)). Hier dndert sich die Intensitét der Bildpunkte, wihrend keine tatséchliche
Veradnderung der Position stattfindet.

Abbildung 2b zeigt einen sich gegen den Uhrzeigersinn drehenden Zylinder mit Helixmuster. Das
2D-Bewegungsfeld in (1) orientiert sich nach rechts entlang der x-Achse, wihrend der Optical Flow
(2) auf der Rolle gerade nach oben, also entlang der y-Achse, verlduft. Fiir den Betrachter sieht
es durch das spiralférmige Muster so aus, als ob sich die Streifen auf dem Zylinder nach oben
bewegen. In diesem Fall stimmt also weder die augenscheinliche Bewegung mit der projizierten

2D-Bewegung, noch die 2D-Bewegung mit der tatsidchlichen dreidimensionalen Bewegung {iberein.
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Abbildung 2: Beispiele fiir die Diskrepanz zwischen Optical Flow und den Bewegungsfeldern. [3]

Obwohl der Optical Flow und die Bewegungsfelder offensichtlich unterschiedlich sind, teilen sie
sich gewisse Eigenschaften, die niitzliche Informationen enthalten. Zum Beispiel ist in Abbildung
2b am Rand des Zylinders eine Unstetigkeit im Optical Flow, sowie im Bewegungsfeld zu erken-
nen. Anhand solcher und dhnlicher Informationen versuchen verschiedene Verfahren, Riickschliisse
vom Optical Flow auf 2D-, bzw. 3D- Bewegungen zu schlieffen. Drei grundlegende Kategorien von
Verfahren lassen sich hierbei unterscheiden: korrelationsbasierte, featurebasierte und gradienten-
basierte Verfahren.

Bei korrelationsbasierten Verfahren wird versucht eine Korrelation zwischen zwei Abbildungen in
passenden Intensitédtsbereichen herzustellen, wohingegen bei featurebasierten Verfahren der Op-
tical Flow an wenigen Stellen mit bestimmten Eigenschaften (Features) berechnet wird. Dabei
werden in einem ersten Schritt z.B. Kanten oder Ecken identifiziert, welche dann in beiden Bildern
verkniipft werden sollen. Die dritte und letzte Methode, die auch in der vorliegenden Arbeit ge-
nutzt wird, nutzt hingegen die zeitlichen und rdumlichen partiellen Ableitungen der vorliegenden
Eingangsbilder, um den Optical Flow zu berechnen. [vgl. 3, Kap. 5.3.2, S.250 ff]

Im folgenden Abschnitt werden die Prinzipien von gradientenbasierten Verfahren erldutern und

eine mathematische Grundlage fiir deren Berechnung schaffen.

2.2 Optical Flow Constraint

Sei Q2 der Bildbereich und [0,7] das betrachtete Zeitintervall. Wir bezeichnen mit u(z,t) : Q X
[0,T] — [0,1] die Funktion der Intensitit des Bildes im Punkt z € Q zum Zeitpunkt ¢ € [0, T].
Im Beispiel in Abbildung 1 ist  C R? ein Gebiet in der Ebene, fiir die Anwendung mit z.B.
Laser-Scanning-Mikroskope sind auch Gebiete in R? denkbar.

Im zweidimensionalen Fall ist das gesuchte Geschwindigkeitsfeld v = (vq,v2) : R? — R2, also eine

Funktion, die einem Punkt x € Q zum Zeitpunkt ¢ € [0,T] eine Geschwindigkeit v(z) zuordnet.

Ein beliebter Startpunkt fiir gradientenbasierte Verfahren ist die Brightness Constancy Assump-
tion. Diese besagt, dass es angemessen ist anzunehmen, dass sich Bildintensitdten nur an andere
Stelle verschieben, jedoch nicht verschwinden oder Neue entstehen. Formal bedeutet dies, dass fiir

einen kleinen Zeitschritt §; > 0 mit Taylor-Entwicklung gilt [nach 7, S. 85]:

u(z,t) = u(x + dpv(z, t),t + o)
= u(z,t) + dv(w,t) @ Vu(w,t) + Spus(z,t) + O(67).
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Hierbei bezeichnet Vu(z,t) € R? den Gradienten von u(z,t) entlang =, u(z,t) = %u(x, t) € R die
partielle Ableitung in Richtung ¢ und e das Standardskalarprodukt. Subtraktion von u(z,t) und

Division durch 6; liefert

0=v(z,t) e Vu(z,t) + ui(z,t) + O(d).

Fiir kleine Zeitschritte konnen wir den Restterm vernachldssigen und erhalten den Optical Flow

Constraint

0=v(z,t) e Vu(z,t) + u(z,t). (2.1)

a) Bildfolge eines weifien Blocks mit konstanter Intensitét, welcher von links nach
rechts wandert. Die Brightness Constancy Assumption wird nicht erfiillt

(b) Blldfolge zeigt einen verlaufenden Block. Die Intensitét eines Pixels wird somit
auf mehrere Pixel aufgeteilt. Die Brightness Constancy Assumption wird nicht erfiillt.

Abbildung 3: Beispiele zweier Bildfolgen, die die Brightness Constancy Assumption erfiillen bzw.
nicht erfiillen. [Aus 7, S. 89|

Ein anderer Ansatz [nach 9], der ebenfalls zum Optical Flow Constraint fiihrt, ist die Vorstellung,

dass die Intensitéit des Bildes im Bildraum entlang einer Kurve
Z(t):[0,T] = Q, t— (F1(t),Z2(t))

verschoben wird. Dies entspricht genau der Brightness Constancy Assumption, wir fordern somit

einen konstanten Wert ¢ € [0, 1] entlang der Kurve # zu allen Zeitpunkten, formal:

u(Z(t),t) =¢, Vte[0,T].

Differentiation nach ¢ liefert einerseits
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au(f(t),t) =S c= 0 (2.2)
Mit Hilfe der Kettenregel erhalten wir andererseits
SuE0).0) = SHEE.0 G0 + SHE0.0 5500 + w (70,0
= @0 (F(0) 0) + ST, Ora(E0),1) + u(T(0). 0
= Vu(Z(t),t) e v(Z(t),t) + u(Z(t), 1), (2.3)

wobei 47, (t) = v;(Z(t),t) gilt, da die Ableitung der Kurve genau die Geschwindigkeit in diesem
Punkt ist.
Aus Gleichung 2.2 und 2.3 folgt somit der optical flow constraint wie in 2.1.

2.1 Definition (INTERPOLATIONSBEDINGUNGEN)

Sei (a;)icr = A C R™ eine endliche Menge von Punkten. Die Interpolationsbedingungen zum
Zeitpunkt t zum Lésen des Optical Flow Problems ist durch den Optical Flow Constraint gegeben
durch

v(a;,t) e Vu(a;,t) + u(a;,t) =0, Viel
< v(a;,t) e Vu(as, t) = —ug(ag, t), Viel
& v(a;) e p; =y, Viel

mit ¢; := Vu(a;, t) und oy = —ug(ag,t).

Diese Gleichung ist jedoch nicht ausreichend, um bei gegebenen Daten Vu und u; die zwei (oder
mehr) Unbekannten v, v2 zu berechnen. Es existieren unendlich viele Losungen. Das Problem ist
schlecht gestellt.

2.3 Lokale Losungsverfahren

Bei lokalen Verfahren wird versucht zusétzliche Informationen aus der direkten Umgebung eines
Punktes zu erschliefen, um doch eine eindeutige Losung von (2.1) erhalten. Eine denkbare zusétz-
liche Annahme hierbei ist, dass in einer kleinen Umgebung um einen Punkt = das Geschwindig-
keitsfeld nahezu konstant ist. Somit kénnen die gemessenen Daten in einer Umgebung von z, also
die Richtungs- und Zeitableitungen, zur Bestimmung von v genutzt werden. Je nachdem wie grofs
die Umgebung ist, wird ein Geschwindigkeitsfeld, welches den Optical Flow Constraint fiir jeden
Punkt der Umgebung erfiillt, nicht existieren. Somit suchen wir das Geschwindigkeitsfeld welches
den Optical Flow Constraint z.B. im kleinsten Quadrat minimiert. Minimiere also ein Funktional
E

E() =Y g(@)ve Vu(w,t) +uy(x, 1)),
€N,
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wobei g(z) eine Gewichtungsfunktion fiir die Umgebung Q, C Q ist. Mit dieser konnen Punkte, die
ndher an dem urspriinglichen Punkt sind, stdrker gewichtet werden. Das Minimum der Funktion

E(v) = E(v1,v2) kann durch die Betrachtung der kritischen Punkte bestimmt werden.

OF

M = Z g(x)[vlui + UQUzuy + uxut] = 0
8111 TEQ,

OE(v1,v2)

TG = 3 gla)loat + vrtuy + ] = 0

€N,

In Matrixschreibweise lassen sich diese Gleichungen schreiben als:

Lv =0,

wobei die Eintrage von L und b definiert sind durch:

I l > gu Zguzuy] b= [Zguxut] .

> Guay ZQU?, > guyuy

Gilt rang(L) = 2, so ist das optimale kleinste Quadrate-Geschwindigkeitsfeld im Punkt = gegeben
durch v = L™1b. [Vgl.: 9, S.3f]

Die Beschréankung der Informationsgewinnung auf eine kleine Umgebung kann sich jedoch auch
als problematisch erweisen. Ist L eine singuldre Matrix, so konnen wir nicht nach v Lésen. Die

Situation, in der dieses Problem auftritt, wird iiblicherweise als Aperture-Problem bezeichnet.

2.3.1 Das Aperture-Problem

Die Untersuchung eines Punktes in einer kleinen Umgebung wird h&ufig mit dem Blick durch
eine kleine Offnung bzw. Blende (Aperture) verglichen. Stellen wir uns ein Streifenmuster um den
Beobachtungspunkt vor (vgl. Abb. 4a). Fiir den Betrachter sind nur die Bewegungen orthogonal
zu den Streifen erkennbar. Die Anteile einer Bewegung parallel zum Streifenmuster sind durch die
kleine Offnung nicht zu identifizieren. Erst durch eine Kante im Streifen, oder durch ein zweites
Muster, welches iiber dem Ersten liegt, wird die Bewegung fiir einen Betrachter eindeutig. [1]

Trotzdem enthélt die Gleichung (2.1) Informationen, die man sich, auch bei lokaler Betrachtung,

zu Nutze machen kann.
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Vol v,l.
(a) Unabhéngig von der tatséchlichen Be- (b) Bei zwei iibereinanderliegenden Git-
wegungsrichtung scheint das Gitter nur tern ist nur eine Richtung v zuldssig. Diese
entlang v zu wandern. Bewegungsanteile liegt am Schnittpunkt der moglichen Be-
orthogonal zu v, machen sich nur in der wegungsvektoren der Einzelgitter.

scheinbaren Geschwindigkeit bemerkbar.

Abbildung 4: Durch eine Blende scheinen sich Streifen immer nur orthogonal zu den Balken zu
bewegen. Erst durch ein zweites Muster wird diese (fast immer) eindeutig [1]

Betrachten wir die orthogonale Projektion einer Losung v auf den Gradienten Vu fir ||Vul| # 0,

so erhalten wir
Vu . Vu 21 —u; Vu

ve ) = )
[Vul " [[Vaul|  [[Vull [Vul|

'UJ_:(

Wir koénnen also anhand eines Punktes bestimmen, dass der Anteil der Losung v entlang des

Gradienten die Lénge
—u;  Vu |t |

| =
ol Tl = 9]

lorll =1l

besitzt. Alle moglichen Losungen liegen somit auf einer Orthogonalen zum Gradienten ||Vu||, mit

der Entfernung % zum Ausgangspunkt, wie in Abbildung 4a die gestrichelte Linie.
Da in einem Punkt der Gradient nur in eine Richtung zeigt, miissen die Informationen anderweitig

erschlossen werden. Andererseits kann die gesuchte Richtung v nicht eindeutig bestimmt werden.

2.4 Globale Losungsverfahren

Um die Schwierigkeiten der lokalen Betrachtung zu iiberwinden, versuchen globale Verfahren An-
nahmen an das gesamte Gebiet zu stellen. Beispielsweise kann gefordert werden, dass das gesuchte
Geschwindigkeitsfeld entsprechend glatt gewahlt wird. Mathematisch bedeutet dies eine Minimie-

rung des Funktionals

E(v) = /Q(VU(% y) e v(z,y) +ue(@,9)* + A(|[Voi(z,y) | + [ Vo (2, y)|*)dedy.

Die Art der Glattung kann hierbei durch die Norm und den Glattungsfaktor A , bzw. die Wahl der

zuldssigen Funktionen v gewéhlt werden.

Die Nachteile von globalen Verfahren ist jedoch die aufwéndige Minimierung, die iiber das gesamte
Bild durchgefiihrt werden soll. Somit miissen fiir jeden Punkt auf dem Gebiet die partiellen Gradi-
enten in alle rdumliche Dimensionen und die zeitliche Dimension berechnet werden. Der Herzschlag
einer Maus kann durchaus die Frequenz von ca. 20 Hz haben, eine derart schnelle Berechnung der

Geschwindigkeitsvektoren iiber diesen kurzen Intervallen ist unrealistisch.



Der Ansatz der vorliegenden Arbeit, der ein Mittelweg zwischen einem lokalen und globalen Verfah-
ren aufzeigt, nutzt einerseits die Information, die ausschlieflich lokal in einem Punkt zur Verfiigungs
steht, ndmlich die Orthogonalitdt zum Gradienten mit gegebenen Abstand, und andererseits eine
Art der Glattung iiber ein groferes Gebiet in wenigen Punkten. So hoffen wir einerseits den Fall-
strick des Aperture-Problems zu umgehen und andererseits die bendtigte Anzahl der Gradienten

und somit die Rechenzeit zu reduzieren.

Der Grundgedanke hierbei ist, dass wir die lokal vorhandenen Informationen mit Hilfe der Thin-
Plate Spline Interpolation zu anderen Punkten auf dem Gebiet in einer gewissen glatten Art
weitergeben.

Um ein gewisses Versténdnis fiir die klassische Thin-Plate Spline Interpolation zu erhalten folgt im
néchsten Abschnitt eine kleine Einfiihrung in das Thema. Die strenge mathematische Formulierung

im neuen Kontext findet sich ab Kapitel 4.

3 Thin-Plate Spline Interpolation

Thin-Plate Splines (TPS) stammen urspriinglich aus dem Flugzeugbau zum Berechnen von Verfor-
mungen von Tragfliichen.! Hierbei wurde die Oberfliiche der Tragfliiche zwischen zweidimensionalen
Punkten auf eine Weise interpoliert, die, wie der Name bereits verrét, der Verformung eines diinnen
Bleches entspricht.

In einem eindimensionalen Setting wurden urspriinglich lineare Splines zur Interpolation genutzt,
in hoheren Dimensionen diese dementsprechend auf mehrdimensionale Gitter erweitert. Der Vorteil
der Thin-Plate Splines ist, dass auf ein regelméfiges Gitter, und somit auch auf die Bestimmung
der entsprechenden eindimensionalen linearen Splines, verzichtet werden kann. Es stellt sich her-
aus, dass zum Berechnen der Thin-Plate Spline Interpolation nach dem Losen eines linearen Glei-
chungssystems lediglich eine endliche Summe aus reellen Parametern und Werten des Logarithmus

benotigt wird. [vgl. 11]

3.1 Klassische TPS Interpolation

Die mathematische Beschreibung des Problems basiert auf der Formulierung von Duchon [8]. Dieser
h&lt an der Vorstellung fest, dass TPS der Verformung eines diinnen Blechs entsprechen, diese
jedoch nicht wie in fritheren Formulierungen auf einem beschrinkten Gebiet betrachtet werden,
sondern auf den gesamten R™ erweitert. Diese Vorstellung eines unendlich ausgedehnten Bleches
auf R™ fithrt zu einer sehr einfachen Beschreibung der TPS.

Ausgangspunkt ist hierbei immer die Minimierung des Funktionals fR" |D?v|%. Fiir n = 2 ist dies
ghnlich zu der Biegeenergie eines Bleches. Das Hauptresultat, welches als Vorbild und Orientierung

fiir den weiteren Verlauf der Arbeit dienen soll lautet folgendermafien:

3.1 Satz (TPS- INTERPOLATION)

Sei A eine giiltige Menge von Punkten von R?. Dann existiert genau eine stetige Funktion w der

m friiheren Setting wurden die Thin-Plate Splines noch Surface Splines genannt. Vergleiche hierzu [11].
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Form

w(z) = Z%|a—x|210g(\a—x|)—|—ozox—|—ﬁ, aceR?3eR
acA

welche die gegebenen Interpolationsbedingunen auf A erfiillt und wobei

Z’ya:Ound Z%azo

a€A a€A

gilt.
Dann ist [p, [D?w|? < [g, [D? f|? fiir alle f, die mit w auf A {ibereinstimmen.
Die Funktion r — r2log(r) ist dabei in r = 0 stetig auf 0 zu erweitern.

Eine Funktion von der Form wie w nennen wir Thin-Plate Spline.

Die genaue Bedingung an die Menge A, sodass diese giiltig ist, wollen wir auf einen spéteren
Zeitpunkt verschieben. Hier soll lediglich verdeutlicht werden, dass die resultierende Form der TPS

eine sehr einfache Form besitzt.

3.2 TPS Interpolation entlang der Koordinatenachsen

Eine Abwandlung der Thin-Plate Splines, die sich von der anschaulichen Idee eines deformierten
Blechs fortbewegt, beruht auf der Idee von Bookstein. In seinem Paper “Principal warps: thin-plate
splines and the decomposition of deformations” schldgt er vor, die Verformung, die urspriinglich
orthogonal zur Ebene stattfindet, umzuinterpretieren. So wird diese genutzt, um Verschiebungen
entlang der Koordinatenachsen zu interpolieren. Als Anschauungsbeispiel dient ein Quadrat mit
der Seitenlinge /2 in der Ebene. An den zwei gegeniiberliegenden Punkten an (0,41) ist eine
(unendliche ausgedehnte) diinne Blechplatte in einer beliebigen aber festen Entfernung iiber dem
Quadrat fixiert. An den iibrigen zwei Punkten (£1,0) in gleicher Distanz unter dem Quadrat. Die
resultierende verformte Blechplatte entspricht der klassischen Anschauung der TPS-Interpolation
(Siehe Abb. 5).

s
i 27T
AT
17

llll'l'l'l'l':
[ #i
i

Abbildung 5: Klassisches Beispiel einer TPS-Interpolation. Ein diinnes Metallblech ist entlang eines
Quadrates nach unten bzw. oben verformt. [Aus 5]

Fiir die neue Interpretation nach Bookstein betrachten wir erneut das gleiche Quadrat mit Sei-

tenlingen v/2 in der Ebene. Anstelle dieses in orthogonaler Richtung zu der Ebene zu verbiegen,
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werden zwei Punkte in gegeniiberliegenden Ecken entlang der y-Achse innerhalb der Koordina-
tenachsen verschoben, bis diese die Form wie in Abb. 6 (rechts) annehmen. Die direkte Intuition
von der Funktion als Abbild eines verbogenen Blechs geht verloren, eine Verformung in die drit-
te Dimension findet nicht statt. Lediglich die Intensitdt der Manipulation in jedem Punkt wird
dadurch bestimmt, als hdtte diese orthogonal zu der Ebene stattgefunden. Die neue Funktion ent-
spricht somit der Abbildung (z,y) — (z,y+ z(x,y)), wobei z(z,y) die Verformung der klassischen
Anwendung aus Abb. 5 entspricht. Die oben getroffene Beschrinkung der Verschiebung auf die
y-Achse, ist nur in diesem Beispiel so gewéhlt, im Allgemeinen wirkt sich die Verdnderung auf x-
und y-Achse gleichermafien aus.

Mit diesem Ansatz lésen die TPS ein zweidimensionales Interpolationsproblem mit beliebigen
Punkten von R? nach R2. Dabei minimiert es eindeutig die Biegeenergie, die ein diinnes Metall-

blech innehat, als hitte die Verformung orthogonal zu der Koordinatenebene stattgefunden.

Abbildung 6: Interpretation der TPS als Verformung in Richtung der Koordinatenachsen. An den
Punkten im Hintergrund lasst sich erkennen wie sich die Verformung auf die restlichen Punkte der
Ebene auswirkt. [Aus 5]

Diese Intuition wollen wir im Hinterkopf behalten, wenn wir die TPS-Interpolation nutzen, um
lokale Geschwindigkeitsinformationen zwischen den Punkten auszutauschen. Die Interpolationsbe-
dingungen sind jedoch nicht mehr als Verschiebung innerhalb der Koordinatenachsen zu verstehen,
schlieklich sind lokal in jedem Punkt nur die Informationen der Gleichung (2.1), also ein skalarer
Wert berechenbar.

4 Meinguets multivariate eindimensionale Interpolation

Nachdem wir nun ein Gefiihl dafiir entwickelt haben, welches Problem wir zu lésen versuchen,
werden wir die mathematische Theorie rigoros erdrtern. Als Grundlage dient hierbei die Verof-
fentlichung “Multivariate interpolation at arbitrary points made simple” von Jean Meinguet [14].
In Kapitel 5 folgen wir, sofern nicht anders notiert, der Beweisstruktur dieser Veroffentlichung.
In diesem wird die Interpolation, entsprechend dem Thin-Plate Spline Vorbild fiir multivariate
Funktionen v : R” — R entwickelt. Diese Arbeit diente auch Bookstein als Grundlage der TPS
Interpolation entlang der Koordinatenachse. In diesem soll die Funktion v fiir gegebene Interpo-
lationsbedingungen v(a;) = «;, Vi fiir eine endliche Menge an Punkten A = (a;) entsprechend
minimiert werden. Fiir das Optical Flow Problem haben wir jedoch eine Funktion v : R? — R?

mit den Interpolationsbedingungen v(a;) ® p; = a; entsprechend mit p; = (Vu); und «; = (—uy);
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gegeben (vgl. Def. 2.1).

In Kapitel 5 soll also die Theorie fiir diesen angepassten Fall entwickelt werden, mit dem Haupt-
ergebnis entsprechend dem Vorbild von Satz 3.1. Alle Ergebnisse werden fiir den allgemeinen Fall
v : R™ — R™ bewiesen, somit konnen die Ergebnisse auch auf hoherdimensionale Probleme {iber-

tragen werden.

4.1 Mathematische Grundlagen

Bis zu diesem Zeitpunkt haben wir auf die Definition von Rahmenbedingungen, die wir auf der
Suche nach einer entsprechenden Funktion v stellen, verzichtet. Dies wollen wir nun nachholen. Es

folgen einige grundlegende Definitionen [vgl. 10].

4.1 Definition (RAUM DER TESTFUNKTIONEN)

Sei X C R” eine offene Menge.

Die Elemente des Vektorraumes CS°(X) heifien Testfunktionen auf X, die Menge D := C°(X)
dementsprechend der Raum der Testfunktionen auf X.

Dabei ist C*°(X) die Menge aller unendlich oft differenzierbarer Funktionen und C2°(X) C C*°(X)
die Menge aller unendlich oft differenzierbarer Funktionen mit kompakten Trager. Der Trdger einer
Funktion f : X — R (supp f) definieren wir durch den Abschluss der Menge {z € X | f(z) # 0} C
X.

4.2 Definition (MULTI-INDEX)
Ein (n-)Multi-Index ist ein n-Tupel @ = (a1, ..., ;) mit nicht-negativen ganzen Zahlen ;.

Die Lange von « ist definiert durch
la] = ]ag|+ ... + |an]

Fiir eine |a/-fach differenzierbare Funktion f € C!*/(X) schreiben wir

laf
ovf = o f

0%1xy, ..., 0%,

4.3 Definition (DISTRIBUTION)

Sei X C R™ eine offene Menge.

Eine lineare Abb. v : C2°(X) — R nennen wir Distribution, wenn fiir jede kompakte Menge K C X
eine reelle Konstante C' > 0 und eine nicht-negative ganze Zahl N existiert mit

gyl <C 3 suplovgl,

lo|<N

fiir alle ¢ € D mit supp¢ C K.
Dabei bezeichnen wir mit (u, ¢) die duale Paarung der Distribution u mit der Testfunktion ¢ € D.

Die Menge aller Distributionen auf X bezeichnen wir mit D'(X).

4.4 Erinnerung
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Die Ableitung erster Ordnung einer Distribution v € D’ ist definiert durch
<O, p>=—<v,0;¢0> 1<i<n, p€D
entsprechend fiir die Ableitung der Ordnung |«| eines Multi-Index «
<%, ¢ >= (-1l <v,0% >, ¢ €D.

4.5 Definition (LP-RAUME)
Sei (X, A, ) ein Mafiraum und sei 1 < p < co. Dann setzen wir

(X u) ={f: X =>R|f messbar,/X |fIPdp < oo}

und fiir f € LT (X, ) setzen wir

1= ( /. If”du>

4.2 Multivariate Interpolation nach Meinguet

In diesem Abschnitt wollen wir kurz die Problemstellung aus Meinguets Originalverdffentlichung
[14] darstellen, da diese Elemente im spéteren Verlauf fiir uns relevant sein werden. Ausgangspunkt
ist die Suche nach einem minimalen v : R® — R, welches gegebene Interpolationsbedingungen
v(a;) = a; fir alle 1 < ¢ < N erfiillt.

Sei m,n > 1 € N. Als ein geeigneter Funktionenraum zur Losung des Interpolationsproblems stellt

sich der Beppo-Levi Raum heraus, definiert durch

X := BL™(R") = {v € D'(R") | 9*v € L*(R") fiir |a| =m}, (4.1)

wobei « ein Multi-Index ist.

In Worten betrachten wir also alle Distributionen, fiir die alle partiellen Ableitungen, im distribu-
tionellen Sinne, L? integrierbar sind.

Auf X kann ein semi-inneres Produkt (-,-),, definiert werden, also ein inneres Produkt, welches

eine Seminorm

1/2

V| m = Z / i1,.yim U )| dx (4.2)

induziert.

4.6 Definition (SEMINORM)
Eine Abbildung | - |, : X — R auf einem Vektorraum X {iiber einen Korper K heifst Seminorm,
wenn folgende Eigenschaften fiir v,w € X und A € K erfiillt sind:

o v+ w|ym < |v|m + |w]m (Dreiecksungleichung)

o | M| = [A||v]m (absolute Homogenitét)
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Die fehlende Eigenschaft, die |- |,, von einer Norm unterscheidet ist die positive Definitheit. Es ist

von Bedeutung fiir welche Elemente von X die Seminorm verschwindet.

4.7 Lemma

Der Kern von | - |, ist Pp,—1, der Raum aller Polynome p : R” — R mit maximalen Grad m — 1,

wobei
p(z) = Z Ve, TV, T E€R", 7., €R
lej|<m—1
und e; = (ej1,...,€n) € N® ein Multi-Index mit 2% =[]/, 277"

Beweis. Die Seminorm | - |,, verschwindet genau dann, wenn alle partiellen Ableitungen mit Ord-
nung m der Distribution auf R™ verschwinden. Nach [19, S.60] sind dies die Polynome vom Grad
m — 1, also Pp,_1. O

4.8 Definition (SEMI-HILBERTRAUM)
Sei X ein reeller (komplexer) Vektorraum mit einem semi-inneren Produkt, welcher beziiglich der

induzierten Seminorm vollstédndig ist. Dann bezeichnen wir X als Semi-Hilbertraum.

Als essentieller Satz, welcher die Wahl der genannten Funktionenrdume und Normen rechtfertigt,
und den Grundstein zur mathematisch korrekter Formulierung der Thin-Plate Spline Interpolation

legt, nennen wir den folgenden Satz von Meinguet:

4.9 Satz

Sei m > n/2.

Dann ist der Raum X := BL™(R") mit der Seminorm | - |,, definiert durch (4.1) und (4.2) ein
semi-Hilbert Funktionenraum stetiger Funktionen auf R", sodass alle lineare Auswertungsfunktio-
nale mit endlichen Trager auf R™, welche auf P,,_; verschwinden, entsprechend beschrénkt sind.
Insbesondere ist X vollstéandig beziiglich der Seminorm | - |,,,. Ein lineares Auswertungsfunktional

mit endlichen Trager auf R™ welches auf P,,_; verschwindet, ist hier Maft der Form

= Z AkO(by)s

keK

wobei K endlich, die Punkte (bg)rex € R™ paarweise verschieden und die Koeffizienten die Ortho-

gonalitdtsbedingung

<M,p> = Z /\kp(bk) =0, VP € Prm—1
keK

erfiillen.

Die Elemente in X sind in erster Linie keine Funktionen auf R™, sondern Aquivalenzklassen, welche
sich auf der Nullmenge von | - |,,, unterscheiden. Satz 4.9 garantiert uns die Existenz eines Repré-
sentanten jeder Aquivalenzklasse in X, der sogar eine stetige Funktion ist. Fiir diesen macht also
eine Punktauswertung auf R™ Sinn. Wenn wir im Folgenden v(z), = € R™ fiir v € X schreiben,
dann ist der entsprechende stetige Reprasentant gemeint. Zudem sind die Funktionale, die genau

auf der Menge der Polynome P, _; verschwinden, beschrinkt. Wir werden spéter sehen, dass wir
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diese Beschranktheit auf einer Teilmenge von X, die sogar ein echter Hilbertraum ist, wichtig ist.

Die Bedingung m > n/2 setzen wir von nun an also voraus.

Ein ausfiihrlicher Beweis, der Faltungen von Distributionen und Funktionen nutzt, ist in [13] zu
finden.

4.10 Definition (MEINGUETS PROBLEM (P) )

Sei A = (a;);cr eine endliche Menge paarweise verschiedener Punkte in R™, welche eine Pp,_1-
unisolvente Teilmenge B = (a;);cs enthélt. Sei zudem fiir eine Menge reeller Skalare («;);cr die
lineare Vielfalt definiert durch

Vi={veX|v(a)=uw,Viel}, (4.3)

vorausgesetzt m > n/2.
Dann beschreibt Meinguet das Problem (P) mit:

Suche u € V, sodass

[l = i0f fo] (4.4)

Dabei bezeichnen wir B = (a;) je als P, —1-unisolvente Teilmenge, wenn ein eindeutiges p € Pp,—1
existiert, welches die Interpolationsbedingungen p(a;) = «; fiir die gegebenen Daten «;, Vj € J
erfiillt.

5 Multivariate n-dimensionale Interpolation

Meinguets mathematische Grundlage nutzen wir nun als Ausgangspunkt, um die Funktionenrau-
me auf hohere Dimensionen zu erweitern und so an die verdnderten Interpolationsbedingungen
anzupassen. Wir sind weiterhin an gewissen Eigenschaften des Beppo-Levi Raumes X interessiert,
es ist also natiirlich diesen auf unsere Voraussetzung, also eine Erweiterung in n Dimensionen zu

verallgemeinern. Wir definieren entsprechend den Produktraum

X" =Xx...xX
N————

n-mal
mit X = BL™(R") wie in (4.1). Es ist also v = (v1,vs,...,v,) € X™ genau dann, wenn v; € X fiir
allei=1,...,n.

Fiir v € X™ wollen wir analog zu Sektion 4.2 eine Seminorm auf X" definieren.
1/2
[Olmen = {0l + o+ o} (5.1)

Diese Seminorm ist wohldefiniert, denn fiir v € X™ ist v; € X flir i = 1...n, somit |v;|;,m < 00, 1 <
i < n und somit [v|y,, < co. AuRerdem ist die absolute Homogenitdt und Subadditivitdt von

| - |m.n gewdhrleistet, da | - |,, absolut homogen und subadditiv ist.
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Fiir v € X" zeigt sich aufserdem

‘U|m n — ‘U1|2 -+ |UTL|'m

Z / 21, 1mvl )|2d$+ .+ Z / 11,...,1mvn )‘ dx

Tl geney Tm=1 Tl genns im=1

Z / i1 (D o 90 v ()P
n

Sim=1

> | 10t

11500 tm =1

Die Seminorm | - |, n auf X™ unterscheidet sich zu der Seminorm auf X somit nur aufgrund der
hoheren Dimension und somit des Betrags des Vektors in R™. Der Einfachheit halber werden wir
somit die Seminorm | - |, , und das zugehdrige semi-innere Produkt (-, )y, », mit | - |, bzw. (-, )
bezeichnen.

Die Interpretation einer Distribution v € X als stetige Funktion v : R™ — R™ ist weiterhin durch
Satz 4.9 gerechtfertigt, da die Stetigkeit von v von der komponentenweisen Stetigkeit abhéngt.
Wir halten somit weiterhin an der Bedingung m > n/2 fest. Der Kern von | - |, ist offensichtlich,
mit Blick auf Lemma 4.7, durch P, _,, die n-dimensionalen Polynome vom Grad (m — 1) auf R"

gegeben.

Um das Problem (P) vollstéandig in dem neuen Setting formulieren zu kénnen, miissen wir noch
die Voraussetzungen an die Punkte A = (a;);c; anpassen. In der Definition von Problem (P) in
Def. 5.7 wird die P,,_1-Unisolvenz einer Teilmenge B gefordert. Ahnliche Anspriiche wollen wir

auch an die gegeben Punkte und Daten in diesem Fall stellen. Wir definieren dazu den Begriff der

n
m—1

unserem Setting jedoch stimmig scheint.

-Unisolvenz. Es sei angemerkt, dass dieser etwas von der iiblichen Formulierung abweicht, in

5.1 Unisolvenz der Punktmenge

Sei A = (a;)ier eine endliche Menge paarweise verschiedener Punkte im R™ mit entsprechenden

Daten (;)icr € R, (;)icr € R™ in diesen Punkten gegeben.

Um die eindeutige Existenz einer Losung fiir eine gegebene Punktmenge zu garantieren, interessiert

uns die Dimension des Polynomraums P}, _; und somit von P, _;.

5.1 Lemma

Sei P,,_1 der Raum aller Polynome vom Grad m — 1 auf R™. Dann hat P,,_; Dimension

M—(n+m_1>. (52)

n

Beweis. Die multivariaten Monome mit Grad < m — 1 und der Form
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mit den Multiindize e € N" |e| < m — 1 bilden eine Basis des Polynomraumes P,,_;. Wir wollen
die Anzahl der Basiselemente bestimmen.

Die Anzahl der Monome eines bestimmten Grades & sind genau die Anzahl der k-elementigen Multi-
mengen iiber eine n-elementige Menge. In einer Multimenge kann ein Element gegeniiber einer Men-
ge mehrmals vorkommen. Anschaulich steht die Vielfachheit einer Variable in der Multimenge fiir
den entsprechenden Exponenten des zugehorigen Monoms. Die Multimenge {x1,z1, 21, 2, 23,23}
entspricht z.B. dem Monom z3 - x5 - 3. Somit kann jede Variable z;, i = 1,...,n maximal k-mal
in die Multimenge aufgenommen werden.

Die mogliche Anzahl k—elementiger Multimengen einer n—elementigen Menge wird mit

n _(k+n-—1
k)] n—1
berechnet. Die Anzahl aller Monome mit maximalem Grad m—1, und somit die aller Basiselemente,

ist somit die Summe
m—1

,;J (k:iv _ <n+a:—1>

was mit Induktion leicht folgt. O

Aus Lemma 5.1 folgt direkt, dass die Dimension von P}, _; genau n - M ist. Wir wollen nun

definieren wann wir eine Menge P, _;-unisolvent bezeichnen.

5.2 Definition
Sei B = (a);cs eine Untermenge von A mit NV := n - M Punkten, M definiert durch (5.2).

Dann heifft B P}, _ -unisolvent, wenn ein eindeutiges p € P;,_; existiert mit
plaj) e pj =y, VjeJ
fir gegebene Daten (o) e, (¢;) e

Die Existenz eines solchen p € P, _; héngt von der Anordnung der Koordinaten (a;);ecs und der
Vektoren (y;)jes ab. Grundséitzlich ldsst sich folgendes tiber die Existenz einer solchen Losung

sagen:

5.3 Lemma
Sei (a;);er die Menge der gewéhlten Koordinaten in R” und ¢; € R, o; € R, Vi € I die gegebenen
Daten in den Punkten. Dann existiert ein p € PJr_; mit p(a;) ® p; = a;, Vi € I genau dann,

wenn die Vandermonde-Matrix

Qﬁll[a? ) (Z?, ceey GJTM} <p1n[ailaa§27 7a§M]
v @21[a§1,a§.2,...,a§”’] wgn[agl,ag.z,...,agbl] (53)
@Sl[aglaaggw'wagM] @Sn[ag‘laag??"'aaesM]

invertierbar ist. Dabei ist S € N und M = (m_i"’") die maximale Anzahl aller Monome eines

Polynoms p € Py,—1.
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Beweis. Ein Polynom p € P}, _; hat die Form

Veir
p(z) = Z Vejxeja r € R 7, = €R"
lej|<m—1
Yein
dabei ist e; = (ej1,...,ej,) € N ein Multi-Index mit |e;| = Y7 ej; und 2% = [, ;" das

entsprechende Monom vom Grad |e;]|.

Fiir die oben gegebene Matrix V betrachten wir dann das Gleichungssystem

aq
t
V- [76117"' y Yenrir Verar " " s Vemar " v Vernsr " ) Vemn
ag
Ve
Yenrq
er ez em er €2 en
p11lat,af?, ... atM] v1nlalt,a?, ... atM] Yeis N
1
el eo enm €1 €2 €M .
parlas', ag’, ... az™] panlas', as’, ... az™] :
: : Venro
ag
el eo em €1 €2 €M
@Sl[aS7a5’7"'7a’S ] SDSn[aSaaSw'waS ]
f}/eln
| Yenrn |

Dieses Gleichungssystem entspricht der Gleichung p(a;) ® ¢; = ;, Vi € I und hat genau dann eine

eindeutige Losung wenn V invertierbar ist. O

5.4 Korollar
Grundvoraussetzung fiir die Invertierbarkeit von V ist, dass V quadratisch ist. Somit muss S € N
der Anzahl der Spalten von V entsprechen. Wir bendtigen somit genau N := n - M Punkte, um

ein eindeutiges Polynom p € P _; zu finden welches die Interpolationsbedingungen erfiillt.

5.5 Bemerkung
Der fiir uns besonders interessante Fall n = m = 2 vereinfacht das gesuchte Polynom auf die Form

p(x) = ers + Tear Tesi ) [F1) pig benétigte Anzahl von Punkten ist N = n- M =
Ve1s Yezs Veso L2

2- (g) = 2-3 =6 und die Vandermonde-Matrix entspricht

11l a11,a12] @121, a11, a12]

@21[1,02176122] 4,022[176121,6122}

we1(l, ae1, a62)  pe2ll, as1, ase)
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Die minimale Anzahl von Punkten, um die Losbarkeit zu garantieren ist somit durch N = 6 nach

unten beschrankt.

Die genauen geometrischen Anforderungen an die Position der Koordinaten sind nicht so einfach
zu bestimmen, aber auch nicht weiter entscheidend. Wir wollen einfach nur fordern, dass ein ent-

sprechendes p € P}, existiert.

Mit der Existenz geht folgende Erkenntnis mit ein:

5.6 Satz

Ein eindeutiges p € Py,_; welches die Interpolationsbedingungen p(a;) ® ¢; = aj, Vj € J er-
tiillt, existiert genau dann, wenn eine Lagrange-Basis (p;)i;cs € Pjr,_; existiert mit p;(a;) @ ¢; =
dij, Vi,5 € J.

Beweis. Der Beweis folgt einer Beweisskizze von Prof. Wirth.

» oy »

Sei p € P _, eindeutig, welches die Interpolationsbedingungen erfiillt. Da die Existenz eines
eindeutigen p nach Lemma 5.3 nur von der Invertierbarkeit der Vandermonde-Matrix (5.3) abhéngt,
existieren auch eindeutige Losungen p; fiir die Interpolationsprobleme mit a; = d;5, j € J fiir alle
1€ J.

Die (p;)ics sind linear unabhéngig und somit eine Basis der multivariaten Polynome, denn:

> Bipi(a;) =0, 1<j<N

i€J

=Y Bipia;)ep; =0, 1<j<N
i€J

&) Bidi;=0,1<j<N
i€J

Somit existiert eine Lagrange-Basis (p;)ics € Py, _; mit p;(a;) @ p; = ;5.
” <: b2
Sei umgekehrt (p;);es € Plr_; eine Lagrange-Basis, welche die Interpolationsbedingung erfiillt.

Setze dann p = ), ; a;p;. Dann gilt fiir alle j € J
plaj) e p; = aipi(aj) eo; =Y cudij = aj.
ieJ =
Zudem ist p eindeutig, denn sei ¢ = »,_; Bip; eine andere Losung, welche die Interpolationsbe-
dingung erfiillt, so ist
a; = qla;) e ;= > Bipiaj) e ;=Y Bidi;j =B, j € J,
icJ ieJ

somit 3; = «; fiir alle j € J und daher p = ¢. Also ist p ein eindeutiges Polynom p, welches die

Interpolationsbedingungen erfiillt. O
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5.2 Formulierung von Problem (P)

Wir sind nun zu vollstdndigen mathematischen Formulierung des Problems bereit.

5.7 Definition (PrROBLEM (P))

Sei n,m € N mit n,m > 1 und m > n/2.

Zudem sei A = (a;);er eine endliche Menge paarweise verschiedener Punkte in R™, sodass eine
T _,-unisolvente Untermenge B = (a;)jes mit N = n - M Punkten existiert. M ist bestimmt

durch Lemma 5.1. Beschreibe fiir gegebene Daten («;)ier in R und (p;)ier in R™ die Menge der

linearen Variationen V™ durch

Vi={ve X" |v(a;)ep;,=a; Yicl}. (5.4)

Dann bezeichnet das Problem (P) die Suche nach u € V™, sodass
[ulm = vieq/fn V],

gilt.

5.3 Darstellungsformeln in Beppo Levi Raumen

Im folgenden Abschnitt erarbeiten wir uns eine Darstellung von v, welche uns néher an die einfache
Formulierung bringt, die wir uns von der Thin-Plate Spline Interpolation erhoffen. Dabei werden
wir auf Eigenschaften des Beppo-Levi Raumes zuriick greifen. Die Voraussetzungen des Problems

(P) aus Def. 5.7 setzen wir nun als erfiillt an.

Durch die P}},_;-Unisolvenz und damit durch die Existenz eines Polynoms p € P} _;, welches die
Interpolationsbedingung erfiillt, erhalten wir mit Satz 5.6 den Interpolanten Pv von v definiert
durch

Pv= Zv(aj) °0p;, (5.5)
JjeJ

mit (pj)jes der entsprechenden Lagrange-Basis von PJ,_;.

Die Abbildung P : X™ — X™ ist offensichtlich linear und eine Projektion, denn

P(Pv) = Z(Z v(a;) @ pipi(a;)) ® p;p;

jeJ ied
= Z Z v(a;) ® @i (pi(a;) ® @;) p;
jET i€d —
=5,
= Z v(a;) ® pip; = Pu.
icJ

Somit ist P eine lineare Projektion mit Bild P;._; und Kern

Xy ={ve X" |v(a;)ep; =0 VYjeJ}.
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Mit Hilfe der Projektion P wiirden wir gerne den Semi-Hilbertraum X™ als direkte Summe

X" =Xl &P

m—1

schreiben. Im néchsten Satz werden wir sehen, dass X§ ein Hilbertraum und somit abgeschlossen
ist, die Zerlegung von X™ als innere direkte Summe somit gerechtfertigt ist [Vgl. 6, S.223, Theorem
9.3.10.].

5.8 Bemerkung
Diese Zerlegung des Raumes ist bei Meinguet in der Form X = Xy @ P,,,—1 zu finden. [14] Hierbei
entspricht

Xo={veX|v(a)=0VjeJ}. (5.6)

Wie wir spéter sehen werden, kann das urspriingliche Xy (bzw. X{) alternativ als Kern stetiger

linearer Funktionale aufgefasst werden, welches die Abgeschlossenheit ebenfalls zeigt.

Auf dem Unterraum X ist die Seminorm | - |,, sogar eine Norm, dies impliziert folgenden Satz:

5.9 Satz

X{§ ist zusammen mit der Seminorm | - |,,, aus (5.1) nun sogar ein (echter) Hilbertraum.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Quotientenraum X" /P _, und zeigen dort die Vollstandig-

keit. Die entsprechende Quotientenabbildung auf X™ hat die Form

T X" = X"/P}_,4

v Hv—i_lpnglv

d.h. 7(v) = m(w) genau dann, wenn 7(v) — m(w) € P2 _;.
Dann ist X" /PP _, aber ein Hilbertraum mit der Norm ||7(v)|| definiert durch ||7(v)|| := |v|m [vgl.
17, S.32]. Denn nun ist fiir gleiche Elemente 7 (v), 7(w) € X™ /P _,

m(v) = m(w) &m(v—w) =0
S|lm(v —w)| = (|0

Slv—w|lm =0
und aufkerdem gilt die umgekehrte Dreiecksungleichung fiir die Seminorm | - |,
[Vl = [wlm| < o = wlp.
Also st 0 = [v = wly = [[v]m — |wlm| = [[7()] = [lm(w)[|| und somit ||x(v)] = [lw(w)], die

Norm somit wohldefiniert. Die Normeigenschaften von || - || folgen direkt aus den Eigenschaften der

Seminorm | - |,.
Aufserdem ist X™ /P _, vollstandig bzgl. || - ||, denn ist (v, ) eine Cauchyfolge in X™ /P _,, ein
beliebiges € > 0, dann existieren N, M € N mit

e > [[m(vm) — w(on)|l = lIm(vamr —on)| = lvar — vn|m (5.7)
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und somit ist trivialerweise auch v,, eine Cauchyfolge in X™ beziiglich |- |,,. Aufgrund der Vollstéin-
digkeit von X™ nach Satz 4.9, sofern m > n/2, konvergiert diese Cauchyfolge gegen ein w € X™
und analog zu (5.7) folgt die Konvergenz von 7(v,) gegen m(w). Somit ist der Quotientenraum
X" /Pr_, vollstandig bzgl. || - ||

Fiir die Identitatsabbildung I und die Projektion P aus (5.5) ist (I — P) : X™ — X[} ebenfalls
eine lineare Projektion mit ker((I — P)) = P _, es folgt aufgrund des Isomorphiesatzes [16, S.85,

Theo: 2.70], dass X" /ker((I — P)) isomorph zum Bild von I — P ist. Dies entspricht

X"/Pr_ =2 X].

Per Definition von || - || folgt zusétzlich die Isometrie von X" /P _; und X{'. Da X" /P _; voll-
standig ist, folgt somit die Vollstdndigkeit von X7 und somit ist X' ein Hilbertraum mit Norm
| - O

Nach Satz 4.9 ist X fiir m > n/2 ebenfalls ein Hilbert-Funktionenraum von stetigen Funktionen
auf R", sowie sind alle (linearen) Auswertungsfunktionale d(,) fiir feste 2 auf X beschrénkt und
somit stetig.

Betrachten wir nun fiir ein festes aber beliebiges ¢ € R™ das Funktional v — v(z) e ¢ € R, so
ist dieses, als Linearkombination stetiger Funktionale, ebenfalls linear und stetig. Wir kénnen die

Auswertung eines solchen Funktionals schreiben als

v(z) @ = (Pb),v) = (KZ,v),,, Yv e X, Vp,z € R". (5.8)

Dabei bezeichnen wir mit (-,-) die duale Paarung zwischen X§ und X§' und mit K¥ € X der
entsprechende eindeutige Fréchet-Riesz Représentant von ¢d(,). Dieser existiert nach dem Satz
von Fréchet-Riesz, da v — v(z) @ ¢ € R ein stetiges Funktional ist und X§ ein Hilbertraum mit
dem Skalarprodukt (-, ).

5.10 Satz (FRECHET-RIESzZ [6, S.218, THEO: 9.3.3|)
Sei L ein beschrénktes lineares Funktional tiber einen Hilbertraum X mit Skalarprodukt (-, -). Dann

existiert ein eindeutiges Element xy € X, sodass gilt

L(z) = (z,20), Voo € X.

Fiir die Projektion P ist I — P ebenfalls eine Projektion mit dem Bild X, dabei ist I die Identi-
tétsabbildung. Somit erfiillt ¢ — P¢ € X fiir Testfunktionen ¢ € D™ die Gleichung 5.8.

Dann folgt fiir ¢— P¢ € X mit partieller Integration und der Definition von partiellen Ableitungen

auf Distributionen
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(K;;o7¢_P¢)m:(K;f7¢)77l_(K;f7 P¢ )m
~— =~

eEXl €Py_,

= (Kf, Qs)m -0

= Y [ s KW 0, 00y

G D S 10 YR T

D150y im =1

= (~1)"A"K£,$) VoeD" (5.9)

mit A™ =" (Dir,.sim)*-

Ty esbm =1

Zudem gilt die Identitét

(6 — Po)(z) oo = (¢(x) — > dla) ® 0;p;(x)) ¢ o = (pda) — >_ pi(x) ® 00;8(a;), @),  (5.10)

jeJ jeJ
da ¢(z) ® o = (@d(1), ¢) und P(a;) @ p = (Pd(a,), D) -

Mit Hilfe der Gleichungen 5.8 und 5.10 folgt, dass K¥ eine Losung der partiellen Differentialglei-
chung

(—1)"™A™KY = 062y — ij(x) ® 0Y;d(a;), (5.11)
jer

im distributionellen Sinn ist, denn

(00 — > 0i (@) ® 99i8(ay), 8) "2 (6 — Po)(x) o

jeJ
(K2, ¢ — Po)m
(FD)™A™KYE, ¢) Yo e D",

o
=

in X7 C D"

5.11 Lemma

Eine Losung der Differentialgleichung (5.11) in D’ lisst sich {iber die Fundamentallosung der Dif-
ferentialgleichung A™ in R™ herleiten. Eine solche Losung entspricht der distributionellen Diffe-
rentialgleichung A™E = §, E € D’ und ist nach [13, S.169] die rotationsinvariante Funktion auf
dem Komplement des Ursprungs von R™ gegeben in [19, S.288, Example 2] durch

er?™ " logr falls 2m > n und n gerade
E(y) = (5.12)
dr?m-n sonst.
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Dabei ist r := |y| die euklidische Norm des Vektors y € R™ und

_ (e
ci= 922m—17n/2(m, — D)l(m — n/2)!’ (5.13)
(C)MT(/2—m) -

22man/2(m — 1)1

Fiir y = 0 ist betrachten wir erneut die stetige Erweiterung auf null.

5.12 Beispiel
Fir m = n = 2 vereinfacht sich der Parameter ¢ zu
1
c=—
87’

die Losung der Differentialgleichung (5.12) entspricht dann der Formel

_ 1
E(y) = er®™ " logr = —|[y[*log(|yl),
s
fiir alle y € R?\ {0}.
Nach dem Superpositionsprinzip von linearen Operatoren sind alle Linearkombinationen von Lo-

sungen einer Gleichung wiederum Losungen der Gleichungen. Wir erhalten somit mit (5.12) eine

Losung der Differentialgleichung (5.11), gegeben durch

HY(y) = ()™ |E(z —y)p - Y _pi(@) e 0E(a; —y)p; | , Yo,y € R™. (5.15)
jeJ

Dabei ergibt sich die Losung fiir das verschobene Dirac-Mafs ¢d(,) durch die komponentenweise

Translation der Losung E(- — a) und dem inneren Produkt mit .

5.13 Lemma
Fiir m > n/2 ist HY € X™ und diese Losung ist eindeutig bis auf P;},_.

Beweis. Fiir das vereinfachte Problem nach [14] ist

Ho(y) = (=)™ |E(x —y) = Y_pj(®)E(a; —y)| €R, Va,y e R".
jeJ

analog zu (5.15) formuliert. Nach [13, S. 174, Theorem 2] ist H, € X, sofern m > n/2.
Dann ist aber auch HY € X" fiir beliebiges ¢ € R"™.

Angenommen HY ist nicht eindeutig, d.h. es existiert ein weiteres f[f welches die Differentialglei-
chung (5.12) ebenfalls erfiillt. Dann gilt aber

(—)™A™(HE — HE) = (~1)"A™(HZ) — (-1)"A™(Hf) = 0,

also ist HY — f{f eine Losung der iterativen Laplace Gleichung. Andererseits sind die einzigen

Losungen der iterativen Laplace Gleichung in X™ die Polynome vom Grad < m — 1 [vgl. 14, S.
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296], d.h. HY — Hf € Py _,. Somit ist HY ~ HY in X/Pp _, und HY eine eindeutige Losung. Mit
der Isomorphie X = X/P/_,
X /P _, existiert, welches die Differentialgleichung (5.11) erfiillt. O

(vgl. Beweis von Satz 5.9) folgt, dass ein eindeutiges K¢ € X[ =

Dieses eindeutige K¥ € X{ erhalten wir durch die Projektion von H¢ auf X, also

Kf(y) = (I — P)HZ(y)
= H7(y) — P(HY)(y)

= (=" — > i) e pE(a; — )¢

ieJ

— (=)™ D E@—aj)eepipiy) = > | D pilz) —ai)p; e i | pi(y)

jeJ ieJ \jeJ

— pi(z) e pE(a; — y)pi

icJ

=Y E(w—a;)peeipi(y)+ > pi(x) e pE(a; — ai)p;  oipi(y) | - (5.16)

jeJ i€J jeJ

Dies ist also die Form des entsprechenden Fréchet-Riesz Représentanten der Gleichung (5.8)

v(xz)ep = <gp5(r),v> = (KZ,v),,, Yve X, Vo, x € R",

der sogenannte vektorwertige reproducing kernel.

5.4 Vektorwertiger reproducing kernel

Angelehnt an [14] wollen wir die besondere Eigenschaft der gerade berechneten Funktion K¢ :
R™ x R™ — R"™ hervorheben. So ist die bei Meinguet entwickelte Funktion K : R™ x R® — R ein

sogenannter reproducing kernel.

5.14 Definition (REPRODUCING KERNEL, [6])
Sei A C R” eine Punktmenge. X ein Hilbert Funktionenraum mit Funktionalen auf A.

Eine Funktion K : A x A — R heillt reproducing kernel fiir einen Raum X, falls
1. Fiir jedes feste a € A ist K(-,a) eine Funktion in X.

2. Fiir jede Funktion v € X und fiir jeden Punkt a € A ist die reproducing property

erfiillt.

Die entscheidende reproducing property haben wir nach Meinguets Vorbild ebenfalls entwickelt
(5.8), jedoch lésst sich Definition 5.14 nicht direkt auf den hoherdimensionalen Fall anwenden. Al-
ternativ definieren wir im Folgenden die verallgemeinerte Version, den vektorwertigen reproducing
kernel (vgl. z.B. [2]).
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5.15 Definition (VEKTORWERTIGER REPRODUCING KERNEL)
Seien A, B C R" zwei Punktmengen. X" ein Hilbert Funktionenraum mit Funktionen v : A — R".

Eine Funktion K% : A x A — R" heiflt vektorwertiger reproducing kernel fiir einen Raum X", falls

1. Fiir jedes feste a € A, ¢ € B ist K¥(-,a) eine Funktion in X™.

2. Fiir jede Funktion v € X™ und fiir jeden Punkt a € A ist die reproducing property

v(a) oo = (v(-), K¥(- a))x

erfiillt.

Dass K?(z,y) := K¥(y) genau die Eigenschaften, insbesondere die reproducing property, von De-

finition 5.15 erfiillt zeigt sich in (5.8), immer sofern m > n/2 gilt und somit X' ein Hilbertraum ist.

In folgendem Lemma beweisen wir zwei elementare Eigenschaften des grade definierten vektorver-

tigen reproducing kernels.

5.16 Lemma

Sei K¢ ein vektorwertiger reproducing kernel. Dann gelten die Eigenschaften

1. K¥(z,y) ist symmetrisch in x,y € R™

2. K%(x,y) @ v ist positiv definit fir alle ¢ € R™ in dem Sinne, dass fiir eine beliebige Menge
bi,...,bxy € R", N >1die N x N Matrix mit Eintrdgen K¥(b;,b;) ® ¢, 4,5 € [1, N] positiv

semidefinit ist.

Beweis. zu 1):
Mit Hilfe der Darstellung durch den entsprechenden Frechet-Riesz Reprasentanten nach (5.8), bzw.

allgemeiner durch die Anwendung der reproducing property zeigt sich

K¥(z,y) 0 0= K£(y) o o = (0d(y), KZ) E (K¢, K ). (5.17)

Die Punktauswertung an K% (x, y)e¢ kann somit als Skalarprodukt in X' der Fréchet-Riesz Repré-
sentanten von ¢d ., bzw. ©d(,) interpretiert werden. Somit ist K (x,y) offensichtlich symmetrisch,

denn

K?(z,y)ep= (K7, KJ)m = (K, K )m = K?(y,z) ® ¢.

zu 2):
Sei x, € R™ und B die N x N Matrix mit den oben beschriebenen Eintrdgen. Dann folgt mit der
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Identitét (5.17) und der Bilinearitét des Skalarprodukts

N
x'Br = Zﬂ?ﬂ?] (bi, bj) :1 KW K“D)
i,j=1 i,j=1
N
Z zi K, 2Ky )m
— e e
- (leKbiaZx]ij)m
i=1 j=1
2
Kg” > 0. (5.18)
Somit ist B positiv semidefinit. O

5.5 Losung des Problems (P)

Mit der neuen Darstellung einer Funktion v € X als reproducing kernel setzen wir nun die Suche
nach dem minimalen w € V" C X" beziiglich | - |,, fort. Im folgenden Abschnitt erarbeiten wir

eine Losung des Problems (P).

Da die Seminorm |- |,, auf P}, _; verschwindet, X™ zudem zu X' isometrisch Isomorph ist, kénnen
wir das Bild der Projektion I — P : X™ — X{' eingeschrénkt auf V" betrachten.

Wir suchen also nach minimalen w € W™, wobei

Wh={veXj|lv=(U-Pw, weV"}
={ve X |v(a;)ep;,={I—Plw(a;) e p;, Viecl}
={ve X} |viag) e pr =a) Vke€ K} (5.19)

mit K:=I—-J={keS|1<k<S, S:=]|K|} und

ay =y — Zajpj(ak) ® 0.
jeT

Hierbei ergibt sich (5.19) aus Anwendung der Projektion und Ausnutzung der Eigenschaft der

Lagrange-Basis aus Satz 5.6, also

v(a;) @ p; = (I — P)w(a;) e ¢, Viel
Sv(a;) e p; = w(a;) ® g; — Zw(aj) o p;pi(ai)e v, Viel
jeJ
w(a;) e p; —w(a;) e p; =0, VielJ
IR (SR L
w(a;) @ oi —> ;e 5pi(a;) e i, Vie K
@”(ak)ﬂpk:ak—zajpj(ak)ﬂpk, Vk e K, Vv € X;.
jeJ

Bei Gleichung (5.8) haben wir bereits argumentiert, dass ¢4, lineare stetige Funktionale sind. Wir
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werden spéter sehen, dass die Existenz einer Losung insbesondere von der linearen Unabhéngigkeit
der Funktionale ¢4,y abhingt. Im folgenden Satz geben wir Kriterien fiir diese wichtige Eigenschaft

al.

5.17 Satz (LINEARE UNABHANGIGKEIT DER FUNKTIONALE)
Fiir ¢ # 0 und paarweise verschiedene (ax)rerx sind die stetigen linearen Funktionale ¢d(,,), 1 <

k < S linear unabhéingig.

Beweis. Seien also (ax)rex C R™ eine Menge paarweise verschiedener Punkte. Wir zeigen als erstes
die lineare Unabhéngigkeit der Funktionale (6(,,))rex auf Xo = {v € X |v(a;) =0 Vj € J} (vgl.
(5.6)).
Angenommen die entsprechenden linearen stetigen Funktionale (5(%), 1 < k < S8 seien linear
abhéngig, d.h. 0.B.d.A. existiere eine Darstellung fiir §(,,), sodass nicht alle ¢, = 0 fiir ¢, € R, 2 <
E<S

S
Star) = D kO(ar)-
k=2

Dann gilt fiir beliebiges v € X

S
6((11) (’U) = Z Cké(ak) (U)
k=2

S

v(ay) = cpv(ag)
k=2

Da die Punkte a; € R™, k € K paarweise verschieden sind, existiert ein offener Ball U,, mit
Radius r um ay, sodass a, ¢ U,,, V2 < k < S, bzw. sogar a; ¢ U,,, Vj € J. Wahle dann z.B.
¢ : R — R mit

2
exp(——="—), fallsxz € (—rr
¢(x): P( ,2_L2) ( )

0, sonst,

und entsprechend fiir ¢ : R" — R, 9(z) = [[;-; ¢(x; — (a1);). Dann ist 4 eine glatte Funktion mit
kompakten Triger, und es gilt einerseits t(x) # 0 fiir alle € U,,, andererseits ¢ (z) = 0 fiir alle
x ¢ U,, und somit auch ¢(ax) = 0 fiir alle k > 1. Aufierdem ist ¢ glatt mit kompaktem Tréger,
somit in X und weiterhin ¢ (a;) = 0 fiir j € J, somit ¢ € Xy. Dann ist aber fiir v = ¢

s
0% () =Y exto(ax) =0.
k=2

Dies ist ein Widerspruch. Die Funktionale ¢, ) sind also linear unabhéngig.
Fiir die Funktionale 44,y auf X§ fiir ¢ # 0 folgt die lineare Unabhéingigkeit fast analog. Ange-

nommen es existiere wieder eine Darstellung fiir ¢d(q,), also fiir nicht alle ¢, = 0

S
P0(ay) = ch@(ak)
k=2
S
<v(a)ep =Y cpv(ay)ep, Yve X[
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Definiere dann aber wie oben das entsprechende v : R” — R und damit ein n-dimensionales 9™

mit der komponentenweisen Auswertung an 1, also

Y™ R™ — R"
v (Y(2), - P(@)

Dann ist 9™ in X§ und da ¢ # 0 gilt
S
0# Y™ (ar) o= cxt)"(ay) e =0,
k=2

denn ¢"(ay) = (0,...,0)" fir alle & > 1. Somit sind fiir ¢ # 0 die Funktionale ©d(,, linear
unabhéngig. O

Die Elemente, die im Bild der Projektion (I — P)|y~ liegen, also genau die Funktionen in W™ nach

(5.19), lassen sich als eine affine Verschiebung der Menge Wy schreiben
Wi ={veXl|viax)opr =0 Vke K}. (5.20)

Die Menge {v € X' | v(ax) ® v, = 0} ist als Urbild des Kerns der stetigen linearen Funktionale
©0(q,,) fiir beliebige k € K ein abgeschlossener Untervektorraum. Somit ist W' ebenfalls ein abge-
schlossener Untervektorraum als Schnitt der Untervektorraume iiber die (endliche) Anzahl k € K.
Dieser ist nichtleer, da nach Satz 5.17 die Funktionale ¢d(,, ) linear unabhéngig sind und somit
existiert nach [6, S.226, Theo 9.4.1.] mindestens ein solches v € X

Sei nun v € X§ mit v(ag)epy = af, beliebig. Dann ldsst sich W schreiben als der affine Unterraum
zu W, also
W" =v+ Wy

5.18 Satz (ORTHOGONALITATSBEDINGUNG FUR w)

In W™ C X§ existiert ein eindeutiges w minimaler Norm, welches die Orthogonalitétsbedingung
(W, V), =0, Yv € W§
erfiillt.

Beweis. Wahle v € W™ C X beliebig.
Dann léasst sich W3 beschreiben durch W = W" — v. Definiere nun y := —v. Da W ein ab-
geschlossener Untervektorraum ist, existiert nach dem Projektionssatz [21, S.350, Theo.A.5.] ein

eindeutiges x € W', sodass die Orthogonalitatseigenschaft
(x—y,2)m =0, Vze W
erfiillt ist, sowie der Abstand zu y minimal ist, d.h.

|2 = Yl < |& = Ylm, V& € WG
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Dann erhalten wir mit Einsetzen von y := —v € W" und entsprechendem z = w — v € W§ mit
wewn
|7 = ylm <12 = Ylm, Vi e Wg
Slw—v—=(=0)|m < |0 —v = (—0)|m, Y e Wn
& (Wl < [W]m, Vi € W

Somit ist w minimal in W™. Weiter gilt nach der Orthogonalitatseigenschaft

(t—y2)m =0 (W —v+0v,2);, =0 Vz e Wg
< (W, 2)m =0 Vz e Wy

Die gerade bewiesene Orthogonalitidtsbedinung eines minimalen w € W™ koénnen wir nun zur
Losung des Problems nutzen. Alternativ zu der Definition (5.20) kénnen wir die Menge W' nach
(5.8) schreiben als Menge aller v € X, die orthogonal zu den Riesz-Représentanten K£*,Vk € K
liegen, nadmlich

W P2 o e X7 | vlar) epr =0 Whe K} X {v e XP'| (v, K2) =0 Yk € K}

Dann folgt mit der Orthogonalitétsbedingung aus Satz 5.18, dass ein minimales w € W™ im Spann
von {K¢* |1 <k < S} liegt und dementsprechend von der Form

S
w=> WK, weR (5.21)
k=1

ist. Mit Hilfe dieser Summendarstellung und der Definition von W™ in (5.19) erhalten wir das

lineare Gleichungssystem zum Bestimmen der reellen Koeffizienten ~;

S
Z’yjK“"j(ai,aj)ogoiza;, 1<i<8. (5.22)
j=1

5.19 Satz (EXISTENZ EINER EINDEUTIGEN LOSUNG)
Das Problem (P), nach Definition 5.7, hat eine eindeutige Losung, sofern ¢y, # 0 fiir alle k € K.

Beweis. Die Koeffizientenmatrix von Gleichung (5.22) ist nach Lemma 5.16 symmetrisch und po-
sitiv semidefinit. Fiir die paarweise verschiedenen (a;) € A, 1 < i < S und ¢ # 0, sind die
entsprechenden K¢ € X nach Satz 5.17 linear unabhéngig und somit gilt fiir Gleichung (5.18)

2
=0e2,=0, 1<i<S§.

S
E Pi
xiKb,i

1=1

m

Somit ist die Koeffizientenmatrix sogar positiv definit und damit nichtsingulér.
Mit der Nichtsingularitiat folgt die eindeutige Losbarkeit der Gleichung (5.22) und ebenso des
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Problems (P) mit
S

u=w+p=) WK+ o
=1 jer

Denn w ist minimal auf X' und somit auf X™ beziiglich | - |, und es gilt fiir alle j € J

S
u(ag) e ;=Y WKL (a;) e 05+ > aipi(a) e
k=1 ieJ

:O+ij,

denn K¢+ € X¢', 1 <k < S und pj(a;) ® ;i = dji, Vi, j € J.
Fiir k € K gilt entsprechend

S

u(ar) e pp = Y uKE (ar) o o + Y aipi(ax) o ¢;
1=1 i€J
5.22
C2 o+ > cipiar) o i
i

(Def.)
=" oy — Zajpj(ak) ® Yk + Z a;pi(ar) ® o = .
j€J icJ

Insgesamt sind also die Interpolationsbedingungen fiir alle a € A eindeutig erfiillt, u € V™ ist eine

eindeutige Losung. O

Jedes optimale v € X liegt somit im Schnitt der Raume

w=VvVrtnve,

wobei V", definiert durch (5.4), der affine Unterraum des Untervektorraumes
Vi ={ve X" |v(a)ep;=0,Viel} ={ve Xy |via)epr,=0Vke K} =W, (5.23)

ist. Das u € V"™ gilt, wurde in Satz 5.19 aufgezeigt und es ist offensichtlich, dass V™ die affine
Variation aller X"™-Interpolanten auf A zu gegebenen Daten (o;)ic1, (pi)icr ist. Hingegen ist Vit
der Untervektorraum aller optimalen X™-Interpolanten zu beliebigen Daten («;)ic; auf A mit
(pi)icr- Dies ist ersichtlich aus der Orthogonalititseigenschaft des minimalen w € ngl = VO”L,

aufgezeigt im Beweis von Satz 5.18.

5.20 Bemerkung
Auch wenn in Satz 5.19 nicht explizit die Bedingung

v; #0

fiir alle j € J genannt wird, so ist diese in der Formulierung von Problem (P) (Def. 5.7) enthalten.
Dort hatten wir die P}},_;-Unisolvenz der Menge (a;);cs gefordert und diese garantiert nach Satz

5.6 die Existenz einer Lagrange-Basis (p;)ics € PP _; mit

pi(aj) ®p; = 6ij7 VZ,] e J.
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Ist ¢; =0 fiir beliebiges j € J, wird diese Bedingung selbstversténdlich verletzt und die

ml

Unisolvenz ist nicht gegeben.

Somit wird fiir die Existenz einer Losung insgesamt @; # 0 fiir alle i € I gefordert.

5.6 Losen des Gleichungssystems

Mit Hilfe des Gleichungssystems (5.22) und einer entsprechenden Lagrange-Basis konnen wir bereits
eine Losung fiir ein optimales u berechnen. Folgender Satz liefert uns zusétzlich Gleichungen fiir

ein lineares Gleichungssystem, um diese in nur einem Schritt zu berechnen.

5.21 Satz
Sei (a;)icr, (¢i)ier € R™ mit ¢; # 0,Vi € I wie im vorhergegangen Kapitel und es gelte m > n/2.

Dann hat jedes w € VO"L eine eindeutige Darstellung der Form

™ viE(ai — y)ei + a(y),

el

mit ¢ € P’,_; und v; € R und fiir diese (7;);er gilt

> i eplai) =0 Vpe Py
el

Beweis. Sei w € VJ**. Aus der eindeutigen Darstellung des fiir w € W§* = V** in (5.21) folgt

Z%K%

(5.16) "
= Z%(—l) E(ak —y)or — »_pilar) ® oxE(ai — y)gi
- ict

=Y Elak —aj)pr e oip;(y) + Y Y pjilar) e prE(a; — ai)p; o pipi(y) | ,
jeJ ieJ jeJ

nach Einsetzen der Definition von K¢* nach (5.16). Umstellen der Summanden und die Definition

der Parameter ~; fiir ¢ € J fiithrt zu

5
=(-1n™ Z’YkE(ak: —Y)pr t Z Z’Ykpz (ar) @ or E(ai — y)pi
k=1

ieJ =

=iy;, 1€J

s
- Z% Z Elak — aj)er  p;(y) + Z Yk Z ij (ar) @ prE(a; — ai)pj @ 0ipi(y)

k=1 jeJ = ie€J jeJ

=:q(y)
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dabei ist ¢(y) ein n-dimensionales Polynom vom Grad < m—1 als Linearkombination der Lagrange-

Basis p;(y) € Py,_; und somit

s
Z'YkE(ak - k+Z’Yz a; —y)pi +a(y)

i€J

Z% ai —y)i +q(y)-

i€l

Nun bleibt die zweite Behauptung

> i eplai) =0 Vpe Py,
iel

zu zeigen. Sei dazu (p;)ieg € PP _; eine Basis mit p;(ax) ® o = dix VI, k € J, welche nach Satz 5.6
existiert. Dann gilt mit Einsetzen der Definition von (v;);c .

s
D vigiepi(a) =Y v e pia;) + Y wwen o pilar)
i€l jeJ k=1
s
=> (- Z%pg ar) e or) @ e pi(ag) + > kk © pi(ar)
a/_/ —
jes k=1 pe k=1
Lj
s s
== Z”Ykpl(ak) ® o+ Z”Yk@k * pi(ak)
k=1 k=1

=0.

Die Eindeutigkeit der Darstellung folgt direkt aus der Eindeutigkeit der Parameter 7; nach Satz
5.19, immer sofern ; # 0, Vi € I. O

5.22 Beispiel

Fir m = n = 2 hat ein minimales w die Form

™ " viE(ai — y)ei + q(y)

el

1 5 B B2 B
= io—la; — 1 i i +
;7 gl = ylPlog(lai —yl)ei + (64) <55 56) y

Wenn wir uns an Satz 3.1 aus dem Kapitel iiber Thin-Plate Splines erinnern, erkennen wir, dass
wir unser Ziel erreicht haben. Wir haben eine eindeutige Form von w entwickelt, welche die Inter-
polationsbedingungen, die durch ein Optical Flow Problem gestellt werden, nach dem Vorbild der
Thin-Plate Splines interpoliert.

Im néchsten Kapitel wollen wir einen alternativen Ansatz erarbeiten, in dem die Interpolationsbe-
dingung nicht als Beschrankung des Funktionenraums dient, sondern lediglich die zu minimierende
Norm in einem Regularisierungsterm bestraft. Eine exakte Erfiillung der Interpolationsbedingung

wird somit nicht mehr gefordert.
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6 Inexaktes Interpolationsproblem

Wie bei Gleichung (5.23) argumentiert, bezeichnet die Menge VO”L die lineare Variation aller Inter-
polanten auf X" zu beliebigen Daten («;);c; an den Punkten A = (a;);c; € R™, in Abhéngigkeit
von (¢;)ier € R™. In diesem Ansatz, fiir klassische Thin-Plate Spline Interpolation, z.B. beschrie-
ben in [21, S.199ff.], wollen wir auf die strenge Erfiillung der Interpolationsbedingungen fiir ein
v € X" verzichten. Welche Werte v genau auf A annimmt, wollen wir zu dessen Bestimmung nicht
benutzen, ausschlieflich die Abweichung von den Interpolationsbedingung bestrafen. Die Forde-
rung, dass v aus VO"J‘ gewahlt werden soll ist somit gerechtfertigt. Weiterhin minimieren wir die

Funktion beziiglich der Norm | - |,,,, die Intuition der TPS Interpolation bleibt erhalten.

Gliicklicherweise haben wir bereits in Satz 5.21 einen Ausdruck von v € VO”L in Abhéngigkeit von

den Punkten (a;)ier, (¢;i)icr € R™ entwickelt und kénnen diesen im Folgenden weiter nutzen.

6.1 Definition (INEXAKTES INTERPOLATIONSPROBLEM )
Sei n,m € N mit n,m > 1 und m > n/2.

Zudem sei A = (a;);er eine endliche Menge paarweise verschiedener Punkte in R™, sodass eine

" _i-unisolvente Untermenge B = (a;)jcs mit N = n - M Punkten existiert, M erneut durch

Lemma 5.1 bestimmt. Dann bezeichnet die Suche nach einem u € Vg**, sodass

Uw)= inf U = f 2+>\ " P i2
()= o Uw) = int bl + A3 (0(00 ¢ = o)

fiir den Regularisierungsparameter A > 0 € R erfiillt ist, das inexakte Interpolationsproblem.

Wir wollen das Funktional U im Anbetracht der Ergebnisse aus dem vergangenen Kapitel genauer

betrachten.

Nach Satz 5.21 hat jedes v € V** die Form

= viE(a; — )¢ + q(z)

el
fir q(x) € P _1,vi € R, sofern ¢; # 0, Vi € I.

Wir betrachten als erstes den vorderen Teil des Funktionals U(v), die Seminorm von v. Einsetzen

der Summenschreibweise von v liefert
2
[l = (0, 0)m

D viBlai — i +q(-), Y viEla; — )e; +q(-)

i€l Jjel

= > 7 (Blai = )i, Blaj —)¢;),,
ijel
Z 717] AE( ‘)(pi,E(CLj - ')‘pj>
g€l

Z Yi7Vj <§025(a1)7 )90]> )

i,5€1
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da E(-) nach Lemma 5.11 genau die (distributionelle) Losung von AE = § ist. SchlieRlich folgt mit

der Auswertung an ©;4(,,)

= Z YiviE(a; —ai)pj e ¢ (6.1)

i,j€1

Der zweite Term des Funktionals U, der Abweichungen von den Interpolationsbedingungen im

Quadrat bestraft, 1ldsst sich mit der Summenform von v schreiben als

D (wla) e i — i)’ =Y () viE(a; — ai)ej e i + qlai) @ o; — a;)?

i€l i€l jel
2
= E E ’Y] p;®Q; + § ﬁejaz' _ai) .
i€l jeI lej|[<m—1

Wir kénnen das zu minimierende Funktional nun also in Abhéngigkeit von den Parametern v und
3 schreiben. Dann ist fiir 7 = (y1,...,77) € RT und 8 = (Beys- - -, Bers)

2

B)= > vvEla;—a)ejeoitA > | Y vEla iepit Y. Beai ep— o

B,jel i€l \jeI lej|<m—1
(6.2)

Diese Darstellung ist, sofern ¢; # 0, Vi € I, aufgrund der Eindeutigkeit der Parameter «y fiir ein
festes A € R wieder eindeutig.

Die Existenz einer Losung fiir das inexaktes Interpolationsproblem wird im folgenden Kapitel

bewiesen.

7 Matrixformen der Interpolationsprobleme

Um das exakte, sowie das inexakte Interpolationsproblem zu implementieren, ist die Darstellung
als lineares Gleichungssystem sinnvoll. Im folgenden Kapitel erarbeiten wir eine Matrixdarstellung,

die diesem Gleichungssystem entspricht.

7.1 Exakte Interpolation

Nach Satz 5.21 konnen wir ein optimales v € X™ fiir beliebige Daten schreiben als

)™ Y viB(a; — x)pi + g(x),

i€l

mit ¢ € P;},_;. Auferdem muss nach der zweiten Gleichung des Satzes die Bedingung

> vipieqla;) =0

iel
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an ein solches ¢ erfiillt sein.

Anhand dieser Gleichungen und den Interpolationsbedingungen

v(a;)ep; =ay, Yiel

& (=) vB(a; — ai)p; e i+ qlai) e s = oy, Vi€ 1,
jel

kénnen wir folgende Matrixschreibweise entwickeln.

Bezeichne mit S eine T' x T" Matrix mit Eintrégen

E(a; —a;)pjepi, i #

0, sonst,

Sij =

T die Anzahl der paarweise verschiedenen Punkte (a;);c7. Aufgrund der Symmetrie von E(-,-) und
o, gilt

sij = E(aj —ai)pj e p; = E(a; — aj)p; ® pj = sji,
S ist offensichtlich eine symmetrische Matrix mit Diagonaleintrigen 0.

Nach Satz 5.1 hat P,,_; maximal M = (”Jrzkl) Monome und somit auch M Koeffizienten, fiir

P): _, ergeben sich also N :=n - M gesuchte Koeffizienten. Wir beschreiben mit

¢1l[a§17a§2a--~7a?{} (pln[ailﬂaizv"wa?\l]
P wo1last,as?, ..., as™] wanlast,as?,. .., asM] 1)
erilaz,af, ... af] ernlad,af, ... af]

Dann entspricht das lineare Gleichungssystem

S P
Pt 0

die T'x N Matrix der Monome bis zum Grad m — 1, ausgewertet an den Punkten (a;);e;s.
genau den Interpolationsbedingungen,

Yy o «
-4

mit den gegebenen Daten of = (ay,...,ar) und v* = (v1,...,77) die gesuchten Koeffizienten,
und 8¢ = (B41,...,Bn) die Koeffizienten des Polynoms q € P _;.

Die Losung des linearen Gleichungssystems ist dann durch
-1
5y @
. ’ 7.3
; § -

Nach Satz 5.21 existiert zu gegebenen Daten (o )icr, (¢i)ier mit p; # 0, Vi € I an den Punkten

S P
Pt 0

gegeben.

(a;)ier € R™ genau eine eindeutige Losung des Problems. Das entsprechende lineare Gleichungs-

system (7.2) hat somit eine eindeutige Losung, die Koeffizientenmatrix ist invertierbar.

7.1 Beispiel
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Sei m = n = 2. Dann ist N = n- M = 6 und das gesuchte Polynom ¢ € P? hat die Form

(B B2 B3 .
q(x)_<ﬁ4>+<ﬁs &) '

Die zugehorigen Matrizen des Gleichungssystems fiir |I| = T Punkte in R?, wobei 7' > N erfiillt

sein muss, sind daher

0 E(a1 —a2)pr1 s  FEar —az)preps -+ E(ar —ar)pi e pr

E(az —a1)p2 @ 1 0 E(as —as)pz ez -+ E(ag —ar)p2 e pr
S=|E(az —ai)pzep1 E(az —az)p3 e 2 0 -+ E(ag —ar)ps e or
|E(ar —ai)prep1 Elar —a2)pr @2 Elar —az)preps - 0 |

mit S € RT*T ynd

Y11 P11a11 L11a12 P12 P12011 90126612]

Y21 P21021  P21022 P22 P22021 P22a022
RTX6

Yr1 $Yride1r  Yriar2 Yr2 Pr2011  PT20T2

7.2 Inexakte Interpolation

Auch die Funktion U(~, ) aus (6.2) des inexakten Interpolationsproblems kénnen wir erneut mit
der Matrixschreibweise iibersichtlicher gestalten. Wie sich herausstellt, ist fiir die Aufstellung der
Matrixform des inexakten Problems nur eine leichte Modifikation der vorausgegangen exakten

Version notig.

7.2 Satz (MATRIXFORM DES INEXAKTEN PROBLEMS)

Das inexakte Interpolationsproblem (Def. 6.1) kann als lineares Gleichungssystem ausgedriickt

vl |
)

mit Matrizen S, P definiert wie in Abschnitt 7.1, sofern ; # 0, Vi € I.

werden durch

S+1/Ad P
P! 0

Beweis. Definiere dazu, genau so wie in Abschnitt 7.1, die T' x T' Matrix S mit Eintrigen

E(aj —ai)pj @ pi, i #j
Sij =
0, sonst.

Anhand der Gleichung (6.1) kénnen wir die Seminorm |v|2, durch die Matrix S ausdriicken durch

©6.1)
lvl2, "= Z Vi Ela; —ai)p; e o

i,5€l

='Sy,
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mit v = (y1,...,77)-

Fiir den Regulierungsterm definiere genau wie in (7.1) die Matrix P € RT”*Y mit

€1 €2 em e; _ea em
eulaf*,a?,..at™] - piplattaf?, . atM]
€1 €2 em er _eo em
palagt,as?, .. asM] o paplast,as?, ... as™]

P:
€1 €2 2 (51 €2 enm
@Tl[aT7aT7"'7aT] SOTn[aTaaTV"aaT]

Dann ist

'U(ai) ® Y, —

= Zij(aj —a;)p; e p; + Z ﬁeja:j 0, —
JjeJ lejl<m—1

=(57)i + (PB)i — (@)
mit 3° = ([Beyys--->Beni)s- s Berps -3 Bemrn)) ERY, a=(aq,...,ar) € RT,

Fiir den quadratischen Fehler erhalten wir in Matrixschreibweise den Ausdruck

)‘Z(U(ai) ® P — Ofi)z = AZ Z%‘E(aj —ai)pj e+ Z Be;a;“ @ p; —

iel iel \jel

=ANSy+ PB— ) (Sy+ PB —a).

e;j|<m—1
lej1<

Die gesamte Funktion F(v,8) schreiben wir also mit

E(v,B8) =7'8Sy+ A(Sv+ PB — )" (Sy+ PB —a). (7.5)

Da wir diese Funktion nach den Parametern v und S minimieren mdochten, berechnen wir nun
deren partielle (vektorwertige) Ableitungen:

gij = (S +8) + A[S(Sy+PB — )+ (Sy+ PB - a)'S]

=25 +2\S8(Sy + PB — a),
da § symmetrisch, und

oE

9 A[PYSY+ PB —a)+ (Sy+ PB—a)'P]
= 2\PY(Sy + PB — a).
Notwendigerweise miissen die partiellen Ableitungen am Minimum verschwinden, somit folgt fiir

OFE __
5, =0
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OE(v,B)

G =0©0=25+2\8(Sy+ PP —a)

S 0=7+AS7+ A\PB — A\
< 0=(S+1/\d)y+ P38 -« (7.6)

mit Id die Identitdtsmatrix. Fiir den Parameter $ hingegen gilt

OE(v,B)

5 —0«0=P(Sy+PB—a)

& 0= P'Sy+ P'PB - Pla
& Pla = P'Sy+ P'PB. (7.7)

Aus P! (7.6) — (7.7) folgt auRerdem P = 0, welches das lineare Gleichungssystem

Y N «
-

ergibt. Fiir entsprechende v und §, die das lineare Gleichungssystem (7.8) erfiillen, verschwindet,

S+1/Ald P
pt 0

somit die partiellen Ableitungen von E. Da E als Positivkombination von konvexen Funktionen
selber konvex ist, nimmt die Funktion hier sogar ihr globales Minimum an.
O

Um die Existenz einer eindeutigen Losung fiir das inexakte Problem zu beweisen, bendtigen wir

das Schur-Komplement.

7.3 Definition

Sei M eine Blockmatrix definiert durch

A B
C D

M =

)

sodass A, B,C und D jeweils p X p,p X q,q X p und ¢ X ¢ Matrizen sind. Ist A nichtsingulér, so
nennt man die Matrix

M/A:=D—-CA™'B
das Schur-Komplement von A der Matrix M.

7.4 Lemma

Sei M eine Blockmatrix wie in 7.3 und sei A nichtsinguldr. Dann gilt:

1. Die Losungen des linearen Gleichungssystems

A B
C D

X

Y

lassen sich schreiben durch

y=(M/A)" (g~ CAT'f), = AT'(f - By).
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2. Die Matrix M/A ist nichtsingulér genau dann, wenn M nichtsingulér ist.

Beweis. 1. Folgt direkt mit Umformen der linearen Gleichungen Az+ By = f und Cx+ Dy = g.

2. Folgt mit [22, Theorem 1.1] nachdem det(M/A) = det(M)/ det(A).

7.5 Satz

Das inexakte Interpolationsproblem, definiert in 6.1, hat eine eindeutige Losung.

Beweis. Im Gegensatz zu dem exakten Interpolationsproblem, kénnen wir die Bedingung der Gra-

dienten

(pi#O,VZ'EI

abschwéichen. Angenommen es existiert ein 7" € I mit ¢ = 0. Sei dies 0.B.d.A der letzte Punkt
der Indexmenge, also T' = |I|. Bezeichne dann mit U7 (v) die Energie von v einschlieklich aller
Punkte bis T, also

U™ (v) = |l + AZ(v(ai) i —ai)”.

Dann ist aber
UT(w) =0T (v) + X2,

und somit auch

: TN T-1 2
vle%gn U (v) = vler;g" U' = (v) + Aot

Ein Minimierer von U7 ~!(v) ist somit auch ein Minimierer von U7 (v). Ist i < |I| die Anzahl der
Punkte, an denen der Gradient verschwindet, so ist v dann ein (eindeutiger) Minimierer von U7 (v),
wenn v ein Minimierer von U7 =% ist. Sei also I \ L die Indexmenge aller Punkte mit ¢; # 0 fiir
i € I'\ L. Sofern eine P}, _,-unisolvente Untermenge B = (a;);jecs mit N = n- M Punkten existiert,

dann kénnen wir das Minimierungsproblem nach Satz 7.2 schreiben als lineares Gleichungssystem

Pl e

Wir zeigen nun mit Hilfe des Schur-Komplements, dass die Systemmatrix K eine Inverse besitzt.

S+1/Ald P
pt 0

Da S eine symmetrische, reelle Matrix ist, konnen wir diese Diagonalisieren, d.h. es existiert eine

unitére Matrix U und eine Diagonalmatrix A = diag(A1, ..., Ap_;) mit
S =U'AU,
wobei die Diagonaleintrige von A die Eigenwerte von S sind. Dann ist aber
S+ 1/Md=U'AU + 1/A\U'U = U"(A + 1/\1d)U.

Somit ist S + 1/AId invertierbar genau dann, wenn U*(A + 1/A\Id)U, bzw.

1 ApA 1
(A+1/)\Id):diag()\l)\>\+ o, R
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invertierbar ist, da U? = U~! gilt. Sofern die Eigenwerte \; # —1/\ fiir alle i in I \ L sind, ist
(A + 1/MId) invertierbar und somit durch Lemma 7.4 auch die Systemmatrix K.

Ist A; = —1/\ fiir eine Untermenge von I \ L, so hat die Systemmatrix nach dem Diagonalisieren
die Form ~
A 0| PR
¥ o
0 0 |PFP |- = .
B 0

Pl Pl 0

Definieren wir nun die Matrizen P := [0, P,] und A := [0, Py; P§,0] erhalten wir das neue Glei-

chungssystem
vl |
Bl o)

Nun ist A invertierbar und mit Lemma 7.4 folgt die Invertierbarkeit der Systemmatrix K.

A P
Pt oA

Also existiert eine eindeutige Losung fiir das inexakte Interpolationsproblem.

7.6 Bemerkung

Im Gegensatz zu dem exakten Interpolationsproblem kann hier eine Losung auch dann gefunden
werden, wenn einige der Punkte einen verschwindenden Gradienten haben. Auf die Bedingung,
dass fiir die Menge der Punkte A eine P}, _;-unisolvente Untermenge B = (a;) ey mit N =n- M
Punkten existiert, kann jedoch nicht verzichtet werden. Somit miissen beispielsweise fir m =n = 2

mindestens N = 6 Punkte mit nichtverschwindenden Gradienten existieren.

7.7 Beispiel
Fir m = n = 2 bleibt die Form sehr dhnlich zu Beispiel 7.1. Lediglich entlang der Diagonalen
verandert sich die Matrix S zu 8 + 1/AId =

/A E(a1 —a2)p1epy  Elar —az)preps -+ E(ar —ar)p1 e or

E(as — a1)pa @ o1 1/A E(as —a3)paeps -+ FE(ag —ar)pz e pr
E(az —a1)pze @1 E(az —a2)ps e oo /A o+ Elaz —ar)pzepr| e RT*T

| E(ar —a1)pr o1 E(ar —az)pr ep2 E(ar —az)preps - /A |

Die Matrix P hier kann direkt aus Beispiel 7.1 {ibernommen werden.

8 Analytische Konditionsuntersuchungen

Anhand der Matrixformen aus Kapitel 7 kénnen wir einige Konditionsiiberlegungen der Gleichungs-

systeme fiir das exakte bzw. das inexakte Interpolationsproblem anstellen.

8.1 Kondition

Das Fehlerverhalten der Lésungen bei Stérung der Eingangsdaten kénnen wir durch die Kondition

beschreiben.



42 8 ANALYTISCHE KONDITIONSUNTERSUCHUNGEN

8.1 Definition (NACH [20])
Seien X, Y normiere Vektorrdume und f : X — Y eine Funktion. Sei Ax eine Storung von z € X.
Bezeichne mit Af = || f(z) — f(z + Ax)|| die Stérung von f.

Die absolute Konditionszahl K.ps €ines Problems f an der Stelle z ist dann definiert durch

|AF]

Kabs ‘= Kabs(x) = lim  sup . 8.1
abs abs( ) 550 Az <o ||ACL‘|| ( )
Die relative Konditionszahl k,; eines Problems f an der Stelle x ist definiert durch
. Al |Az]]
Krel := Krel(x) = lim  sup ( / . (8.2)
6=0 ) azf<s \|IF(@)" [z

Im Folgenden wollen wir den Grenzwert des Supremums in (8.1) und (8.2) als Supremum aller

infinitesimalen Stérungen Ax betrachten, somit wollen wir uns mit der folgenden Schreibweise

begniigen
Y
= (211, 1201
re. —
Az \[IF@I" [l
Ist f eine differenzierbare Funktion, so ist offensichtlich kqps = ||Df(2)|| und kre; = ||Df(2)]| HJUEDIH)H .

Fiir gewisse Parameter des Problems konnen wir die Kondition analytisch berechnen. Wir be-
ginnen mit einer Storung der rechten Seite des Gleichungssystems, also der Werte v := u; der

Zeitableitung.

8.2 Storung der beziiglich der Zeitableitung

Sei K die Systemmatrix des exakten Interpolationsproblems, also

S P
Pt 0

Bezeichne mit f : RT — RT*+N die Funktion zur Losung des Gleichungssystems des exakten

e

Wir méchten gerne die absolute Kondition, also die Anfélligkeit des Systems fiir Fehler in Daten

Interpolationsproblems mit

S P

o >
Pt 0

« von f bestimmen.

Fiir eine Storung Ab der rechten Seite eines nichtsinguléren linearen Gleichungssystems Ax = b ist
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die absolute Kondition genau die Matrixnorm der inversen Matrix A~!, denn dann ist:

S— 1af
1A5]
|A~ 1b7A71(b+Ab)||
= sup
u TA5]
jAAY
oLl s
1a0]
und fiir die relative Kondition
N ||Ab|)
Rrel = S
(IIf()II/ o
JA=1 — A=L(b 4 AD)| |Ab||> Y
= sup — =4 ——. (8.4
Ab< AT Fen ) =4 =g )

Wir wissen jedoch, dass Teile der rechten Seite des Gleichungssystems nicht von Stérungen in den
Daten betroffen sind (die N Zeilen, die per Definition 0 sind). Die Norm der gesamten Matrix
K beschreibt also nicht die Kondition unseres Problems. Wir miissen also eine leicht verdnderte
Matrix betrachten.

8.2 Satz

Die absolute Kondition des exakten Interpolationsproblems fiir die Stérung der Parameter o be-
ziiglich der euklidischen Norm ist gegeben durch den betraglich groften Singuldrwert o1 der Matrix
K~T. Dabei ist T die Projektion eines R” Vektors auf R(T+Y),

Beweis. Sei T € RIT+N)XT die Projektion eines Vektors o € RT auf [a; 0] € RT*TN) - also

1 0
T = 0 . 0 (8.5)
0 - 0]
Fiir a € RT bezeichne mit o := (,0,---,0)t € RN,

Dann ist K tag = K~1Ta. Wir kénnen die Stérung des Gleichungssystem nun in Abhiingigkeit

von « beziiglich einer Matrix schreiben.

Fiir die absolute Kondition des Problems f von (8.3) erhalten wir also
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o = sup IA7
=W 1Al

||K_1a0 - K_l(Oéo + AOZO)H
= sup
Aal [Aal
o I 0]
aa A
o I T 0]
e [[Aa]l

— KT (8.6)

Sei nun UXV! = KT die Singulirwertzerlegung von K7 Es sind also U € RVFT)x(N+T)

V € RT*T unitire Matrizen und ¥ € R(T+N)XT eine Diagonalmatrix mit Eintrigen oy, ..., or,
den Singulirwerten von K 17 . Dann ist fiir die euklidische Norm || - ||
2 (86 12 K" Talls
Kaps = |[K Tl = sup "
laflazo  lletllz

= sup (K 'Ta, K~ 'Ta),

lleefl2=1

= H Sll‘lp 1(U2Vt04, UxV'a),
alla=

= H s|1‘1p 1((U2Vt)tUZVtoz, a)o
ala=

= H Sll‘lp 1(VEtUtUEVtOé7 )2
alla=

= u sll‘lp 1(Vz?vta, a), ,daU'U=1d
alla=

= sup (ZV'a,XV'a)y = sup ||BV'al3 = sup [|Zal3 =07,
lleell2=1 lleell2=1 all2=1

denn fiir unitdre Matrizen U gilt beziiglich der euklidischen Norm ||Uz||s = ||z|]2 fur alle z. Au-

Serdem ist o7 der betraglich grofte Singuldrwert von K ~'7. Somit ist keps = 01, Was zu zeigen

war. O

Fiir die relative Kondition miissen bendtigen wir erneut das Schur-Komplement aus Definition 7.3.
Mit Hilfe von Lemma 7.4 konnen wir die Losung des linearen Gleichungssystems vom exakten

Interpolationsproblem

S P vl |«
schreiben als
Bz(K/S)_l(O—PtS’_la), v=8"Ya— Pp)
& f=(P'STIP)"IPIS a, v=S8"Ya— Pp),

da auch S und K nichtsingulér und somit K /S nichtsingulér ist. Einsetzen der ersten Gleichung
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in die zweite liefert

y=(S"t—Ss7tp(PistP)"tPIS . (8.8)

Bezeichne nun mit A; = (S7! — S7P(P!S~IP)~tPtS~1) und Ay := (P!S™IP)~1P!S—! die
neuen Systemmatrizen. Dann wird durch f : a — (Aj; A2)a die Losung des exakten Interpolati-
onsproblems beschrieben. Mit Hilfe dieser Charakterisierung kénnen wir also die relative Kondition

bestimmen.

8.3 Satz
Die relative Kondition des exakten Interpolationsproblems fiir die Stérung der Parameter a be-

ziiglich der euklidischen Norm ist gegeben durch

o]l

(A1 A2)allz — 1/or

Rrel = 01

Es herrscht Gleichheit, falls « ein rechter Singuldarwert von (A;; As) zu dem entsprechenden mini-

malen Singuldrwert o ist.

Beweis. Nach Definition 8.2 ergibt sich

ot = SUp [A(Ag; Az)[l2 llel2
" aa Aally  [[(Ar; Ag)alle
[(A2; A2)(Aa)ll2 a2

=su

Ae Aals (A Ag)allz
_ gy el

l(A1; A2)a2”

genau so wie oben mit o1 der grofte Singuldrwert von (Aj; Ag). Dann ist weiter

< sup Ulw = sup L o1 ||O¢H2
T al>o (A A2)alle o= lalle 1A A2)all
1
= 01;
inf =1 [|(A1; A2)e2
= 0'1/0"1“,
mit op der kleinste Singularwert von (Aq; As). -

8.4 Bemerkung
Die gesamten Ergebnisse lassen sich direkt auf das inexakte Interpolationsproblem mit der System-

matrix

S+1/AId P

Kv=1" pe 0

iibertragen.
Es folgt direkt, dass

Rabs = 01,
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fiir 51 der betraglich gréfite Singuldrwert von Ky Y7 und

fiir &1 bzw. &1 der betraglich grofste bzw. kleinste Singuldrwert von (/11; Ag).

Die angepassten Formen von A4;, A; folgen analog zu (8.8) mit

=((S+1/Md)™" — (S +1/\Id)"*P(P*(S 4+ 1/ \Id) "' P)"*PY(S + 1/\Id)™ ")

und
Ay = (PYS + 1/XId)~'P)"*PY(S + 1/AId)~!

8.3 Fehler der gesamten Funktion

Wir betrachten erneut die Stérung der rechten Seite von

S P
Pt 0

Uns interessiert nun die Stérung der Funktion

Z% a; —y)pi +q(y),

el

beziiglich der Norm |-, auf dem Funktionenraum X™. Nach der Definition der absoluten Kondition
bendtigen wir Aw = w, — Wataa- Sel Yo die Losung beziiglich a. Durch ersetzen der 7,; durch

die Losung des Schur-Komplements nach (8.8) erhalten wir

Wy — Wat+Aa = \— Z ’Yaz sz + Q(x - Z’Y(a-{-Aa - )4101 + Q(Jz—&-Aa(')
i€l el

= (=" Z((Ala)i — (Ai(a+ Aa))i)E(ai = )pi + qal-) = dataal-)

iel

= WA« T 9Aa,

fiir den entsprechenden Polynomanteil gag.
Einsetzen der Definition der absoluten Kondition liefert
Rabs = SUup ||Aw||$n
[Aal=1

= sup Jwaal?,

laa]=1
(6.1)
= supZZmamaJ — a;)(pi ® ;)
i€l jeJ

_supzz A1Aa);(A1Aa);E(a; — a;)(wi @ @;).

Aa el jed



8.3 Fehler der gesamten Funktion 47

Nutzung der Matrixschreibweise fiir S ergibt

= sup(A4;Aa)' S(A; Aa)
Aa

= sup Aa’ AL S(A; Aa),
Aa

und nach Einsetzen der Definition der Matrix A; mit elementaren Umformungen

=supAat(S™' - STIP(PISTIP) T PISTHIS(ST — STP(PISTIP) TIPS T Aa

Ao

=supAaf (S~ - STIP(PISTIP)"tPiST(Id — P(P'S™'P)"'P'S™H)Aa
Ao

=supAaf(S~t - S7lp(PiSTip)TtpisTt — slp(piSTip)TtpisT?
Aa

+S7tp(PtsTtP) PSSt P(PISTIP) TIPS T Aa
=supAa’(S™t - STIP(PISTIP)TIPISTH Aa
Aa

sup AatA; Aa
Aa

[ Az |2

Dabei hatten wir A; definiert mit A; := (S=! — S~1P(PtS~1P)~1pts—1).

Die Giiltigkeit der letzten Gleichung zeigt sich durch die Uberlegung, dass A; symmetrisch ist,

denn

Al = (571 =S P(P'STIP) TIPS
_ (S_lt _ S—ltPtt(PtS—lp)—ltPtS—lt)
= (S = 87tp(PISTIP)TIPISTY) = Ay,

da S symmetrisch ist. Aufserdem gilt fiir eine symmetrische Matrix A mit Singuldrwertzerlegung
A =UXU? mit U einer orthogonalen Matrix

sup |2'Az| = sup |2'USU'z| = sup |y'Sy| = |0y, fiir y = U'x,

lzll2=1 ll=ll2=1 llwll2=1
wobei aufgrund der Orthogonalitét von U gilt ||Uz|2 = ||z||2. Anderererseits gilt, wie schon oben
gesehen,
1Al = sup | Az]3 = of.
llzllz=1

Wir stellen also fest, dass die absolute Kondition beziiglich der gesamten Funktion w in der Norm
| - |m ausschlieflich von den Eintrigen der Matrix A; abhdngt. Dies ist nicht ganz unerwartet, da
die Matrix A, zur Bestimmung der Koeffizienten des Polynoms vom Grad < m —1 genutzt werden,

diese auf | - |,,, jedoch verschwinden.
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8.4 Systemmatrix ist singulir

Bisher haben wir an der Bedingung ¢ # 0 festgehalten. Dies schliefst natiirlich den Fall ¢; = 0 und
a; # 0 fiir ein i € I aus, denn dann existiert kein v, welches den Optical Flow Constraint erfiillt.
Auch anhand der Matrix

S P
Pt 0

wird deutlich, dass dies zu einer singuldren Matrix und so zu einem nicht 16sbarem Gleichungssys-

tem fiihrt, denn dort verschwindet eine gesamte Zeile wobei die rechte Seite nicht verschwindet.

(A); = (=)™ v E(a; — a;)e; ® 05+ q(a;) e 07 = 5
JeI

=0=q;

In diesem Fall erfiillt entweder das zu Grunde liegende Bild nicht die Optical Flow Constraints
und somit unter Umstédnden nicht die Brightness Constancy Assumption, oder ein Messfehler der

Daten, der zu einem verschwindenden Gradienten fiihrt, stort die Losung des Problems.

Beim inexakten Problem sind entlang des ersten Blocks der Blockmatrix

S+1/AId P

A= pt 0

durch die Regularisierung nicht-null Eintrage entstanden. Fiir einen verschwindenden Gradienten

; = 0 kann somit trotzdem eine Lésung der Matrix berechnet werden.

1 .
(A=) _wBla; —a)pjepi+ i+ D, Beaf epi=o
jeJ lej|<m—1

1 — e
A’Y; - Y

Mit Hilfe des inexakten Verfahrens kénnen also problematische Berechnungspunkte {iberwunden
werden. Das Verfahren ist hier stabiler gegeniiber Storungen des Gradienten. Wie wir spéter se-
hen werden (Kap. 10.3.2) sind auch sehr kleine Gradienten problematisch, was fiir den inexakten

Interpolationsansatz spricht.

9 Algorithmus und Fehlermafie

Im Folgenden wollen wir auf die Umsetzung der Theorie zu einem Algorithmus vorbereiten. Wir
gehen auf die Diskretisierung, den Pseudocode der beiden Verfahren und schlieflich auf die Eva-

luation der numerischen Ergebnisse ein.
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9.1 Diskretisierung

Mit Blick auf den Optical Flow Constraint
veVu-+u =0

aus Kapitel 2 wird deutlich, dass wir zwei Operatoren fiir gegebene Bilddaten u diskretisieren
miissen. Wir wéhlen fiir u; den Vorwéartsdifferenzenquotient und fiir die rdumlichen Ableitungen
Vu den zentralen Differenzenquotient. Die Daten, die in einem Punkt zu Verfiigung stehen, werden
also maximal vom direkten Nachbarn erschlossen. Des weiteren beschranken wir uns der Einfachheit
halber auf eine Anzahl von zwei Bildern einer Bildfolge.

Fiir eine diskrete Version von u, bezeichne mit U (i, j,t) := u(%,j) die Intensitét eines Pixels zum

Zeitpunkt ¢ fiir i = 0,...,n4, j =0,...,ny, und ¢t = 0, 1, definiere somit

U(i+1,5,)=U(i—1,5,t) . ;
T falls ¢ > 0 und 7 < ny

Ua:(iajv t) =
0 sonst,
U+ -UGI+5)  fa1ls j> 0 und § < n
U’/(%]v t) = 2y ’ ! Y
0 sonst,
. UG,j,t+1)—-U(i,j,t
ULi, j) = (i,J ) — Ui, j, )

0y ’

fiir Schrittweiten 6., d, und ;.

9.2 Algorithmus

Die Implementierung des exakten Verfahrens bendtigt nur wenige Zeilen Code. Im ersten Schritt
werden die Raum-, und Zeitgradienten in den betrachteten Punkten berechnet. Anschliefend miis-
sen die Betrége r;; zwischen den Punkten (a;);cr und das innere Produkt dot;; der Raumgradienten
bestimmt werden. Aufgrund der Symmetrieeigenschaften reicht einmaliges Berechnen und Setzen
von 1;; = 1j; bzw. dot;; = dot;;.

Es folgt die Auswertung am reproducing kernel und Konstruktion der Matrizen S, P und schlieft-
lich A. Im letzten Schritt wird die Inverse der Matrix A berechnet und wir erhalten die gesuchten

Koeffizienten v und 3, welche zuriick gegeben werden.
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Algorithm 1 Exakte Interpolation

1: procedure EXAKTINTERPOLATION(Uy, Uy, A)
2 for a; € A= (ai)iel do

3 Uz(aﬂ, a;2, O), Uy(a“, a;2, 0), Ut(a“, aig) — CalCDiH(Uo, Ul, ai)
4 @i = [Us, Uyl(ai1, ai2,0)

5: a; = Up(ai1, a2, 0)

6: end for

7 fori,j €I do

8 Tij < \ai — aj|

9: dOt,L'j e p;
10: if r;; > 0 then
11: Sij 8%711'2]‘ IOg(’f‘ij) . dOtij
12: else
13: Sij 0
14: end if
15: end for
16: S = (Sij)i,jel

17 pi = [pi1, i1 i1, Qiopit, iz, Qi1 Piz, GizPiz]
18: P = (pi)ie[

19: A =[S, P; P, 0]

20: ag = [a, 0]

21: [v, 8] < A~ lag return v, 3

22: end procedure

Der Algorithmus des inexakten Verfahrens unterscheidet sich nur geringfiigig von dem Exakten.
Hier wird lediglich zusétzlich der Regularisierungsparameter A iibergeben. Im Konstruktionsschritt
der Matrix A wird dieser dann mit der Identitdtsmatrix multipliziert und auf S addiert. Das

restliche Verfahren verlauft analog.

Algorithm 2 Inexakte Interpolation

1: procedure INEXAKTEINTERPOLATION(Uy, Uy, A4,))
2 for a;, € A= (a;);er do

3 Uw(ail, a;2, 0), Uy(ail, a;2, O), Ut(ail, aig) — CalCDiff(Uo, Ul, ai)
4 Qi = [Ux,Uy}(ail,a,-Q,O)

5: o = Ut(aﬂ,a,;g,O)

6: end for

7 for i,j €I do

8 Tij < \ai — CLj|

9: dOtij — ;e P;
10: if Tij > 0 then
11: Sij < S%lej IOg(Tij) . dOtij
12: else
13: Sij < 0
14: end if
15: end for
16: S := (Sij)i,jel
17: Pil, Ai1Pi1, @295l Pi2, Ai1 P62, az‘2<,01'2]

Pi :[
18: P .= (pi)ie]
19: A:=[S+1/)\Id, P; Pt,0]
20: ap = [a, 0]
21: [v, 8] + A~lag return v, 3
22: end procedure
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Die Auswertung der Funktion an einem Punkt z bei gegebenen Koeffizienten v, 5 erfordert die
Berechnung des Abstands r; zu jedem der Ausgangspunkte a; fiir den reproducing kernel und des

Polynomsanteils p.

Algorithm 3 Funktionsauswertung

1: procedure FUNKTIONSAUSWERTUNG(z,7, 8, ¢, A)
2 for a; € A do

3 ri |z — a

4 if r; > 0 then

5: w; + g=r?log(r;)

6 else

7 w; < 0

8 end if

9: end for

10: pg ¢ B[0] + B[1]z1 + B[2]22

1 py  B13)+ BlA) + Bl5)z

12: Vg = D, ViWiPi1 + Da

13: Uy = >, YiWiia + py return v = [vy, vy]
14: end procedure

9.3 Fehlermalfie

Die Evaluierung von Optical Flow Feldern ist nicht unproblematisch. Im Folgenden gehen wir auf
diese Problematik ein und erldutern welche Fehlermafe zur Evaluierung der Ergebnisse genutzt
wurde. Die Beschreibung der Problematik und die Wahl der Fehlermafie orientieren sich an [7,
S.114 ff]

9.3.1 Schlechtgestelltheit bei der Berechnung des Fehlers

Eine Moglichkeit ein Geschwindigkeitsfeld v zu bewerten ist der Vergleich mit einem vorhandenen
Ground Truth Flow, also einem Geschwindigkeitsfeld, welches die Verdnderung in einer Bildfolge
hinreichend beschreibt. Es stellt sich heraus, dass verschiedene Geschwindigkeitsfelder die gleichen
Veradnderungen in einer Bildfolge beschreiben konnen. Betrachten wir hierzu die beiden Matrizen

einer vereinfachten Abfolge von Bildern.

1 1 0 0 0 O
up=10 0 0],u=1]1 1 0
0 0 0 0 0 O

Fiir diese Bildsequenz sind verschiedene Vektorfelder denkbar, die die Bewegung hinreichend be-

schreiben, z.B.

U1 y U2

Il
o O =
o o
o O O
I
o o O
o o O
o O O

beschreibt die Verschiebung der beiden Punkte um einen Pixel nach unten, hingegen
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1 1 0 1 -1 0
vy=|0 0 O0],v2=1]10 0 O},
0 0 O 0 0
zusatzlich deren Postion vertauscht.
Die Geschwindigkeitsvektoren
1 1 1 0 0 O
vp=11 1 1],v2=10 0 0
1 11 0 0 O

verschieben alle Pixel eine Position nach unten, wahrend in x-Richtung keine Vertauschung ge-
schieht.

Wie man unschwer erkennen kann, erwirken alle Kombinationen v, vo die selbe Bewegung im Bild
uy und erfiillen somit auch den Optical Flow Constraint Vu e v + u; = 0. Es ist fragwiirdig ein
Paar von Geschwindigkeitsvektoren als grundlegende Wahrheit (Ground Truth) vgr zu bezeichnen
und andere Vektorfelder gegen dieses aufzuwiegen. Dies sollte bei der Evaluation im Hinterkopf
behalten werden. Ein Teil der Evaluationsmethoden verlangt ein solches vgr, andere Methoden

kommen ohne dieses aus.

Die Auswahl der Fehlermafe wurde aufgrund [7] getroffen. AEE, AE und SSD sind klassische

Fehlermafie, ebenfalls in [4] zu finden.

9.3.2 Angular Error (AE)

Das nach Baker u. a. [4] am héufigsten genutzte Fehlermaf ist der Angular Error (AE). Bei diesem
wird der durchschnittliche Winkel zwischen (normierten) Vektorfeld und (normierten) Ground
Truth bestimmt. Dazu werden die Vektorfelder vom R? in den R? mit v + (vy,v9,1) projiziert,

um die Division durch 0 auszuschliefen. Es ergeben sich die projizierten und normierten Felder

(U17U271) _ (UGTlvaT23]‘)

V= ——————, UgT : .
VIl +1° Vilver|? +1

Anschliefsend wird der durchschnittliche Winkel zwischen den entsprechenden Punkten der beiden
Vektorfelder berechnet.

1 2 N .
AE = 9] ; arccos(t(i) e gy (7))

Die Werte von dem Arkuskosinus liegen im Intervall [0, 7] und entsprechen dem Winkel der Vekto-
ren im Radiant. Durchschnittswerte nahe an Null deuten somit auf eine gleichgerichtete Ausrich-
tung, Werte nahe an 7 hingegen auf eine entgegengesetzte Ausrichtung. Liegt der Durchschnitt bei
m/2 ~ 1.57 ist mit keinem Zusammenhang zwischen v und vgr zu rechnen.

Wie Dirks in [7, S.117] aufzeigt, ist der AE dahingehend problematisch, da fiir betraglich grofe
Geschwindigkeitsvektoren der Fehler geringer ist als fiir betraglich Kleine. Da die Elemente eines
Bildes, die viel Bewegung aufzeigen, haufig besonders interessant sind, werden diese unter Um-
stdnden zu gering gewichtet. Fehler mit wenig Bewegung, z.B. im Hintergrund werden hingegen

iibergewichtet.
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9.3.3 Absolute Endpoint Error (AEE)

Der Average Endpoint Error (AEE) misst die absolute Entfernung der endgiiltigen Position eines
Pixels nach seiner Verschiebung im Vergleich zu der tatséichlichen Position. Fiir v = (v1, v2) ist der
AFEE definiert durch die Formel

AEE = 1o ) Z Vi) — ver0)2 + (v20) — vara ()2,

fir vgr = (var1, voT2) ein gegebener Ground Truth und |Q| die Gesamtzahl der Pixel.

9.3.4 SSD Interpolation Error (IE)

Ein Fehlermaf, welches ohne einen gegebenen Ground Truth auskommt, ist der SSD (Sum of
Square Differences) Interpolation Error (IE). Hierzu wird zuerst ein zweites Bild @ mit Hilfe von
bikubischer Interpolation berechnet. Mit dem ersten Bild der Sequenz u; und dem Vektorfeld v
errechnen wir

U := ur(x + v).

Nun wird die Summe der Abweichungsquadrate zwischen dem interpolierten Bild @ und dem
Originalbild us bestimmt und dieses {iber die Gréfe des Bildes gemittelt. Wir erhalten

R _ 2
IE := IQIZ ug(i))2.

9.3.5 Normierter SSD Interpolation Error (NIE)

Der normierter Interpolation Error (NIE) ist eine leicht verénderte Version des IE, definiert durch:

NIE := li —* uz(i))?
Q] & [[Vua(2)2 + 1

Hierbei wird der Fehler zwischen dem interpolierten Bild @s und dem zweiten Bild us durch die
Norm des Gradienten geteilt. Daher wird der Fehler an den Kanten eines Bildes weniger stark
gewichtet, denn dort ist die Norm des Gradienten ||[Vug(z)||? groR. Fiir kleine Gradienten verhilt
sich ||[Vug(z)]|? + 1 wie 1 und wird somit nicht gewichtet. Begriindet wird dies in [7] damit, dass
die Approximation von Gradienten fiir Optical Flow Berechnungen verrauscht ist, daher diese ge-

wichtet werden sollten.

Beide der IE und NIE messen die Unterschiede zwischen den Intensitdten der Bilder. Die Werte
im Bild, die in Kapitel 10 betrachtet werden, liegen alle im Intervall [0, 255].

10 Ergebnisse

Im folgenden Kapitel betrachten wir Losungen der bisher betrachteten Algorithmen. Wir beschrén-
ken uns auf schwarz/weifs Sequenzen von zwei Bildern. Die Algorithmen wurden in Python imple-

mentiert und ausgewertet. Ein Ausschnitt des Programmcodes ist in Appendix A zu finden.



54 10 ERGEBNISSE

10.1 Grundlegende Bewegungsformen

Inspiriert von [7] wollen wir zunéchst drei grundlegende Arten von Bewegung analysieren; Transla-
tion, Rotation und Skalierung. Dies wird damit begriindet, dass alle anderen Arten von Bewegung
in der Ebene lediglich eine Kombination aus diesen ist. Eine Untersuchung dieser basalen Bewe-
gungen in Isolation zum besseren Verstdndnis ist somit gerechtfertigt.

Da die Darstellung von Vektorfeldern mit Hilfe von Pfeilen in der Ebene (sieche Abb. 7 (a)-(c)) im
Detail ungenau ist, greifen wir auf die Visualisierung Flow Field Color Coding aus [4] zuriick. In
dieser Farbcodierung wird jedem (Bewegungs-) Vektor eine Farbe aus dem Farbraum aus Abb. 8 zu-
geordnet. Dabei &ndert sich der Farbton mit Ausrichtung des Vektors, die Farbséattigung mit dessen
Betrag. Die maximale Sattigung ist im Folgenden durch den betraglich grofsten Vektor bestimmt,
aufler ggf. im direkten Vergleich mit anderen Vektorfeldern durch das gemeinsame Maximum. Die
konkrete Implementierung in Python der Visualisierung ist eine leichte Modifikation von [18].

Die codierten Bewegungsfelder der grundlegenden Bewegungsformen sind in Abb. 7 (d)- (f) dar-
gestellt.

NN NSNS NN NN NN NN NN AN T AT I 1T i 77 i AT A7 7
N

\\

VAPV I
.

PPV R NN

AR R R R R R R R R R R R SRR NNNN

(a) (b) ()

(d) (e) ()

Abbildung 7: Grundarten der Bewegung in der Ebene. Von (a) — (¢) die Darstellung als Vektorfeld
mit Pfeilen und (d) — (f) die entsprechende Darstellung mit Flow Visualisierung nach [4].

10.2 Gaussglocke

Fiir erste Versuche wurden folgende kiinstliche Bilddaten konstruiert. Auf einem n x n grofen
Gebiet wurde der Graph einer 2D-Gaussglocke gezeichnet, um ein glattes Bild mit md&glichst nicht-
verschwindenden Gradienten als erste Versuchsflache zu erhalten. Betrachten wir also die kontinu-
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1
-1 0 1

Abbildung 8: Flow Field Color Coding nach [4]. Ein Vektor ausgehend vom Zentrum entspricht
der Farbe seiner Koordinaten.

ierliche Funktion
u:[~3,3] x [-3,3] = R?

a2 g2

eT,e 2 )’

(r,9) = ——(
:E’

Y V2T
bzw. die Diskretisierung dieser mit

U(i,j) = u(=3 +iAz, =3 + jAy),

fir 0 < 4,5 <n und Az,Ay = 6/n (sieche Abb. 9). Anschliefend wird die Funktion noch auf das

Intervall [0,255] normiert.

Abbildung 9: 2D —Gaussglocke auf einem 200 x 200 px Gebiet. In der diskreten Version dieser
Grofe sind sogar alle (rdumlichen) Gradienten nichtverschwindend.
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(a‘) Uz(ivjv 0) (b) Uy(i7jv 0) (C) Ut(la])

Abbildung 10: Gradienten in rdumlichen Dimensionen = und y und Differential in Richtung ¢ fiir
die zweidimensionale Gaussglocke bei Translation nach rechts mit Diskretisierung nach Kapitel 9.1.
Negative Werte sind blau, positive Werte in rot eingefarbt.

Das zweite Bild der Bildsequenz wurde durch Anwendung einer der drei grundlegenden Bewe-
gungen des ersten Bildes erstellt. Da die Diskretisierung des Gradienten lediglich den direkten
Nachbarn eines Punktes berticksichtigt, wurden die Ground Truth Bewegungsfelder der Grundar-
ten der Bewegung, betraglich durch Eins beschridnkt. Nach Konstruktion ist also |vgr| < 1. Wir
erhalten das zweite Bild der Bildfolge mit

Us(z,y) = Ur(x +v1,y + v2).

Dazu wurden die Werte von U; mit einer bikubischen Interpolation berechnet. Natiirlich ist es
hier auch méglich die Werte von Us; anhand der urspriinglichen kontinuierlichen Funktion u zu
berechnen. Sollten jedoch spéter die grundlegenden Bewegungen auch auf andere Bilder angewen-
det werden, die nicht direkt zu berechnen sind, verféllt diese Moglichkeit. Es wurde daher ein
einheitlicher Weg gewéhlt.

Der entsprechende Ground Truth ist beispielsweise bei der Translation nach rechts um einen Pixel,
konstant 1 entlang der x-Achse und 0 entlang der y-Achse.

In Abbildung 11 sind die durch das exakte Interpolationsproblem berechnete Geschwindigkeits-
felder dargestellt. Es wurde fiir neun &quidistante Koordinaten (Anordnung siehe Abb. 1la) die
rdumlichen und zeitlichen Gradienten berechnet und anschlieffend die eindeutige Losung v auf dem

gesamten Gebiet ausgewertet.

* N

(a) Verteilung der Punk- Translation nach(c) Rotation gegen den d) Skalierung.
te. rechts Uhrzeigersinn.

Abbildung 11: Errechnete Vektorfelder der drei Grundarten der Bewegung bei der Gaussglocke
anhand von 9 Punkten.
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Obwohl die Vektorfelder aus Abb. 11 den Ground Truth Feldern aus Abb. 7 &hneln, sind feine
Unterschiede zu erkennen, so ist z.B. bei der Translation in (b) am unteren und oberen Bildrand
eine leichte Pinkfarbung zu erkennen.

Fiir eine steigende Anzahl an Interpolationspunkten betrachten wir die Fehlerwerte im Graphen
von Abb. 12. Auffillig ist, dass fiir eine steigende Anzahl an Punkten, die Qualitit der Geschwindig-
keitsfelder nicht zuverléssig zunimmt, d.h. der Fehler nicht stetig abnimmt. Stattdessen schwanken
die Werte fiir verschiedene Fehlermafie mehr oder weniger chaotisch. Eine mogliche Erklarung ist,
dass die komplette Bewegung fiir das gesamte glatte Bild schon vollstandig durch die minimale An-
zahl an Koordinaten beschrieben werden kann. Zur Erinnerung: die minimale Anzahl wird durch
die Dimension der n-dimensionalen Polynome vom Grad m — 1 bestimmt, fiir n = m = 2 also 6.
Das wiirde also bedeuten, dass die Bewegungen ausschlieflich linearer Natur ist, die Schwankungen

in den Fehlerwerten von anderen Faktoren bestimmt wird.

e | o030 -
AEE [ AEE AEE
— IE — IE | €

0.025
0.12 — NIE — NIE | — NE

0.020

0.015

0.02
) 0.010
0.01 \_
0.005

5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30

(a) Translation (b) Rotation (c) Skalierung

Abbildung 12: Fehlerverhalten fiir ansteigende Anzahl an Koordinaten der Gaussglocke fiir ver-
schiedene Grundbewegungsarten.

Im folgenden Abschnitt wollen wir auf einige dieser Fehlerfaktoren eingehen und Erklérungen fiir

Artefakte liefern, die zu Schwankungen im Optical Flow Feld fiihren kénnen.

10.2.1 Monotone Gradientenausrichtung

Wie bereits im vorherigen Abschnitt angesprochen, sind in Abb. 11b am oberen und unteren Bild-
rand eine pinke Einfarbung zu erkennen. Anhand einer etwas anderen Anordnung von Koordinaten
lasst sich dieses Artefakt ebenfalls erkennen und liefert mégliche Erklarungen. Fiir acht Koordina-
ten (Abb. 13a) wurde erneut ein Geschwindigkeitsfeld auf einem -aus Symmetriegriinden- 201 x
201 grofsen Gebiet berechnet.

In der Flow Visualisierung in Abbildung 13b ist ein Bruch in der Farbung entlang der horizontalen
Bildmitte zu erkennen. Dieser Bruch zeigt an, dass oberhalb der Bildmitte das Vektorfeld (mini-
mal) nach unten gerichtet, unterhalb der Bildmitte (minimal) nach oben gerichtet ist (vgl. Abb.
13d). Zusétzlich kénnen wir an den Werten der Verschiebung entlang der x-Achse v, in Abb. 13e
ablesen, dass der Betrag |v,| sich von dem Ground Truth Wert 1 entfernt, wenn wir uns von der
vertikalen Bildmitte entfernen.

Dies sind Artefakte, die wir auf die Ausrichtung der Gradienten des Bildes uy zuriickfiihren kon-
nen, welche auf die Bildmitte bzw. in Richtung der Bildachsen gerichtet sind (Vgl. Abb. 13c).
Alle Bildgradienten oberhalb der horizontalen Bildmitte haben positive Y-Anteile. Fiir die gegebe-
nen Werte der Zeitableitung sind daher ausschlieflich Abweichungen von dem Ground Truth nach

unten moglich. Es gibt keine Punkte, die diese fehlenden Informationen oberhalb der Mitte ergén-
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Abbildung 13: (a) Verteilung der Punkte. (b) Flow Visualisierung fiir Translation rechts. (c) Gra-
dientenvektorfeld. In rot die Gradienten in den Berechnungspunkten (d) Abweichung von v, von
dem Ground Truth Wert vgr, =0 (e) Abweichung von v, von dem Ground Truth Wert vgr, = 1.

zen konnten. Zusétzlich verschlechtern sich die Abweichungen zu dem oberen/ unteren Bildrand.
Dort sind die Gradienten der Punkte 0,1 bzw. 6,7 fast parallel zu dem Ground Truth Vektorfeld.
Wie wir aus Kapitel 2.3.1 wissen, konnen lokal Bewegungen, die orthogonal zur Bewegung liegen,
nicht unterschieden werden. Daher besteht an den Rédndern eine Unsicherheit fiir Bewegung in
Y-Richtung. An der horizontalen Mitte kann diese Unsicherheit einerseits durch die diagonalen
Gradienten, andererseits durch die Informationen der naheliegenden Punkte unterhalb der Mitte,
ergénzt werden.

Ahnlich verhilt es sich mit den Abweichungen entlang der x-Achse aus Abb. 13e. Auf der rechten
Seite der vertikalen Bildmitte wird der Optimalwert v, = 1 tendenziell iiberschétzt, auf der linken
Seite eher unterschétzt. Auch hier sind die Gradienten der rechten Bildhé&lfte nach links ausge-
richtet und vice versa. Die Werte sind nur dann prézise, wenn die verschiedenen Informationen in
der Bildmitte aufeinander treffen. Sicherheit fiir die tatsdchliche Grofe von v, wiirde ein Punkt
orthogonal zu der Bewegung liefern. In Kapitel 2.3.1 haben wir festgestellt, dass lokal die Lange

der orthogonalen Projektion von v auf den Gradienten Vu gegeben ist durch

ol = ot T = L
IVul [Val ™ [Vl
Lége v orthogonal auf dem Gradienten Vu, so gilt ||vpet] = ||v|| und dies wiirde mehr lokale

Informationen liefern.
Eine mogliche Erklarung dafiir, dass die Abweichungen in X-Richtung um ein vielfaches grofer

sind als in Y-Richtung ist, dass hier nur in ausschliefslich einer Reihe von Punkten gemessen wird.
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Die Thin-Plate Spline Interpolation verstéirkt die Ausschlige zum Rand dementsprechend.

Insgesamt ldsst sich zusammenfassen, dass bei einer monotonen Ausrichtung der Gradienten, die
richtigen Bewegungsvektoren nicht ausreichen bestimmt werden koénnen. Die lokale Information,
die in einem Punkt zur Verfiigung steht, kann nicht durch die benétigten Informationen in der

Umgebung ergénzt werden.

10.2.2 Gradient orthogonal zur Bewegung

Ein Extremfall des vorausgegangenen Problems liegt dann vor, wenn der Gradient orthogonal zur
Bewegungsrichtung steht. Da die Richtungsinformationen lokal verloren gehen, fehlt diese Infor-
mation auch den anderen Punkten der Umgebung. Im folgenden Beispiel wurde der Punkt 2 aus
Abbildung 11a um nur einen Pixel nach rechts verschoben. Es resultiert das folgende Flow Field

mit den entsprechenden Fehlerwerten in Tabelle 1.

(a) (b) (c) (d)

Abbildung 14: Geschwindigkeitsfelder fiir die Koordinatenkombination aus Abb. 1la in (a) bzw.
den zweiten Punkt um einen Pixel nach rechts verschoben in (b).
Im Kontrast dargestellt sind die selben Koordinaten mit dem inexakten Interpolationsverfahren

fir A =1/30in (c) bzw. (d).

AE AEE IE NIE
0,0737  0,1267  0,2196  0,1177
02161  0,3693 04849  0,2747

0,0322  0,0541  0,0542  0,0299
0,0335  0,05660  0,0574  0,0318

= =
2L Zz&

Tabelle 1: Fehlerwerte zu den Geschwindigkeitsfeldern aus Abbildung 14.

Die minimale Verschiebung auf der glatten Gausskurve fiihrt zu einer starken Verschlechterung des
Vektorfeldes beziiglich aller vier getesteten Fehlermafse. Die Fehlerwerte erleben eine Verdopplung-
bis Verdreifachung des Wertes vor der minimalen Verénderung. Die fehlenden Informationen in nur
einem Punkt, wirken sich sehr stark auf die restlichen Punkte des gesamten Ergebnisses und nicht
nur lokal aus. Dies macht es sehr schwierig bei schlechten Ergebnissen nachzuvollziehen, warum ein
Vektorfeld besonders schlechte Ergebnisse liefert. Theoretisch kann dies der Einfluss eines einzigen
Punktes mit orthogonalen Gradienten sein, der nichtlokal Einfluss nimmt.

Beim inexakten Interpolationsverfahren hingegen ist die Verédnderung des Vektorfeldes verschwin-
dend gering. Dies liegt vermutlich daran, dass die in dem Punkt fehlenden Informationen durch
die Minimierung des Geschwindigkeitsfeldes ausgeglichen werden. Fiir das konstante Vektorfeld ist
dies natiirlich sehr einfach, daher resultiert die geringe Verschlechterung der Fehlerwerte in Tabelle
1, (¢) und (d).
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10.2.3 Stoérung in u,

In Kapitel 8.2 haben wir bereits Formeln fiir die absolute und relative Kondition des Problems bzgl.
Storungen der rechten Seite des Gleichungssystems, also Stérungen der Zeitableitung des Bildes,

erarbeitet. Diese waren gegeben durch

Rabs = 01,

der betraglich grofte Singuldirwert von K7 und

o
Krel = 01 T lalz <oi/or.,

(Aq; As)a|2

mit o1 bzw. or der betraglich grofte bzw. kleinste Singuldrwert von (Aj, A3), definiert durch
Ay = (STt —=S71P(P!S~1P)~1P!S71) und Ay := (P'S~1P)~1PtS—1L.

\

(a) Koordinatenkombination aus Abb. 11a. (b) Modifizierte Koordinaten, sodass Punkt 1 aus
11a einen Pixel nach rechts verschoben ist. Dadurch
steht der Gradient orthogonal zum Ground Truth.

Abbildung 15: Geschwindigkeitsfelder mit Worst-Case Storung. Die rechte Version zeigt Fluss in
gleicher Skalierung wie in Abb. 14 mit Geschwindigkeiten die {iber die urspriinglichen Maximalge-
schwindigkeit hinaus geht geclippt und abgedunkelt.

Betrachten wir beispielsweise wieder das Problem mit neun Koordinaten in der Anordnung aus Abb.
11a fiir die Translation nach rechts, so erhalten wir die Werte k455 &~ 25.692 und £...; &~ 30.512. Fiir
diese Wahl der Berechnungspunkte erwarten wir also eine Vervielfachung der Stérung mit Faktor
25 bzw. 30 relativ zu der Grofe von a und 7, 5. Fiir den Fall mit orthogonalem Gradienten (Abb.
15b) verschlechtern sich die Werte sogar weiter auf kqps ~ 2,879 - 1023 und Kpe; ~ 45.896. Um den
Effekt der grofitmoglichen Stérung der rechten Seite des Gleichungssystems zu sehen, kénnen wir
unsere vorhandenen Daten u; mit dem Singulédrvektor s; zu dem entsprechenden Singuldrwert oy
storen.

Die errechnete Kondition bezieht sich dabei natiirlich auf die Stérung der Koeflizienten v und
aus dem Gleichungssystem (7.2). Die Auswirkungen auf die gesamte Funktion

(@) = (=)™ Y viBla; — x)pi +q4s(x)
il
zeigen sich im Geschwindigkeitsfeld und den berechneten Fehlerwerten. Das aus den gestorten
Daten errechnete Geschwindigkeitsfeld hat die Form in Abb. 15a mit den folgenden Fehlerwerten
in Tabelle 2.
Betrachten wir die worst case Storung fiir das inexakte Interpolationsproblem werden andere Pro-

bleme deutlich. Der Regularisierungsparameter A\ = 1/30 wurde aufgrund des minimalen Fehlers
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AE AEE IE NIE Kabs Krel
Orig.: 00737  0,1267 0,2196  0,1177
(a) 0,7138  2,0777  3,9095  2,0955 25,69 30,51
Orig.:  0,2161  0,3693  0,4849  0,2747
(b) 1,4750  8,5216 10,9042  6,2852  2,88e+23 45,90

Tabelle 2: Fehlerwerte des exakten Losungsverfahren bei worst case Stérung entsprechend der Flow
Visualisierung aus Abb. 15. Zeile ,Orig.:“ zeigt erneut die Fehlerwerte fiir ungestorte Version aus
Tabelle 1. Daneben die entsprechenden Konditionswerte.

bzgl. des Geschwindigkeitsfeldes gewéhlt (vgl. Fehlerwerte in Tabelle 1 (c)). Berechnen wir anhand
dieser Werte nun den worst case Fehler, erneut durch die Singuldrwertzerlegung und den Singul&r-
vektor zum grofiten Singuldrwert, erhalten wir ein Vektorfeld welches sehr wenig mit dem Ground
Truth Geschwindigkeitsfeld zu tun hat (sieche Abb. 16a). Hier wird deutlich, dass fiir ein so kleines
A die Glattheit von v iiberbewertet wird, dieses somit sehr klein bzgl. |v],,, jedoch fern von den
Interpolationsbedingungen liegt. Dies spiegelt sich natiirlich in den Fehlerwerten in Tabelle 3 (a)
wieder.

Ein fiir Stérungen stabileres Ergebnis wird nur dann erreicht, wenn der Parameter A neu gewéhlt
wird. Ein besseres A fiir diese Zusammensetzung der Koordinaten (Abb. 11a), sodass der Fehler
bzgl. des gestorten Geschwindigkeitsfeldes minimal ist, ist ca. A = 1/15. Die resultierende Flow
Visualisierung ist in Abb. 16b mit den Fehlerwerten in Tabelle 3 (b) dargestellt.

Somit ist eine ,gute* Wahl eines A unter Umsténden anfélliger fiir Stérungen der Eingangsdaten

Q.

O

(a) Fir Parameter A = 1/30. (b) Fiir Parameter A\ = 1/15.

Abbildung 16: Geschwindigkeitsfelder des inexakten Interpolationsverfahren mit Worst-Case Sto6-
rung. Die rechte Version zeigt den Optical Flow in gleicher Groéfsenordnung wie die ungestorte
Version mit Geschwindigkeiten, die tiber die urspriinglichen Maximalgeschwindigkeit hinaus geht,
abgeschnitten und visuell abgedunkelt.

AE AEE IE NIE  Kups  Firel
Orig.  0,0322 0,0641  0,05642  0,0299
(a) 1,2241  4,2968 54079  3,1184 8,06 22,95
(b) 0,2091  0,6378 12195 0,6527 8,16 16,73

Tabelle 3: Fehlerwerte des inexakten Losungsverfahren bei worst case Storung entsprechend der
Flow Visualisierung aus Abb. 16. Daneben die Konditionswerte.

Schon an dem konstruiertem glatten Bild der Gaussglocke werden schon einige Schwéchen des
Verfahrens aufgedeckt. Einzelne Eigenschaften in einem Punkt werden sehr schnell auf das ge-

samte Gebiet verstirkt und so das Ergebnis verfdlscht und die Identifikation des urspriinglichen
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Problempunktes gestaltet sich als schwierig. Hinzu kommt, dass im Normalfall kein Ground Truth
Geschwindigkeitsfeld bekannt ist. Daher gestaltet es sich als schwierig, problematische Punkte, z.B.
solche mit einem Gradienten orthogonal zu der Geschwindigkeit, zu identifizieren. Auch die Wahl

eines optimalen Parameters A fiir das inexakte Verfahren ist problematisch.

10.3 Middlebury Datensatz ,,Hydrangea‘‘

Ae ':";‘““ S,
g

(a) Bildfolge zeigt eine Hortensie vor monotonem Hintergrund.  (b) Ground Truth Visualisierung

Abbildung 17: ,Hydrangea“ aus dem Middlebury Datensatz [15]

Mit den identifizierten Schwierigkeiten des letzten Kapitels im Hinterkopf, wollen wir nun Fehler-
werte fiir echte Daten des Middlebury Optical Flow Datensatzes berechnen. Die Bildfolge ,Hy-
drangea® stellt andere Anspriiche an das Verfahren. Wahrend der Hintergrund eine sehr homogene
Bewegungsrichtung nach rechts zeigt (pink in Abb. 17b), ist die Bewegung in den Bliiten sehr
unregelméfig. Zudem kommen hier nun ein natiirliches Bildrauschen hinzu und die Bewegungen

sind nicht mehr betraglich durch Eins beschrénkt.

Ziel des Verfahrens war es anhand sehr weniger Punkte ein aussagekriftiges Bewegungsfeld zu
erhalten. In Abbildung 18 sind die Ergebnisse fiir eine maximale Anzahl von zw6lf Punkten fiir
das exakte und inexakte Verfahren zu sehen, die zugehorigen Fehlerwerte in Tabelle 4. Die Punkte
wurden gleichverteilt auf dem gesamten Bild gewéhlt und sind in 18c zu sehen. Wir stellen fest,
dass das inexakte Verfahren minimal bessere Ergebnisse liefert.

Als Parameter fiir das inexakte Verfahren wurde A = 1/20 gewéhlt und in beiden Verfahren wurden
die Eingangsbilder entsprechend geglattet (vgl. Abschnitt 10.3.1).

(a) Exaktes Verfahren. (b) Inexaktes Verfahren fiir A = (c) Verteilung der zwdlf Punkte.
1/20.

Abbildung 18: Flow Visualisierung fiir zwolf Koordinaten.
Mochte man iiber die geringe Anzahl der Koordinaten herausgehen, ist mit einer langsamen Ver-

besserung der Fehlerwerte zu rechnen. In Abb. 19 (a) und (b) ist der Fehlerverlauf fiir das exakte
und das inexakte Verfahren fiir bis zu 30 gleichverteilten Punkten abgebildet. Die Funktion mit
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AE AEE 1E NIE
(a) 0,6575  3,0370  6,4568  2,9500
(b) 0,6484 3,0030 6,4359  2,9307

Tabelle 4: Fehlerwerte fiir zwolf Koordinaten entsprechend Abb. 18

dem kleinsten Fehler fiir A = 1/20 und 30 Koordinaten ist in Abb. 20 zu sehen. Wahrend im

Hintergrund keine deutliche Verbesserung zu erkennen ist, sind die anderen Bewegungsrichtungen

30
25
20

—— AE

innerhalb der Bliite besser zu erkennen.

—— AEE
—— IE

—— NIE

NI N

2 7"

//
5 /
—~
0 \M/_\ 0
6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
(a) Exaktes Verfahren. (b) Inexaktes Verfahren fiir A = (c) Exaktes Verfahren ohne Glét-
1/20. tung der Daten.

Abbildung 19: Fehlerverhalten fiir eine wachsende Anzahl an gleichméfig verteilter Punkte.

-

Abbildung 20: Flow Visualisierung des inexakten Verfahrens fiir A = 1/20, anhand dreiffig Berech-
nungspunkten.

In Abbildung 19 (c) sind die Fehlerwerte fiir eine steigende Anzahl an Koordinaten bei ungeglit-
teten Bildern abgebildet. Wie unschwer zu erkennen ist, verbessern diese sich nicht. Im folgenden

Kapitel wollen wir auf das Problem der Glattung der Eingangsdaten eingehen.

10.3.1 Gliattung von Daten

Wie in Abschnitt 9.1 erwdhnt, wurde die Diskretisierung so gewéhlt, dass nur die direkte Um-
gebung eines Punktes bei der Berechnung seines Gradienten beriicksichtigt werden. Da wir nur
wenige Punkte zur Berechnung des Optical Flow nutzen wollen, diese jedoch représentativ fiir die
Umgebung eines Punktes sein sollen, miissen wir die Bildsequenz entsprechend glétten.

Deutlich wird dies in Abb. 21a. Dort sehen wir einen Schnitt der Bildintensitéit entlang der x-Achse.
Abgebildet wird der Graph der Intensitét links bzw. rechts des Punktes (146). Wie in Kapitel 2.2

65
beschrieben, haben wir mit der Brightness Constancy Assumption angenommen, dass die Intensi-
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tit eines Bildes entlang einer Kurve auf dem Gebiet pro Zeitschritt konstant bleibt. Entlang der
x-Achse in Abb. 21a kénnen wir die Anzeichen einer solchen gleichbleibende Intensitéit erkennen,
der orangefarbene Graph scheint eine verzerrte und verschobene Kopie des blauen Graph zu sein.
Innerhalb eines Zeitschrittes kénnen wir mit Hilfe des Optical Flow eine lineare Transformation
vollziehen. Dies entspricht auf dem Achsendurchschnitt einer Verschiebung des Graphen entlang
der x-Achse. Betrachten wir nun den Punkt mittig im Graphen, so stellen wir fest, dass wir anhand
des Gradienten keine Verbindung zwischen diesem und dem (vermuteten) Zielpunkt, circa 5 Pixel
weiter rechts, herstellen kénnen. Der Gradient im ersten Frame (blau) im Punkt x ist in Abb. 21a
sogar gegenlaufig zu dem in zweiten Frame (orange). Die Berechnung einer linearen Verschiebung,
also eine Verdnderung entsprechend der Tangente im Punkt z, macht hier keinen Sinn. In der
direkten Umgebung von z sind keine Informationen enthalten, welche die Punkte miteinander ver-
kniipfen. Die gesuchte lineare Verschiebung ist zu grof fiir die gegebene Datenlage. Daher miissen
die Daten gegldttet werden.

In Abbildung 22 ist dies anhand konstruierter Daten verdeutlicht dargestellt. Sind die Daten aus-
reichend geglittet (a), bzw. liegen nah genug beieinander, kann der Punkt x5 durch die Tangente
des ersten Frames in x; approximiert werden. Ist der Abstand grof (b), zeigt diese ins Leere.

In Abb. 21b ist erneut der Schnitt durch die Bilddaten entlang der Achsen dargestellt, jedoch
wurde vorher ein Gaussfilter iiber die Eingangsbilder gelegt. Wird nun die Ableitung des ersten
Frames im Punkt x berechnet, verlauft die Tangente in x entlang des orangefarbenen Graphs. Die

Berechnung anhand dieser geglatteten Datenlage scheint gerechtfertigt.

Fiir die Hortensien Bildfolge haben wir fiir brauchbare Ergebnisse einen Gaussfilter mit einem
Radius von 4 Pixel gew#hlt. Die Wahl erfolgte empirisch, stimmt aber ungefihr mit der durch-

schnittlichen Lénge der Ground Truth Vektoren iiberein.

—— frame 1 frame 2 X axis — framel —— frame 2 X axis

[y, x]= ] [y, x1=102
[65, 146] 110 [65, 146]

1051 100 -

98

95 4 /\’\/\/ 96
MRYARTUTAN A
851 ! \-\/ \/ ! 92 1 — —

+10 +20 +30 -30 -20 -10 X +10 +20 +30

1001

(a) Daten sind nicht geglattet. Parallelen der bei- (b) Daten sind gegldttet. Gradienten sind aussage-
den Frames sind zu erkennen, jedoch ist anhand der kréftig fiir Approximation.
Gradienten keine Beziehung herstellbar.

Abbildung 21: Querschnitt der Intensitit der Bildfolge ,Hydrangea“ entlang der x-Achse um den
Punkt [y, z] = [65, 146].

10.3.2 Verhalten fiir verschwindende Gradienten

Das Verhalten der Fehlerwerte fiir verschwindende Gradienten bei anderweitig gleichbleibenden Pa-
rameter ldsst sich anhand der Abbildung 23 erkennen. Dies ist interessant, da das exakte Verfahren
fiir Vu = 0 scheitert. Storungen der Daten, die zu verschwindend kleinen Gradienten fiihren, sind
ebenfalls problematisch. Das Verhalten der Losung fiir verschwindende Parameter wurde folgen-

dermafien untersucht:
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S —— frame 1
N, frame 2

\ -=-=- tangent,,

—— frame 1

-—- tangent,,

frame 2

X1X2

(a) Abstand zwischen den Punkten nach (b) Abstand zwischen z1 und z2 ist zu
dem Zeitintervall ist klein genug, sodass die groff, sodass die Tangente von x; in kei-
Tangente des Punktes x; genutzt werden ner Beziehung mehr zu z2 steht. Berech-
kann, um die Distanz zu x2 linear zu ap- nung des Flusses mit Hilfe der Gradienten
macht keinen Sinn.

proximieren.

Abbildung 22: Vergleich von zwei Optical Flow Problemen mit ausreichend kleiner Distanz inner-
halb eines Zeitraumes in (a) bzw. zu grofer Distanz in (b).
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Abbildung 23: Verhalten des Fehlers fiir einen verschwindenden Gradienten in einem Punkt bei

insgesamt neun Koordinaten.

AE AEE IE NIE

1079 0,6575 30370 6,568  2,9500
101 0,8570 16,0819 11,4796  6,9848
1072 1,1755  162,6600 29,8830 18,4619
1073 1,2243  1634,3916 68,8873 42,2738
1074 1,2299 16352,3372 77,1370 46,4572

Tabelle 5: Fehlerwerte fiir einen verschwindenden Gradienten entsprechend Abb. 23

Vor der Berechnung der Lésungen wurden fiir einen Punkt die Werte beider rdumlicher Ableitun-
gen um den Faktor 107%, 0 < i < 4 skaliert. Die Werte der zeitlichen Ableitung, sowie die Werte

der verbleibenden Punkte wurden nicht verdndert. Wir beobachten das Verhalten einer Losung

fiir ausschlieflich einen Punkt, der nahezu null ist. Es zeigt sich, dass der AEE mit dem gleichen

Faktor steigt, wie der Gradient sinkt. Dies ist im Einklang mit der Beobachtung, dass der durch-

schnittliche Betrag |v| fiir das berechnete Geschwindigkeitsfeld v mit der gleichen Gréfenordnung

steigt.
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Dieses Verhalten ist durch die Interpolationsbedingung erklérbar. In Kapitel 2.3.1 haben wir be-
reits gesehen, dass die Lange der orthogonalen Projektion von v auf den Gradienten gegeben ist
durch vy ]| = %. Fiir schnell sinkende Werte von ||Vul|| erwarten wir somit einen wachsenden
Betrag von v, und somit v. Der Einfluss eines Punktes auf die gesamte Losung des Problems ist so
stark, dass dies sich auf das gesamte Geschwindigkeitsfeld auswirkt. Auch bei den Fehlerwerten von
IE und NIE zeigt sich eine deutliche Verschlechterung des Fehlerwertes. Auch beim AE sehen wir
eine signifikanten Anstieg des Fehlers. Schon bei dem Faktor 107! iiberschreitet die durchschnitt-
liche Abweichung 45°und steigt bei 10~* bis ca. 70°. Ein zuverlissiger Zusammenhang zwischen

Geschwindigkeitsfeld und Ground Truth ist nicht mehr gegeben.
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11 Fazit

In der vorliegenden Arbeit wurde, motiviert durch die medizinische Bildgebung, eine Optical Flow
Problemstellung formuliert. Um Artefakte bei Aufnahmen der Intravitalmikroskopie zu vermin-
dern, soll die Bewegung der lebendigen Probe ausgeglichen werden. Dazu muss die Geschwin-
digkeit und Richtung von Bewegungen mit Hilfe von Bildern bestimmt werden. Als Basis wurde

191

ein Einstieg in das Themengebiet ,Optical Flow*‘ gegeben und dort die Problematik der lokalen
Schlechtgestelltheit aufgezeigt. Zudem wurde das Konzept der Thin-Plate Spline Interpolation er-
lautert.

Anhand der Brightness Constancy Assumption wurden die Optical Flow Constraints erschlossen
und diese als Interpolationsbedingungen fiir ein angepasstes Thin-Plate Spline Verfahren definiert.
Mit Meinguets Veroffentlichung zu Thin-Plate Spline Interpolation als Vorbild, wurde die ein-
deutige Losbarkeit des (exakten) Interpolationsproblems nachgewiesen. Eine alternative inexakte
Version wurde vorgestellt, in der die Interpolationsbedingung nur als Strafterm vorkommt. Es wur-
de der grofse Vorteil des inexakten Verfahrens gezeigt, da in einzelnen Punkten ein verschwindender
Gradient zugelassen ist.

Beide Interpolationsansitze konnten als lineares Gleichungssystem formuliert werden, fiir das je-
weils ein Algorithmus angegeben wurde. Fiir die Losung der Gleichungssysteme wurde eine analy-
tische Konditionsuntersuchung durchgefiihrt. Um die Losungen der Algorithmen interpretieren zu
koénnen, wurden verschiedene Fehlermafse fiir Optical Flow Geschwindigkeitsfelder angegeben.
Bei der Untersuchung der Ergebnisse wurde festgestellt, dass grundlegende Bewegungsformen auf
glatten Bildern, auch an wenigen Punkten, gut reproduziert werden kénnen. Problematisch erwies
sich, schon bei konstruierten Daten, insbesondere ein zur Bewegung orthogonaler Gradient, sowie
die Instabilitidt beziiglich Stoérungen der rechten Seite des Gleichungssystems. Auch bei der Bild-
folge des Middlebury Flow Datensatzes konnte einerseits fiir eine sehr grofe Anzahl an Punkten
ein erkennbares Geschwindigkeitsfeld reproduziert werden, andererseits setzen sich die Problemati-
ken hier fort. So zeigten wir hier das ungiinstige Verhalten fiir einen verschwindenden Gradienten,
insbesondere beim exakten Verfahren. Des Weiteren haben wir die ausreichende Glattung von Ein-
gangsdaten behandelt und begriindet warum die Verfahren auf rauschenden Daten keine sinnvollen
Ergebnisse liefert.

Insgesamt lasst sich zusammenfassen, dass die lokale Instabilitdt einen sehr groffen Einfluss auf
die restlichen Berechnungspunkte hat. Der Ursprung der Stérung ist nur schwer zu identifizieren
und Ergebnisse sind daher schlecht zu interpretieren. Obwohl die Fehlerwerte mit dem inexakten
Verfahren verbessert werden konnten, miissen daher noch weitere Ansétze in Betracht gezogen
werden. Eine Hinzunahme von anderen oder weiteren Regularisierungstermen ist denkbar, z.B. die
Bestrafung von grofien Funktionswerten oder grofien Gradienten. Fiir die praktische Anwendung
zur Verminderung der Artefakte bei medizinischen Bildgebung reichen die erreichten Ergebnisse
nicht aus. Insbesondere die bendtigte Anzahl der Berechnungspunkte, um brauchbare Geschwin-
digkeitsfelder zu liefern gentigt nicht den gesetzten Anspriichen. Fiir besonders glatte Objekte mit
rauschfreien Daten, die sich tiber das gesamte Bild gleichméfig bewegen, kann das vorgestellte

Verfahren jedoch bereits sinnvolle Ergebnisse liefern.
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A Programmcode

A.1 Exaktes Verfahren

import numpy as np

import time

def thin_plate_spline_exact(coord, vec_value, scalar_value, **kwargs):

P A

Calculates solution to exact thin-plate spline interpolation problem.

Parameters
coord

Coordinates to the corresponding vector and scalar values

vec_value

usually the gradient

scalar_value

usually the time differential

alpha,
poly_coeff_reord

250

= time.perf_counter ()

n = np.shape(coord) [0]

# Calculate pairwise distance between original coordinates

# and pairwise dot product between vector values

distance = []

dot_prod = []

for i, val_i in enumerate (coord):

for j, val_j in enumerate (coord):

if § o> i

distance = np.append(distance, np.linalg.norm(val_i - val_j))
dot_prod = np.append(dot_prod, np.dot(vec_valuel[i], vec_valuel[j]))
# Only need to calc values once since K is symmetric

else:

distance = np.append(distance, 0)

dot_prod = np.append(dot_prod, 0)

distance = np.reshape(distance, (n * n, 1))

dot_prod = np.reshape(dot_prod, (n * n, 1))

# Calculate matrix K

np.seterr(divide=’ignore’)

log_val = np.where(distance > 0,

1/(8*np.pi) * distance**2 * np.nan_to_num(np.log(distance)) * dot_prod, 0)
np.seterr (divide=’warn’)

log_val = np.nan_to_num(log_val)

K = np.reshape(log_val, (n, n))
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K = K + np.transpose (K)

# Construct P

P = np.ones((n, 6))

P[:, 0] = vec_valuel:, 0]
P[:, 3] = vec_valuel:, 1]

for i in range(n):
P[i, 1:3] = coordl[i, :] * vec_valuel[i, 0]

Pli, 4:] = coord[i, :] * vec_valueli, 1]

# Construct L

L = np.zeros((n + 6, n + 6))
L[O:n, O0:n] = K

L[O:n, n:] = P

L[n:, 0:n] = np.transpose(P)

# Construct Y
Y = np.zeros(n + 6)

Y[0:n] = scalar_value

# Solve L**x-1x*Y

try:

solution = np.matmul (np.linalg.inv (L), Y)

except np.linalg.LinAlgError:

print (’Singular Matrix. Returning empty velocity field.?’)
vx = np.zeros((1l, np.shape(target)[0]))

vy = np.zeros((1, np.shape(target)[0]))

return vx, vy

solution = np.nan_to_num(solution)
alpha = solution[0O:n]
poly_coeff = solution[n:]

elapsed_time = time.perf_counter() - t

timed = kwargs.get(’timed’, True)

if timed:

print (’>Solved TPS equation succesfully in ’, elapsed_time, °’

# Reorder poly_coeff so that we can reuse evaluate function

new_order = [1, 2, 4, 5, 0, 3]

69

seconds.?)

poly_coeff_reord = np.asarray([poly_coeff[i] for i in new_order])

return alpha, poly_coeff_reord

A.2 Inexaktes Verfahren

import numpy as np

import time

def thin_plate_spline_inexact(coord, vec_value, scalar_value,

20

lambd,

*kxkwargs) :
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Calculates solution to inexact thin-plate spline interpolation problem.

Parameters
coord

Coordinates to the corresponding vector and scalar values

vec_value

usually the gradient

scalar_value

usually the time differential

lambd

sets weight for the regularization parameter

alpha,
poly_coeff_reord

250

= time.perf_counter ()

n = np.shape(coord) [0]

# Calculate pairwise distance between original coordinates

# and pairwise dot product between vector values

distance = []

dot_prod = []

for i, val_i in enumerate(coord):

for j, val_j in enumerate (coord):

if § > i:

distance = np.append(distance, np.linalg.norm(val_i - val_j))
dot_prod = np.append(dot_prod, np.dot(vec_valuel[il], vec_valuel[j]))
# Only need to calc values once since K is symmetric

else:

distance = np.append(distance, 0)

dot_prod = np.append(dot_prod, 0)

distance = np.reshape(distance, (n * n, 1))

dot_prod = np.reshape(dot_prod, (n * n, 1))

# Calculate matrix K

np.seterr(divide=’ignore’)

log_val = np.where(distance > 0,

1/(8*np.pi) * distance**2 * np.nan_to_num(np.log(distance)) * dot_prod,
np.seterr (divide=’warn’)

log_val = np.nan_to_num(log_val)

K = np.reshape(log_val, (n, n))

K = K + np.transpose (K)

# Construct @

Q = np.ones((n, 6))

Ql:, 4] = vec_valuel[:, 0]
Ql:, 5] = vec_valuel[:, 1]

0)




A.3 Funktionsauswertung

for i in range(mn):
Qli, 0:2] = coordl[i, :] * vec_valueli, 0]

Qli, 2:4] = coord[i, :] * vec_valueli, 1]
Q_trans = np.transpose (Q)

# Construct L

S_lambd = K + (1/lambd) * np.identity(n)
L = np.zeros((n + 6, n + 6))

L[O:n, 0:n] = S_lambd
L[O:n, n:] = Q

Lln:, O0:n] = Q_trans
Y = np.zeros(n + 6)
Y[0:n] = scalar_value

# Solve L**-1 * Y

try:

solution = np.matmul(np.linalg.inv(L), Y)

except np.linalg.LinAlgError:

print (?’Singular Matrix. Returning empty velocity field.?’)
vx = np.zeros ((1, np.shape(target)[0]))

vy = np.zeros((1, np.shape(target)[0]))

return vx, vy

solution = np.nan_to_num(solution)
alpha = solution[0:n]
poly_coeff = solution[n:]

elapsed_time = time.perf_counter() - t
timed = kwargs.get(’timed’, True)
if timed:

print (’Solved TPS equation succesfully in ’, elapsed_time, ’ seconds.’)

return alpha, poly_coeff
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A.3 Funktionsauswertung

import numpy as np

def evaluate_function(coord, poly_coeff, alpha, vec_value, target):

20

Calculate and return value of optical flow function v for requested points

specified with target

Parameters

coord

Coordinates to the corresponding vector and scalar values

poly_coeff
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Coefficients with shape [al, a2, a3, a4, bl, b2] corresponding the polynom Ax +

b, A = [[al, a2], [a3, a4]]

alpha

Coefficients for the reproducing kernel

vec_value

usually gradients

target:

[x,y] coordinates where v should be evaluated at

Returns

v_x, vy : function values evaluated at coordinates specified with ’target’
220

v = []

vy = []

for i in target:

distance_target = np.empty((np.shape(coord) [0]))

for pos, j in enumerate(coord):

distance_target[pos] = np.linalg.norm(j-1i)

np.seterr(divide=’ignore’)

log_val_target = np.where(distance_target > O,
1/(8*np.pi) * distance_target **2

* np.nan_to_num(np.log(distance_target)), 0)

np.seterr (divide=’warn’)

sum_weights = np.multiply(alpha, log_val_target)

sum_weights = np.nan_to_num(sum_weights)

vx = np.append(vx, poly_coeff[4] + poly_coeff[0] * i[0] + poly_coeff[1]
* i[1] + np.sum(np.multiply(sum_weights, vec_valuel:, 0])))
vy = np.append(vy, poly_coeff[5] + poly_coeff[2] * i[0] + poly_coeff[3]
* i[1] + np.sum(np.multiply(sum_weights, vec_valuel:, 11)))

return vx, vy
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